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: Bir A kiimesinin kapanist

: Bir A kiimesinin tlimleyeni

: Bir A koleksiyonunun yu —tamlanisi

: Banach uzay1

:Bir T topolojik uzay lizerindeki Borel o —cebri

: Karmasik sayilar kiimesi

: Bir A kiimesinin karakteristik (belirte¢) fonksiyonu

: Bir A kiimesinin dogal yogunlugu

: R iizerinde soldan siirekli tiim dagilim fonksiyonlarinin kiimesi
: Uzaklik dagilim fonksiyonlarinin kiimesi
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: Esas supremum

: Olasiliksal metrik

: p ile q arasindaki olasiliksal uzaklik
: Siizgeg (filtre)
: Bir I idealine iliskin siizgeg (filtre)
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: Dogal yogunlugu sifir olan kiimelerin ideali
: N’nin tiim sonlu alt kiimelerinin ideali
: Bir topolojik uzayda ideal yakinsaklik (J—yakinsaklik)

: Bir metrik uzayda ideal” yakinsaklik ( I —yakinsaklik)
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Bu tez calismasi bes boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, rastlantisal metrik (RM) uzay ve ideal yakinsaklik (J—yakinsaklik)
kavramlarinin tarihsel gelisimine yer verilmistir.

Ikinci béliimde; 6l¢ii kuramina, olasilik kuramina, olasiliksal metrik (OM) uzaylara ve RM
qzaylara iliskin baz1 temel kavramlara ve sonuglara yer verilmistir.

Uclincii  boliimde; dogal yogunluk, istatistiksel yakinsaklik, ideal, siizgec (filtre),
J—yakinsaklik kavramlarina ve bunlara iligkin bazi sonuglara yer verilmistir.

Dordiincii boliim tezin 6zgiin boliimi olup, bu boliimde; iizerinde (g, 1) — topolojisi
tamimlanmis bir RM uzayda “J—yakinsak dizi”, “J—Cauchy dizisi”, “J—smirh dizi”,
“J — noktasal yakinsak fonksiyon dizisi” ve “J— diizgiin yakinsak fonksiyon dizisi”
kavramlar1 tanimlanmis ve bu kavramlara iliskin temel nitelikte bazi sonuclar elde
edilmistir.

Besinci boliim tezin sonug boliimii olup, bu boliimde tez calismasi 6zetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: OM uzay, RM uzay, (&, 1) —topolojisi, J—yakinsak dizi, J—Cauchy

dizisi, J—smurli dizi, J-noktasal yakinsak fonksiyon dizisi, J—diizgiin yakinsak fonksiyon
dizisi
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, the historical developments of the concepts of random metric (RM)
space and ideal convergence (J—convergence) are presented.

In the second chapter; some basic concepts and results related to measure theory,
probability theory, probabilistic metric (PM) spaces and RM spaces are presented.

In the third chapter; the concepts of natural density, statistical convergence, ideal, filter,
J—convergence and some results related to these concepts are presented.

The fourth chapter is the original part of the thesis, and in this chapter; the concepts of
“J—convergent sequence”, “J—Cauchy sequence”, “J—bounded sequence”, “J—pointwise
convergent sequence of functions” and “J—uniformly convergent sequence of functions”

are defined on an RM space endowed with the (g,1) —topology, and some basic results
related to these concepts are obtained.

The fifth chapter is the conclusion part of the thesis; and in this chapter, the thesis is
summarized.

Keywords: PM space, RM space, (g, 1) —topology, J—convergent sequence, J—Cauchy
sequence, J — bounded sequence, J — pointwise convergent sequence of functions,
J—uniformly convergent sequence of functions
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1. GIRIS

Deneysel (olgusal) ¢alismalarin ortaya koyduklar1 bilimsel verileri her zaman ig¢in
determinist (belirlenimci) modeller cercevesinde ele almak olanakli olmayabilir. Bazi
olgular rastlantisal ozellikler sergilerler ve bu tip olgularin modellenmesi konusunda
olasilik kuramindan yararlanilir. Skorokhod (2005)’un da belirttigi gibi; kuantum
mekaniginin mikro diinyasina, molekiillerin 1s1l devinimlerine, 6zdegin diskret (kesikli)
yapisina, kozmik 1s1maya, vb. iligkin yasalar rastlantisal olgular igerirler ve bu tip yasalarin
aciklanmasi icin olasiliksal modellere gereksinim duyulur.

Bu tiir durumlarda ortaya ¢ikan belirsizliklerden bazilari; uzaklik, uzunluk, konum,
vb. kavramlara iligkindir. Bu tiir belirsizlikler ¢esitli matematiksel araglarla (6rnegin,
Brown devinimi gibi) modellenmeye c¢alisilir. Bu tip matematiksel araglardan biri de;
Menger (1942)’in, klasik anlamdaki metrik uzay kavramini genelleyerek elde ettigi
“istatistiksel metrik uzay” adi verilen soyut uzaydir. Bu tip uzaylar temel olarak Wald
(1943), Schweizer ve Sklar (1960), Thorp (1960) ve Serstnev (1963) tarafindan
gelistirilmis  olup  glinlimiizde, “olasiliksal metrik (OM) uzaylar” olarak
adlandirilmaktadirlar.

Bir OM uzayin herhangi iki noktas1 arasindaki uzaklik, bir reel say1 yerine, bir
olasilik dagilim fonksiyonu ile ifade edilmektedir. Ornegin, bir OM uzayin p ve q gibi
herhangi iki noktasi arasindaki uzaklik, F,, bigiminde bir olasilik dagilim fonksiyonu ile
gosterildiginde; negatif olmayan bir x reel sayis1 igin F,,(x) degeri, “p ile q arasindaki
uzakligin x’ten kii¢lik olma olasilig1” bigiminde yorumlanir (Schweizer ve Sklar, 1983).

Klasik anlamdaki bir metrik uzayin liggen esitsizligi aksiyomu olasiliksal olarak
ifade edildiginde bir OM uzayin kendine 6zgii liggen esitsizligi elde edilir. Bu tip bir liggen
esitsizligi, liggen normlar ya da daha genel olarak, iicgen fonksiyonlar olarak adlandirilan
birtakim ikili islemler yardimiyla tanimlanir. Uggen normlar (Klement vd., 2000; Alsina
vd., 2006), kosa¢ (copula) kuramin1 dogurmus (Nelsen, 2006); ayrica, bulanik kiimeler
(Zadeh, 1965) gibi baz1 kuramlarda uygulama alanlar1 bulmustur.

Ote yandan, OM uzaylarm baz fiziksel uygulamalarindan da (Menger, 1951; Erber
vd., 1971) soz etmek miimkiindiir. Bunun yani sira; Rosen (1947)’in, Blokhintsev
(1973)’in ve Roy (1998)’un calismalarinda, olasiliksal bir geometrinin fizikteki bazi

rollerinden s6z edilmistir.



OM uzaylarla ilgili, giiniimiize dek pek c¢ok calisma yayimlanmistir. Konunun
tarihsel ve detayli incelemeleri; Schweizer ve Sklar (1983)’a, Constantin ve Istratescu
(1989)’ya, Hadzic ve Pap (2001)’a, Chang vd. (2001)’ne ve Lafuerza-Guillén ve
Harikrishnan (2014)’a ait caligmalarda bulunabilir.
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Bu tez calismasinin temel aldig1 “rastlantisal metrik (RM) uzaylar” kurami ise OM
uzaylarin gelisimine paralel ve bu tip uzaylarla yakindan iligkili olarak ortaya ¢ikmustir.
RM uzay kavrami, OM uzay kavramina olasilik kuraminin standart 6l¢ii kuramina dayali
araclan (olasilik 6l¢iisti, rasgele degisken, vb.) yardimiyla yaklasilmasindan yola ¢ikilarak
Spacek (1956, 1960) tarafindan tanimlanmis ve sonrasinda birgok arastirmaci (Srnegin;
Simboan ve Theodorescu (1962), Onicescu (1964), Stevens (1968), Calabrese (1968),
Sherwood (1969), Brown (1972), Schweizer ve Sklar (1983), Guo (1999, 2001a, 2001b))
tarafindan incelenmistir.

Bir RM uzayin herhangi iki noktasi arasindaki uzaklik, bir reel say1 ya da bir
olasilik dagilim fonksiyonu yerine, bir rasgele degisken ile ifade edilmektedir. Ornegin, bir
RM uzaym p ve q gibi herhangi iki noktas1 arasindaki uzaklik, X, bigiminde bir rasgele
degisken ile gosterilir (Schweizer ve Sklar, 1983). RM uzaylar genellikle, OM uzaylarin

Ozel birer sinifi olan, metrikle dogurulmus OM uzaylarla (Stevens, 1968) ve E—uzaylarla

(Sherwood, 1969) yakindan ilgilidir. Ote yandan, giiniimiiziin modern RM uzaylar
kuraminda bu tip bir rasgele degisken yerine daha genel bir Olgiilebilir fonksiyon
kullanilmakta ve bu tip uzaylar daha ¢ok olasilik kuramini ve fonksiyonel analizi temel
alan ve disiplinleraras1 bir yaklasim olan “rastlantisal fonksiyonel analiz” kuraminin 15181
altinda incelenmektedir.

RM uzaylarin, stokastik (rastlantisal) analizde yer bulan rasgele degiskenlere ve
rasgele fonksiyonlara/operatorlere iliskin uygulamalart ile O6lgli kuramina iligskin
uygulamalari i¢cin Guo’nun ¢aligmalar (sirasiyla; Guo (1999) ve Guo (1996)) incelenebilir.
Ote yandan, RM uzaylarin dogal gelisimi icerisinde, bu tip uzaylarin birer uzantisi olarak;
rastlantisal normlu uzay (Schweizer ve Sklar, 1983; Guo, 1999), rastlantisal eslenik uzay
(Sultanbekov, 1979; You ve Zhu, 1996; Guo ve Ma, 2004), rastlantisal normlu modiil
(Guo, 1995), rastlantisal yerel konveks modiil (Guo vd., 2009; Guo, 2010; Guo vd., 2015a;
Guo vd., 2015b), rastlantisal i¢ ¢arpim uzay1 (Lin ve Guo, 1990; Guo, 1999) ve rastlantisal
i¢ ¢arpim modiilii (Guo ve You, 1996; Guo, 1999) gibi kavramlar ortaya g¢ikmistir.

Ornegin, rastlantisal normlu modiillerin, yaklasim kuramindaki uygulamalar i¢in Guo ve



Li (2005)’nin c¢alismasi, risk oOlciilerindeki uygulamalari i¢in ise Guo vd. (2014)’nin
calismasi incelenebilir.

Bu tez ¢alismasinin bir diger temel araci ise “ideal yakinsaklik (J—yakinsaklik)”

kavramidir. J—yakinsaklik, “istatistiksel yakinsaklik” kavraminin dogal bir genellemesidir,
dolayisiyla ayn1 zamanda klasik (siradan) yakinsakligin da bir genellemesi olmaktadir.
Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast (1951) ve Steinhaus (1951) tarafindan tanimlanmis
olup, bu kavrama, Schoenberg (1959)’in c¢alismasinda “D — yakinsaklik” adi altinda
rastlanmaktadir. Ayrica, istatistiksel yakinsakligin optimizasyon (eniyileme) kuraminda
(Mamedov ve Pehlivan, 2000) ve ergodik kuramda (Silva, 2008) bazi 6nemli uygulamalari
bulunmaktadir. Silva (2008)’nin ¢alismasinda istatistiksel yakinsaklik, “yogunluga gore
yakinsaklik” olarak adlandirilmaktadir.

Istatistiksel yakinsaklik, dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin dogal

yogunluklarina dayanirken; J—yakinsaklik ise daha genel olarak, dogal sayilar kiimesinin

bir J ideali kavramina dayanir. J—yakinsaklik Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanimlanmis
olup daha sonra pek ¢ok arastirmaci (6rnegin; Sleziak (2003), Cinéura vd. (2004), Dems
(2004), Salat vd. (2004), Balcerzak vd. (2007)) tarafindan gelistirilmistir. J—yakinsaklik,
birbirine denk olmayan pek cok yakinsaklik tiplerini igerdiginden ve matematiksel analizde
bir tiir “cati yakinsaklik” islevi gordiigiinden olduk¢a onemlidir. Bu kavrama oldukc¢a
benzer olan bir diger kavram ise “siizge¢ (filtre) yakinsaklik” olup, bu yakinsaklik tipi
temel olarak Katétov (1968) ile Nuray ve Ruckle (2000) tarafindan incelenmistir.

Bu tez galismasimnin amaci, “lizerinde (g, 4) —topolojisi tanimlanmis bir RM uzay
tizerinde J—yakinsaklik kavramini ve buna iligkin bazi énemli kavramlari tanimlayarak
temel nitelikte birtakim sonuclar elde etmek™ olarak belirlenmistir. Bir soyut uzayda yer
alan herhangi bir dizinin yakinsakligi o uzayin matematiksel analizi i¢in temel nitelikte
oldugundan; bir RM uzay lizerindeki J—yakinsaklik kavraminin ve ilgili diger kavramlarin,
bu tip uzaylarin analizine bir 6l¢iide katki saglamakla birlikte, bu tip uzaylardaki dizileri

daha genis bir acidan inceleme olanagi saglayabilecegi diisiiniilmektedir.



2. GENEL BIiLGILER

Bu boéliimde 6l¢li kuramina, olasilik kuramina, OM uzaylara ve RM uzaylara iliskin

bazi temel kavramlara ve sonuglara yer verilecektir.

2.1 Temel Ol¢ii Kuram ve Olasihk Kurami

Tamim 2.1.1 Q # @ olmak iizere Q’nin alt kiimelerinin bir koleksiyonu ‘A olsun. Eger

i. Q € Ad,
il. A € A ise A° € Adrr,
1ii. AB € Aise AUB € A dir

kosullar1 saglaniyorsa A koleksiyonuna, ) {izerinde bir cebir adi verilir. Eger bir A

koleksiyonu (i) ve (ii) kosullarina ek olarak,
iii'. A, A,, ... E Aise A;UA, U .. € Adrr

kosulunu saghiyorsa ‘A koleksiyonuna, Q tizerinde bir o —cebri adi verilir (Billingsley,

1995).

Olasilik kuraminda bu tip A koleksiyonlar1 igin genellikle “cebir” yerine “cisim”,

“o —cebri” yerine ise “o —cismi” terimi kullanilir (Aliprantis ve Border, 2006). Bu tezde,

genellik bakimindan, “cebir” ve “o —cebri” terimleri kullanilacaktir.

Tanim 2.1.2 T+ @ ve T igin bir topoloji T olmak iizere bir (T, t) topolojik uzay verilsin.
Bu durumda t’nun elemanlariin (agik kiimelerin) koleksiyonunun dogurdugu o —cebrine
(bu acik kiimeleri iceren en kiiciik o —cebrine), T iizerindeki Borel o —cebri denir ve
B(T) ile gosterilir. B(T)’nin her bir elemanina, Borel kiimesi denir (Athreya ve Labhiri,

2006).

Ornegin, T = R olmak iizere R iizerinde klasik topoloji tanimlanirsa bu topolojiye

iliskin Borel o —cebri, B(R) ile gosterilir (Athreya ve Lahiri, 2006).

Tamm 2.1.3 Q # @ olmak iizere Q lizerinde bir ¢ —cebri A olsun. Bu durumda (£,

A) ikilisine, bir ol¢iilebilir uzay adi verilir. ZA’nin her bir elemanu, ol¢iilebilir kiime olarak

adlandirilir (Billingsley, 1995).



Tanmm 2.1.4 Q # @ olmak {izere Q lizerinde bir ¢ —cebri A olsun. uy: A - Rt =

[0, o] olmak iizere

. u@ =0
ii. Ay A, .. € Avei # jiken A;N Aj = @ olmak iizere

n(Up=1 Ax) = Xig=1 u(4y) dir

kosullar1 saglaniyorsa pu fonksiyonuna, bir ol¢ii adi verilir. u(Q)) < oo ise u Olgiisii
sonludur denir. Eger Q = Ujy-,Ax bi¢iminde yazilabiliyor ve her bir A, € A igin
U(A;) < o oluyorsa u 6l¢iisti ¢ —sonludur denir. (Q, A) ikilisi bir 6l¢iilebilir uzay olmak
tizere /A {izerinde bir u Olglisii tammmlanmissa (Q, A, p) tgliisiine, bir 6l¢ii uzayr adi

verilir (Billingsley, 1995).

Tanmm 2.1.5 (Q, A, u) bir olgii uzayr olmak iizere A koleksiyonu ile A
koleksiyonundaki sifir Olgiilii  kiimelerin (sifir kiimelerinin) tiim alt kiimelerinin

koleksiyonunun dogurdugu o —cebrine, A koleksiyonunun p —tamlanisi denir ve A, ile
gosterilir (Hytonen vd., 2016). Boyle bir durumda (Q, A,, p) tclisiine, (Q, A, p) dlcii

uzayinin tamlanisi adi verilir (Royden, 1988).

Tanmm 2.1.6 Q # @ olmak iizere ) lizerinde bir 0 —cebri A olsun. P : A - [0,1]

olmak lizere

i. P(®)=0veP(Q)=1dir,
ii. Ay, A, .. € Avei# jiken A;N Aj = @ olmak iizere

P(Ul?zlAk) = Z?=1 P(Ak) dir
kosullar1 saglaniyorsa P fonksiyonuna, bir olasilik él¢iisii adi verilir (Billingsley, 1995).

Tamm 2.1.7 (Q, ) bir 6l¢iilebilir uzay ve P bir olasilik dlgiisii olmak {izere
(Q, A, P) tglusiine, bir olastlik uzayr ad1 verilir (Billingsley, 1995).

Ornek 2.1.8 (a) Q = R olmak iizere R'nin Lebesgue olgiilebilir tiim alt kiimelerinin

koleksiyonu M ve u = m (Lebesgue Ol¢iisii) olsun. Bu durumda ‘M bir o —cebridir ve

(R, M, m) iuglisi bir 6l¢i uzayr olup m Olgiisii 0 — sonludur. Benzer bigimde,
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(R, B(R), m) tgliisti de bir dlgii uzay1 olup, bu 6l¢ii uzaymin tamlanisi ise (R, M, m)
uzayidir (Royden, 1988).

(b) Q = [0,1] olmak iizere Q’nin Lebesgue olgiilebilir tiim alt kiimelerinin koleksiyonu
A ve P = m (Lebesgue 6l¢iisii) olsun. Bu durumda ‘A bir o —cebridir ve ([0,1], A, P)

ticliisii bir olasilik uzayidir (Dorogovtsev vd., 1997).

Simdi ise Olciilebilir fonksiyonlara iligskin bazi temel kavramlara yer verilecektir.

Tanmm 2.1.9 (Q,;, A1) ve (Q,, Az) ikilileri birer oOlgiilebilir uzay olmak {izere
f: Q; > Q, bigiminde verilen bir f fonksiyonu her bir A € A, igin f~1 (4) € A;
kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna, A; ve Az o0 —cebirlerine gore dlgiilebilirdir ya da
(A1, Az) —él¢iilebilirdir denir. Ozel olarak; Q; ve Q, birer topolojik uzay, A1 = B(Q,)
ve Az = B(Q,) olmak tlizere f: Q; — Q, bi¢ciminde verilen bir f fonksiyonunun
(A1, A2) —olgilebilir olmasi durumunda f fonksiyonuna, Borel él¢iilebilir fonksiyon ya

da Borel fonksiyonu ad1 verilir (Aliprantis ve Border, 2006).

Dikkat edilecek olursa, “ ( Ai, Az) — olgiilebilirlik” kavrami tanimlanirken,
olgiilebilir uzaylar temel alinmakta ve bir u ol¢iisiine ihtiya¢ duyulmamaktadir.

Ote yandan, yukaridaki tanmimda gegen “f fonksiyonu (A1, Az) —élciilebilirdir”
ifadesi yerine bazen kisalik bakimindan, “f fonksiyonu él¢iilebilirdir” denir (Dudley,
2002). Ancak, Olctlebilir fonksiyonlar g¢esitli siniflara ayrildiklarindan ve bu islem de,
Olcililebilmenin ana araglar1 olan o — cebirlerine atifta bulunmayi gerektirdiginden; bu

tezde, c¢esitli Olclilebilir fonksiyonlar tanimlanirken ilgili o — cebirleri 6zellikle

vurgulanacaktir.

Ornek 2.1.10 Q = {a,b,c,d}, A1 = {Q,0, {a},{b,c,d}} ve Az= P(Q) olsun. Bu
durumda A; ve A; birer o —cebridir. Simdi f : Q — Q olmak iizere f(w) = a ve

g: Q — Qolmak iizere

a, w=a yada w=bise
9() =1 y 2.1)

c, w=c yada w=dise



bi¢ciminde tanimlanan f ve g fonksiyonlarini goz 6niine alalim. Bu durumda f fonksiyonu

(A, Az) —olgiilebilir ve g fonksiyonu ise (A2, A1) —6lgiilebilirdir. Ote yandan,
g ' {a) ={ab} ¢ A (2.2)

oldugundan g fonksiyonu (A;, Az) —06lgiilebilir degildir (Athreya ve Lahiri, 2006).

Tanmm 2.1.11 (Q, AA) bir 6lgiilebilir uzay olmak iizere f : Q — R bi¢iminde verilen bir

f fonksiyonu her bir a € R i¢in
Y (—o,a]) ={w e f(w)<a}le A (2.3)

kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna, ( A, B(R)) — olciilebilirdir ya da kisaca,
A—délgiilebilirdir denir (Athreya ve Lahiri, 2006).

Olasilik kurami, 6l¢ii kuraminin 15181 altinda incelendiginde Olgiilebilir fonksiyonlar

asagida goriilecegi gibi 6zel bir adla anilirlar.

Tanmm 2.1.12 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 ve R = [—o0, o0] (genisletilmis reel sayilar

kiimesi) olmak tizere £ : Q — R bi¢iminde bir ¢ fonksiyonu verilsin. Eger her bir

a € R i¢in
& Y [-,a) ={wEQ: &(w)<a}eA (2.4)

oluyorsa ¢ fonksiyonuna, P —ol¢iilebilirdir denir. Bu tip bir fonksiyon genellikle, rasgele

degisken olarak adlandirilir. £ bir rasgele degisken olmak iizere
PlweQ: &(w)<0}=0 (2.5)

kosulu saglaniyorsa ¢ rasgele degiskeni hemen hemen negatif degildir ya da hemen
kesinlikle (almost surely) negatif degildir denir (Schweizer ve Sklar, 1983). Boyle bir
durumda "¢ (w) = 0 a.s." yazilir. Ote yandan, § : Q — R bicimindeki tiim & rasgele
degiskenlerinin  kiimesi Ly(2,R) bi¢iminde ve bu rasgele degiskenlerden

¢ (w) = 0 a.s. kosulunu saglayanlar da L§ (Q) ile gosterilir (Guo, 2001a).



Uyan 2.1.13 Tanim 2.1.12°de ifade edilen “P —oél¢iilebilirlik” kavrami; Tanim 2.1.11°de
oldugu gibi, ““A — dlgiilebilirlik” olarak anlagilmalidir. Ayrica, burada & : Q — R

bi¢imindeki tiim ¢ rasgele degiskenlerinin kiimesi Ly(Q , R) bi¢iminde gosterilecektir.

Ornek 2.1.14 Noktasal bir pargacik, r > 0 olmak iizere Q = {(x,y):x% + y? < r?} diski
lizerine rasgele bir bigimde atiliyor. w € Q) olmak iizere bu pargacigin konumlandig
koordinat, w ile gosterilsin. Q diskinin Lebesgue Olgiilebilir tim alt kiimelerinin

koleksiyonunu A ile gosterelim. A € A ve m, dizlemdeki Lebesgue Ol¢iisii olmak

m(4A)

tizere P(A) = —

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda (Q, A, P) {gliisti bir olasilik

uzayiolup ¢ : Q — R olmak iizere,
¢ (w) = |w| ="w'un orijine olan uzakligt" (2.6)
biciminde tanimlanan ¢ fonksiyonu bir rasgele degiskendir (Dorogovtsev vd., 1997).

Tanmim 2.1.15 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 olmak tizere £ < Ly(Q2,R) ve n € Ly(Q, R)
olsun. Eger her ¢ € L i¢in ¢ (w) < n(w) a.s. oluyorsa n rasgele degiskenine, L nin bir
esas tist stnrr denir. L’nin tiim ¢ esas Ust smurlar igin n(w) < {(w) a.s. oluyorsa n
rasgele degiskenine, L’nin esas supremum’u denir ve VL ile gosterilir. Benzer bigimde,
her £ € L i¢in é(w) = n(w) a.s. oluyorsa n rasgele degiskenine, L nin bir esas alt sinirt
denir. L’nin tim { esas alt smirlan i¢in n(w) = {(w) a.s. oluyorsa n rasgele

degiskenine, L nin esas infimum 'u denir ve AL ile gosterilir (Guo, 2001a).

Herhangi bir £ < Ly(Q,R) igin VLve AL daima vardir (Guo, 2001a). Burada VL

yerine ess sup L ve ALyerine ise ess inf Lyazilacaktr.

Teorem 2.1.16 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 olmak tizere £ < Ly(Q,R) ven € Ly(Q, R)
olsun. Eger her é € L i¢in é(w) < n(w) a.s. (ya da é(w) =n(w) a.s.) oluyorsa
esssup L ve essinf L fonksiyonlart Ly(Q,R) kiimesinden segilebilir. Boyle bir
durumda (ess sup L)(w) <n(w)a.s. (ya da (essinf L)(w) = n(w) a.s.) yazilabilir
(Guo, 2001a).



Tanmim 2.1.17 (Q, ‘A, P) bir olasilik uzay1 ve (T, 7) bir topolojik uzay olmak fizere
T topolojisinin dogurdugu Borel ¢ —cebri B(T) olsun. Eger £ : Q = T bigiminde verilen
bir & fonksiyonu (A, B(T)) —olgiilebilir ise yani her bir A € B(T) i¢in é71(4) € A
oluyorsa ¢ fonksiyonuna, T — degerli bir A — rasgele eleman ya da T — degerli bir
genellestirilmis rasgele degisken denir (Guo, 2001a).

Uyan 2.1.18 Burada kisaca; T—degerli bir AA—rasgele eleman yerine A—rasgele eleman
ifadesi, T—degerli bir genellestirilmis rasgele degisken yerine ise genellestirilmis rasgele
degisken ifadesi kullanilacaktir. Sadece, (Q, A, P) bir olasilik uzay1 ve K bir cisim (R ya
da C) olmak iizere ¢: Q — K biciminde tanimli bir & fonksiyonunun
(A, B(K)) —olgiilebilir olmast durumunda & fonksiyonu, K —degerli bir rasgele degisken
olarak adlandirilacaktir. Bu tip rasgele degiskenlerin olusturdugu kiime ise Guo (2001a)’da
oldugu gibi, Ly(Q, K) ile gosterilecektir. Genel olarak, (Q, A) bir dlgiilebilir uzay ve
(T, ) bir topolojik uzay olmak ilizere f : Q — T bigiminde verilen bir f fonksiyonu
(A, B(T)) — olgiilebilir ise bu f fonksiyonu, Tanim 2.1.11°de oldugu gibi kisaca,
A —élgiilebilir olarak adlandirilacaktir. Tersine, (2, JA) bir olgiilebilir uzay ve T bir
topolojik  uzay ise f : Q— T bigiminde verilen bir f fonksiyonunun
A—ol¢iilebilirliginden soz edildiginde, T tizerinde dogal olarak B(T) Borel o —cebrinin

taniml1 oldugu varsayilacaktir.

Simdi ise genel bir Olciilebilir uzay ya da 6l¢ii uzay: iizerinde tanimli, 6zel nitelikte

baz1 6lciilebilir fonksiyon tipleri incelenecektir.

Tanmim 2.1.19 (Q, A) bir 6lgiilebilir uzay ve (V, || .||) ikilisi bir normlu uzay olsun.
@ : Q - V bi¢ciminde bir ¢ fonksiyonu verildiginde; ¢ fonksiyonu sonlu sayida deger
aliyorsa, Ornegin, R(@) = {y1,¥2, ...,Vn} €V biciminde ise ve her bir i i¢in
A; = o7 ({y;}) € A kosulunu sagliyorsa ¢ fonksiyonuna, bir V —basit fonksiyon denir.
Ayrica, @ = YL y; Xa, esitligine, ¢ ’nin standart gosterimi adi verilir (Aliprantis ve

Border, 2006).

Uyan 2.1.20 Yukaridaki tanimda gecen “V —basit fonksiyon” ifadesinin yerine kisaca,
“basit fonksiyon™ ifadesi kullanilacaktir. Dikkat edilecek olursa, “basit fonksiyon” kavrami

tanmimlanirken, bir olgiilebilir uzay temel alinmakta ve bir u olgiisiine gerek



duyulmamaktadir. Ote yandan, bir (V, || . ||) normlu uzayinda, tek nokta kiimeleri normun
dogurdugu topolojiye gore kapali olduklari igin B(V) koleksiyonunda yer alirlar ve
boylelikle, dlciilebilirdirler (6zel olarak, Borel kiimeleridirler). Dolayisiyla, Aliprantis ve
Border (2006)’a gore, bu tip bir basit fonksiyon ayni zamanda (A, B(V)) —dlgiilebilirdir.
Boyle bir durumda, Uyar1 2.1.18’den yola c¢ikilarak kisaca, bu tip bir basit fonksiyon
A-—olciilebilirdir denebilir.

Tamm 2.1.21 (Q, A, p) bir olgii uzayr ve (V,||.|]) bir normlu uzay olsun. Eger
@ : Q — V biciminde verilen bir ¢ basit fonksiyonu i¢in R(¢) = {y1,¥2, -, Yn} Ve
A; = ¢ *({y;}) olmak iizere her bir i icin u(4;) < o oluyorsa ¢ fonksiyonuna, bir
V —basamak fonksiyonu ya da bir u —basit fonksiyon denir (Aliprantis ve Border, 2006;
Hytonen vd., 2016).

Dikkat edilecek olursa, “u —basit fonksiyon” kavrami tanimlanirken, bir ol¢ii uzay

temel alinmakta ve bir u dl¢iisiine gerek duyulmaktadir.

Tamm 2.1.22 (Q, AA) bir 6lgiilebilir uzay ve (B, || .||) bir Banach uzay1 olsun. Eger
f:+ Q — B bi¢ciminde verilen bir f fonksiyonu; her n € N i¢in ¢,,;: Q — B bi¢imindeki
basit fonksiyonlarin bir (¢,,) dizisinin noktasal limiti olarak yazilabiliyorsa, yani her bir
w€ Q icin limye, [[gp(w) — f(w)|[ =0 oluyorsa f fonksiyonuna, kuvvetli

A—ol¢iilebilir fonksiyon denir (Guo ve You, 1998; Hytonen vd., 2016).

Dikkat edilecek olursa, “kuvvetli A—ol¢iilebilirlik” tammlanirken, olciilebilir bir
uzay temel alinmakta ve bir u él¢iisiine gerek duyulmamaktadir.

Ayrica, bir f: Q — B fonksiyonu kuvvetli A—olgiilebilir ise A—dl¢iilebilirdir
(Hytonen vd., 2016). Bununla birlikte, asagidaki teoremde de belirtildigi gibi, 6zel bir

kosul altinda bunun tersi de dogrudur.

Teorem 2.1.23 (L, “A) bir dlgilebilir uzay ve (B, || . ||) bir ayrilabilir Banach uzay1 olsun.
Bu durumda f : Q — B bigiminde verilen bir f fonksiyonunun kuvvetli ‘A—ol¢iilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f fonksiyonunun A—dl¢iilebilir olmasidir (Hyténen vd.,

2016).
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Uyan1 2.1.24 Yukaridaki teoremde sozii edilen “ayrilabilirlik” kosulu kaldirilamaz.
Omegin, (B, || .|| ikilisi, ayrilabilir olmayan bir Banach uzayr olsun. @ = B ve A =
B(B) olmak tiizere I : B — B fonksiyonu, 6zdeslik doniisiimiinii belirtsin. Dikkat
edilecek olursa; burada I fonksiyonunun hem tanim kiimesi hem de deger kiimesi tizerinde,
A = B(B) bigiminde verilen Borel o —cebri tanimlanmaktadir. Ayrica, I fonksiyonu
stirekli olup A—dl¢iilebilirdir (6zel olarak, Borel fonksiyonudur). Simdi varsayalim ki [

fonksiyonu kuvvetli A — olgiilebilir olsun. Bu durumda I fonksiyonu her n € N igin

¢, B — Bolacak bi¢cimde, basit Borel fonksiyonlarinin bir (¢,,) dizisinin noktasal limiti
olarak yazilabilir. Yani her bir y € B i¢in lim,_,., @,(y) =I(y) = y dir. Ayrica, (¢,)
dizisindeki fonksiyonlarin aldig1 degerlerin olusturdugu kiime sayilabilirdir. Bu kiimeyi €
olarak adlandiralim. O halde her bir y € B noktasi, C kiimesinde yer alan bir dizinin
limitidir, yani C = B dir. Bu ise B’nin ayrilabilir olmas1 demektir ve bdylelikle geliski elde

edilir. O halde I fonksiyonu kuvvetli A—0dlgiilebilir olamaz, yani “ayrilabilirlik” kosulu

kaldirilinca teoremde ifade edilen denklik ortadan kalkar (Hytonen vd., 2016).

Tanmmm 2.1.25 (Q, ‘A) bir olgiilebilir uzay ve (B,||.||) bir Banach uzayi olsun.

Ayrica, f : Q — B bi¢iminde bir f fonksiyonu verilsin. Eger B, € B olacak bigimde,
B’nin kapali ve ayrilabilir bir B, alt uzay1 bulunabiliyor ve her o € Q i¢in f(w) € B,
oluyorsa f fonksiyonu ayrilabilir bir kiimede deger alir ya da kisaca, ayrilabilir degerlidir

denir (Hytonen vd., 2016).

Teorem 2.1.26 (Q, A) bir olgiilebilir uzay ve (B, || .||) bir Banach uzay1 olsun. Bu
durumda f: Q — B bi¢iminde verilen bir f fonksiyonunun kuwvetli ‘A — ol¢iilebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, f fonksiyonunun A—dlciilebilir ve ayrilabilir degerli

olmasidir (Guo ve You, 1998; Hytonen vd., 2016).

Tamm 2.1.27 (Q, A, p) bir olgli uzayr ve (B,||.]]) bir Banach uzay1 olsun. Eger
f:+ Q — B bi¢ciminde verilen bir f fonksiyonu; her n € N i¢in ¢,,;: Q — B bi¢imindeki
U — basit fonksiyonlarin bir (¢,) dizisinin, u Ol¢iisiine gore a.e. (almost everywhere:
hemen her yerde, yani 06l¢iisii sifir olan bir kiimenin diginda islem yapildiginda) noktasal

limiti olarak yazilabiliyorsa, yani

limy e ll@n(w) — f(@)ll =0 (u—a.e.) 2.7)
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oluyorsa f fonksiyonuna, kuvvetli u —ol¢iilebilir fonksiyon denir (Hytonen vd., 2016).

Uyar1 2.1.28 Yukaridaki tanimda sozi edilen f fonksiyonu Guo ve You (1998)’nun
calismasinda “kuvvetli olgiilebilir fonksiyon™ olarak adlandirilmaktadir. Bu tezde de, RM
uzaylarla ilgili bilimsel ¢aligmalarla uyumlu olmasi ve herhangi bir karmasaya neden
olmamast icin “kuvvetli u —olgiilebilir fonksiyon” ifadesinin yerine, “kuvvetli ol¢iilebilir
fonksiyon” ifadesi kullanilacaktir. Ayrica, dikkat edilecek olursa, “kuvvetli él¢iilebilirlik”

tanimlanirken, bir 6l¢ii uzayr temel alinmakta ve bir u él¢iisiine gerek duyulmaktadir.

Teorem 2.1.29 (Q, ‘A, u) bir dl¢ii uzayr ve (B,|.||) bir Banach uzayi olsun.
Ayrica, f : 0 — B bigiminde bir f fonksiyonu verilsin. Bu durumda

i.  f fonksiyonu kuvvetli olciilebilir ise f fonksiyonu kuvvetli ‘A — olgiilebilir bir
fonksiyona u — denktir (ya da kisaca, denktir); yani g: QO - B  ve
f=g (u—a.e.) olacak bigimde, kuvvetli A — 6l¢iilebilir bir g fonksiyonu
vardir.

ii.  uolgiisii 0 —sonlu ve f fonksiyonu kuvvetli A—élciilebilir bir fonksiyona denk ise

f fonksiyonu kuvvetli ol¢iilebilirdir.

(Hytonen vd., 2016).

Ote yandan, Teorem 2.1.26’nin bir sonucu ise asagida verilmistir.

Sonu¢ 2.1.30 (Q, A, w) bir 6l¢ii uzay1 ve (B, || .||) bir Banach uzayi olsun. f : Q — B
bi¢iminde verilen bir f fonksiyonu kuwvetli élgiilebilir, f: Q — B olmak iizere f

fonksiyonu kuvvetli A—délgiilebilir ve f = f (p — a.e.) ise her bir C € B(B) igin
{fecl={weq: f(wecle A (2.8)
olur. Ayrica, u { fec } ifadesi f fonksiyonunun 6zel seciminden bagimsizdir. O halde
u{fect=u{fecy (2.9)
dir (Hytonen vd., 2016).

Not 2.1.31 (Q, A, w) bir ol¢ii uzayr1 ve (B,]|.]|) bir Banach uzay1 olsun. Ayrica,
f+ Q — B biciminde bir f fonksiyonu verilsin. Dunford ve Schwartz (1958)’1n
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calismasinda, u —basit fonksiyonlardan yola ¢ikilarak, f fonksiyonunun “u —élgiilebilir”
olmas1 tanimlanmustir. Ote yandan, Guo ve You (1998)’nun da belirttigi gibi, u l¢iisiiniin
o —sonlu olmas1 durumunda “kuvvetli éi¢iilebilir fonksiyon™ kavrami ile “u —délgiilebilir
fonksiyon” kavrami cakisir. Dolayisiyla, bu tezin kapsami agisindan degerlendirildiginde,
o —sonlu bir dl¢li uzayi lizerinde tamimli, kuvvetli ol¢giilebilir bir f : Q — B fonksiyonu,

“u —olciilebilir” olarak adlandirilabilir.

Ote yandan, Teorem 2.1.29’un dogrudan bir sonucu asagidaki gibidir.

Sonug¢ 2.1.32 (Q, A, p) tglisi bir 0 —sonlu 6l¢ii uzayr ve (B, || .||) bir Banach uzay1
olsun. Ayrica, f :  — B bigiminde bir f fonksiyonu verilsin. Bu durumda asagidaki

ifadeler denktir:

i.  f fonksiyonu u —ol¢iilebilirdir.
ii.  f fonksiyonu, kuvvetli A—dlciilebilir bir fonksiyona denktir.

(Guo ve You, 1998).

Simdi ise 6l¢ii kavrami kullanilarak elde edilen, 6l¢ii kuraminda 6nemli bir yeri
olan ve dlciilebilir fonksiyonlarin dizileri i¢in tanimlanmis olan 6zel bir yakinsaklik tipine

yer verilecektir.

Tamm 2.1.33 (Q, A, p) bir sonlu 6l¢ii uzay1 ve (M, d) bir ayrilabilir metrik uzay olmak
tizere her n € N igin f,;:  — M olacak bigimde, A—dlgiilebilir fonksiyonlarin bir (f;,)
dizisi ve f: Q — M bi¢iminde, “A—04l¢iilebilir bir f fonksiyonu verilsin. Eger her bir

€ > 0 i¢in
lim, . pu{w€Q: d(fy(w), f(w))>e}=0 (2.10)

oluyorsa (f;,) dizisi f fonksiyonuna, dl¢iiye gore yakinsaktir denir (Dudley, 2002). Boyle
bir durumda, (1) — lim f;, = f yazilacaktur.
Yukaridaki tanimin 6zel bir versiyonu, olasilik kuraminda sik kullanilan, asagidaki

yakinsaklik tipini verir.

Tanmm 2.1.34 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 ve (M, d) bir ayrilabilir metrik uzay olmak

tizere her n € N i¢in &,: Q — M olacak bigimde, A—rasgele elemanlarin (genellestirilmis
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rasgele degiskenlerin) bir (&) dizisi ve é : Q — M bi¢iminde bir genellestirilmis

rasgele degisken verilsin. Eger her bir € > 0 i¢in

lim, ., P{w € Q: d(¢,(w),é(w)) >e}=0 (2.11)
oluyorsa ya da buna denk olarak, her bir € > 0 i¢in

lim,_, P{w € Q: d(&,(w),{(w)<e}=1 (2.12)

oluyorsa (&) dizisi & fonksiyonuna, olasilik élgiistine gore yakinsaktir denir (Dudley,

2002; Billingsley, 1999). Boyle bir durumda, (P) — lim &, = & yazilacaktir.

Ornek 2.1.35 Ornek 2.1.8 (b)’de verilen ([0,1], A, P) olasilik uzayin1 gz dniine alalim.

v,k € N U {0} olmak iizere 0 < k < 2¥ igin n = k + 2" bigiminde tanimlansin. Herhangi
birn € Nigin &,;: [0,1] — R olmak iizere
1, L < w<

2V S 74 (2.13)
0, diger

$n(w) = {

bigiminde tanimlanan (&,,) dizisini goz Oniine alalim. Ayrica, ©: [0,1] - R olmak {lizere
her w € [0,1] i¢in O(w) = 0 bi¢iminde tanmimli bir © rasgele degiskeni verilsin. Bu

durumda her bir n € N ve her bir € > 0 i¢in

0<Plwe[01]: [&(w)—8(w)|>e}=Plwe[01]: &w)>e) <=  (2.14)
olup, buradan her bir € > 0 i¢gin
lim P{w € [0,1]: |&(w)—06(w)|>€e}=0 (2.15)

n—-oo
elde edilir. Yani (P) — limé&,, = © dir (Royden, 1988).

2.2 Olasiliksal Metrik (OM) Uzaylar
Bu kesimde oncelikle, OM uzaylar1 tanimlayabilmek icin gerekli olan; dagilim

fonksiyonu, iiggen norm ve iiggen fonksiyon kavramlari incelenecektir.

Tanim 2.2.1 R =[—o0o0,0] lizerinde tamimli, azalmayan, F(—o) =0 ve F(o0) =1

kosullarini saglayan bir F fonksiyonuna, dagilim fonksiyonu denir. R = (—o0o0, 00) {izerinde
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soldan stirekli tim dagilim fonksiyonlarinin kiimesi A ile gosterilir (Schweizer ve Sklar,

1983).

A’nin elemanlar,

F <G (yada G > F) dir ® Her bir x € R i¢in F(x) < G(x) dir (2.16)

biciminde verilen < bagintis1 yardimiyla, pargali siralanabilirdir (Schweizer ve Sklar,

1983).

Gosterimlerde yalinlik bakimindan, F < G yerine F < G ve G > F yerine ise

G = F yazilacaktir.

Tamim 2.2.2 Herhangi bir a € R i¢in a noktasindaki birim basamatk,

0, —o<x <aise

ea(x)={1, 4<x < ooise (—o0 < a < ®igin) (2.17)
ve a = oo i¢in

0, —0 < x < wise
£oo (X) = { 1, X = oo ise (2.18)

bi¢ciminde tanimlanan, A kiimesinde yer alan bir fonksiyondur (Schweizer ve Sklar, 1983).

Tamm 2.2.3 R* =]0,00] iizerinde tanimli, azalmayan, F(0) =0 ve F(o) =1
kosullarin1 saglayan, (0, o) iizerinde soldan siirekli bir F fonksiyonuna, uzaklik dagilim
fonksiyonu denir. Tim uzaklik dagilhim fonksiyonlarinin kiimesi A* ile gosterilir. Ayrica,
F € At olmak iizere lim,_,, F(x) = 1 kosulunu saglayan tiim F fonksiyonlarinin kiimesi

ise D" ile gosterilir (Schweizer ve Sklar, 1983).
Tanmm 2.2.4 T: [0,1] X [0,1] — [0,1] olmak {izere bir T ikili islemi,

i. Herx,y,z€[0,1] i¢in T(x,T(y, Z)) =T(T(x,y),2) dir,
ii. Herx,y €][0,1]i¢in T(x,y) = T(y,x) dir,
iii. x;<x, ve y; <y, kosulunu saglayan her xy,x,,¥;,¥2 €[0,1] i¢in

T(x1,y1) < T(xy,y>) dir,
iv.  Herx € [0,1] i¢in T'(x,1) = x dir
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Ozelliklerini sagliyorsa T islemine, bir zicgen norm (t —norm) denir (Schweizer ve Sklar,

1983).

Sik kullanilan iiggen normlardan bazilari;

M (x,y) = min{x, y}, (2.19)
(x,y) = xy, (2.20)
W(x,y) =max{x+y—1, 0} (2.21)

bi¢iminde tanimlanan ikili islemlerdir (Schweizer ve Sklar, 1983). Ote yandan, iiggen

normlarin 6zelliklerinden yola ¢ikilarak, asagidaki kavram tanimlanmaistir.
Tamm 2.2.5 T: AT x At - A* olmak iizere,

i. HerF,G,H € At i¢in T(T(F,G),H) = T(F, T(G, H)) dir,
ii. HerF,G € At i¢cin T(F,G) = T(G, F) dir,
iii. F<H ve G<K kosullaim saglayan her F,H,G,K € A" i¢in
T(F,G) < T(H,K) dir,
iv. HerF € At i¢in T(F, &) = F dir

Ozelliklerini saglayan bir T ikili islemine, tzi¢gen fonksiyon denir (Schweizer ve Sklar,

1983).

Simdi ise OM uzaylarin ¢ikis noktasini olusturan ve aslinda OM uzaylarin 6zel bir
smift olan, “Menger uzay1” kavramina (ya da Menger (1942)’in deyimiyle, “istatistiksel
metrik uzay” kavramina) yer verilecektir. Asagida goriilecegi lizere; bir Menger uzayinda
(genel olarak da bir OM uzayda) herhangi iki nokta arasindaki uzaklik, bir reel say1 yerine,
bir olasilik dagilim fonksiyonu ile ifade edilmektedir. Ornegin, p ve q gibi herhangi iki
nokta verildiginde ve bu noktalar arasindaki uzaklik F,, bi¢iminde bir olasilik dagilim
fonksiyonu ile gosterildiginde; negatif olmayan bir x reel sayisi i¢in F,, (x) degeri, “p ile
q arasindaki uzakligin x’ten kii¢iik olma olasilig1” bi¢ciminde yorumlanir (Schweizer ve

Sklar, 1983).

Tamm 2.2.6 S+ @, F: SXS — A" olmak tizere herhangi p,q € S i¢in F(p, q) = Fy,

bi¢iminde gosterilsin. T bir licgen norm olmak {izere her p,q,r € S ve her x,y € R igin
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1. FE,y =g dm,
ii. p#qiseF,y # g di,
iii.  Fyq = Fyp dir,

iv.  En(x+y) =T(EqXx),Fp(y)) dir

kosullar1 saglaniyorsa (S, F, T) tgliisiine bir Menger uzay: denir (Menger, 1942; Schweizer
ve Sklar, 1983). Eger (ii) kosulu saglanmiyorsa (S, F, T) tg¢liisiine, bir Menger olasiliksal
sozde metrik (Menger OSM) uzay: denir (Guo, 2001a).

Yukarida verilen (iv) aksiyomu sOyle yorumlanir: Bir {iggenin {i¢lincii kenarinin
uzunlugu hakkindaki bilgimiz, diger iki kenarin uzunluklari hakkindaki bildiklerimize
simetrik bir bicimde baghdir; yani diger iki kenarin uzunluklari hakkindaki bilgimiz
arttikca tiglincii kenarin uzunlugu hakkindaki bilgimiz de artar ya da en azindan azalmaz.
Ote yandan, bir kenarmn uzunlugu hakkinda bir “{ist snir” bilgimiz varsa ve ikinci kenarin
uzunlugu hakkinda da bir miktar bilgimiz varsa {igiincii kenarin uzunlugu hakkinda da
fikrimiz var demektir. Ayrica, iki kenarin uzunluklar1 hakkinda “{ist sinir” bilgimiz varsa
ticlincli kenarin uzunlugunun tist sinir1 hakkinda da bilgimiz vardir (Schweizer ve Sklar,
1983).

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda, genel bir OM uzay kavrami ise asagidaki gibi

tanimlanmustir.
Tamm 2.2.7 S# @, F: SXS — A" ve T bir tiggen fonksiyon olmak tizere her
p,q,r € Sigin

i.  F(p,p) =g du,
ii. p#qiseF(p,q) # & dir,
iii.  F(p,q) =F(q,p) dir,
iv.  F(,r)=TF® q).F(qr)) dir

kosullar1 saglaniyorsa (S, F, T) tg¢lisiine, bir olasiliksal metrik (OM) uzay denir. Eger (ii)
kosulu saglanmiyorsa (S, F, T) tg¢liisiine, bir olasiliksal sozde metrik (OSM) uzay denir

(Schweizer ve Sklar, 1983).
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Tanim 2.2.8 (Q, A, P) bir olasilik uzayt ve (M,d) bir metrik uzay olmak iizere

p: L > M bigciminde tanimli tiim p fonksiyonlarinin kiimesi S ile gosterilsin. Eger her

p,q € S ve her x € R i¢in

. {we dp(w)qw)<x}e A dir (yani d(p,q) fonksiyonu
P —olctlebilirdir),
ii. F:SXS—A* ve F(p,q) = F,q olmak iizere,

Eyq(x) =P{w € Q: d(p(w),q(w)) < x} dir

kosullar1 saglaniyorsa (S, F) ikilisine, tabani (), A, P) ve hedefi (M, d) olan bir E—uzay
denir (Sherwood, 1969; Schweizer ve Sklar, 1983).

Yukaridaki tanimda ifade edilen P —dél¢iilebilirlik kavrami; Tanim 2.1.11°de oldugu
gibi, A—dlciilebilirlik olarak anlagilmalidir.

(S,F) uzayinda yer alan ve en fazla sifir olasilikli (sifir 6l¢iilii) bir kiime lizerinde

farklilik gosteren fonksiyonlar 6zdes kabul edilir. Yani p,q € S ve p # q denildiginde,
P{w € Q: p(w) #q(w)} >0 (2.22)

esitsizligi anlasilir. Ote yandan, W islemi, (2.21) ile tanimlanan {icgen norm olmak iizere
(S, F,W) {glisii bir Menger uzayidir (Sherwood, 1969). Ayrica, (S,F) uzaymin

elemanlarinin her biri ayn1 zamanda birer JA—rasgele eleman (genellestirilmis rasgele

degisken) ise bu tip bir E — uzay, genellestirilmis rasgele degiskenler tarafindan

dogurulmugstur denir (Schweizer ve Sklar, 1983).

Ornek 229 (a) Q={0,1} ve A = {Q,0,{0},{1}} olmak iizere bir P: A — [0,1]
fonksiyonu P(@) =0, P(Q) =1 ve P({0}) = P({1}) =% bi¢iminde tanimlansin. Bu

durumda (Q, A, P) tgliisti bir olasilik uzayidir. Simdi S = {p, q} olmak iizere p(0) = 2,
p(1) =3 ve q(0) = q(1) = 2 bigiminde tanimlanan p ve q fonksiyonlar1 verilsin. Bir F
fonksiyonu, F(p,p) =F(q,q) = & ve

0, x <0 ise
Eq(x) =P{w € |p(w)—qlw)]) <x}= % , 0<x<lise (2.23)
1, x> 1ise
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olmak iizere F(q,p) = F(p,q) = E,q bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda (S, F) ikilisi,
taban1 (€, A, P) ve hedefi R olan bir E—uzaydir (Sherwood, 1969).

(b) Ornek 2.1.8 (b)’de verilen ([0,1], A, P) olasilik uzaym gdz éniine alalim. [0,1]

tizerinde tanimli, hemen kesinlikle sonlu ( a.s. reel degerli), Lebesgue Olciilebilir
fonksiyonlarin kiimesi L;([0,1]) ile gosterilsin ve a.s. esit olan fonksiyonlar 6zdes
sayilsin. Eger p, q € Lq([0,1]) olmak iizere ve F(p,q) = F,, biciminde gosterilmek {izere
L;1([0,1]) x L1([0,1]) tizerinde bir F fonksiyonu,

Fq(x) = P{w € [0,1]: [p(w) —q(w)]) <x} (2.24)

bigiminde tanimlanirsa (L4 ([0,1]), F) ikilisi, taban1 ([0,1], A, P) ve hedefi R olan bir

E—uzay belirtir (Schweizer ve Sklar, 1983).

Aslinda Tanim 2.1.12 geregince L1([0,1]) kiimesinin elemanlar1 birer rasgele
degisken olup “ (L1([0,1]), F) uzayi, rasgele degiskenler tarafindan dogurulmustur”
denebilir. Ozel olarak, siirekli fonksiyonlar Lebesgue 6lgiilebilir olduklarindan, burada
L;([0,1]) yerine; [0,1] tizerinde tanimli, siirekli ve reel degerli fonksiyonlarin kiimesi olan

C[0,1] kiimesi de alinabilir.

2.3 Rastlantisal Metrik (RM) Uzaylar

RM uzay kavrami, OM uzay kavramina olasilik kuraminin standart 6l¢ii kuramina
dayali araglar (olasilik olgiisti, rasgele degisken, vb.) yardimiyla yaklasilmasindan yola
cikilarak Spadek (1956, 1960) tarafindan tanimlanmis ve birgok arastirmaci tarafindan
gelistirilmistir.

Ornegin, Spadek (1956, 1960)’in calismasi gelistirilerek, hemen kesinlikle negatif
olmayan rasgele degiskenler yardimiyla, bir RM wuzay Schweizer ve Sklar (1983)
tarafindan, asagida verilen Tanim 2.3.1°deki bigimiyle tanimlanmistir. Bu tanimda rasgele
degiskenlerin denklik simiflar1 gz Oniline alinmamis olup, denklik smiflar1 yardimiyla
kurulan yeni bir RM uzay tipi Guo (1999) tarafindan tanimlanmistir ve ayni arastirmacinin

2001 yilindaki calismasinda (Guo, 2001a) bu yeni versiyon, Tanim 2.3.1°deki RM uzay
tipinden ayirt edilebilmesi igin 6zel olarak, E—RM uzay adi altinda incelenmistir. Ote

yandan, Guo (1999)’nun da belirttigi gibi, bu iki (eski ve yeni) versiyon birbirine denktir.

Bu tezin arastirma bulgular1 ise Tanim 2.3.1 kullanilarak elde edilmistir.
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Tamm 2.3.1 (Q, A, P) bir olasilik uzayi, S # @ ve X: S XS - L{(Q) olmak iizere

herhangi p, q € S i¢in X (p, q) = X4 biciminde gosterilsin. Eger her p,q,r € S i¢in

i. p=gqiseX,(w)=0 a.s. dir,
ii. Xp(w)=0 a.s. isep=q dir,
iii.  Xpq(w) =Xgp(w) a.s. dir,

iv.  Xpr(w) < Xpg(w) + Xgr(w) a.s. dir

kosullar1 saglaniyorsa (S, X) ikilisine, tabani (Q, A, P) olan bir rastlantisal metrik (RM)
uzay denir. X, rasgele degiskenine, p ile q arasindaki rastlantisal uzaklik adi verilir.

(ii) kosulu saglanmiyorsa (S, X) ikilisine, tabami (, A, P) olan bir rastlantisal sézde
metrik (RSM) uzay adi verilir (Schweizer ve Sklar, 1983; Guo, 2001a).

Tanim 2.3.1°de sozii edilen X fonksiyonu, Brown (1972) tarafindan, kuvvetli stokastik

metrik olarak adlandirilmigtir. (S, X) ikilisini Guo (2001a), F — rastlantisal metrik
(F—RM) uzay olarak adlandirir. Benzer bi¢imde, (ii) kosulunun saglanmamasi durumunda

(S, X) ikilisini F—rastlantisal sozde metrik (F—RSM) uzay olarak adlandirir. Bu tezde
(S,X) ikilisi, Tanim 2.3.1°de oldugu gibi, rastlantisal metrik (RM) uzay olarak
adlandirilacaktir. Ayrica; X fonksiyonu, rastlantisal metrik (RM) olarak anilacak ve
gerekli olmadigr siirece (£, A, P) tabanindan sz edilmeyecektir.

Ote yandan, A € A olmak iizere P(A) = 0 ve her w € Q\A = A° igin
d,: S XS — [0, ) olmak iizere d,, (p, q) = X,q(w) bigiminde tanimlanan d,, fonksiyonu
S lizerinde bir sozde metrik olacak bi¢cimde bir tek A kiimesi varsa (S, X) ikilisine,

diizgiin— rastlantisal sozde metrik (D—RSM) uzay denir (Guo, 2001a).

Ornek 2.3.2 (Q, A, P) bir olasilik uzayr ve (M,d) bir metrik uzay olmak iizere

p: L > M bi¢iminde verilen tiim genellestirilmis rasgele degiskenlerin kiimesi
Lo(Q,M) ile gosterilsin. Ayrica, X: Ly(Q,M) X Ly(Q,M) - L} () olmak iizere;
d(p,q) fonksiyonu A — olgiilebilir ise X (p,q) = X,q = d(p,q) biciminde, karsit

durumda ise

X(p,q) = Xpq = essinf{n € L§(Q):  d(p(w),q(w)) < n(w) a.s.} (2.25)
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bigiminde tanimlansin. Bu durumda (L, (Q, M), X) ikilisi, tabani (€, A, P) olan bir RSM
uzay olup bu uzay; genellestirilmis rasgele degiskenlerin dogurdugu, tabani (Q, A, P) ve
hedefi (M, d) olan bir RSM uzay olarak adlandirilir (Guo, 2001a).

Not 2.3.3 (Q, A, P) bir olasilik uzay1 olmak tizere (S, X) ikilisi, tabani (Q, A, P) olan
bir RSM uzay olsun. Ayrica, F: SXS — D" olmak iizere herhangi p,q € S igin
F(,q) = E,q ve x = 0 olmak iizere F,,(x) = P{w € Q: Xpg(w) < x} bigiminde bir F
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda; W islemi, (2.2.6) ile tanimlanan {iggen norm olmak
tizere (S, F, W) tliisi, (S, X) tarafindan belirlenen bir Menger OSM uzay1 belirtir (Guo,
2001a). Buradaki F,, fonksiyonu, X,, rasgele degiskenine iliskin olasiik dagilim

fonksiyonudur.

Simdi ise bir RSM uzayin topolojik yapisina yer verilecektir.

Teorem 2.3.4 (Q, A, P) bir olasilik uzayr olmak fizere (S, X) ikilisi, taban1 (Q, A, P)

olan bir RSM uzay olsun. ¢ > 0 ve 0 < A < 1 i¢in
U, ) ={(pq) €SxS: Plweq| Xyy(w)<e}>1-21} (2.26)

bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda ‘U(e, 1) = {U(g,1): € >0, 0 < A < 1} koleksiyonu

S lizerinde sézde metriklenebilir bir diizgiinliik (uniformity) i¢in bir alt taban olusturur. Bu
diizgiinliik, (g, A) —topolojisi olarak adlandirilan bir sézde metriklenebilir topoloji belirler

(Guo, 2001a).
Ote yandan, kisalik bakimindan, P{w € Q| Xpq(w) < e} yerine P(qu < e)
yazilmasi durumunda,

Ny(e, ) ={q€S: P(Xp,<e)>1-2} (2.27)

bi¢iminde tanimlanan kiimeye, p’ nin (&, A) —komsulugu denir (Schweizer ve Sklar, 1983).

Asagida, yukaridakilerden farkli olarak, rasgele degiskenler yerine; o —sonlu bir
(Q, A, w) olcii uzayr tizerinde tamimli ve u —olciilebilir fonksiyonlarin denklik siniflart

yardimiyla tanimlanan bir RM uzay tipi incelenecektir. Bunun i¢in oncelikle, asagidaki

gosterimlere gereksinim duyulacaktir:
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i. Lo(w,R): (Q, A, p) iizerinde tanimli, genisletilmis reel say1 degerli ve
u —ol¢iilebilir tiim fonksiyonlarin kiimesidir.

it.  Lo(u, K): K bir cisim (R ya da C) olmak tizere (£, A, u) tizerinde
tanimli, K — degerli ve u — 6lciilebilir tim fonksiyonlarin olusturdugu;
bilinen toplam, ¢arpim ve skalerle ¢arpim islemleri altindaki cebirdir.

. L{(w): ¢ € Ly(u, R) olmak iizere {(w) = 0 (¢ —a.e.) kosulunu
saglayan tiim ¢ fonksiyonlarinin kiimesidir.

iv.  L(wR): Lo(u, R) kiimesinde yer alan ve hemen her yerde (u — a.e.)
esit olan fonksiyonlarin g — denklik simiflarinin (ya da kisaca, denklik
smiflarinin)  kiimesi, bir diger deyisle, Ly(u,R) kiimesinin boliim
kiimesidir.

v. L K): Lo(u, K) kiimesinde yer alan ve hemen her yerde (u — a.e.)
esit olan fonksiyonlarin denklik smmiflarinin  kiimesi, yani Ly(u, K)
kiimesinin béliim kiimesidir. Ozel olarak, Lo (u, K) cebrinin bdliim cebridir.

vi.  L*(u): L§ (u) kiimesinde yer alan ve hemen her yerde (u — a.e.) esit
olan fonksiyonlarin denklik siniflarmin kiimesi, yani L¢(u) kiimesinin
boliim kiimesidir.

vii.  O: L(u, K) cebrinin sifir (etkisiz) elemanidir.
(Guo, 2001a)

Teorem 2.3.5 &,1 € L(u, R) olmak tizere ¢ denklik sinifinin herhangi bir temsilcisi &, ve

71 denklik sinifinin herhangi bir temsilcisi 7, olmak iizere,

§<n o {Hw) =n(w) p—ae (2.28)

bi¢giminde tanimlansin. Bu durumda (L(u, R), <) ikilisi bir tam kafestir (tam orgiidiir),
yani L(, R)’nin herhangi bir alt kiimesinin, yine L(u, R) kiimesinde yer alacak bigcimde

bir supremumu ve bir infimumu vardir (Guo, 2001a).

Matematiksel olarak, bir denklik sinifi ile bu denklik siifinin herhangi bir temsilci
elemani ayni1 sey olmasa da; Ol¢li kuraminda, kisalik bakimindan, bu iki kavram ayni
sembolle gosterilir. Yani herhangi bir fonksiyonun denklik sinifi da bir fonksiyon gibi
diisiiniilebilir (Dunford ve Schwartz, 1958).
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Ornegin, yukaridaki teoremde sozii edilen & denklik smifinin herhangi bir temsilcisi
&y olmak iizere ¢ denklik sinifi bir fonksiyon gibi ele alinirsa € ile &, ifadeleri ortak bir
matematiksel varligi (bir tane fonksiyonu) temsil ederler. Yani &, yerine ¢ yazilabilir. Bu

durumda, yalinlik bakimindan, ¢ < 7 ifadesi ¢ < n bi¢iminde gosterilmek iizere,

f<n o f(w) snw) up-ae. (2.29)

yazilabilir (Guo, 1999).

Yukaridaki bilgiler yardimiyla yeni bir RM uzay tipi asagidaki gibi tanimlanmistir.

Tamm 2.3.6 (Q, A, u) bir 0 —sonlu, pozitif 6l¢li uzay1 olsun. S # @ ve X: S X S - LT (1)
olmak tizere herhangi p,q €S icin X (p,q) = X,, biciminde gosterilsin. Eger her
p,q,7 € Si¢in

L. X, =0 & p=gq di,
. Xpq = Xgp dir,

il Xpr < Xpg + X, dir

kosullar1 saglaniyorsa (S, X) ikilisine, tabani (Q, A, u) olan bir E—rastlantisal metrik

(E—RM) uzay denir. X,,, ifadesine, p ile q arasindaki E—rastlantisal uzakiik ad1 verilir.

13

Eger (i) aksiyomu, “p = q = X,q = O dir” bigiminde zayiflatilirsa (S, X) ikilisine, bir

E—rastlantisal sozde metrik (E—RSM) uzay denir (Guo 1999; Guo, 2001a).

Bu tez kapsaminda; Tanim 2.1.4 geregince, bir p Olciisli negatif olmayan degerler
alacak bigimde tanimlandigindan, Tanim 2.3.6’da yer alan “pozitif” sozciigii kaldirilabilir.
Ote yandan, Sonug 2.1.32 geregince, Guo (1999)’nun da belirttigi gibi, Tanim 2.3.1 ve
Tanim 2.3.6 denktir.

Ornek 2.3.7 Bu omekte, Guo (2001a)’nun ¢alismasindaki Ornek 4.1 altinda incelenen

E—norm uzay yerine genel bir E—uzay alinarak bir E—RM uzay elde edilecektir. Bunun
igin, bir (Q, A, P) olasilik uzay1 ve bir (M, d) metrik uzay1 verilsin. Ayrica; (S, F) ikilisi,
taban1 (Q, A, P) ve hedefi (M, d) olan bir E—uzay belirtsin. Simdi X:S xS - L*(P)

olmak iizere herhangi p,q € S i¢in X' (p, q) = X4 biciminde gosterilsin ve herhangi bir
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w € Q igin Xpq(w) = d(p(a)),q(a))) bi¢ciminde tanimlansin. Bu durumda (S, X) ikilisi,

taban1 (Q, A, P) olan bir E—RM uzaydir (Guo, 2001a).

Tanmim 2.3.8 (S, X) bir E—RM uzay olmak {izere p € S ve D c S olsun. Bu durumda
Xpp = inf {X,,: g €D} (2.30)

bigiminde tammlanan X, fonksiyonuna, p ile D arasindaki E—rastlantisal uzaklik ad1

verilir. Ayrica, p € S ve py € D olmak iizere

X

opo = Inf {Xp: g €D} (2.31)

oluyorsa p, noktasi, p noktasina RM—en iyi yaklagim olarak adlandirilir (Guo, 1999).
Teorem 2.3.9 (S, X), taban1 (Q, A, ) olan bir E—RM uzay olsun. Ayrica,

F(A) ={A€e A: 0< u(A) < o} (2.32)
bigiminde tanimlanmak tizere herhangi bir A € F(A), € > 0ve 0 < 1 < u(A4) igin,

U, ) ={(p @) €SxS: uf{weA| Xpq(w)<e}>pud)-1} (2.33)
={(p,q) €SXS: py (Xpqg <e)>u(d)—1} (2.34)
bigiminde tanimlanan bir U, (g, A) kiimesi verilsin. Bu durumda

UX) = {Uy(e,2): AEF(A), e>0, 0< A< u(A) (2.35)

koleksiyonu, S tizerindeki bir Hausdorff diizgiinliigii (Hausdorff uniformity) i¢in bir taban
olusturur (Guo, 1999).

Yukaridaki teoremde s6zii edilen Hausdorff diizgiinliigiiniin dogurdugu topolojiye,
rastlantisal metrik olan X’in belirledigi (g, 1) —topolojisi denir. Ayrica, ‘U(X) tabaninin
belirledigi Hausdorff diizglinliigli yapisina gore bir diizgiin uzay olan S uzay1 fam ise
(S, X) uzaymna, tam E—RM uzay denir. Ote yandan, (Q, A4, u) uzay1 s—sonlu oldugundan,

U(X) tabaninin belirledigi Hausdorff diizgiinliigti metriklenebilirdir (Guo, 1999)
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde, bir sonraki bdliimde ortaya konulacak olan arastirma bulgularina
temel olusturan ve bu tezin konusuna iligkin bilimsel ¢aligsmalarda yer alan baz1 tanimlara
ve sonuglara yer verilecektir. Oncelikle, RM uzaylara iliskin baz1 kullanish temel
kavramlar ve sonuglar incelenecektir.

Tezin bundan sonraki tiim agamalarinda, bir RM uzaydan s6z edildiginde bu tip bir
uzay, Tamm 2.3.1°de sozii edilen uzay olacaktir. Ayrica, herhangi bir RM uzay
verildiginde bu wuzayin {iizerinde, Teorem 2.3.4’de ifade edilen (g, A) — fopolojisi

tanimlandig1 varsayilacaktir.

Tanmm 3.1 (S, X) bir RM uzay olmak tizere p,q,p’,q’ € S olsun. Herhangi bir € > 0 ve
A€(0,1) wverildiginde, bir & >0 ve bir A" €(0,1) bulunabiliyor o&yle ki
P(X,,y <€)>1—-21 ve P(Xgyr <&')>1-1" iken

P(|Xpg — Xprgr| <€) >1-2 (3.1

oluyorsa X fonksiyonu diizgiin stireklidir denir (Brown, 1972).

Brown (1972)’a gore, yukaridaki tanimda &’ =§ ve A =§ olacak bicimde

secilirse, bu tezde sikca yararlanilacak olan asagidaki yardimci teorem elde edilir.

Yardimec1 Teorem 3.2 (S, X) bir RM uzay ise rastlantisal metrik olarak ifade edilen X

fonksiyonu diizgiin siireklidir (Brown, 1972).

Sonu¢ 3.3 X fonksiyonu diizgiin siirekli oldugundan, Tanim 3.1’in 6zel bir durumu ve
Yardimer Teorem 3.2°nin bir sonucu olarak su sdylenebilir: (S, X) bir RM uzay olmak

tizere p,q,r €S olsun. Bu durumda, herhangi bir ¢ >0 ve A € (0,1) verildiginde,

P(Xpg <9 >1-2 ve P(Xgr <2)>1-2 iken P(X,, <) >1—Zolur.

Bundan sonraki asamada, “ideal yakinsaklik (J — yakinsaklik)” kavrami
incelenecektir. Ancak, oncelikle, J— yakinsakligin ¢ikis noktasini olusturan “dogal

yogunluk™, “istatistiksel yakinsaklik”, “ideal” ve “slizge¢ (filtre)” kavramlarina yer

verilecektir.
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Tanmm 3.4 A c N olmak iizere, limn_m% |[{k € A : k < n}| biciminde verilen limit

varsa bu limitin degerine, A’nin dogal yogunlugu denir ve 6(A) ile gosterilir. Burada
[{k € A : k < n}| ifadesi, “A’nin, n’yi ge¢gmeyen elemanlarinin sayisi” anlamindadir

(Niven vd., 1991).

Omegin, N'nin her sonlu A alt kimesi igin &6(4)=0 dir ve
6{n€ N: n tamkaredegildir} =1 dir. §(A) varsa A° =N\A olmak iizere
6(A°) =1 —6(A) dir Niven vd., 1991).

“Dogal yogunluk” kavrami, asagidaki yakinsaklik tipinin ortaya ¢ikmasini saglamistir.
Tamm 3.5 (x,) bir reel dizi olmak iizere bir x € R verilsin. Eger her bir € > 0 i¢in
6neN: |x,—x|=¢e}=0 (3.2)

oluyorsa (x,) dizisi x noktasina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu durum,
stat — lim x,, = x bi¢iminde gosterilir (Fast, 1951; Steinhaus, 1951).

Dikkat edilecek olursa, klasik (siradan) anlamda (yani Cauchy anlaminda) yakinsak
bir (x,) dizisine gore her bir € > 0 igin A(e) ={n € N: |x, — x| = &} kiimesi sonlu
oldugundan (3.2) esitligi her bir € > 0 i¢in saglanir. Dolayisiyla, yakinsak bir dizi ayni
zamanda istatistiksel yakinsaktir fakat bunun tersi dogru olmayabilir (Fridy, 1985). Sonug
olarak, istatistiksel yakinsaklik, siradan anlamda yakinsakligin dogrudan bir genellemesi

olmaktadir.

Simdi ise ideal ve siizgeg (filtre) kavramlar1 animsatilacaktir.

Tanim 3.6 Y + @ ve Jc P(Y) olsun. Eger

1. Her A, B€ I icinAUB € T d,

ii. Herhangi bir A € I veherbirB c Aigin B € I dir

kosullar saglantyorsa I koleksiyonuna, bir ideal denir. I+ {@} veY & I ise I bir basit
olmayan idealdir denir. Basit olmayan bir I ideali, I D {{y} t yE Y} kosulunu sagliyorsa
bu ideale, uygun ideal ad1 verilir (Kostyrko vd, 2000).
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Tanmm 3.7 Y # @ ve F < P(Y) olsun. Eger

. @ ¢ ‘Fdir,
il. Her A,B € Fi¢in AN B € ‘Fdir,
iil. Herhangi bir A € ‘FveherbirB D A i¢gin B € Fdir

kosullar1 saglaniyorsa F koleksiyonuna, bir szizge¢ (filtre) denir (Kostyrko vd, 2000).

Jc P(Y) olmak iizere I idealinin basit olmayan bir ideal olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul, F= F(J) = {Y\A: A € I} koleksiyonunun bir siizge¢ olmasidir (Kostyrko

vd, 2000). Buradaki F(J) siizgeci, “I idealine iliskin siizge¢” olarak adlandirilir (Salat vd.,
2004).

Ornegin, N’nin tiim sonlu alt kiimelerinin koleksiyonu, P(N)’de bir uygun ideal
olup J; ile gosterilir. Benzer bigimde; N’nin, dogal yogunlugu sifir olan tim alt
kiimelerinin olusturdugu koleksiyon da P(N)’de bir uygun idealdir (Kostyrko vd, 2000).
Bu ideal, bu tezde J; ile gdsterilecektir. Ote yandan, dogal yogunlugu 1 olan pozitif
tamsay1 kiimelerinin olusturdugu koleksiyon ise bir siizgectir. Bu siizgeg, F(Js) ile
gosterilecektir.

Son olarak, dikkat edilecek olursa burada A € J olmasi1 A € ‘F olmasi anlamina
gelmemektedir. Ornegin, tek dogal sayilarin olusturdugu kiimeye A diyelim. Bu durumda
6(A) = % # 0 oldugundan A & I dir fakat ayn1 zamanda §(A) # 1 oldugundan A & F(J;)
dir (Oztiirk, 2014).

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda, bir metrik uzayda J— yakinsaklik kavrami

asagidaki gibi tanimlanmustir.

Tanmm 3.8 (M, d) bir metrik uzay olmak {izere M uzayinda bir (x,,) dizisi ve bir x € M

verilsin. Ayrica, P(N)’de bir ideal, I olsun. Eger her bir € > 0 igin

A(e)={neN: d(x,x)=>¢c}e ] (3.3)
oluyorsa (x,,) dizisi x noktasina ideal yakinsaktir (I—yakinsaktir) denir ve bu durum,
J-lim x,, = x ile gosterilir (Kostyrko vd, 2000).
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Yukaridaki tanimda J = J; bigiminde secilirse (x,) dizisi x noktasina siradan

anlamda yakinsak olur (Kostyrko vd, 2000). Boyle bir durumda
Ir—limx, =lim, . x, = x (3.4)

yazilabilir. I = I3 bi¢iminde se¢ilmesi durumunda ise (x;,) dizisi x noktasina istatistiksel

yakinsak olur (Kostyrko vd, 2000). Boyle bir durumda
Is —limx, = stat —lim x,, = x (3.5)

yazilabilir.

Yani ] — yakinsaklik, istatistiksel yakinsakligin ve dolayisiyla da siradan
yakinsakligin dogrudan bir genellemesidir. J; ve 5 yerine baska idealler segilirse daha
baska yakinsaklik tipleri elde edilir. Bu tip yakinsakliklar Kostyrko vd. (2000)’nin
calismasinda incelenmistir.

Ote yandan, yine bir J ideali yardimiyla tanimlanip, J—yakisaklik ile yakindan

iligkili olan bir bagka yakinsaklik tipi ise asagidaki gibi tanimlanmuistir.

Tanmim 3.9 (M, d) bir metrik uzay olmak tizere M uzayinda bir (x,,) dizisi ve bir x € M

verilsin. Ayrica, P(N)’de bir ideal, J olsun. Eger
B={ng n<n, <. <n<--}eF (3.6)

(yani N \ B € ]) olacak bigimde bir B kiimesi bulunabiliyor ve limy_, Xp, = x oluyorsa

(x,,) dizisi x noktasina I —yakinsaktr denir. Béyle bir durumda I —lim x, = x yazilir

(Kostyrko vd., 2000).

Yardimci Teorem 3.10 (M, d) bir metrik uzay olmak iizere M uzayinda bir (x,,) dizisi ve

bir x € M verilsin. Ayrica, P(N)’de bir uygun ideal, I olsun. Eger (x,,) dizisi x noktasina

I —yakinsak ise ayn1 zamanda bu noktaya J—yakinsaktir (Kostyrko vd., 2000).

Tiim bunlarin yani sira, genel bir topolojik uzayda J—yakinsaklik asagidaki gibi

tanimlanmustir.
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Tamim 3.11 (T, 7) bir topolojik uzay olmak tizere T uzayinda bir (x,,) dizisi ve birx € T
verilsin. Ayrica, P(N)’de basit olmayan bir ideal, J olsun. Eger x noktasini i¢eren her bir

V € t igin, yani x noktasini igeren her bir V acgik kiimesi i¢in

AWV)={neN: x, ¢V}e ] (3.7)

oluyorsa (x,) dizisi x noktasina J—yakinsaktir denir ve bu durum,

J-lim x, = x ile gosterilir (Sleziak, 2003; Lahiri ve Das, 2005).

Yukaridaki tanimda, 6zel olarak J = J; alinmasi durumunda, Di Maio ve Ko¢inac

(2008)’1n caligmasinda incelenen, “genel bir topolojik uzayda istatistiksel yakinsaklik”

kavramui elde edilir.

13

Simdi ise Fridy (1985)’nin tanimladig1 “reel istatistiksel Cauchy dizisi” kavraminin
genellestirilmesiyle elde edilen, bir metrik uzayda “J— Cauchy dizisi” kavramina yer

verilecektir.

Tanmm 3.12 (M, d) bir metrik uzay olmak iizere M uzayinda bir (x,) dizisi verilsin.

Ayrica, P(N)’de bir uygun ideal, J olsun. Eger her bir € > 0 i¢in

A(e)={neN: d(x,xy)=ele T (3.8)

olacak bicimde bir N = N(¢) € N bulunabiliyorsa (x,,) dizisine, bir J— Cauchy dizisi
denir (Dems, 2004).

Dizilerin matematiksel analizinde temel nitelikte olan kavramlardan birinin de
“siirhilik” oldugu sdylenebilir. Bu baglamda, reel dizilerin klasik anlamdaki sinirliliginin
bir genellemesi olarak, Fridy ve Orhan (1997) ile Tripathy (1997) “istatistiksel sinirlilik”
kavramini tanimlamislardir. Asagida, bu kavrami da kapsayan, “J—simirhilik” kavrami géz

Oniine alinacaktir.

Tanmm 3.13 (x,) bir reel dizi olmak tizere P(N)’de bir uygun ideal, J olsun. Eger ¢ > 0

Ve

A(c)={neN: |x,|>c}e T (3.9
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olacak bigimde bir ¢ reel sayisi bulunabiliyorsa (x,,) dizisine, J—sinirlidir denir (Salat vd.,

2004).

Son olarak, fonksiyon dizilerinin baz1 J—yakinsaklik tipleri incelenecektir.

Tamm 3.14 X # 0@ ve (M,d) bir metrik uzay olmak iizere her bir n € N igin
fn: X—> M olacak bi¢imde bir (f;,) fonksiyon dizisi ve bir f: X— M fonksiyonu verilsin.
Ayrica, P(N)’de basit olmayan bir ideal, J olsun. Eger her bir x €Xi¢in  I-lim f,(x) =
f(x) oluyorsa (fy,) dizisi f fonksiyonuna I— noktasal yakinsaktir denir. Bir baska
deyisle, her bir x € X ve her bir € > 0 i¢in bir A = A(x,¢) € I bulunabiliyor dyle ki
n¢ A iken d(f,(x),f(x)) <e oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna I — noktasal
yakinsaktir denir. Benzer bi¢imde, eger her bir € > 0 i¢in bir A = A(¢) € I bulunabiliyor
oyle ki n ¢ A ve x € X iken d(f,(x),f(x)) <& oluyorsa (f,,) dizisi f fonksiyonuna

JI—diizgiin yakinsaktir denir (Balcerzak vd., 2007).

Tammm 3.15 (Q, A, p) Uglisti bir sonlu 6lgii uzayr olmak iizere  ’nin hemen her
noktasinda (a. e.) tamml, reel degerli, lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi £° ile gosterilsin.

Buna gore, £L° uzayinda bir dizi (f,) ve f € L° olmak iizere her bir £ > 0 igin
I-1lim pfw € Q: |f(w) — f(w)| =€} =0 (3.10)

kosulu saglaniyorsa (f;,) dizisi f fonksiyonuna, ol¢iiye gére I-yakinsaktir denir (Balcerzak

vd., 2007). Boyle bir durumda (u)—I—1lim f,, = f yazilacaktir.

Tanim 3.15°de sozii edilen ol¢iilebilir fonksiyon kavrami; Tanim 2.1.11°de oldugu
gibi, (A, B(R))—ol¢iilebilir fonksiyon ya da kisaca, “A—dl¢iilebilir fonksiyon olarak
anlagilmahidir. Ayrica, Tanim 3.15°de goz Oniine alinan yakinsaklik tipinin 6zel bir

versiyonu, Fast (1951)’1n ¢alismasinda, “asimptotik istatistiksel yakinsaklik” adi altinda

incelenmistir (yani J = J; kosulu altinda ¢alisilmistir). Ote yandan, Tanim 3.15’de 6zel
olarak, I = I; alinirsa 6l¢ii kuramindaki “Olgliye gore yakinsaklik” tanimi elde edilir.

Sonug olarak; “Ol¢iiye gore J — yakinsaklik” kavrami, “Olgliye gore yakinsaklik”

kavraminin dogal bir genellemesidir.
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Bunlarin yani sira; bilindigi lizere, ol¢li kuraminda “dlgliye gore yakinsaklik”
kavrami tanimlanirken genel bir 6l¢ii uzay1 6zel olarak bir olasilik uzay:r olacak bicimde
secilirse bu kavram, “olasilik 6l¢iisiine gore yakinsaklik™ olarak adlandirilmaktadir. Buna

gore, Tanim 3.15’deki 6l¢ii uzay1 6zel olarak bir (Q, A, P) olasilik uzay: olacak bigimde
secilirse “Ol¢iiye gore J—yakinsaklik” kavrami, “olasilik olgiisiine gore I—yakinsaklik”

olarak adlandirilabilir. Bu durumda, her birn € N i¢in &, : 0 - R fonksiyonu bir rasgele
degisken olmak {iizere bir (&,,) dizisi ve bir £ : Q - R rasgele degiskeni verildiginde, her

bir € > 0 i¢in

J-lim P{w € Q: |&(w) —é(w)| =€} =0 (3.11)
oluyorsa; ya da buna denk olarak, her bir € > 0 igin

I-lim P{w € Q: [{(w) —é(w)| <e}=1 (3.12)

oluyorsa (&,,) dizisi, ¢ rasgele degiskenine olasilik éigiistine gore I—yakinsaktir denebilir.

Boyle bir durumda (P)—J—1lim &,, = ¢ yazilacaktir.

Simdi kisalik bakimindan, (3.11) yerine
I-lim P(|&, =&l =¢) =0 (3.13)
ve (3.12) yerine de
I-lim P{ |, —¢é|<e}=1 (3.14)

yazalim. Bu durumda (3.13) ve (3.14) esitlikleri asagidaki ifadelere denktir:

i. Ve>0 VA€e(0,1) {neN: P(|§,—¢é|=¢e)=A}e] (3.15)
ii. Ve>0 VAeE(0,1) {neN: P(|§,—¢é|l<e)<1-4} T (3.16)
1. ve>0 VA€E(0,1) {neN: P(|&, —¢&| <e)>1—-2} eF). (3.17)

Son olarak, “olasilik 6l¢iisiine gore J—yakinsaklik” kavramu ile ilgili bazi sonuglar
Hazarika ve Mohiuddine (2013)’in ve Ghosal (2014)’1n ¢alismalarinda bulunabilir. Ayrica,

Ozel olarak, I = Iy aliirsa “olasilik Olgiisiine gore istatistiksel yakinsaklik” tan s6z
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edilebilir. Bu kavrama iliskin bazi sonuglar da Rahmat ve Lafuerza-Guillén (2009)’in,

Ghosal (2013)’1n ve Sencimen (2013)’in ¢aligmalarinda bulunabilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Tezin bu béliimiinden, “Sencimen, C., Olmez, A., 2018. A study on sequences in a
random metric space via the concept of an ideal. Electronic Journal of Mathematical
Analysis and Applications, 6 (1), 241-252” kiinyeli ¢alisma tiretilmistir.

Bu béliimde, bir I idealinden s6z edildiginde bunun, P(N)’de bir uygun ideal

oldugu varsayilacaktir.
Oncelikle; Kostyrko vd. (2000)’nin, Sleziak (2003)’mn ve Lahiri ve Das (2005)’m
calismalarindan esinlenilerek, “bir RM uzayda ideal yakinsak (J—yakinsak) dizi” kavrami

asagidaki gibi tanimlanmis ve ardindan bazi sonuglar elde edilmistir.

Tamm 4.1 (S,X) bir RM uzay olmak {lizere S uzayinda bir (p,,) dizisi ve bir p €S
verilsin. Eger her bir € > 0 ve A € (0,1) i¢in

{neN:p, e Ny(e N} ={neN: P(X, ,<e)<1-2}€el 4.1)

oluyorsa (p,) dizisi p noktasma (g, 1) — topolojisine goére ideal yakinsaktir ya da,
rastlantisal metrik olan X’e gore ideal yakinsaktir veya kisaca, (p,,) dizisi J—yakinsaktir
denir. Ayrica, p noktasina, (p,,) dizisinin (RM)—I—/imiti ad1 verilir. Boyle bir durumda,

(RM)—I-lim p,, = p yazilr.
Dikkat edilecek olursa; (RM)—J—lim p,, = p olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her
bire > 0ve A€ (0,1) icin

{neN: P(X, ,<e)>1-2}€e FJ) 4.2)

olmasidir.

Ote yandan, burada gdz &niine alman (S, X) uzaymin tabani bir (Q, A4, P) olasilik
uzay1 oldugu i¢in su sdylenebilir: S uzayinda bir (p,) dizisi ve bir p € S verildiginde,
(4.2)’de yer alan A € (0,1) olacak bigimdeki A sayisi1 isteksel olarak yeterince kiigiik
secilebileceginden, (3.14) ve (3.17) yardimiyla, (RM)—I—limp,, = p olmasi igin gerek

ve yeter kosul, her bir € > 0 igin

I-lim P(X,,<¢)=I-lim P{weQ:|X, (o) <e}=1 (4.3)
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olmasidir. Ayrica, (4.3) esitligine gore, 8: Q » R olmak iizere ©(w)=0 a.s.
biciminde tanimlanan bir O rasgele degiskeni verildiginde; (RM)—J—limp,, = p olmas:
icin gerek ve yeter kosul, (X, ,,) biciminde verilen rasgele degisken dizisinin, 0°ya

olasilik olgiistine gore J—yakinsak olmasidir. Yani

(RM)-I-limp, =p © (P)— I-lm X, ,=6 (4.4)
denebilir.

Not 4.2 Karakus (2007)’un ¢alismasinda; tizerinde (g, 4) —topolojisi taniml1 ve olasiliksal
uzakhigin, olasilik dagilim fonksiyonlart yardimiyla tanimlandigi, Serstnev tipi bir

olasiliksal normlu uzayda (Serstnev, 1963) I— yakinsakligm 6zel bir durumu olarak

“istatistiksel yakinsaklik” kavrami incelenmis ve bazi sonuclar elde edilmistir. Ayrica,
Sencimen ve Pehlivan (2009), lizerinde kuvvetli topoloji tanimli ve olasiliksal uzakligin,

Tanim 2.2.7°de oldugu gibi, olasilik dagilim fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlandigi genel
bir OM uzayda “kuvvetli J—yakinsaklik” kavramini tanimlamislardir. Ancak, bu tezin ilk

boliimiinde de belirtildigi gibi, OM uzaylar ve RM uzaylar temel yapilar1 geregince

birbirlerinden farklidirlar. Bu nedenle, bu boliimde yer alan, istatistiksel yakinsakliga ve
J—yakinsakliga iligkin tanimlar, Karakus (2007) ile Sengimen ve Pehlivan (2009)’in
calismalarindaki tanimlardan farkli bir bicimde formiile edilmistir ¢iinkii bu tezde, “uzaklik
niceligi” olarak, rasgele degiskenlerin olasilik dagilim fonksiyonlar: yerine, rasgele
degiskenlerin bizzat kendileri kullaniimaktadir.

Asagida, bir (S,X) uzaymnda I — yakinsakliga iliskin bir 6rnek verilmistir.
Animsanacagi tizere J; koleksiyonu, P (N)’de bir uygun idealdir. Dolayisiyla, (S, X)
uzayinda bir (p,) dizisinin, (g, 1) —topolojisine gore IJz— yakinsak olmasi demek, bu
dizinin ayn1 topolojiye gore klasik (siradan) anlamda yakinsak olmasi demektir. Ancak,
asagidaki Oornekten de goriilecegi tizere, J¢ yerine bagka bir ideal segildiginde bu denklik

saglanmayabilir.

Ornek 4.3 S =R? olmak iizere p = (a;,a,), q = (by,b,) €S verilsin. Ayrica, S

1
lizerinde bir d metrigi, d(p, q) = [(a; — b1)* + (a; — by)?]> bigiminde tanimlansin, yani

d, Oklid metrigi olsun. Bunun yani sira, Q = [0,1] olmak iizere, Ornek 2.1.8 (b)’de verilen
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(Q, A, P) olasilik uzayini goz oniine alalim. Simdi : O —» R olmak iizere {(w) = w
bigiminde bir ¢ rasgele degiskeni verilsin ve X:S X S - L§(Q) olmak iizere herhangi
p,q € Sigin Xp,,(w) = d(p, q) ¢ (w) bigiminde bir X fonksiyonu tanimlansin. Bu kosullar
altinda (S, X) ikilisi, taban1 (Q, A, P) olan bir RM uzaydir. Bu tip bir RM uzaym

kurulumu, Schweizer ve Sklar (1983)’1in ¢alismasinda ele alinmistir. Simdi n € N olmak

tizere (S, X') uzayinda bir (p,,) dizisi,

(1,1), ntam kareise
Pn = { (l i) ’ diger 4.5)

)
n n

biciminde tanimlansin. Ayrica, 8 = (0,0) € S olmak iizere

V2w, n tam kare ise

Xp,0(@) = d(pr, 0) § (@) = {@ . (4.6)

n

bi¢giminde tanimlanan, rasgele degiskenlerin (X, o) dizisini goz Oniine alalim. Bu

durumda, n tam kare ise

&

—, O0<e< V2 ise

P(X,0 <€)= {ﬁ 4.7
1, e>\2 ise

ve n tam kare degilse
3—;, O0<e< g ise

P(Xp,0 <€) = s (4.8)
1, &= — ise

yazilabilir. Ote yandan, A = {n,:k € N ve n; tam kare degildir} olmak iizere,
6(A) =1 ve dolayisiyla A € F(J5) yazilabilir. Bu durumda her bir £ > 0 igin,
limk_,ooP(Xpnkg < e) =1 olur. O halde Tanim 3.9 geregince, her bir € > 0 icin
I —lim P(Xpng < 5) =1 olup Yardimcr Teorem 3.10 geregince, her bir € > 0 i¢in
Ii—lim P(X, s <€) = 1 elde edilir. Bdylelikle, (RM)—J;—limp,, = 6 dir. Bu ise ayni
zamanda; (p,) dizisinin, (g, 4) —topolojisine gore, 6 noktasina “istatistiksel yakinsak”

oldugu anlamina gelir. Dikkat edilecek olursa (p,,) dizisi (g, A) —topolojisine gore siradan

anlamda yakinsak degildir. Ayrica, p = (1,1) € S olmak tizere (p,,) dizisinin, (p,)neac
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bigiminde tanimlanan alt dizisi, p noktasina (&, 1) —topolojisine gore J;— yakinsaktir.
O halde bir RM uzayda J—yakinsak bir (p,,) dizisinin herhangi bir alt dizisi, (p,,) dizisinin

(RM)—TJ—limitine J—yakinsak olmak zorunda degildir.

Teorem 4.4 (S,X) bir RM uzay olsun. p,q € S olmak flizere S uzayinda (p,,) ve (q,)
dizileri verilsin. Eger (RM) — I —limp,=p ve (RM) — I —limgqg, =q isec

(P) —I-lim X, , = X, dir.

Kamt: Oncelikle, X’in diizgiin siirekli oldugunu biliyoruz. Simdi herhangi bir € > 0 ve

A €(0,1) verilsin. Bu durumda, Sonu¢ 3.3 geregince, P(X, , <§) >1 —% ve

1. L
P(Xgnq < g) >1—7 iken P(|Xpnqn — Xpq| < &) > 1 — 2 olur. Simdi ise

Ay ={neN: P(|X, 4, —Xpg| <E)<1-1} (4.9)
Ay ={neN: PX,,<H<1-3} (4.10)
Ay ={neN: PKyo<H<1-} @.11)

biciminde tanimlanan A; , A, ve A; kiimelerini goz Oniine alalim. Bu durumda
A; € (A, U Ay) yazilabilir. Ayrica, RM) - I —limp,=p ve
(RM)—I-1lim q,, = q oldugundan, Tanim 4.1 geregince A,, A3 € I dir. Dolayisiyla A; €
T olup A§ € ‘F(J) yazilabilir. Buna gore,

{neN: P(|X,. 4, —Xpq| <€) >1-2}€ FJ) (4.12)

olup A sayis1 isteksel olarak yeterince kiiclik secilebileceginden, (3.14) ve (3.17)

yardimiyla
I-lim P(|X,.q, —Xpq| <€) =1 (4.13)
elde edilir. Buise (P) —I-lim X, , = Xpq demektir. m

Not 4.5 Kostyrko vd (2000)’nin ¢alismasinda, bir metrik uzayda “J—yakinsakligi koruyan
fonksiyon” kavrami soyle tanimlanmistir: (M, d) bir metrik uzay olmak iizere J bir uygun

ideal olsun ve g: M = M biciminde bir g fonksiyonu verilsin. Eger her bir x € M ve
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J —lim x, = x olacak bigimde, M wuzayinda yer alan her bir (x,) dizisi i¢in
I —limg(x,) = g(x) oluyorsa g fonksiyonuna, I — yakinsakligi korur denir.
Dolayisiyla, benzer bir mantikla, S {izerindeki (g, 1) —topolojisi gdz Oniine alinarak ve
Teorem 4.4’{in bir sonucu olarak, X rastlantisal metriginin J—yakinsakligi koruyan, iki

degiskenli bir fonksiyon oldugu sdylenebilir.

Asagida, Dems (2004)’in ve Salat vd. (2004)’nin ¢alismalarindan esinlenilerek, bir

RM uzayda “J—Cauchy dizisi” kavrami tanimlanmis ve buna iligkin bazi temel sonuglar

elde edilmistir. Ote yandan, J— Cauchy dizisi kavramma iliskin bilimsel calismalar
incelendiginde; Lahiri ve Das (2007)’1n ¢alismasinda, oldukca genel bir durum olarak, “bir
topolojik uzaydaki aglarin J—yakinsakligi” kavraminin tanimlandigi, ayrica, Das ve
Ghosal (2010)’1n ¢alismasinda ise “diizgiin (uniform) bir topolojik uzayda J—Cauchy ag1”
kavraminin tanimlanarak bu kavramin bazi temel 6zelliklerinin incelendigi goriilmektedir.
Bu tezde gbz Oniine alinan (S,X) uzayr da bir diizgiin uzay oldugundan ve diziler de
aglarin 6zel bigimleri olduklari i¢in, asagida Teorem 4.7, Teorem 4.8 ve Sonug¢ 4.9 olarak
ifade edilecek olan bulgular, Das ve Ghosal (2010)’1n ¢alismasinda yer alan, J—Cauchy ag1

kavramina iliskin sonuglarin 6zel durumlar olarak diisiiniilebilir. Bununla birlikte; bu tezin
konusu olan RM uzaylarin topolojik yapisinin 6zel olarak rasgele degiskenlerin olgii
kuramima dayali ozelliklerine iliskin olmasi, Das ve Ghosal (2010)’1in c¢alismasinda
incelenen genel bir diizglin topolojik uzayda ise Ol¢li kuraminin araglarinin séz konusu
olmadig1 g6z oniine alindiginda; detaylarda 6l¢li kurami ile olasilik kurami agisindan ne tiir
matematiksel islemlerin gerceklestigi Teorem 4.7, Teorem 4.8 ve Sonug 4.9 olarak ifade
edilecek olan bulgularda goriilecektir. Bu bulgular ise dogal olarak, RM uzaylarin araglar

kullanilarak kanitlanmustir.

Tamim 4.6 (S,X) bir RM uzay olmak {izere S uzayinda bir (p,) dizisi verilsin. Eger
herhangi bir € > 0 ve A € (0,1) verildiginde

{neN: P(X, py<e&)<1-2}€ I (4.14)

nPN

olacak bi¢cimde bir N = N(&,4) € N bulunabiliyorsa (p,,) dizisine, bir J—Cauchy dizisi

denir.
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Teorem 4.7 (S,X) bir RM uzay olmak iizere S uzayinda bir dizi J—yakinsak ise bu dizi

ayni zamanda bir J—Cauchy dizisidir.

Kamt: S uzayimda (RM)—J—limp,, = p olacak bi¢cimde bir (p,) dizisi ve bir p €S

verilsin. Ayrica, herhangi bir € > 0 ve A € (0,1) alalim. Bu durumda
2
nen: PX,,<H>1-2e D (4.15)

yazilabilir. Simdi {n EN: P(X,,, <9 >1- g} = C(g, 1) diyelim ve bir N € C(g, 1)

secelim. Bu durumda P (X, < g) >1-— % dir. O halde Sonug 3.3 yardimiyla, n € C(g, 1)

oldugunda P(X,, ,, <€) > 1 — 4 yazlabilir. Yani
{neN: P(X, ,, <& >1-2}€FJ) (4.16)
olup (p,) dizisi bir J-Cauchy dizisidir. m

Teorem 4.8 (S,X) bir RM uzay olmak iizere S uzayinda bir (p,,) dizisi verilsin. Eger
(py) bir I—Cauchy dizisi ise herhangi bir ¢ > 0 ve A € (0,1) verildiginde; m,n & A iken

P(X

pmpn < €) > 1 — 4 olacak bigimde bir A = A(e, A) € T vardir.

Kanit: (p,,) dizisi, S uzayinda bir J—Cauchy dizisi olsun. Ayrica, herhangi bir € > 0 ve
1€ (0,1) verilmis olsun. Bu durumda {n € N: P(X,,,, <3) <1-2}€ I olacak

bicimde bir N = N(¢,1) € N vardir. Simdi

£ A
A=A ={neN: P(X,,, <H=<1-7} (4.17)
yazalim. Bu durumda mmné€A  olmak uzere  P(X, py < g) >1 —%
ve P(Xp,py < g) >1 —% yazilabilir. O halde Sonu¢ 3.3 geregince, m,n € A iken

P(Xp, p, <€) >1—Aolur. m

Sonug¢ 4.9 (S, X) bir RM uzay olmak tizere S uzayinda bir (p,,) dizisi verilsin. Eger (p,,)
bir J—Cauchy dizisi ise herhangi bir € > 0 ve 1 € (0,1) verildiginde; m,n € B iken

P(Xp, p, <€) >1— 2 olacak bigimde bir B = B(¢, 1) € H(J) vardr.
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Teorem 4.10 (S,X) bir RM uzay olmak {lizere S uzayinda birer J—Cauchy dizisi olan
(py) ve (qy,) dizileri verilsin. Bu durumda herhangi bir € > 0 ve A € (0,1) verildiginde;

m,n € D iken P(|X,, 4. — Xp.q,| <€ >1—2olacak bigimde bir D = D(g,1) € F(J)

mdm

vardir.

Kanit: (p,) ve (q,) dizileri, S uzayinda birer J—Cauchy dizisi olsun. Ayrica, herhangi bir

e > 0ve A € (0,1) verilmis olsun. Bu durumda Sonug 4.9 geregince, herhangi i, j € B igin

P(X <£

piv; 2) >1 —% ve herhangi k,l € C icin P (X <t

axa 2) >1 —% olacak bi¢imde

bir B = B(g, 1) € F(J) ve bir C = C(g,A) € ‘() vardir. Simdi B N C = D diyelim. Bu
durumda D =D(g,A) € ‘FJ) olup mneD iken P (Xpmpn < %) > 1 —% ve

P(X <t

Gmdn 2) >1 —% yazilabilir. O halde Sonug 3.3 geregince, herhangi m,n € D i¢in

P(|Xp, 4. — Xp.q.| <€) > 1— Aelde edilir. m

mdm

Asagida, Tanim 3.13’den esinlenilerek, bir RM uzayda “J—smirh dizi” kavrami

tanimlanmustir. Oncelikle belirtmek gerekir ki, Schweizer ve Sklar (1983)’m ve Guo
(1999)’nun ¢aligmalarinda da goriilecegi lizere OM uzaylar ve RM uzaylar kuramlarinda,
sinirlt kiimelerin farkli tiirleri bulunmaktadir. Ancak burada géz Oniine alinacak olan
sinirlilik kavrami Di Maio ve Kocinac (2008)’1n ¢alismasinda sozii edilen, “bir diizgiin

topolojik uzayda yer alan bir kiimenin sinirlilig1” kavramina dayanmaktadir.
Tanmim 4.11 (S, X) bir RM uzay olmak tizere S uzayinda bir (p,,) dizisi verilsin. Eger

{neN: P(X, ,, < &)<1-2}€ I (4.18)

nPo

ya da buna denk olarak,
{neN: P(X,, < &)>1-2}e F (4.19)

olacak bigimde bir py € S, bir &5 > 0 ve bir 45 € (0,1) bulunabiliyorsa (p,) dizisine,

J—simirlidir denir.

Bu durumda Tanim 4.1°in, Tanim 4.6’nin ve Tanim 4.11’in dogrudan bir sonucu

olarak asagidaki sonug elde edilir.
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Teorem 4.12 (S, X)) bir RM uzay olmak iizere bu uzayda yer alan her J—Cauchy dizisi

(dolayisiyla, her J—yakinsak dizi) ayn1 zamanda J—simirlidir.

Son olarak, RM uzaylar arasinda tanimlanan fonksiyonlarin bir dizisi i¢in bazi
Ozelliklerden s6z edilecektir. Bu baglamda, Duman ve Orhan (2004) ile Balcerzak vd.
(2007)’nin ¢alismalarindaki tanimlardan ve sonuglardan esinlenilmistir. Duman ve Orhan

(2004), u —istatistiksel yakinsak, reel fonksiyon dizilerini incelemislerdir. Balcerzak vd.
(2007) ise metrik uzay degerli fonksiyonlarn bir dizisinin J— yakinsaklig1 iizerine

calismislardir. Asagida ise bir RM uzay iizerinde ¢alisilacaktir.

Oncelikle, Tanim 3.14’den esinlenilerek asagidaki tanim verilmistir.

Tamm 4.13 (S, X) ve (S, X) birer RM uzay olmak iizere her biri S uzayindan S uzayima
tamimlanan fonksiyonlarin bir dizisi, (f,) olsun. Ayrica, f: S > S biciminde bir f
fonksiyonu verilsin. Eger herhangi bir p€S , >0 ve A€ (0,1) igin bir
A=A(p,&A) € I bulunabiliyor ve n€A iken f,(p) € Nyp)(s,4) , yani
P(an(p) ) < &) >1—2 oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna I— noktasal yakinsaktir
denir. Benzer bi¢imde; herhangi bir € >0 ve 4 € (0,1) icin bir A=A(g,A) € T
bulunabiliyor ve herhangi bir p € S ile herhangi bir n € A i¢in f,,(p) € Ny (e, 4), yani
P(an(p) ) < &) >1—2 oluyorsa (f,) dizisi f fonksiyonuna I — diizgiin yakinsaktir

denir.

Yukaridaki tanimda verilen kavramlara iliskin bir teorem ifade edilmeden Once, bu
teoremin kanit1 i¢in gerekli olan bir yardimci teorem asagida kanitlanmistir. Bu yardimcei

teorem, Sonug 3.3’1lin genisletilmis bir versiyonu olarak diistiniilebilir.

Yardimcr Teorem 4.14 (S, X) ikilisi, tabani1 (Q, A, P) olasilik uzay1 olan bir RM uzay
olmak iizere p,q,r,s €S olsun. Bu durumda herhangi bir ¢ >0 ve A€ (0,1)
g pl pl 2.
verildiginde, P(Xpq < g) >1 —3 P(Xgr < g) >1 —3 ve P(X,s < g) >1 -3 iken

P(X,s < &) >1—Aolur.
Kamit: Herhangi bir € > 0 ve 1 € (0,1) verilsin. Ayrica,

A= {w € Q: Xpq(w) < §} (4.20)
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B={wen Xy <3} “.21)

¢={wen X, (w)<Z} (4.22)

biciminde tanimlanan A, B ve C kiimelerini goz 6niine alalim. Tanim 2.3.1°de yer alan (iv)

aksiyomu yardimiyla,
P(C)zPANB)>1-24+1-2-1=1-2 (4.23)

yazilabilir. Simdi D = {w € 0: Xps(w) <} ve E = {w € Q: X,5(w) <3} bigiminde
tanimlanan D ve E kiimeleri verilsin. Bu durumda (4.23) ifadesine benzer bigimde,

21 yl
P(D)ZP(CnE)>1—?+1—§—1=1—A (4.24)

yazilabilir. Bu da kanit1 tamamlar. =

Bu boliimiin son bulgusu olarak asagidaki teorem kanitlanmaistir.

Teorem 4.15 (S,X) ve (5,X) birer RM uzay olmak iizere her bir n € N igin
fa: S — S biciminde ve her biri siirekli olan fonksiyonlarm bir dizisi, (f,) olsun. Ayrica,
f: S - S bigiminde bir f fonksiyonu verilsin. Eger (f;,) dizisi f fonksiyonuna J—diizgiin

yakinsak ise f fonksiyonu S iizerinde siireklidir.

Kamt: Kabul geregi, herhangi bir ¢ > 0 ve 1 € (0,1) verildiginde bir A = A(g,A) €
ce . . > A g a1
bulunabilir dyle ki her p € S ve her n € A i¢in P(Xf p)r(p) < g) >1-— 3 dir. Simdi bir

N € A€ segelim. O halde her p € S igin
= £ y)
PXeymram <3)>1-3 (4.25)
yazilabilir. Simdi p, € S olsun. O halde
= £ A
PXryworrme <3) >1-3 (4.26)

yazilabilir. Ote yandan, fy fonksiyonu p, noktasinda siirekli oldugundan bir y > 0 ve bir

h € (0,1) bulunabilir 6yle ki P(X,,, <y) > 1—h iken

o £ A
PXrymitnmwe <3 >1-3 (4.27)
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olur. Simdi ise P (X, , <y) > 1 — h kosulunu saglayan herhangi bir p € S verildiginde ve
(4.25)—(4.27) esitsizlikleri birlikte diisiiniildiigiinde, Yardimci Teorem 4.14 yardimiyla,
P()?f(p) o) <€) >1—21 elde edilir. p, noktasi isteksel oldugundan f fonksiyonu S

uzerinde sureklidir. =
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5. SONUC

RM uzaylar kurami, genel olarak, olasilik kuramini ve fonksiyonel analizi temel
alan ve disiplinleraras1 bir yaklasim olan “rastlantisal fonksiyonel analiz” kuraminin 15181
altinda incelenmektedir. Bunun yan1 sira, RM uzaylarin; stokastik (rastlantisal) analizde,
Olcli kuraminda, yaklasim kuraminda ve risk Olglilerinde ¢esitli uygulamalar1 oldugu
bilinmektedir.

Ote yandan, matematiksel analizde bir tir “cati yakinsaklik” islevi goren

J—yakinsaklik kavrami, birbirine denk olmayan pek ¢ok yakinsaklik tiplerini igerdiginden

olduke¢a kullanish bir aragtir.
Bu tez ¢aligmasina baslamadan once, bir soyut uzaydaki herhangi bir dizinin
yakinsakliginin o uzayin matematiksel analizi i¢in temel nitelikte oldugu gbz Oniinde

bulundurularak, yukarida sozii edilen konulara iliskin uluslararasi bilimsel c¢alismalar

taranmis ve bir RM uzay iizerinde I — yakinsakligin heniiz tanimlanmamis oldugu
saptanmistir. Bu baglamda, RM uzaylarin ve J—yakinsakligin matematiksel analizdeki

oneminden yola cikilarak, bir RM uzay iizerinde J—yakinsaklik ve buna iliskin bazi temel
kavramlar1 tanimlayarak temel nitelikte birtakim sonuclar elde etmenin, RM uzaylardaki
dizileri daha genis bir a¢idan inceleme olanagi saglayacagi ve RM uzaylarin analizine bir
Olciide katkida bulunabilecegi ongdrillmiistiir.

Sonug olarak, bu tez ¢alismasi kapsaminda, 4. Bolim’de de goriildiigii tizere ilgili

kaynaklardan esinlenilerek; tizerinde (&, 1) — topolojisi tanimlanmig bir RM uzayda
“J—yakinsak dizi”, “J—Cauchy dizisi”, “J—sinirh dizi”, “J—noktasal yakinsak fonksiyon
dizisi” ve “J—diizgiin yakinsak fonksiyon dizisi” kavramlar1 tanimlanmis ve bu kavramlara

iliskin temel nitelikte sayilabilecek bazi sonuglar elde edilmistir.

Bir RM uzayda rasgele sapmalar gosteren ve klasik (siradan) anlamda yakinsak
olmasa da J—yakinsak olabilen bir dizinin durumu ve buna iliskin temel 6zellikler, bu tip

bir dizinin siradan yakinsaklik yardimiyla modellenemeyen davranisini daha genel bir

matematiksel ¢ergeve icerisinde modelleme/analiz etme olanagi saglayabilir.
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