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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Kendine Es Olmayan Dirac Operatérlerinin Spektral Ozellikleri
Murat CORUH
Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
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Damisman: Dog¢. Dr. Hiiseyin TUNA
Aralik, 2018

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve calismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonuglar verildi.

Daha sonra, bir boyutlu Dirac operatorlerinin temel 6zellikleri verildi.

Son olarak singiiler durumda dissipatif Dirac sisteminin spektral ozellikleri
arastirildi.

Anahtar Kelimeler: Kendine es olmayan Dirac operatorii, dissipatif operator, singiiler
nokta, Green fonksiyonu.
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In this work, firstly, the historical development of the topic is mentioned, and some
definition sand main results used in the work are given.

Later, basic properties of one dimensonal Dirac operator are given.

Finally, spectral properties of dissipative Dirac systems in the singular case are
investigated.

Keywords: Non-self-adjoint Dirac operator, dissipative operator, singular point, Green
function.



1. GIRIS

Fizik tarihindeki 6nemli doniim noktalarindan birisi Dirac denklemidir. Temel
fizikteki rolatif kuantum mekanigi Dirac denklemi kullanilarak formiillestirilir. Bu
denklem bir elektronun yarim spinini gosterir. Bir karsit pargacigin varligini tahmin eder.
Hidrojen atomunun ag¢ik spektrumunu iiretebilir. Dirac denklemi ve uygulamalar1 hakkinda
daha fazla bilgi i¢in Levitan ve Sargsjan’in (1991), Weidmann’in (1987) ve Thaller
(1992)’in ¢alismalarina bakilabilir.

Dissipatif operatorler kendine es olmayan operatorlerin 6dnemli bir smifidir.
Dissipatif siir kosullu, homojen olmayan sicimin tamlik 6zelligi ile ilgili ilk genel
sonuglar Krein ve Nudelman (1989) tarafindan elde edilmistir.

Dissipatif Dirac operatoriiniin  maksimal dissipatif akretif ve kendisine es
genislemeleri Allahverdiev (2003) tarafindan elde edilmistir. Yine bu ¢alismada genel sinir
kosullariyla dissipatif Dirac operatdriiniin 6zvektorler sisteminin tamlig1 dilatasyon metodu
ile ispatlanmistir. Sonsuzda dissipatif Dirac operatoriiniin 6zvektorler sisteminin tamlig
Allahverdiev (2005) tarafindan ispatlanmistir.

Genel birinci mertebeden nxn adi diferansiyel denklem sistemleri i¢in tamlik ve
spektral sentez problemi Roos ve Songren (1960, 1961, 1963) tarafindan ele alinmistir. 2x2
Dirac operatoriiniin  6zfonksiyonlarinin Riesz bazi olusturmasi problemi Baskokov,
Debushev ve Scherbakov (2011), Djakov ve Mityagin (2013) tarafindan ele alinmistir.

Tam olmayan 2x2 dissipatif Dirac operatoriine bir 6rnek Malamud ve Oridoroga
(2012) tarafindan verilmistir. Keyfi tam dissipatif Dirac operatériiniin resolventinin
spektral senteze izin verdigi, Lunyov ve Malamud (2014) tarafindan ifade edilmistir.

Bu tez ¢alismasinda, bir H Hilbert uzayinda, singiiler durumda Dirac operatorii ele
alind1. Bu operatériin dissipatifligi sinir kosullar1 yardimiyla elde edildi. Oz degerlerinin
reel olmadigi ve iist yar1 kompleks diizlemde oldugu gosterildi.

Green fonksiyonu kuruldu. Green fonksiyonu yardimiyla resolvent operatoriiniin

kompaktlig1 gosterildi.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Tanimlar

Tamm 2.1.1. V # @ olmak iizere KK herhangi bir cisim olsun. Asagidaki sartlar
saglantyorsa V’ ye K {izerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir:
a) (V,*) Cebirsel yapisi degismeli gruptur. Yani,
1. Yu,veV, u+ve V'dir.
2. YuVvkeV ,utvw+k)=u+v)+k’ dir.
3. VueV, u+0=0+u=u € Volacak sekilde bir tek 0 € Vvardir.
4. Yu,ve V, u+(-u)=(-u)+u=0 olacak sekilde bir tek —u € Vvardir.
5. Vu,veV, u+v=v+y’ dir.
b) u,v,e Vve 6, B € K olmak {izere asagidaki sartlar saglanir.
1. fu e K’dir
2. 8(u+v) =0u+ 6v’dir.
3. (6+pP)u=0u+ pudir
4. (6B)u = 6(Bu)’ dir.
5. Yu €V, 1V=V olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin birim
elemanidir.
K=R olmasi1 halinde V’ye reel lineer uzay K =C olmasi1 halinde V' ye kompleks

lineer uzay denir (Bozkurt ve Tiiren, 2000).

Tamm 2.1.2. Lineer uzaylarda tanimli olan dontisiimlere operator denir (Kreyszig,
1978).

Tamm 2.1.3. U, bir kompleks lineer uzay olmak tizere her uv€ U ve A € K her
icin asagidaki sartlar1 saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina U ve Vv

elemanlarinin i¢ ¢arpimi ve U lineer uzayma da i¢ ¢arpim uzayr denir:

1. wuw)=0wu)=0<u=0
2. (u,v) =wu)

3. (Au,v) = A(u,v)

4. (ug +uy,v) = (ug, v) + (uy, v).

Ayrica verilen bu dzellikler gézoniinde bulundurularak (u, Av) = A(u, v) ve

(u, v, + v) = (u,v1) + (u, v,) 6zellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).



Tamim 2.1.4. (U, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzayi ve u € U olsun. u vektoriiniin normu,

1
o /2
uw=mﬁm{2_mﬁ (2.1)

j=i

olarak tanimlanir. Bu norma gore (U , (. ))ig ¢arpim uzay1 bir normlu vektor uzayi olur
(Kreyszig, 1978).

Tanim 2.1.5. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,

llull = (u,w) 2 (2.2)

normuna gore tam ise, yani (U, (., .))i¢indeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina
yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.1.6. Bir U i¢ ¢arpim uzay1

llull = ,/(u, u) (2.3)

ifadesi bir norm tanimladigindan, bu i¢ ¢arpim uzayi bu norma gore lineer normlu uzay
olur.

Sayilabilir, tam ortonormal sistem iceren bir i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay: denir ve
genellikle H ile gosterilir (Naimark, 1968).

Tanim 2.1.7. K , H Hilbert uzayinin herhangi bir lineer alt uzayr (K S H)olsun.

T:-K€H->H (2.4)
doniistimii, her a, e C ve her u, v € K i¢in

T(au + Bv) = aTu + BTv (2.5)



esitligini saglaniyorsa, T doniisiimiine lineer operator denir (Naimark, 1968).

Tamim 2.1.8. H Hilbert uzayinin bir alt kiimesi lizerinde tanimlanan herhangi bir L
lineer operatoriiniin deger kiimesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ise L , H {izerinde
bir lineer fonksiyoneldir denir. Tim H uzayinda tanimlanip asagidaki kosullar1 saglayan L
fonksiyoneline sinirl: lineer fonksiyonel denir.

l. uuveHveaf € Ricin

L(ax + By) = aL(x) + BL(y) dir. (2.6)
2. Heru € H ve bir k sabiti i¢in
|L(w)| < k||lu]| dir. (2.7)

(Naimark, 1968).
Tamim 2.1.9. H Hilbert uzay1 iizerinnde tanimlanan bir T lineer operatdrii verilsin.

Her u € H igin
ITull < kllull (2.8)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayis1 varsa T ye suurli lineer operatér denir. Bu k
sayilarinin en kiigigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu alternatif olarak

| Tl
IT|| = sup—~—+= sup |[Tu]| (2.9)
uzo lull  juy=t

esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.10. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operatdr olmak {iizere,

T nin tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,
(Th,t) = (h,T"t) (2.10)

esitligini saplayan T* operatoriine T’ nin eslenik operatorii denir. Bu esitligi saglayan
t € H vektorler kiimesine T’ nin tanim kiimesi denir ve K(T™) ile gosterilir. T* operatorii
asagidaki esitlikleri saglar.
i. (T)=rT
i. (A7) =AT*
. (T+L)y'=T"+1L"
iv. (T)'=LT"



v. Tl =|IT|| (T stnurliken)
(Naimark, 1968).

Tammm 2.1.11. T* =T ise, T’ ye kendine es operator adi verilir (Akhiezer ve
Glazman, 1963).

Tamm 2.1.12. T lineer operatdriiniin D(T') tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun
olmak tizere, her h € D(T) igin,

Im(Th, k) >0 (2.11)

ise, T lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Tanim 2.1.13. T, D(T) tanim bolgesinde sinirl lineer bir operatdr olmak tizere
Tv =Av (2.12)

esitligini saglayan y # 0 vektorli mevcut ise, 4 sayisima A operatdriiniin 6zdegeri, y

vektoriine ise A operatoriiniin 6zvektori denir (Naimark, 1968).

Tamm 2.1.14. Bir U vektor uzayindaki, u;, U, ..., u, vektorlerinden olusan bir N

kiimesini ele alalim. ny, n,, ..., n, skalerler olmak iizere,
nlul + nzuz + e + nnun = O (213)

esitligi, ancak ve ancak n, =n, =--=n, =0 olmasi halinde gerceklesiyorsa,
Uy, Uy, ..., U, vektorleri, diger bir deyimle, N kiimesi, lineer bagimsiz; aksi halde, lineer
bagimlidir denir (Cakar, 2007).

U’ nun keyfi bir N alt kiimesini géz oniine alalim. Eger N’nin, bos-olmayan her
sonlu alt kiimesi lineer bagimsiz ise, N’ye lineer bagimsizdir denir (Cakar, 2007).

Tanimdan da anlagilacagi gibi, N = {u, ..., u,} kiimesinin lineer bagimli olmasi
halinde, N’nin vektorlerinden en az bir tanesi digerlerinin bir lineer kombinasyonu olarak
ifade edilebilir. Ornegin, (2.13) esitligi, n,, # 0 olmak iizere gercekleniyorsa, N kiimesi

lineer bagimli olup u,,’i (2.13) esitliginden faydalanarak ¢ozebiliriz:



un = Blul +... +ﬁn_1un_1 (214)

(Cakar, 2007)
Tanmm 2.1.15. g:[m,n] - R fonksiyonu verilsin. Eger her € > 0 igin 6yle bir

& > 0 sayis1 varsa ki,

n
ZIhll <6 (2.15)
1=1
sartin1 saglayan her sonlu sayida [u;, u; + h;] araliklari i¢in

n
D lglu + h) = gl <& (216)
=1

oluyorsa f fonksiyonu [m, n] kapali araliginda mutlak stireklidir denir

(Balc1, 2010).



3. BiR BOYUTLU DiRAC SIiSTEMININ TANIMI VE OZELLIKLERI

3.1. Bir Boyutlu Dirac Sisteminin Kanonik Bicime Indirgenmesi

Pik:[0,m] — R (i,k = 1,2) stirekli fonksiyonlar olmak iizere; asagidaki matris

denklemini ele alalim:

dy _ _ (y1(%)
B 4p@y =2, y@ =) (3.1

olmak lzere

B=(O ), p@ = (P PR ) = et put), k=12

gercek degerli fonksiyon olarak tanimlansin ve bu fonksiyonlar [0,7r] aralifinda siirekli
olsun ve A bir parametre olsun. Bu denklem (3.1) iki uygun birinci mertebeden adi

diferansiyel denklem sistemine esit olur:

V2 + p11(0)y1 + 012Xy, = Ay, (3.2)
—y1 + D21(X)y1 + P22 (X)y2 = Ay,

P12(X) = p21(X) = 0, p1a(X) = V(X) + m, p2(X) = V(X) — m durumunda (3.2) denklem
sistemi, goreli kuantum teorisinde ‘Bir Boyutlu Duragan Dirac Sistemi’ olarak bilinir.
Burada V(x) potansiyel fonksiyonu ve m pargacigin kiitlesidir.

H = H(x) ile R* deki bir diizgiin ve ortogonal déniisiimii gosterelim. iki boyutlu uzayin
herhangi bir ortogonal doniisiimiiniin, sabit, ortogonal ve normal sartlar altinda asagidaki

gibi bir matris formunda oldugu bilinmektedir:

cos@(x) —sin (p(x))

H(x) = < singp(x) cos@(x)

Kolayca goriiliiyor ki B ve H matrisleri degisme 6zellige sahiptir: BH = HB.

y = Hz degisikligini (3.1)’de yerine koyarsak ve esitligin her iki tarafini H? ile carparsak,

su denklemi elde ederiz:
d
H—lBa (Hz) + H"'PHz = H™1AHz,

veya



BdZ+<H_1B d H+H_1PH) =1 3.3
dx dx 2=z (3:3)

elde edilir.

d
=H 'B—H+H 'PH
Q) —H+

matrisini hesaplamak igin, elimizde su esitlikler vardir:

p'(x) O )

H‘lBiH = (
dx 0 @' (x)

ve

. . 1 .
P11 COS% @ + Py, SIN2¢0 + D,y sin 9 pypcos2 @+ > (P22 — P11) Sin2 @

H 'PH =
2

1 . . .
P12 COS2 @ + E (P22 — P11) Sin2 @ P11 sin? @ — P12 SiN2 @ + py, cos” @

Bu nedenle, Q matrisinin

_(a,(0) q,(x)
Q(x)_<q12(x) qzz(x)>

, ] 1 .
© +p, cos® ¢ + Py, sin2 ¢ + Py, sin® ¢ Py, COS2 ¢ + 2 (p,, —pyy)SinZ ¢

1
Py, COS2 ¢ + 2 (p,, —p,y)Sin2 ¢ '+, sin? @ — Py, Sin2 ¢ +p,, cos® @

formunda oldugu elde edilir. ¢(x) fonksiyonunu 6yle segeriz ki, 12 (X)=0 olsun.

O halde

1 .
P12(x) cos2 p(x) +5 {p,, () = p,, ()} sin2 (x) = 0
olur. p;; (x) — p,,(x), buradan

_ 1 2p12(x)
) = pardan P

bulunur. O halde Q=Q(x) matrisi su formu alir:



_ (4 (x) 0 _mp(x) 0
9= < 110 qzz(x)> B ( 0 r(x))
Buradan (3.3) denklemi
0 1\dz (p(x) 0\ _
(—1 o)ﬁJ’( 0 r(x)>z =4z (3-4)

formunda yazilabilir. Simdi ¢(x) fonksiyonunu q;;(x) + g,,(x) = 0 olacak bigimde
secelim. Yani 2¢'(x) + p11(x) + paa(x) =0
olsun. O halde ¢(X)’i ¢cekersek asagidaki denklemi elde ederiz:

9(x) = == [ {p1a(s) + paa(s)} ds olur.

Buradan (3.3) teki denklemin,

dz
G DF+ (o Hw)=x 35)
formunda oldugu bulunur. Sonrasinda (3.4) ve (3.5) denklemlerine, (3.1) denkleminin
kanonik (dogal) formu denir. (3.1) denkleminin gesitli spektral 6zellikleri arastirilirken bu
kanonik formlardan uygun olan1 kullamlir. Ornegin, (3.1) denkleminin dzdegerlerinin ve
ozfonksiyonlarinin  asimptotik davramiglarii arastirirken  veya keyfi bir  vektor
fonksiyonunun (3.1) denkleminin 6zvektdr fonksiyonlarma goére ayrisim formiillerini
incelerken (3.4) kanonik formunu kullanmak uygundur. Buna karsilik (3.1) denkleminin
0zdegerlerinin sayisinin asimptotik davranislari ile ilgili problemlerde ve sonsuz araliklar
tizerindeki ters problemlerde , (3.5) teki kanonik denklemlerini kullanmak daha uygun

olur (Levitan ve Sargsjan, 1991).
3.2. Smir Kosullar1 ile Verilen Dirac Operatoriiniin Ozdegerleri ve Ozvektor
Fonksiyonlarmin Bazi Temel Ozellikleri

p(x) ve r(x), [0, 7 ] araliginda siirekli, reel degerli fonksiyonlar ve o,/ € R olmak tizere (3.2)
denklem sistemi i¢in (3.4) kanonik formunun kullanildig1 asagidaki sinir deger problemini

g0z Oniine alalim:

y2—{A+pM}y1 =0, yi+{A+r(x)}y, =0 (3.6)



y1(0) sina + y,(0) cosa =0 3.7)
y1(m)sinf + y,(m) cosf =0 (3.8)

Varsayalim Ki A = A, sayisi i¢in (3.6)-(3.8) smir deger problemi, asikardan farkli

v = (1130)

¢Oziimiine sahiptir. Bu durumda /4, sayisina 6zdeger ve Y(X,A,) vektor fonksiyonuna da
A, 6zdegerine karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu denir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Onerme 3.2.1. (3.6)-(3.8) smir deger probleminin farkli A, , 1, 6zdegerlerine

karsilik gelen y(X,4) ve z(x,4,) 6zvektor fonksiyonlari birbirine ortogonaldir,

yani
Vi

f {y1(x,A1)z1(x, A3) + y2(x, A1) 2,(x, A,)}dx = 0 dur (Levitan ve Sargsjan, 1991).
0

Ispat: y(x,4) ve z(x,4,) vektor fonksiyonlar1 (3.6) da ki sistemin ¢oziimii

olduklari i¢in,

V2(x,21) = {4 +p()}yi (6, 4) =0, 2(x,4;) — {4, + p(0)}z1(x,2,) = 0
yi(x, A1) + {4 + 70}y (x, 4) =0, z1(x,4) + {4, + r(x)}z2(x, ) = 0

Sirasiyla z;(x, A3), —z,(x, A;), —y1(x, A1), y2(x, A,) fonksiyonlari ile ¢arpilip taraf tarafa

toplanirsa,

d
dx 16 4125 (x, 25) — y2(x, A1)z, (x, A1)}

= (4 — 22){y1(x, A1) 21 (x, A2) + y2(x, A1) 75 (x, 23)}
elde edilir. Son esitligin iki tarafi 0’dan 7 ’ye entegre edilirse

(s — 23) f 016 )21 (x5, A2) + ¥5 (A1) 22 (x, A2} dlx
0

(/11 - AZ)J‘ }’(x: /11)Z(x, AZ)dx = {)’1(95, Al)ZZ(x' AZ) - }’2(95' /11)21(36', /12)}1(-)[
0

10



elde edilir. Esitligin sag tarafi, (3.7) - (3.8) sinir kosullarindan dolay1 0 olur. O halde

4 —42) fn{%(x; A1)z1(x, 23) + y2(x, 1) 22 (x, A3)}dx = 0 (3.9
0

dir. A;#1, oldugundan iistteki esitligin her iki tarafi (4; — A,) sayisina boliiniirse
Y

[ 0102604 + 322202, (5 2))x = 0
0

elde edilir. Bu ise y(x,4,) ile z(X,4,) 6zvektor fonksiyonlarinin ortogonal oldugunu

gosterir.
Onerme 3.2.2. (3.6) - (3.8) deki simr deger probleminin dzdegerleri reeldir
(Levitan ve Sargsjan, 1991).

Ispat: A, sayis1 (3.6) - (3.8) smir deger probleminin bir 6zdegeri ve Y(X,4,) bu
0zdegere karsilik gelen 6zvektor fonksiyonu olsun. O halde y(x,4,), 0’a denk degildir.

Kolayca gosterilebilir ki, /TO sayist da (3.6) - (3.8) sinir deger probleminin bir 6zdegeridir

ve bu 6zdegere karsilik gelen dzvektor fonksiyonu Y(X,4,) ‘dir. Bu bilgilere gore (3.9)

denklemi

(A=70) [ raGe 2ol + 17,6 20) P} x = 0
0

halini alir. y(x, 4y), 0’a denk olmadigindan

X
j {25 A% + 1y (x, Ag) |2} dx > 0
0

dir. O halde 1 — 2, = 0 yani 1 = 4, dir. Buradan 4, € R elde edilir (Levitan ve Sargsjan,
1991).
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3.3. (3.6) — (3.8) Simr Deger Probleminin Ozdegerleri ve Ozvektor Fonksiyonlar: I¢cin
Asimptotik Formiiller

3.3.1 Operator Déniisiimiiniin Tanim ve Genel ifadesi

Tamm 3.3.1.1. A ve B iki lineer diferansiyel operatorii olsun ve E; ile E; iki lineer
fonksiyon uzayi, X ise E; den E; ye bir siirekli lineer doniisiim olsun ve asagidaki kosullari

saglasin:

1. AX=XB, ve.
2. X' siirekli tersi vardir.

A ve B asagidaki gibi olsun:

0 2 w 2

pP1{Xx - p2(Xx "

as| dx | p= dx | (3.10)
_a 7'1(x) _a rz(x)

esitliklerinde pi(X), rk(x), k = 1,2 olmak iizere [0, 7] araliginda reel degerli ve siirekli
fonksiyon olsunlar.
E; ve E; siirekli tiirevlenebilir vektor degerli fonksiyonlar olmak tizere f(x) ve g(x) sinir

kosullarini saglasin:

f1(0)sin(y) + f,(0)cos(y) =0

91(0)sin(8) + g2(0)cos(8) = 0. 31D
Burada y ve § iki keyfi gercek sayidir (Levitan ve Sargsjan, 1991).
Teorem 3.3.1.2. Bir X operatdr doniisiimii, su sekilde ifade edilebilir:
x
X(FG) = RWFE) + | KCo9)f s, (3.12)

denkleminde R(x) ve K(x, s) ikinci dereceden siirekli tiirevlenebilir matrislerdir.

_(alx)  B(x)
R(x)_(—ﬁ(x) a(x))

olmak tizere a(x) ve B(x) fonksiyonlari agik¢a hesaplanabilir:

12



1 1(* 1
— o - : _ P
a(x) = Ksm{zfo iz[A — B]dt + sin K},
1 1~ .41 (3.13)
B(x) = —cos —f iz[A — Bldt + sin™' —¢,
K 2 ) K

Kk = sec(d — y) dir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

3.3.2. Operator Doniisiimiiniin Yardim ile Asimptotik Formiillerin Elde Edilmesi

@(x, 1), (3.6) sisteminin ¢dziimiiniin
¢1(0,1) = cosa, ¢,(0,1) = —sina (3.14)

baslangi¢ kosullarin1 saglayan bir ¢dziimii olsun. Ac¢ikga goriiliiyor ki ¢(x, 1) (3.7) deki
sinir kosullarii sagliyor. p(x) = r(x) = 0 i¢in (3.6)’ daki problemi ele alalim.

Kolayca goriiliiyor ki

Y1(x, 1) = cos(Ax — a)

P, (x,2) = sin(Ax — a) (3.15)

dir. (3.6)-(3.7) probleminin ¢oziimiine simdi operator doniistimii uygulayalim. (3.6) daki

denklem sistemi su sekildedir:

d
A= —p(x) dx 3
Y= d y = Ay. (3.16)
-—— —r(x)

dx

Ote yandan, vektdr degerli fonksiyon 1(x, A1) asagidakinin ¢dziimiidiir:

, d
By={ | dx 1y = 2y. (3.17)
Cdx

Y(x,1) vektor fonksiyonu By = AY denkleminin ¢oziimii oldugu igin, X operator

doniisiimiiniin tanimindan

A1 X{Y} = XB1{Y} = X{Ay} = AX{yY}

13



elde edilir. Yani ¢ =X{y}, A;{y} =W esitliginin ¢oziimiidiir. Bu nedenle,
Y(x, A) ifadesi (3.17) nin ¢6ziimii olursa, @ (x,4) = X{y(x, 1)} esitligi (3.16)’mn ¢oziimii

olur. S6z konusu durumda,
p1(x) = —p(x), n(x) =-1r(x), p2(x) =1(x) =0dumr.

Bu nedenle, iz[A1 — B1] = -[p(x) + r(x)] dir. Ayrica, (3.11) sinir kosulundaki (3.7) ile yer
degistirdigi i¢in, y = & olur. Boylece K=1 olur. (3.13) ile

a(x) = cos {% f;c[p(r) +1(1)] dr},

3.18
B (x) = sin {% fox[p(r) +7r(0)] dr} dir. (3.18)

(3.6) ve (3.14) teki problemin ¢(x, 1) ¢6ziimii i¢in (3.12)’ yi elde ederiz.

(1) = Rx)Y(x, 1) + jxl((x, S)Y(s,Dds dir.

0

Bu nedenle, a(x) ve B(x) fonksiyonlarina gore, R(x) matrisinin ifadesini hesaplarsak,

(3.18) deki degerlerinden su formiil elde edilir:

@1(x,A) = cos{é(x,A) —a}+ jx{Kll(x, s)cos(As — a) + Ky,(x,s) sin(As — a)}ds (3.19)
0

@,(x,A) = sin{é(x,A) —a} + jx{Km(x, s)cos(As — a) + Ky, (x, s) sin(As — a)}ds (3.20)
0

¢ (x, A)vektor degerli fonksiyonun bilesenleri igin,

§0c ) = 2x —~ [ p(@) — r(0)] dr, (3.21)

ve Kjj(x,s), i ,j = 1, 2 ifadeleri, K(x,s) kernel matrisinin elemanlaridir (Levitan ve Sargsjan,
1991).
Onerme 3.3.2.1. | A | diizgiin olarak sonsuza yakisadiginda, (x e gore) su sonuglar

elde edilir;

@.1(x, 1) = cos{é(x,)) —a}+0(17 1)
0, (x, 1) = sin{é(x, 1) —a}+ 0171 (3.22)

14



a(pl(x, A) = —xsin{é(x,A) —a} +0(1)

W = xcos{§(x, 1) —a}+ 0(1) (3.23)

Ispat:  (3.22) yi elde edebilmek igin, (3.19) ve (3.20)° deki kismi integral
yontemini uygulamak yeterlidir. Ciinkii Kjj(x, s) fonksiyonu tiirevlenebilirdir. Buna
ragmen, ilk once (3.19) ve (3.20)’ nin tlirevini alirsak, (3.23) aym sekilde ispatlanir
(Levitan ve Sargsjan, 1991).

Onerme 3.3.2.2. (3.6)-(3.8) smir deger probleminin 6zdegerleri basittir.

Ispat: ¢(x,1) (3.7)’deki sir sartii sagladigi icin, problemdeki 6zdegerleri
belirlemek i¢in, ¢;(x,1) ve @,(x, 1) fonksiyonlarmi (3.8)’ deki siir sartlarinda yerine

koymaliy1z ve kokler bulunmalidir.

D(A) = @, (m, A)sinf + (pz(n A)cosp.

dD(2) a<P1
W inf + COSﬁ

A bir katli Ozdeger, ve 9’ (%, %) buna karsilik gelen vektor degerli 6zfonksiyonlardan
herhangi biri olsun.

dD(4o) _
-

D (/10) =0,

kosulu ayn1 anda saglanmalidir. Yani,

@¥(m, Ag)sinf + @3(m, 1y)cosp = 0

O(m, A)sinf + g 9(m, Ap)cosp = 0.

aA(p1 aAq)Z

sing ve sina ayni anda yok edilemeyecegi i¢in, su sekilde bir denklem elde edilir:

6902 (7T Ao)

6(,01 (7T /10) 0( ) - 0. (3.24)

@2(m, 1)

Simdi, (3.6)’daki sistemin A’ya gore tiirevini aldigimizda,

15



a —
G o
(52). + @+ “’“)}a—f = -,

(3.6) ve (3.25)’ daki denklemleri sirasiyla ﬂ 2/3{2 , —Yy1 Ve y, ile carptigimizda, ve

birbirine ekleyip x’e gore 0’dan ’ye kadar integral aldigimizda sunu elde ederiz:

T
dy dy T
D22 a2 L - f [y2(x, ) + y2(x, D]dx
a2 o .

A = A, koydugumuzda, su sekilde hesaplanir:

a(p(l) (X, AO)
oA

_ a(pg (X, /10)

= 97 =0

(3.19), (3.20) den ve (3.24)’ teki denklemden yararlanarak, su bagintiy1 elde ederiz:

i dop; (1, A dpi(m, A
f[{(pl(x 20)¥ + {92 (x, 49)¥ldx = P (m /10)%0) @3 (1, Ao) - (7; 2 = 0.

Boylece ¢?(x,10) = ¢9(x, 1) = 0 veya ¢° (x,A,) =0 ifadelerinin imkansiz oldugu
goriliir. Sonug olarak, dnerme ispatlanmis olur (Levitan ve Sargsjan, 1991). Yukarida
(3.6), (3.7), (3.8)” deki sinir deger probleminin 6zdegerlerinin asagidaki ifadenin kokleriyle
cakistigini sdylemistik:

@1 (m, V)sinf + @, (1, A)cosp = 0.

(3.22) deki tahminden, ¢;(x,1) ve @,(x,A)’yi yerine koydugumuzda, su denklemi elde

ederiz:
sin(Ar —9) + 0(171) =0, (3.26)
1 3
9=f—a-— Ej {p(t) + r(r)}dr. (3.27)
0

Acikga goriiliiyor ki (3.26)” daki denklemin ¢oziimii su sekildedir:

A, — 9 =nm + 6.
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(3.26) deki degerleri yerine koyarsak,
sind, = 0(n™1Y),i.e., 8, = 0(n™1)

oldugunu goriiriiz. Bu nedenle asagidaki asimptotik formiilii elde ederiz:

V) 1
=—+ =). -
Ain n_n+0(n> (3.28)

(3.6)” daki sistemlerden p(x) ve r(x) fonksiyonlarinin tiirevlenebilir oldugunu diisiiniirsek,

(3.28)’ deki formiiller epeyce netlesir. Yani, terimlerin agilimi su sekilde yazilabilir:

PR +Cl+62+0(1)
n S T T TR n3/’

(3.28)" i kullanarak, vektor degerli Ozfonksiyonlar i¢in su asimptotik formiilleri

kullanabiliriz:
01(x, 1) = up(x),  @2(x,1,) = up(x), (3.29)

un(x) = COS(fn —a) + O(n_l);

U, (x) = sin(§, —a) + 0(n™1), (3.30)

1 pe
£ = E00A) = Ly =5 f (p(0) + (D)} dr.
0

Normalize edilmis vektor degerli 6zfonksiyonlarin asimptotik agilimlarini elde etmek igin,

su integrali diisiinmeliyiz:

a2 = jn{ufl(x) +2(0))dx =7 + 0 (1)
0

n
Bu nedenle, normalize edilmis vektor degerli 6zfonksiyonlar su sekildedir:

1 1
1 ~ \/—Ecos(fn —a)+0 (;)
an #lxdn) = \%sin(fn —a)+0 (%) .

(Levitan ve Sargsjan, 1991).
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3.4. Integral Denklemleri Metoduyla A¢ihm Teoreminin Ispati

Asagidaki sistemin ¢oziimiinii aragtiralim.

y2 —{A+p)}y: = fi(x) (3.31)
y1— A +1(0)}y2 = —fo(x) (3.32)

f(x) sifirdan farkli bir siirekli vektdr degerli fonksiyon olmak iizere asagidaki sinir

kosullarin1 saglasin:

y,(a)sina + y,(a)cosa = 0, (3.33)
y1(b)sinf + y,(b)cosp = 0. (3.34)

A sabit bir karmasik say1, @ (x, ) ise (3.6)’ daki sistemin asagidaki baslangi¢ kosullarini

saglayan bir ¢6zlimii olsun:
¢,(a,A) = cosa, ¢,(a,A) = —sina, (3.35)
ve Y (x, A1) fonksiyonu

Y1(b,A) = cosB, P,(b,A) = —sinf, (3.36)

kosullarin1 saglar. @(x, 1) ve ¥(x,A) lineer bagimsizsa, yani ¢(x,A) bir vektor degerli
6zfonksiyon degildir ayrica (3.34) deki sinir kosunu saglar:

@(x,4) = CY(x, 1), (x, 1)

O zaman, Wronskian

P1(5, 1) @2(x,4)

Y)Yy T OdT

W(p,¥) =

Tersine, belli bir A igin, Wronskian W (¢, )= 0 dir. O zaman

@(x,1) = CP(x,A) dir. Bu nedenle, ¢(x,4) bir vektor degerli 6zfonksiyondur. Sonug
olarak, Wronskian’t A ‘nin bir fonksiyonu olarak diistiniirsek, (3.6)-(3.8) sinir deger
probleminin 6zdegerleri, W (¢, y)’ nin kokleriyle ¢akisir.

Ispatladik ki W (@, ) ifadesi x’e bagl degildir. O zaman

0 —{A+p()}p; =0, Y, —{A+p)hp; =0,

p1+{A+r()}p, =0, Y +{A+r0)}Y, =0dwr. (3.37)
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Denklemi v, —y,, —@4, @, ile garpip, birbirine ekledigimizde, sunu elde ederiz:

(P21 — 1Y — Y201 + P102)(x, 1) =0,
d d
a(fpﬂbz — 1) (x, 4) = aW{fp,lP} =0.

Bu ifade iddiay1 ispatlar. Bu nedenle W {¢, 1} sadece A’ya baglidir ve
W{p, Y} = w(d) dir. Simdiu = (uz) matrisinin transpozu igin, bir gosterim

tanimlayalim:u™ = (uy, u,). Bu durumda

v
Ty — 1y —
uv=(uu,) (Uz) UIV; + Uy vy,

u U7 UV
T _ ("1 _ ("1™ 1 2) .
uv' = (uz) (vivy) = (u2v1 Uy, dir.

Vektor degerli fonksiyonlar ¢ (x, A) ve Y (x, A) yukaridaki degerlere sahip ve
w(4) = W (e, P)olsun. Degerleri yerine koydugumuzda,

1
@1/)(90 D™, A), y<x)
G, y; A) = { (3.38)
T
\ o &P A, x <y
elde edilir. Yukaridaki ifade Green matrisi olarak adlandirilir.
Simdi,
b
v ) = | 6y DF@Iy (3.39)
a

vektor degerli fonksiyonunun (3.31)-(3.34) sisteminin ¢dziimii oldugunu gosterecegiz.

Tanimlardan yola ¢ikarsak,

1 (<P1(x,/1)¢1(y,/1) 401(96./'1)%02(%/1))

G0y ) = | 0D P20 0ol (D) Y
T L (0 ey
oD \P2 0, D1 (6D 920 D2 (x, D)

dir. Bu nedenle,
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(L(fp1(x,/’l)¢1(%/1)f1(}') + %(x,l)ll)z(y,l)fz(w) X<y
GO, y; Df () = {w(/l) P20 NP1 DAG) + 00 DY (v, D2 (0))
" L(%(% DY (D) + %(y.ﬂ)llfz(x,l)fz(w) <x
0D \P2 0 DY DAG) + 02 D D) Y

ve [u'v](y) = uy (y)v (y) + uy,(y)v,(y) ifadesini yerine koyarsak, (3.39)’ dan sunu elde

ederiz:
Y100 2) = v){wloc 2 f 0" F1)dy + ¢1.(x,2) ] 7 f] (y)dy} (3.40)
y2(6,2) = = {%(x 2 f [0 1)y + 92 1) ] [ ] (y)dy} (3:41)

(3.40)’ daki ifadede x’e gore tiirev aldigimizda,

160 = S (v [ 070y + 92 f W7 1)y

=106 D[YP1(x, D f1(x) + P (x, D (0] + 1 (x, Dl (x, D f1 () + @2(x, D) f2(x)]}

(3.37)’ deki sistemden ¢1 (x, y) ve ¥ (x, A) yerine koyarsak, sunu elde ederiz:

A+ r(x)

{wz (x,2) f 0" FI)dy + @06, 1) f Wf] (y)dy}
(3.42)

B m{m D (x, 2) — 9 (, Dy G, D} (%)

(3.41)’ deki denklemi dikkate aldigimizda
@16, DYy (x, 1) — @, (x, VY1 (x, 1) = W{p, Y} = w(A) elde edilir ve (3.42) su sekilde

yazilabilir:

y{(x! A) = _{/1 + r(x)}yz(x, /1) - fZ(x)l

ki bu ifade (3.32) ile ¢akisir. (3.31)’ in gegerliligi aymi sekilde ispatlanir. Bu nedenle
(3.39)’ daki vektor degerli fonksiyon, (3.31) ve (3.32)’ deki sistemin ¢oziimiidiir. Bu
durumun, (3.39)” un (3.33) ve (3.34)’ deki siir kosullarini sagladigi agiktir (Levitan ve
Sargsjan, 1991).
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Teorem 3.4.1. 1, (3.6),(3.33),(3.34)” deki homojen siir deger problemlerinin
0zdegeri degilse, homojen olmayan (3.31) - (3.34) sistemi herhangi bir f(x) fonksiyonu igin
¢ozilebilirdir, ve ¢ozimi (3.39)’ da verilmistir. Tersine, 4, (3.6),(3.33),(3.34)” deki
homojen smir deger problemlerinin 6zdegeriyse, homojen olmayan (3.31)-(3.34)

sisteminin ¢6ziimii yoktur (Levitan ve Sargsjan, 1991).

A, homojen sinir deger probleminin 6zdegeri degilse, homojen olmayan sistemin tek bir
¢Ozlimii vardir. Gergekten de, homojen olmayan problemin iki ¢dziimiiniin farki, homojen

problemin vektor degerli 6zdegeridir. Bu fark sifirdir.

A =0 sayisinin 6zdeger olmadigini kabul edelim. Aksi halde, sabit bir n sayisi sececegiz,

ve su siir deger problemini goz 6niine alalim:

y: —{A—=n) +p()}y: =0, yi(@)sina + y,(a)cosa =0,
yi+t{A—n)+r()}y, =0, yi(b)sinf + y,(b)cosp = 0.

Onun vektor degerli 6zfonksiyonu, n sayist bulunmayan problemle aynidir. Agik¢a
goriilityor ki,  sayis1 dyle secilebilir ki sifir yeni problem i¢in bir 6zdeger olmaz.

G(x,y;0) = G(x,y) ‘yi koydugumuzda,

b
ﬂm=]6@ﬁf@ﬂ

ifadesi asagidaki sistemin baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimii olur:

y2 —p()y1 = fi(x), yi +r(X)y1 = —f2(x),

(3.31) ve (3.32) deki sistemi tekrar yazarsak,

d
—p(x)
By = d dx y = f(x) + Ay.
——  —r(x)
dx

Bu da gosteriyor ki, (3.31) - (3.34) sistemi, asagidaki integral denklem sistemine denktir:

b
ﬂm=jcmwvw+a@mm

b b
y(x) —AJ G(x, t)y(t)dt = J Gx, t)f(t)dt = g(x).
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Ozel olarak, (3,6), (3.33), (3.34)’ deki homojen smir deger problemi asagidaki integral
denklemine denktir:

b
y(x) — Af G(x, t)y(t)dt = 0. (3.43)

Aos As1, 42, Ag3y ooy Agp, oo degerleri, (3,6), (3.33), (3.34)’ deki smir deger
problemlerinin 6zdegerleri ve vy (x),V41(X), V4z(x), v43(x), ..., v1n(x), ... degerleri ise
bunlara karsilik gelen normalize edilmis vektdr degerli 6zfonksiyonlardir. Cekirdek

matrisi:

© T
H(x,§) = z M (3.44)

n=-—oo

g6z Oniine alalim. Bolim 3.3.2 de elde edilen asimptotik formiiller yardimiyla, H(x, &)
serisi x = & kosegeninin her komsusuna diizgiin olarak yakinsar. Ayrica, (3.44)’ deki

serinin kismi toplaminin sinirlilig

[ee]
E sin nx/n
n=-—oo

matrisinden elde edilir. Dolayisiyla terim terime integre edilebilir.

Q(x,8§) =H(x,& —G(x,&) =—-6(x,¢) + Z M

n=-—oo
cekirdek matrisi siireklidir.

H(x, &)veG (x, &)siirekli oldugu fakat X = & noktasinda stirekli degildir.

Gx,x+0)—G(x,x—0)=H(x,x+0)—H(x,x—0) = (_01 (1))

Ayrica, Q(x,§),Q(x, &) = QT (x, &)esitligini saglar, Q(x, &) ile integral operatdriiniin kendi
eslenikligini saglar. Bu kosulu saglayan herhangi bir matris, kendine es ¢ekirdek olarak
adlandirilir.

Integral denklemler teorisindeki benzer teoremle, sifir olmayan herhangi bir kendine es
kernel Q(x,§), en az bir dzfonksiyona sahiptir. Yani, Oyle bir 4, ve bir vektor degerli

fonksiyon u(x) # 0 vardir ki,
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b
() + Ag f 0Cx, £)u(e) dé = 0. (3.45)

Eger, Q(x, ¢)’in vektor degerli 6zfonksiyonunun olmadigini gosterirsek,

Q(x,é) =0, yani,

> T
6= ) —v"(xiv” ©) (3.46)

n=-—oo

elde edilir.

(3.43) esitliginden devam edersek,

b 1
f 601, 9E) df = v (347)

bulunur. O zaman

b
_ r ‘h(x)
fa QG Owi©) df = q) = (17 arr.

Q (x, &) matrisinin tanimindan

b b
() f H (x, €)v, (8) dE — f G (x, E)v,(€) dE (3.48)

elde edilir.

Diger yandan, (3.44)’ deki serinin her terimi su sekildedir:

L vl () =

i (vnl (OVn1(§) V1 (X) v (f))
1 7 :

V2 (V1 () V2 () v52(E)

Bu nedenle:

[ e mer s = n = (1169),

yazarsak vn(X) vektor degerli 6zfonksiyonlarinin ortonormalitesine bagl olarak, su formu

elde ederiz:
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1 (b 1
m) =1 f (1 COvEs @ + v (I (O)E = 5= ()

1 (b 1
() = 4= f (i CvEs () + Vi (RIS = 1 )

yani, h(x) = v, (x) /A, (3.47) ve (3.48) ile beraber,

b 1 1
4G = | Q9 df = -0 = Tl = 0, (349)
a k k

yani, c¢ekirdek Q(x,¢), (3.6), (3.33), (3.34)’ deki smir deger probleminin biitiin vektor
degerli 6zfonksiyonlarina diktir sonucu elde edilir.
u(x), (3.45) deki denklemin bir ¢oziimii olsun. Biitiin vy(X)' lere u(x )’ in ortogonal

oldugunu gosteririz. Gergekten de, (3.45)’ ten,

b
uy (x) + Aof {0116, u () + q12(x, Hup(8)}dE =0

b
1 (0) + 1 f (2106 O (©) + 422 (x, Oun (E)}dE =0

elde edilir.
Birinci denklemi v, (x) ile, ikincisini v,,(x) ile ¢arpip, X’e gore a’dan b’ye integre edip,

birbirine ekledigimizde, su sonucu elde ederiz:
b b b
] ul () v, (x)dx + /10] u’ (&) {J QT (x, f)vn(x)dx} dé =0 (3.50)
a a a
Q(x, &) = QT(&, x) oldugu igin
b b
J QT (x, v, (x)dx = J Q (¢, x)v,(x)dx = 0, dir.
a a
(3.50) esitliginden su sonucu ¢ikaririz:

b
J ul (x)v,(x)dx = 0.

Q(x, &) tanimindan,
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b b
u(x) + 1 f Q (o, Ou(E)dE = u(x) — o f G (x, £)dE = 0,

yani, u(x) (3.6), (3.33), (3.34)’ teki smr deger problemlerinin vektor degerli
ozfonksiyonudur. u(x) biitin vp(X)" lere ortogonal oldugu igin uy(x)=0. Bu
nedenle Q(x, &) = 0 (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Teorem(Acihm teoremi) 3.4.2. f(x) siirekli tiirevlenebilir ve (3.33), (3.34)” teki
siir kosullarin1 sagliyorsa, f(x) fonksiyonu (3.6), (3.33) ve (3.34)’ teki sinir deger
probleminin vektor degerli 6zfonksiyonunun mutlak ve diizgiin yakinsak Fourier serisine

acilabilir. Yani,

o)

b
f= Y e G an= [ fT @ Gds (351)

n=—oo

dir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Ispat:
f2(0) = p()fi(x) = hy(x), f(x) +r(x)f2(x) = hy(x) alahm.

(3.39) formiiliinden,

b
£60 [ Geupr©OdE Rt =(,0)

veya (3.46)’ daki G (x, ¢) i¢in kullanilan ifadeden

(o] [0e]

1 b
= Y wl [ WEw©E= Y am@.

n=-—oo n=-—oo

elde edilir. Ayrica

1= ) awi@,

n=-—oo

esitliginde sag tarafi vn(X) ile carpip, a’dan b’ye integral alirsak,
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b
4 = f T () vn()dx (352)

bulunur. Ciinkii vo(X ) ortonormalize edilmistir. Boylece teoremin ispatin1 yapmis olduk
(Levitan ve Sargsjan, 1991).
Teorem 3.4.3. [a, b] araliginda herhangi bir karesel integrallenebilir vektor degerli

f(x) fonksiyonu i¢in, Parseval esitligi

[00]

b
[ rredx= 3 ek o=@+ £ (353)

n=-—oo
Gegerlidir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Ispat: f(x) bundan onceki teoremi sagliyorsa, (3.53)” deki esitlik (3.51)" deki seriye
diizgiin yakinsar. Aslinda, (3.51)’ deki agilimin sol tarafim1 fT(x) ile ¢arpip, a’dan b’ye

integralini aldigimizda, (3.52)’ den asagidaki sonucu elde ederiz:

o o

LbfT(x)f(x)defabfZ(x)dx: Z . Lbfr(x)vn(x)dx: Z @

n=—oo n=-—oo

L%(a,b) smifindaki keyfi vektdr degerli fonksiyon i¢in Parseval esitligi benzer metodla
ispatlanabilir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Simdi (3.39) daki formiliimiizii tekrar ele alalim. Sag taraf rezolvent olarak
adlandirilir. (3.6),(3.33),(3.34)" teki sir deger problemlerinin 6zdegeri olmayan biitiin
A’lar igin bir rezolvent oldugunu gosterdik. Simdi ise f(X) verildiginde rezolvent Fourier
serisine nasil agilacagini gosterecegiz.

(3.39) ifadesinde belirlenen y(x,A) vektor degerli fonksiyonu (3.33) ve (3.34) smur

kosullarini saglar. Bu nedenle, kismi integrasyon metodunu uygularsak,
b r b

| (Bye ) v = [ 11ys = pCowlom - i = rovalvndx
a a

= {20, Dvps () — 31 (6, Dz (0}

b
- j ([0t + () ttnays — [Vhp — P(X) Ve lys}elx
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b
= 1 f oI (0 (x, A)dx

=Andy (1)

y(x, 1) y1 asagidaki sekilde tanimlayalim:

> b
YA = D dn Qo = | FTCOU

n=-—oo

O zaman, (3.39) ve (3.54) ifadelerinden

b b . b
a, =.f FT(x)v,(x)dx =f (By(x, 1) vn(x)dx—/lf yT (x, Vv, (x)dx

= (A = Ddn(4n)

bulunur. O halde,

dn(1) = an/(An = 2),

ve rezolvent agilimi su sekilde bulunur:

YD = ) v ().

n=-—oo
(Levitan ve Sargsjan, 1991).

3.5. Periyodik ve yar1 periyodik problemler

d 1(%)
(2 é%*(p(ox) r(ox))y =4, y“‘):@zé))'

veya

v +p(0)y1 = Ay, —y1 +r(x0)y, = Ay,.

sistemi i¢in 6zdeger problemini gdz oniine alalim.
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Sistemin katsayilarinin (p(x) ve r(x)) iki ger¢ek degerli, a periyotlu diizgiin periyodik
fonksiyonlar (Yani, p(x+a) = p(x), r(x+a) = r(x) ve x bir gercek sayi) oldugunu

varsayalim. (3.56) denklem ile baglantili olarak,

y1(0) = y1(a), y2(0) = y,(a) (3.57)
y1(0) = =y1(a), ¥.(0) = —y,(a). (3.58)

siir kosullarini géz oniine alalim.
(3.56), (3.57) sinir deger problemi periyodik denir. (3.56), (3.58) sinir deger problemine
yar1 periyodik denir. (3.56), (3.57) ve (3.56), (3.58) deki problemler birlikte (3.56)

denklemi

y1(0) = y1(a) (3.59)
y2(0) = y,(a)

sinir kosullari ile kullanighdir.

?1 (xr /1) 191 (X, A))

oD =(gicm) ¥ 0= (500

(3.56) denkleminin
<p1(0! A) = 192 (0! /1) =0, (P2(0: /1) = 191 (O' /1) =1 (360)

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsun. (3.56) denkleminden

do dy
d : + p(x)(pl = A‘Pl: d_z + p(X)ﬁl = 1191,
iy a9 (3.61)
1
- dxl +7(X)p; = 19y, T dx +r(x)9, = 19,.

bu denklemler elde edilir.

Strastyla —v4, —v,, @1, @, , ile ¢arpip ve daha sonra topladigimizda,

d
a{wl('xl 1)192(.7(, A) - §02(X, 1)191(.7(, A)} = O
elde edilir. Buradan

<p1(xl ﬂ')-'-92(3(’ A) - ‘pz(x’ 1)191(.7(, A) =-1 (362)

28



bulunur. Boylece, ¢(x, A1) ve 9(x, A) ¢oziimleri lineer bagimsizdir, ve (3.56) denkleminin

¢Ozlimii i¢in bir baz olusturur.

Ao’1n (3.56) - (3.57) smur deger probleminin bir 6zdegeri oldugunu varsayalim ve y(x, 1,)
buna karsilik gelen vektdr degerli 6zfonksiyon olsun. Oyle bir C; ve C, sabiti vardir ki

y(x,A) = Cio(x, Ag) + C,9(x, Ay) saglanir veya

y1(x, ) = C11(x, Ag) + C291(x, Ap),

3.63
v2(x, ) = C1,(x, Ag) + C29,(x, Ag), ( )

(3.57) ve (3.60)’ 1 goze alarak, su sonuglar elde edilir.

C; = Cip1(a, Ap) + C9,(a, Ay),
C1 = Ci92(a, Ag) + C0,(a, A).

(3.63) sistemi i¢in asikar olmayan bir ¢oziim var olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul

determinanti sifir olmasidir.

®1(a, 4o) Y1(a,4p) — 1
@2(a,2) — 1 9,(a, Ag)

= 01, 20)95(a,40) — 92(a,20)91(a,40) — 1 + 9(a, &) + 9 (a0, Ao) +
= @,(a,19)+9;(a, 1) —2 = 0.

Bu nedenle, (3.56) ve (3.57) periyodik smir deger probleminin 6zdegerleri asagidaki

denklemin kokleridir:

9.(a, 1) + p,(a, 1) = 2.

Ayni sekilde (3.56) ve (3.58) yari periyodik problemlerinin kokleri

91(a,A) + ¢,(a,A) = —2 denkleminin kokleri oldugu ispatlanabilir.

Periyodik ve yar1 periyodik problemde, Ozdeger tekrar edebilir. Sturm-Liouville
probleminin aksine, 9;(a,1) ve ¢,(a,A) fonksiyonlar1 pozitif ve negatif A1 arasinda
dalgalanir (salinim yapar). Bu nedenle, (3.56)° deki sistemin spektrumu ayrik sinir

kosullari igin -co dan +o0’a genigler (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Onerme 3.5.1. Periyodik ve yar1 periyodik bir problemin A 6zdegerini tekrarlamasi

icin gerek ve yeter kosul;
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91(ad) = ¢:(a) =1 9:(al)=¢i(al)=0, (3.64)
1(a, 1) = p;(a, 1) = =1, 9,(a, 1) = ¢,(a, 1) =0.) '
olmasidir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Uyari: Sadece ikinci kismui ispatlamak yeterlidir. Gergekten de,9,(a, 1) =
@1(a, 1) = 0 olursa, Wronskian’mn sabit olmasindan ¢,(a,1)9;(a, 1) = 1. Ayrica, A bir
dzdeger oldugu icin 9;(a,1) + ¢,(a,1) = +2 olur. Buradan 9;(a, 1), ¢,(a, 1), ikinci
dereceden denklem olan x°+2x+1 = 0 ifadesinin kokleridir. Bu yiizden, 9;(a,1) =
®2(a, 1) = £1 dir. Sturm-Liouville probleminde oldugu gibi, 6zdegerin kat: (multiplicity)

fonksiyonunun sifirlartyla baglantili olarak basit degildir.
F() +2=9,(a, ) + ¢,(a,A) + 2 dir. (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Teorem 3.5.2. 1 bir nokta olmak iizere F(1) ¥ 2 = 0 denkleminin katli kokiidiir

ancak ve ancak
9,(a,2) = p1(a, 1) =0, (3.65)
yani A tekrarlayan bir 6zdegerdir (Levitan ve Sargsjan, 1991).

Ispat: (3.65)’ deki sartlar saglanirsa, dnerme 3.5.1° den sonraki uyari ile

94 (a, /T) = <p2(a, /T) = +1 dir. Ayrica, (3.62)’ deki esitlik su sekilde yazilabilir:

1
=10, =1—¢@9, =1—- 1{091 + @)% — (91 — 92)%}

(3.65) saglanirsa, son denklemin sag tarafi A = A noktasinda ¢ok katli kokliidiir, ¢iinkii sol

taraf da ayn1 6zellige sahiptir. Bununla birlikte, sag taraf su sekilde yazilabilir:

1
3002 (81 + 92+ (0 + 9]} + 7 (51 — 02

91(a, 1) = ¢;(a, A)oldugu icin,(9; — 9,)? ifadesi A = 4 noktasinda kath kokliidiir. Bu
nedenle, aym1 durum [2 — (9; + @,)][2 + (9, + @,)] icin gegerlidir. Fakat,A periyodik
problemin bir 6zdegeriyse, ikinci ¢arpan 2 + (9; + ¢,) = 4 ve bu nedenle,

[2— (91 + ¢,)] =2 — F(1)] fonksiyonunun A = A katl kokii vardr.
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Tersine, F'(1) = 0 olsun, yani 4, F(1) = +2 nin bir katl: kokii olsun. (3.61) ifadesindeki

denklemin tiirevini A'ya gore aldigimizda,

0%¢, 0¢, 029, 09,
axa/1+{p(x)—l}a—/1—<ﬂ1, m"'{l)(x)—ﬂ}ﬁ—ﬁb
%9, 0, 029, 09,
oA B oA - oA B A B

elde edilir. Buradan sabitlerin degisimi metodu yardimiyla vektor degerli fonksiyonlar olan

dploA ve 39/0A ifadeleri igin problemi ¢ozersek,

a X X
D= ) fo o7 (&, )0(E, )dE — 8, (x,2) fo o2 (§,0)dg
a X X
S = D) | @7 EAOE N ~ 0,0 [ o7 (6.

B " (3.66)
29
31 =00 [ o EDOE N — oo ) | 97 6 Dk
619 X X
35= 02 | o7 DI DS~ ga(2) | 0 €1
elde edilir. Burada
®T9 = @191 + 99, @% = @i+ @35
(3.66) ifadesinde x=a i¢in asagidaki sonug ¢ikar.
(FD) = 91(a, 1) + 92(a, D)),
dF (1)

dA
= (2= 82 [ 07 €09 g+, [ 826D
0 0
I RAGRL (3.67)
0

x=a i¢in (Burada ve ileride ¢(a, 1), 9(a, A) ifadeleri ¢ ve 9 ile gosterilmistir.)
Simdi,—2 < F(4) < 2 olsun.
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(01 + 92)* =97 + 0F + 2010, < 4 = 4(p20; — 919,)

(91 — 92)* = (91 + @2)* — 49,0, = (91 + 92)* — 4 — 4919, < —4¢,9, dir.
Bu nedenle, 9, ve ¢, sifirdan farkli ve ters isaretlidir.

(3.67) ifadesindeki 6zdeslik su sekle doniisiir.

dr () _ P2

g - foa{ﬁf(ﬂl) +

vou [ {o3e 0+

- 9, 5,
A JA) — =&, d
P ARV N GR R H RN

P2 — 9 U,
S0 D06 D)~ 93E D d

1

92 = 1 P Tt (O
TR G R e RHGOE

_— foa{ﬁlmﬁ

@, — 9,
2¢,

v [ {0+ 220t o) a

4—F2(1) (@,
' LW fo P2(£,2) dé. (3.68)

Burada denklemin sag tarafi sifir olmaz, ve isareti @,isareti ile cakisir. Bu sebeple, F(1),
F?(2) < 4 noktasinda maksimum veya minimuma sahip olamaz. Eger belirli A noktasinda
F’(/T) <0, F(A_)z 2 olursa, F(A) -2 degerine kadar azalir. 9,(x,4), @,(x,1) igin
asimptotik formiillerden, Sturm-Liouville probleminin tam tersi olarak, (3.56) ig¢in
periyodik ve yar1 periyodik problemlerin 6zdegerleri F(A) artan ve azalan A yonlerinde

dalgalandigindan

</1_2 Sl_l <[l_2 S,u_z <AO Sll <‘UO S,ul </122 SA:}, <‘Ll2 S,u3 <...olur.
Burada Ag, A4+, 442, ... degerleri periyodik problemin dzdegerleri, pg, ti41, o, .degerleri

ise yar1 periyodik 6zdegerleridir.

F(1) -2 fonksiyonun ikinci dereceden veya daha fazla mertebeden kokiinin 1= 4
oldugunu varsayalim. gol(a, /T) # 0 varsayarsak, (3.68) deki formiille F ’(Z) =0 ile bir
celiskiyi engellemis oluruz.

Bu nedenle <p1(a, /T) =019, (a, /T) = 0 de ayn1 sekilde ispatlanir.

Bu nedenle
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91(a, D)ps(a, 1) = 1,9,(a, 1) —2 = —¢p,(a, 1) = —1/91(a, 1), [¥91(a, 1) —1]> =0
yani

91(a, 1) =1 ve p,(a, 1) =1.
Boylece,
91(a, 1) = py(a,A) =1, 9,(a, 1) =¢,(a, 1) =0, (3.69)

kosullar1 F(A) -2 ifadesinde ikinci mertebeden bir sifira sahip olmasi i¢in gereklidir.

Benzer sekilde F(4) + 2 fonksiyonunun kath kokii olmast igin gerek ve yeter kosullar
191(61, A) = (pz(l) = _1, 192 (O, A) = (pl(a, A) = O, (370)

bigimdedir. Gosterdik ki F(A) -2 fonksiyonun kokleri ikinci mertebeden daha fazla

olamayacagimi gosterelim. (3.61) daki denklemin A ya gore iki kere tiirevini alirsak,

939, 029, 29
ox aAZJ’{p(") N5z =%
939, 929, 09,
“axane T - A =25>
029,(0,2) _ 9%9,(0,2)
oz 6/12 -
3 09,
aaaz+{() ’1}0,12 2on
3 a@z
aa,12+{() A}axz_ o
020 (0,2) _ %900 _
12 FYE

vektor degerli fonksiyonlart olan 9%9/0A% ve 3%¢/0A% degerleri sabitlerin degisimi

metoduyla ¢oziilebilir. Bunun i¢in, su ifadeler gereklidir:

929, (x, A 99, (5, A
PO 2, A)f{ P80 5,6, + 222 )192(51)} dé
9, (5,2
20, (x nf {ﬁ o)+ 228D e A)}de
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ve

0%p,(x, 4 (&2 @,
%_2 L (x ,1)[ {Mﬁl(f,l)+ ‘Pa(s; )192(5/1)} i

{ ®1(&, 1) 99, (&, 1)

—29,(x )l)f 1(5»@"’7%(%1)}(15

x=a yapip (3.69) dikkate alip birlikte topladigimizda,

d*F(2) 31 (&2 (&0 09,1(§,4)
TR = {22, (g, ) + 225y, (g, )} ag — 2 ) {2250, (6, 0) +
P 0,8, 1)) dE

elde edilir. dp/dY9ve 09/04 igin (3.66) daki esitliklerde yer degisikligi yaptigimizda,

basit bir islemden sonra sunu elde ederiz:

d*F (A a §

a '3
- f ds f (016, Do (8, 1) — B, (6, Depr (€, D2 dt.
0 0

Burada esitligin sag tarafi sifirdir bu nedenle

d2F (A)
RRE

A=2

Yar1 periyodik problemler i¢in de ayni islemleri yapilarak, teorem ispatlanir (Levitan ve
Sargsjan, 1991).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde singiiler Dirac operatorlerinin spektral 6zelliklerini inceleyecegiz.

a bir singiiler nokta, A bir karmasik spektral parametre olmak tizere

L(y) :=1% + B(x)y(x) = AAx)y(x),x €l :==(a,b],—o<a<b<+c (41)

Dirac sistemini ele alalim. Burada

=09 @ = ()

0= ) 59l 7o)

A(X) > 0 (hemen her x € I); A(X) ve B(X) matrislerinin elemanlari gercek degerli, I
araliginda siirekli fonksiyon olur.

(4.1) deki denklem, rolatif parcacik i¢in radyal dalga denklemidir. (4.1) in spektral
ozellikleri, Allahverdiev (2003), Allahverdiev (2005), Roos and Sangren (1961), Roos and
Sangren (1963), Titchmarsh, (1961), Titchmarsh, (1962) de incelenmistir.

I(y) == A~Y(x)1;(y)(x € I) diferansiyel ifadesinde operatdre ge¢mek igin degerleri C? de
olan vektdr degerli fonksiyonlarm H := L% (I; E) (E :== C?) Hilbert uzayini

b
,2) = f Ay (), 2(0)); dx

i¢ carpimi1 yardimiyla tanimlayalim.
D={ yeH |y1 , Y| lizerinde lokal mutlak siirekli ve I(y) €H} olsun. D iizerinde L

operatoriinii Ly =I(y) esitligi yardimiyla tanimlariz.

y,Z€ D keyfi vektorleri icin, Green formiilii soyledir:
(Ly,Z)—(y,LZ) = [y,Z]b - [y,Z]a ’ (42)

[y, 2zl = Wily, z] = Jﬁ(x)m— yz(x)zl(—x)» [y, z]q = limy_4[y, 2],
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H uzayinda bulunan , | iizerinde vektor degerli kompakt destekli diizglin fonksiyonlarin
lineer yogun kiimesini Dy’ ile gosterelim. L operatoriiniin Dy’ ne kisitlanmisini Lo ile
gosterelim. (4.2) denkleminden Lo’ simetriktir ve kapanisi vardir. Onun kapanisini Lo ile
gosterelim. Lo ve L operatorleri sirasi ile minimal ve maksimal operatorler olarak
adlandirilir.

Lo operatoriiniin indis defekti (2,2) olsun. Yani Weyl’in limit cember durumu saglansin.

= ()

ve

v(x, ) = (2% ;g)

l(y) = 1y, x€l (4.3)
denkleminin,

u,(b,A) = cosa, u,(b,A)=sina,

v,(b,1) = —sinav,(b,A) =cosa,

baslangi¢ kosullarini saglayan ¢oziimleri olsunlar.
(4.3) denkleminin iki ¢oziimiiniin Wronskian’1 X’e bagl degildir ve denklemin iki ¢6ziimii

lineer bagimsizdir. A¢ikca goriliiyor ki
W lu,v] = Wylu,v] =1, xel

dir. Lo’in indis defekti (2,2) oldugundan u, VEH ve ayrica u, v € D. u(x,4) ve v(x,4)
¢oziimleri (4.3) ln temel bir sistemini olusturuyor, ve 4 degiskenine gore tam

fonksiyondurlar (Levitan and Sargsjan, 1991).
u(x) = u(x, 0) ve v(x) = v(x,0)
I(y)=0 denkleminin ¢6ziimleri olsun. Bu ¢oziimler

u,(b) = cosa, u,(b,A)=sina,
v,(b) = =—sina v,(b,A) =cosa.

baslangi¢ sartlarini saglasinlar.

36



y1(b) cosa + y,(b) sina
=0 (4.4)
[y;u]a + h[y, U]a =0, Imh > 0,a € R (45)

Sinir sartlarini saglayan y € D fonksiyonlarint géz oniine alalim.

Lemma 4.1. Sifir, L operatoriiniin 6z degeri degildir.

Ispat: y € D(L) ve Ly= 0 olsun. O zaman

dy(x)
dx

J +B(x)y(x) =0,

ve y(x) = cqu(x) + cv(x)tir. Bu ¢ozim (4.4) ve (4.5) teki smir kosularinda yerine
konuldugunda
¢; = ¢, = 0 elde edilir, o zaman y=0 bulunur.

Lemma 4.1 den ,L"ters operatorii vardir. L™ operatériinii tanimlamak igin, Green’in
fonksiyon modelini kullaniriz. v(x) ve € (x) = u(x) + hv(x) fonksiyonunu diisiinelim. Bu
fonksiyonlar H uzayina aittir. Bunlarin Wronskian’t W(v, @) = -1’dir.

T matris transpozunu gostermek iizere

_ (v(x)0T (1), a<x<t<bh
Gxt) = {v(t)BT(x), a<t<x<b (46)
fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon yardimiyla
b —_
Kf = [ 6607 @t (f € ) (4.7)
a

operatdriinii tammlayalim. K = L™ oldugu agiktir.
Teorem 4.2. K operatorii H uzayinda kompakt lineer bir operatordiir.

Ispat: L operatériiniin indis defekti (2,2) oldugundan v, 6 € H dir. Buradan G(x,t)
fonksiyonunun Hilbert-Schmidt ¢ekirdek oldugu elde edilir. K operatoriiniin ¢ekirdegi
Hilbert-Schmidt oldugundan K operatoriiniin  kompaktligi elde edilir. Bu teoremden

asagidaki sonug kolayca elde edilir.
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Sonug 4.3. L operatdriiniin spektrumu ayriktir.

Lemma4.4. I(y )= 0 denkleminin u(x) ve v(x) reel ¢oziimleri igin [u, v]x = 1

(a < x < b) olsun. O zaman

[y, 2]

dir.

= [YJ u]x[z_' v]x - [yr U]x[Z_, u]x (4.8)

Ispat: yi(x) ve xi(x) (i = 1,2) fonksiyonlar1 gergek degerli ve [u, v]x =1 (a<x<b)

oldugu i¢in, asagidaki ifadeleri elde ederiz:

[y: u]x [Z_: v]x - [y; v]x [Z_: u]x

= (11 (U (%) = ¥2(6) w (1) (71 (), () — Z, () v, (X))
~ (71 ()v2(x0) = y2 (D)1 (0)) (2, Dz (x) — 2, ()uy (x))
= y1(0)u2 ()21 () V2 (x) — y1 () uz ()25 (x) v (x)
—¥2 ()ug (x)Z1 () v (%) + ¥ (X)uq ()25 (x)v4 (x)
—y1 (V2 ()2 () uz () + 1 () v (2)Z2 () uq (x)
+y2 (V1 () 21 () uz (x) — 2 (x)v1 (2)Z2 () uq (%)
= —y1 (D) () 22 () g (x) — y2 (U (021 () v, (x)
—y1(X)v2 (x)Z1 ()uz (%) + 1 (V2 (%) Z, () uy (x)
+y2 () vy (%) 2 (x)u, (x)
(=71 (0Z(x) + y2(x)7; (%)) (U2 ()1 (%) — ug (x) v, (x)
[, z]x-

Teorem 4.5. L operatorii H uzayinda dissipatiftir.

Ispat: y €D olsun. Green 6zdesliginden

Ly,y) = . Ly) =y, ylp — [V, ¥]a

elde ederiz.

yED oldugundan,

vyl =0 (4.9)

dir. Lemma 4.4 den

v.yla= ulsly.vle — [y vlaly, ula (4.10)

= —2ilmh ([y,v],)?
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bulunur. (4.9) ve (4.10) ifadelerinden,

Im(Ly,y)) =Imh ([y,v]q)? (4.11)

elde edilir ki bu bize L operatoriiniin H uzayinda dissipatifligini verir. Bu teoremden

asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 4.6. L dissipatif operatoriiniin biitiin 6z degerleri kapali {ist yar1 diizlemdedir.

(ImA> 0)
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5. SONUC

Bu tez calismasinda bir H Hilbert uzayinda sinir kosullarinda spektral parametre
bulunduran gegis kosullu Dirac operatdrii ele alindi. Bu operatdriin dissipatifligi verildi. Oz
degerlerinin reel olmadigi ve {ist yar1 kompleks diizlemde oldugu gosterildi.

Green fonksiyonu kuruldu. Green fonksiyonu yardimiyla Resolvent operatoriiniin
kompakthig: gosterildi.

Bu ¢alismanin devami olarak birden fazla singiiler nokta bulunmasi durumunda

Dirac operatoriiniin spektral dzellikleri arastirilabilir.
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