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1. GIRIS

Yakin zamanlarda ¢ok ilgi ¢eken bir konu olan zaman skalasi teorisi tizerinde temel
sonuglar Stefan Hilger (1988) tarafindan elde edilmistir. Zaman skalasi teorisi siirekli
kalkdiliis ile diskret kalkiisti bir teoride birlestirme fikrinden dogmustur. Zaman skalasi
tizerindeki dinamik denklemler teorisi, diferansiyel denklemler teorisi ile fark denklemler
teorisini birlestirir. Bu konu iizerine yapilan ¢alismalarin pek ¢ok onemli uygulamalari
vardir. Ornegin, 1s1 transferi calismalarinda, bdcek popiilasyon modellerinde, borsa ve
sinirsel ag modellerinde bu konudan yararlanilir. Bu konuda daha ayrintili bilgi i¢cin Bohner
ve Peterson’un ( 2001, 2003) ¢aligmalarina bakilabilir.

Simetrik operatorlerin genisleme teorisi ile ilgili ilk sonuglar J. von Neumann (1929),
tarafindan elde edilmistir. J. von Neumann hangi kosullarda simetrik operatorlerin kendine
es genislemeye sahip oldugu ve bu genislemenin nasil olacagini gostermistir. Rellich (1951),
Krein (1947, 1952), Vishik (1952), Birman (1956), Phillips (1959), simetrik operatorlerin
kendine es genislemeleri lizerinde ¢alisan matematik¢ilerden bazilaridir.

Sonralari, lineer bagintilar simetrik operatdrlerin genislemesinde kullanilmaya
baslandi. Bu tipteki ilk sonuglar Rofe-Beketov (1969) tarafindan elde edildi. Lineer
bagmtilar kullanarak simetrik diferansiyel operatorlerin kendine es genislemeleri siir
kosullar1 cinsinden ifade eden matematikgiler: Gorbachuk ve Gorbachuk (1984),
Bairamogly (1984) ve Kholkin (1981) dir.

Disipatif lineer bagintilar kullanilarak operator katsayili simetrik diferansiyel
operatdrlerin disipatif ve kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak (1972)
tarafindan verildi. Daha sonralar1 birbirinden bagimsiz olarak Bruk (1976) ve Kochubei
(1975) tarafindan sinir deger uzayr kavrami yardimiyla simetrik operatdrlerin disipatif,
akretif, kendine es ve diger genislemeleri yapildi. Simetrik operatorlerin geniglemesi ile ilgili
daha ayrintili bilgi i¢in bkz.: Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (1989).

Bu tez calismasinda, zaman skalalar1 tizerinde singiiler dordiincii mertebeden bir
dinamik denklem i¢in sinir deger uzayi insa edildi. Siur kosullar1 yardimiyla tiim maksimal

disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri verildi.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Zaman Skalasinda Temel Kavramlar

Tamim 2.1.1. Reel (Gergel) sayilarin keyfi bos olmayan kapali alt kiimelerine zaman skalasi

denir. Zaman skalas1 T ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.1.1. Reel (Gergel) sayilar kiimesi olan R, tam sayilar kiimesi olan Z, dogal sayilar
kiimesi olan N, ve [2,5] kapal1 aralig1 zaman skalasina 6rnek olustururken, rasyonel sayilar

kiimesi olan @, irrasyonel sayilar kiimesi olan R\Q ; kompleks sayilar kiimesi olan C ve

(1,3) acik aralig1 zaman skalasina 6rnek olusturmazlar (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.2. t € T olmak tizere

o(t) :==inf{s € T:s > t} (2.1)

olarak tanimlanan o: T — T operatdriine ileri sigrama operatorii denir (Bohner ve Peterson

2001, 2003).

Tanim 2.1.3. t € T olmak tizere

p(t) :=sup{s € T:s < t} (2.2)

olarak tanimlanan p: T — T operatoriine geri sigrama operatorii denir (Bohner ve Peterson
2001, 2003).

Yukarida verilen ikinci ve tig¢iincii tanimda
inf@ = supT dir (o(t) = t olur, eger T zaman skalasinda bir maksimum t ye sahipse) ve

sup@ = infT dir (p(t) = t olur, eger T zaman skalasinda bir minimum t ye sahipse).

Tamm 2.1.4. : T — [0, ) seklinde tanimli ileri sigrama fonksiyonu her t € T igin

n® =o() —t (2.3)



seklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.5. v: T = [0, o) seklinde taniml1 geri sigrama fonksiyonu her t € T i¢in

v(® =t—p(® (2.4)

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.1.6. Eger o(t) > tise t € T’ ye sag yayilmis nokta, p(t) < tiset € T‘ye soldan
yayilmis nokta denir. Eger

p(t) <t<a(t) (2.5)

ise t € T noktasina ayrik(izole) nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.1.7. Eger t < supT ve o(t) =tise t € T * ye sagdan yogun nokta, t > infT ve

p(t) =tiset € T ‘ye soldan yogun nokta denir. Eger

p(D) =t = a(t) (2.6)

ise t € T ‘ye hem sag hem de sol yogun nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.1.2.

i) T = Riseenazbir t € Rigin

o(t) = inf{s € R:s > t} = inf(t,©) =t

p(t) = sup{s € R:s < t} = sup(—oo,t) =t

olur. Yani her t € T i¢in o(t) = t ve p(t) = t olur ki t € R noktasi1 yogundur. Ayrica her
teR u(t) =v(t) =0olur.

i) T =Zise enazbirt € Z igin

ot) =inf{s€Z:s >t} =inf{t+ 1,t+2,...} =t+1

p() =sup{se€Z:s<t}=sup{ft—1,t—2,..} =t—1



olur. Yani her te T igin o(t) =t+ 1 ve p(t) = t — 1 olur kit € Z noktasi ayrik(izole)
nokta olur. Ayricaher t € Z u(t) = v(t) =1 olur.

Eger T = {2™:n € Z} U {0} ise

o(2M) = 21 g(t) = 2t

olur. Benzer sekilde

p2M) =2""p() =3

olur. Burada herhangi bir t € noktasi1 ayrik(izole) noktadir.

Tablo 2.1. Noktalarin siniflandirilmasi

t sagdan yayiliml t<a(t)
t soldan yayilhimli p(t) <t
t sagdan yogun t=o0(t)
t soldan yogun p(t) =t
t ayrik(izole) p(t) <t<a(t)
t yogun p(t) =t=o0(t)

Tanim 2.1.8. T zaman skalasi soldan yayilmig maksimum deger M’ ye sahip ise

tiirevlenebilirlik bolgesi T = T — {M} dir. Diger durumlarda T* = T seklindedir.

T zaman skalasi sagdan yayilmis minimum deger m ye sahip ise tiirevlenebilirlik
bolgesi Ty = T — {m} dir. Diger durumlarda Ty = T seklindedir (Bohner ve Peterson
2001, 2003).

Tanim 2.1.9. f: T — R bir fonksiyon olmak iizere f?: T — R fonksiyonu herhangi bir t €
T i¢in f°(t) =f (O'(t)) seklinde tamimlanir. Benzer sekilde fP:T — R fonksiyonu
herhangi birt € T igin fP(t) = f(p(t)) seklinde tanimlidir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

2.2. Zaman Skalasinda Tiirev

Tamim 2.2.1. U c T olmak iizere herhangi bir 6 > 0 i¢in

Ult) ={seT:|s—t| <6}



bi¢iminde tanimlanan U(t) kiimesine t’ nin &-komsulugu denir (Bohner ve Peterson 2001,

2003).

Tamim 2.2.2. ty € T olmak {izere herhangi bir ¢ > 0 ve t € U(t) icin

lf@®) —fto)l <e
Olacak sekilde bir U(t,) komsulugu varsa f: T — R fonksiyonu t =t, noktasinda
stireklidir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.2.3. f: T — R bir fonksiyon ve t € T olsun. Herhangi bir £ > 0 sayisina karsilik
bir § > 0 igin t noktasinin U = (t — §,t + 8) N T komsulugunda f2 tiirevi her s € U igin

f(6(®) = f() = fA(e@®) = 5)| < ela(®) -]
seklinde tanimlanir. Burada f2 tiirevine delta(Hilger) tiirevi denir.
Eger her t € TX icin f fonksiyonu f2 tiirevlenebiliyorsa TX kiimesine delta(Hilger)
tiirevlenebilirdir denir. Yani
) — i EO) = 1)
Pt o(t)—s

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.2.4. f: T — R bir fonksiyon ve t € Tk olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik
bir § > 0 igin t noktasinin U = (t — §,t + §) N T komsulugunda f" tiirevi her s € U igin

f(p(®) = £(5)) = f(p(®) = 5)| < elp(t) = sl
seklinde tanimlanir. Burada fV tiirevine nabla tiirevi denir.
Eger her t € Ty icin f fonksiyonu fV tiirevlenebiliyorsa Ty kiimesine nabla

tirevlenebilirdir denir. Yani

()= f(p(®)
f1O =lim=——"5

seklinde tanimlanir.

i) T =Rise T® = T oldugundan her t € TX i¢in

FAE) = _) f(t) f(S) = f'(t)

olur. Yani T = Ricin f2 = f’ seklindedir. Benzer sekilde
£ = _) f(t) f(S) = f'(t)

olur. Yani T = Rigin fV = f' seklindedir




i) T =Zise T = T oldugundan Vt € TX i¢in

Aray i fle@®)-f®) _ F+D-f(t) _ _ _
A = Gl(ltgrit ot = wrnr S+ 1) —f(t) = A1)

olur. Yani T = Z i¢in f2 = Af seklindedir. Benzer sekilde

Vi — i FO=F(p®) _ FO-FE=1) _ N oo oy
£o© = lim HELE0 = LOTED = p(0) — f(e - D) = 7

olur. Yani T = Z igin fV = Vf seklindedir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.2.1.

i) /:T — R ve her t € T igin f(t) = a ise f2(t) = 0 olur. Burada o € R bir sabittir. Her
e>0vehers €T igin

|f(6(®) = f(s)) = 0(a(t) —s)| = la—a] =0 <¢lo(t) —s|. Benzer sekilde fV=0
olur.

ii) f: T — Rvehert € Tigin f(t) = tise f2(t) = 1 olur. Her e > 0 ve Vs € T icin
[f(a(t) = f(s)) = 1(a(®) = 5)| = lo(t) —s = (a(t) = )| = 0 < g|o(t) — 5]

ifadesi dogrudur. Benzer sekilde £V = 1 olur.

Not 2.2.1.

i) Eger f: T — Rve her t € T igin f(t) = t? ise
fA) =2t=t+ o(t)

seklinde olur. Benzer sekilde

fY@&) =2t =t+ p(t)

olur.

ii) f: T — R ve her t € T igin f(t) =Vt ise

1 1

fA(t)zz_ﬁ:ﬁ_\/m

seklinde olur. Benzer sekilde

1

Vip) — L
f (t) - 2\/f \/E— /_p(t)

olur.

Teorem 2.2.1. f: T — R tamml1 bir fonksiyon ve t € TX olsun. O zaman asagidaki iddialar

dogrudur:

i) Eger f fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebilirse t noktasinda stireklidir.



i) Eger f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t sagdan yayilmis ise f fonksiyonu, t noktasinda

A turevlenebilirdir:

Ary _ flo@®)-F@®)
foe = G

1ii) Eger t sagdan yogun ise f fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebilirdir:

t—s

Apay — pin FO=F(S)
fR) = lim——==

iv) Eger f fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebiliyor ise

fle®) = f®) +u@®Of*®)
yazilir (Bohner and Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.2.2. f: T — R tanimli bir fonksiyon ve t € Tk olsun. O zaman asagidaki iddialar
dogrudur:
i) Eger f fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebilirse t noktasinda stireklidir.

i) Eger f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t soldan yayilmis ise f fonksiyonu, t noktasinda

V turevlenebilirdir:

Vi _ FO=-f(p@®) ..
f (t)——v(t) dir.

iii) Eger t soldan yogun ise f fonksiyonu t de V tiirevlenebilirdir:
v i fO-f() .

V() = lsll‘)rl! — dir.

iIv) Eger f fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebiliyor ise

fle®) = F®) +v(Of"(®)

yazilir (Bohner and Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.2.3. f, g: T — R taniml fonksiyonlar her t € TX icin A tiirevlenebilir olsunlar.
Bu durumda

i) f+9: T — R olmak iizere

(f + 92 = fA() + g*(®)
seklinde olup f + g fonksiyonu da t de A tiirevlenebilirdir.

i) Her ¢ € Rigin af: T — R olmak {izere

(af)2(t) = af*(0)



seklinde olup af fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir.

iii) f.g: T — R olmak iizere
(f.9'® = fAO9©® + f(6(©)g*®) = f()*(©®) + fA(Dg(a(®))
seklinde olup f. g fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir.

iv) Eger f()f(a(t)) # 0 ise

PN L (5)
(f) ® = FOf(e®)

seklinde olup % fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir.

V) Eger g(t)g(a(t)) # 0 ise

A2 iy _ FADgO-F g (1)
(g) (1) = 9®g(a(®)

seklinde olup 5 fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir (Bohner ve Peterson 2001,

2003).

Teorem 2.24. f,g: T — R tanimlhi fonksiyonlar ve her t € Tg i¢in V tiirevlenebilir
olsunlar. Bu durumda

i) f+ g: T — R olmak iizere

f+a'®=f"®O+g"@®)
seklinde olup f + g fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.

ii) Her @ € Rigin af: T — R olmak iizere ve

(af)7 () = af"(t)

seklinde olup af fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.

iii) f.g: T — R olmak {izere

(f.9'® =fTg® + f(p1)g" () = F()"(®) + fT()g(p(D)
seklinde olup f. g fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.

iv) Eger f(©O)f(p(t)) # 0 ise

N\, _ O
(f) ® = FOF(p®)

seklinde olup ]1; fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.

V) Eger g(t)g(p(t)) # 0 ise



2y _ FAOg®-f g ®)
(g) ® = a®g(p(®)

seklinde olup g fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir (Bohner ve Peterson 2001,

2003).

Tamm 2.2.5. f: T — R fonksiyonunun TX* = (T¥)X iizerinde ikinci mertebeden delta
(Hilger) tiirevi

FA8 = (8. TR 5 R

seklinde tanimlanir. n. mertebeden delta (Higher) tiirevi

AT 5> R

seklinde tanimlanir. Ayrica o2(t) = a(a(t)) ve p?(t) = p(p(t)) olmak tizere her n € N,
i¢in

o"(t) =t+nhvep™(t) =t —nh

seklinde olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.2.2. (fg)® = f2g + f?g* nin ikinci tiirevi aliirsa

((FPH* =g+ 79"
= flag +fA<’gA +faAgA +fa”gAA

— fAAg + (fA" _l_faA)gA _|_fa<ngA

elde edilir. Burada f2° = £29 dir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.2.3. Zaman skalasi olarak h > 0 icin T = hZ = {hk:k € Z} olsun. Her t € T i¢in

o) =inf{seT:s >t} =inf{t + nh:neN}=t+h
p(t) =sup{s€T:s<t} =sup{t—nh:neN}=t—h
u)=oa()—t=hvev(t)=t—p(t)=nh

elde edilir. f: T — R fonksiyonu her t € T igin

fle@®)—f@®) f+h)—-f@®
o) -t h

tiirevine sahiptir. ikinci mertebeden tiirev ise

9

A =



A0 _ 0 fAe®) - A0
u(t)
fAE+h) — A1
(t+h)—t

f(E+2m)=f(t+h)  FE+R)=f(O)

= h h

h
_ f@+2n) - f+h)-fE+R+f@)
h2
f(t+2h) =2f(t+h)+ f(t)
h2

seklindedir. Bu sekilde genellestirilirse £2” (t) su sekilde hesaplanabilir:

A% = %f Yhoo(R) (=)™ ¥ £(t + kh) (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tablo 2.2. Bazi zaman skalalari

L A A AR A S —
NZ 4 4 (.4 . W .

Tablo 2.3. Bazi zaman skalalaria 6rnekler

T u(t) v(t) a(t) p(t)

R 1 0 t t

Z 1 1 t+1 t—1

hZ h h t+h t—nh

2N t t 2t t
2

2.3. Zaman Skalasinda Integral

Tamm 2.3.1. Eger f: T — R fonksiyonunun T’ deki sagdan yogun noktalarda sagdan,

soldan yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona diizenli fonksiyon denir (Bohner

ve Peterson 2001, 2003).
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Tamim 2.3.2. Eger f: T — R fonksiyonu T’ deki sagdan yogun noktalarda siirekli ve soldan
yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sagdan yogun siirekli ya da rd-stirekli

fonksiyon denir .

f: T — R olmak iizere rd-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Crq = Crq (T) = Crq (T, R)
ile gosterilir.
f: T — R tiirevlenebilir olmak {izere tiirevi rd-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Crq = C}q(T) = C}4(T,R)
seklinde ile gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.3.3. Eger f: T — R fonksiyonu T’ deki soldan yogun noktalarda siirekli ve sagdan
yogun noktalarda sagdan limiti varsa bu fonksiyona sol yogun siirekli ya da ld-siirekli

fonksiyon denir.

f: T — R olmak iizere 1d-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Cia = Ciq (T) = C1q (T, R)
ile gosterilir.
f: T — R tiirevlenebilir olmak tizere tiirevi 1d-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi
Clg = Cly(T) = Cjy(T,R)
seklinde gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.1. f: T — R bir fonksiyon olsun.

i) f stirekli ise rd-stireklidir.

ii) f rd-stirekli ise diizenlidir.

iii) Ileri sigrama operatérii o rd-siireklidir.

iv) f diizenli ya da rd-siirekli ise f¢ fonksiyonu da diizenli ya da rd-siireklidir.

V) f siirekli olsun. Eger g: T — R diizenli ya da rd-siirekli ise f o g fonksiyonu da bu
ozellige sahiptir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.2. Kompakt aralik {izerinde her diizenli fonksiyon sinirlidir.

Ispat: f:[a,b] — R fonksiyonu sinirsiz olsun. Her n € N igin

|f(t,)| > 0vet, € [ab],{t,;:n € N} c [a,b]

oldugundan bir {tnk}keN yakinsak alt dizisi vardir.

11



lim t, =ty to € [a,b]ve{t,:nEN}C T (2.7
n—->oo

ve T kapali oldugundan t, € T dir. (2.7) den dolay1 t, ayrik(izole) nokta degildir ve t,
asagidan yada yukaridan yaklasan bir alt dizi vardir. Her bir durum igin t — t, iken f(t)

nin limiti diizenlilikten dolay1 sonlu olmak zorundadir. Bu ise bir geliskidir (Bohner ve

Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.3.4. f: T — R siirekli bir fonksiyon olsun. D © TX olmak iizere TX\D ve T nin
sagdan yayilimli elemanlarmi kapsayan ve Vt € D icin f tiirevlenebilir ise D ile 6n

tiirevlenebilir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.3.(Ortalama Deger Teoremi) f ve g fonksiyonlar1 T iizerinde reel degerli D

ile 6n tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman her t € D i¢in

IfA()] < g*@®)
olur. Ayrica her s,r € T ve s < ri¢in

If(s) = f()] < g(s)—g()
olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Sonug 2.3.1. f ve g fonksiyonlar1 D ile 6n tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.

i) Eger U, s,r € T noktalari ile kompakt aralik ise

£ () = F (I < supeyrap{|f2(D)[}Is =1

olur.

i) Eger her t € D icin f2(t) = 0 ise f sabit fonksiyondur.

iii) Eger her t € D icin f2(t) = g2(t) ise her t € T igin g(t) = f(t) + C olur. Burada C
bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.3.5. f: T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Eger F: T — R fonksiyonu TX
{izerinde delta (Hilger) tiirevlenebilir ve her t € TX icin FA(t) = f2(t) ise F fonksiyonuna

f fonksiyonunun delta-anti tiirevi veya ilkeli denir.
Eger f fonksiyonun A-anti tiirevi varsa f fonksiyonuna A-integrallenebilir fonksiyon

denir. a,b € T olmak tlizere

b
J, f(©At = F(b) — F(a)
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Tanmm 2.3.6. f: T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Eger F: T — R fonksiyonu Ty
lizerinde nabla tiirevlenebilir ve Vt € Tx i¢in FV(t) = fV(t) ise F fonksiyonuna f

fonksiyonunun nabla-anti tiirevi veya ilkeli denir.
Eger f fonksiyonun V-anti tiirevi varsa f fonksiyonuna V- integrallenebilir fonksiyon

denir. a,b € T olmak tlizere

b
J, f(®)Vt = F(b) — F(a)
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.4. Her rd-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Teorem 2.3.5. Eger f € C,4 Vet € TX ise

179 F@at = wOf @)

olur.

Ispat: Teorem 2.3.4. geregince f fonksiyonunun F anti-tiirevi vardir. O zaman

a(t)
fat = F(o®)=F()

= u@®OF®

= u@®f(®)
elde edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.6. Her Id-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Teorem 2.3.7. Eger f € C;4 vet € Tk ise

[} F@VE = v(@®f (D)

olur.

Ispat: Teorem 2.3.6. geregince f fonksiyonunun F anti-tiirevi vardir. O zaman

f@VE = Fp®) - F(©)

pt)

13



v(t)FA(t)

v(®)f (1)
elde edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.3.1.Eger T=7 ve a # 1 ise

J. atA(t)

integralini hesaplayalim.

at A at at*l — gt
a—1 a—1 a—1

oldugundan
t

tA —
f atA(t) _—
elde edilir. Burada C bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

+C

Ornek 2.3.2.a,b € T ve f € C,4 olsun.
i) Eger T = R ise

b b
f f(HAt = f f(t)dt

a a

seklinde hesaplanir.

i) Eger T =Z ise

¢ b-1
Zf(t) , a<b
b t=a
ff(t)At=< 0 , a=bhb
\—;f(t) , a>b

seklinde hesaplanir.

iii) Eger [a, b | aralig1 ayrik noktalar iceriyorsa ve T = Z ise

(
> u®f® , a<b
b t€[a,b)
ff(t)At=< 0 , a=D>b
= ) u®f® |, a>b
\ t€la,b)

seklinde hesaplanir.
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iv) Eger T = hZ = {hk:k € Z} ve h > 0 ise

( %—1
Zf(kh)h , a<b
:
ff(t)At=< 0 , a=b
a 2_1
h
—Zf(kh)h , a>b
k=7

seklinde hesaplanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tablo 2.4. Baz1 zaman skalalarina ornekler

Zaman Skalas1 R Z
o t t+1
p t t—1

u(t) 0 1

v(t) 0 1
fA(®) f1(® Af ()

b b
| rone | rou D=1 £(1), (a<b ise)
f rd- siirekli f strekli herhangi f

Teorem 2.3.8. Eger f2 > 0 ise f azalan degildir.

ispat: [a, b] kapal1 aralig1 iizerinde f2 > 0ve s,t € Tigina < s <t < b olsun. O zaman

t
£(O = f(s) + j AT f(5)

olur. Dolayisiyla f artan degildir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.9. Egera,b,c € T,a € Rve f,g € C,4 ise

)f, (f(O) +g(D)At = [ f(©OAL + [ g(®)At
i) J, (af ©)At = a [ f(D)AL

i) J,, F©At = = [ f(DA

) [, f(OAE = [} FOAL+ [ F(DAL
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V) [ F(0(®)g*At = (F) () — F@ — [7 FADg(0)AL
vi) [ f(©)g*At = (f9)(b) = (fg)(@) — [ fA(©)g(a(t))At

vii) [ f(D)At =0
viii) Eger [a, b) tizerinde |f(t)| < g(t) ise

fbf(t)At < fbg(t)At

iX) Egera <t < bigin f(t) = 0 ise

b
f f)At =0

olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3.10. Eger a,b,c e T,a € Rve f, g € C;4 ise

), (F(O) +g(©)Ve = [ (O + [ g@)Ve

i) J, (af ©)V = a ] f@©)Ve

i) [, F(OVE = — [ fO)Ve

) [, F©Ve =[] FOVE+ [ FOVE

V) L F(p®)g"Vt = (F)B) — (F9@ — [ T (D) g(t)Vt
vi) [ F(© gVt = (F9)(b) — (Fg) (@) — [, FT(Dg(p(D)Ve

vii) [ f()VE =0
viii) Eger [a, b) lizerinde |f(t)| < g(t) ise

]bf(t)Vt < jbg(t)Vt

iX) Egera <t < bigin f(t) = 0 ise

b
f FOVE=0

olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.3.3.a,b € T ve f € C,; olsun. O zaman

i) Eger T = R ise

fa bf(t)Vt = fa bf(t)dt

16



seklinde hesaplanir.

i) Eger T =Z ise

(b
Z f() ., a<bh

b t=a+1
ff(t)Vt=< 0 , a=b
— Z f@) , a>h

k t=b+1

seklinde hesaplanir.

iii) Eger [a, b | aralig1 ayrik noktalar i¢eriyorsa

(
Z VOf@®) , a<b
b te(a,b]
ff(t)At=< 0 , a=b
N Z VOf@) , a>b
\ te(ab]

seklinde hesaplanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
Tanmm 2.3.7. Simetrik bir A operatoriiniin uygun bir simetrik genislemesi yoksa, A
operatoriine maksimaldir denir (Naimark, 1968).

Kendine es (Self-adjoint) her A operatorii maksimal simetrik bir operatordiir.
Tanim 2.3.8. A, H Hilbert uzayinda simetrik bir operator ve A keyfi bir kompleks say1 olsun.
R, ve Ry , sirastyla, (A — Al) ve (A — A ) operatOrlerinin deger kiimeleri olmak {izere,

Ny=HOR;veN; =HOR;
uzaylarina, A operatoriiniin defekt uzaylari denir. N ve N3 defekt uzaylari, sirasiyla,

A ve 1 dzdegerlerine ait A*operatdriiniin ¢oziimlerinin uzaylaridir (Naimark, 1968).

Tamm 2.3.9. m =dimN,. ve n =dimN3; (31> 0) olmak ilizere (m,n) ikilisi, A

operatoriinlin indis defekti olarak tanimlanir (Naimark, 1968).

Tamim 2.3.10. A lineer operatoriiniin D(A) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun olmak

tizere, her f € D(A) i¢in

I(Af,f) =0 (2.7)
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ise, A lineer operatdriine disipatif(dissipative) operator denir. Her f € D(A) i¢in
3(Af.f) <0 (2.8)

ise, A lineer operatoriine akretif(acceretive) operatér denir (Gorbachuc ve Gorbachuk,
1991).

A lineer operatoriine akretif(acceretive) operatordiir ancak ve ancak A
disipatif(dissipative) operatordiir.

Eger A disipatif(akretif) operatdrii kendinden farkli disipatif(akretif) genislemeye
sahip degilse A operatoriine maksimal disipatif(akretif) operator denir.

Disipatif operatorler daima kapanabilir. Disipatif operatorlerin  kapanigt da

disipatifdir. Maksimal disipatif operatorler daima kapalidir.

Tamim 2.3.11. f € D(A) igin

Af = Af ve D(A) c D(A) oluyorsa, A operatoriine A operatoriiniin genislemesi denir. A
operatdriine ise A operatdriiniin kisitlanmasi denir. Eger A operatdrii, simetrik A
operatdriiniin bir simetrik genislemesi ise A € A* dir. Yani A operatoriiniin her simetrik

genislemesi, A* operatdriiniin kisitlamasidir (Naimark, 1968).

Tamm 2.3.12. A: D(A) — H lineer bir operatdr ve D(A) tanim bolgesi H Hilbert uzayinda
yogun olsun (D(A) = H). Vf, g € D(4) igin

(Af,g) = (f,Ag) ise, yani A c A" ise, A ya simetrik operator denir (Naimark, 1968).

Tamm 2.3.13. 6 lineer bagintisinda {x, x'} € 6 igin

J(x,x") = 0 (swrastyla I(x, x") < 0,J(x,x") = 0)

oluyorsa 6 lineer bagintisina disipatif( sirasiyla, akretif, simetrik) baginti denir. Eger
disipatif(akretif, simetrik) bagintinin kendisinden farkli disipatf genislemesi yoksa baginti
maksimal disipatiftir. Ayni anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif olan

simetrik bagint1 kendine estir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Tamm 2.3.14. m = dimN; ve n =dimNy (34> 0) olmak iizere (m,n) ikilisi, A

operatoriiniin indis defekti olarak tanimlanir (Naimark, 1968).
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3. SINIR DEGER UZAYLARI VE DiSiPATIF GENiSLEMELERI

3.1.  Disipatif Genislemeler

Teorem 3.1.1. Her disipatif operatér maksimal disipatif geniglemeye sahiptir. Disipatif A
operatorli maksimal disipatif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul JA < 0 igin

R(A—-Al)=H

olmasidir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat: . A kapali disipatif operatér, ImA < 0 olsun. O zaman R(A — AI) = H

kapalidir. (2.6) esitsizliginden

Im((A—=ADf,f) 2 =ImA(f, f)
dir. Fakat

Im((A—=ADf, f) < I(A = ADFIIIfIl = ImA < ||(A = ADF]|
dir. Buradan R(A — AI) = H kapalidir. Simdi iki durum olusabilir:

1) ImA < 0 igin R(A — AI) = H olursa A maksimal disipatif operator olur. Aksi halde A
operatdriiniin kendisinden farkl1 disipatif A genislemesi icin bir f, # 0 eleman1 bulunur &yle
ki (A —AI)fo = 0 olur. Buradan

Im(Af, fo) = ImA(fo, fo)

olur ki bu4 ni disipatifligi ile celisir.

2) R(A — AI) # H ise A operatorii kendisinden farkli disipatif genislemeye sahiptir ve bu
genisleme su sekilde insa edilir:

N=HOSR(A-A),Dz =D, +N,

A(f+uw)=Af + lu,f €Dy, u € N.

olarak tanimlayalim A operatorii dogru tammlanir: f + u = 0 ise

Af, ) = (Au,u) = (u, Au) = A(u,u)

dir. Im(Af,f) < 0iseu =0, f = 0 olur. A operatdrii disipatiftir:

(A(f +w), f +u) = (Af. ) + A(ww) + (Af,w) + A(u, f)

= (Af, ) + 2w w) + (f, A"w) + A(u, f)

=(Af, f) + 2w w) + A(f,w) + A(w, f)

Buradan
Im(A(f +w), f +u) = Im(Af, f) + ImA(u,uw) = 0.
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Son olarak R(4A — AI) = H oldugunu kontrol etmek zor degildir. Yukarida gosterildigi gibi
A operatorii maksimal disipatiftir. Teorem 3.1.1. den bir operatér maksimal disipatif ve
maksimal akretif olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul operatoriin kendine es olmasidir. Maksimal
disipatif veya maksimal akretif simetrik operatére maksimal simetrik operatdr denir. Teorem
3.1.1. den A simetrik operatorii maksimal simetrik olmasi igin gerek ve yeter kosul
operatoriin defekt sayilarindan biri sifira esit olmasidir. A operatoriiniin maksimal simetrik
olmasi icin gerek ve yeter kosul A operatoriiniin kendinden farkli simetrik genislemeye

sahip olmamasidir.

Teorem 3.1.2. A operatérii A simetrik operatdriiniin disipatif (akretif) genislemesi olsun. O
zaman A c A* dir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat. Farzedelimki A o A disipatif bir genisleme olsun. Teorem 3.1.1 ile A operatdriinii

maksimal disipatif kabul edelim.
B=(A-iD)A+iDLE=(A-i)A +i)" (3.1)

operatorlerini alalim. —i disipatif (simetrik) operatoriin 6zdegerin olamayacagindan (3.1)
anlamlidir. B operatorii R(A + il) uzaym R(A — il) uzayimna izometrik olarak resmeder.
Eger f € R(A+il), yani f = (A+il)g,g € D, ise,
IBfII? = (4 — iDgll* = ((A — iDg,(A—iD)

= (Ag,Ag) —i(g —Ag) +i(Ag,9) + (9,9)
IF1IZ =4 +iDgll* = ((A+iDg, (A+iD)

= (Ag,Ag) +i(g,Ag) —i(Ag,9) + (9,9)

dir.
(9.A9) = (Ag,g) ise |BfIl = IIf]l
dir. Benzer sekilde B operatdriiniin bir biizilme operatorii oldugu gésterilir. (3.1)
ifadesinden
A=—-iB+DHB-D"A=—-i(B+DH(B-D"'
dir. Agiktir ki B operatorii B operatoriiniin genislemesidir. u € N_; olsun. O zaman u L Dy

dir. v € Dg, ¢ € Cigin
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lgv +ull® — |BEv +w]* =0 3.2)

dir.

1Bvll = (IBvll = |v||

oldugunu hesaba katarsak (3.2) den

llull? = |Bull* — 2Re(§(Bv, Bv)) = 0

elde edilir. & keyfi oldugundan

(Bv,Bv) =0

olur. Boylece herveDg i¢in B, LB,=Bvdir. Yani B, LR(A—il),B,€
N; Buradan da C,N_; den N; ye biiziilme operatdrii olmak iizere B=B @ C. g € D;

olsun.
f=(4 +ihg
Bf =(A —iDg

olur. Son iki esitlikten f4; € R(A + il), f2 € N_; olmak iizere
1 - 1
9=5(F=Bf) =5 (" + f* = Bf* = Cf?)
1 1
= (f1=Bf1) + 5 (f2— Cf>2)
dir. B operatoriiniin tanimindan f1 — Bf, € Dy. f» — Cf, € N_; @ N;. Buradan g € D,- ve

1 1
A'g =5 (1= Bf) + - (f* +Cf%

= (Fy+Bfy)+ (f+CF)

dir. Diger taraftan

Ag = A'g
dir.

3.2. Lineer Bagintilar

Tamm 3.2.1. H bir Hilbert uzay olsun. 8 € H @ H keyfi lineer kiimesine lineer baginti

denir. 64,0, lineer bagintilar olsunlar. 6, € 6, ise 6, ye 6; in genislemesi denir.

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Tamim 3.2.2. 0 lineer bagmtisinda {x, x'} € 6 i¢in

Im(x',x) = 0, ( strastyla, Im(x',x) < 0,Im(x’,x) = 0)
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oluyorsa 0 lineer bagintisina disipatif (sirasiyla, akretif, simetrik) bagint1 denir. Eger disipatif
( akretif, simetrik) bagintinin kendisinden farkli disipatif genislemesi yoksa baginti
maksimal disipatifdir. Ayn1 anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif olan
simetrik bagint1 kendine estir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 0 disipatif bagintisi ile
eslesen Uy operatdriinii tanimlayalim:

Dy, = {(x' +ix:{x,x} € 6},

Ug(x' +ix) = x’ —ix

olsun. Uy operatorine 6 bagmtisinin Cayley doniisimi denir. Ug operatori iyi
tammlanmustir. Eger {x,x'} € 6, {y,y'} € 0 i¢in x' + ix = y' + iy olursa
x—yx'—ytebdx' -y =-i(x—-y)

olur. Diger taraftan

0<Im(x'—y,x—y)=Im(=i(x =y),x —y) = —[lx =yl

dir. Buradan x = y, x’ = y' elde edilir.

U (x" + ix)[17 = [|xl|* + [|x]|* — 2Im(x, x)

[l + ix]|2 = [l'll* + |lx[|2 + 2Im(x’, x)

dir. 8 bagintisi disipatif oldugundan

[Ug(x"+ ix)|| < ||x"+ ix]||,{x,x} €O (3.3)

elde edilir. 0 bagintis1 simetrik ise (4.3) esitsizligi gegerlidir.

Teorem 3.2.3. K, H bir hilbert uzay iizerinde biiziilme operatorii olsun.
(K-Dx'+i(K+Dx=0 (3.4)
(K-Dx'—i(K+Dx=0 (3.5)

esitlikleri ile verilen lineer bagintilar sirasiyla maksimal disipatif ve maksimal akretiftir.

Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) baginti (3.4), (3.5) biciminde

gosterilebilir. K biiziilme operatorii baginti ile tek tirli belirlenir. Maksimal disipatif

(maksimal akretif) baginti maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.4)

ifadesindeki ( (3.5) deki ) K operatorii izometrik olmasidir. Kendine es bagintilarin genel
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formu (3.4) veya (3.5) ile verilir, burada K operatorii iiniterdir (Gorbachuk and Gorbachuk,
1991).

Ispat. (3.4) ile taniml1 6 lineer bagmtisin1 alalim. {x, x'} € 6 olsun.
K(x'+ix) =x"—ix

IKC + 1% = [1x']1* + ||x|I* — 2Im(x’, x)

[x"+ ix]||? = ||x'||? + ||x]|? + 2Im(x, x).

Sonuncu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa

4Im(x',x) = ||x" + ix||? = ||[K(x" + ix)||> = 0 (3.6)

olur. Boylece 8 bagntisi disipatiftir. u € H i¢in

x'= %(u + Ku),x = %(u — Ku)

tamimlayalim. O zaman {x,x'} € 0, x" + ix = u,x" — ix = Ku olur. Bu da Dy, = H,Ug =
K oldugunu gosterir. 6 bagintis1 € bagintisinin disipatif genislemesi ise Uz > Uy olur . Bu
ise ancak Uz = Uy olmasiyla miimkiindiir. Buradan & =@ olur. Yani 6 maksimal
disipatifdir. 6 keyfi maksimal disipatif baginti, Uy da 6 bagintisinin Cayley doéniisiimii olsun.
O zaman Dy, = H dir. Bunu ispatlayalim: Tersini kabul edelim. Uy m ya siirekli olarak
genisletilebilir. D—Ug + HiseUy, HO D—Ug iizerinde sifira esitlenerek Uy, H a genisletilir.
Buradan K O Uy biiziilme operatorii tiim uzayda tanimlanir. K operatoriinii inga ederek (3.4)
esitligine karsilik gelen 8 bagintisini ele alalim. Yukarida ispat ettigimiz gibi 8 bagintist
disipatif ve 8 > 6 dir. 0 bagintist maksimal disipatif oldugundan 8 = 8, Uz = U, olur

buradan bir ¢eliski elde edilir. Boylece Uy, H iizerinde biiziilme operatdriidiir. Cayley

doniistimiiniin tanimindan her {x, x'} € 6

Ug(x' + ix) = x' —ix (3.7)
dir. Daha 6nceden belirttigimiz gibi (3.7) maksimal disipatif § > 6 bagntisin1 tanimlar. 6
bagintis1 maksimal disipatif oldugunda & = @, yani 6 bagintis1 (3.4) ile belirlenir. (3.6) dan

0 bagintis1 maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K izometrik operator

olmasidir. 8 bagintis1 maksimal akretif olsun.
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0, = {{-x,x}:{x,x}} €0 (3.8)

bagintis1 maksimal disipatifdir. Gosterdik ki

{x,x'} € 6, (veya {-x,x'}€0) & (K—-Dx'+i(K+D(—x)=0

dir. Bu ifade de (3.5) e denktir. Tersi de benzer sekilde gosterilir. Son olarak 8 bagintisi
kendine es olsun. O zaman K;, K, operatorleri H {izerinde izometrik operatér olmak iizere
(Ki—Dx'"+i(Ki+Dx=0

(K, —Dx'—i(K,+Dx=0

esitlikleri denktir.

KiK,(x" —ix) = x" + ix, K;K1(x" + ix)K, K (x' + ix)

elde edilir.

{x'+ix|{x,x'} €0} ={x' —ix|{x,x'} €0} =H

oldugundan

KiK, = KK, =1

olur, yani K ve K tniterdir. Tersi asikardir.
3.3.  Smr Deger Uzaylar ve Disipatif Genislemeler

Tamm 3.3.1. K Hilbert uzay, I';, I';: Dy~ = K lineer doniisiimler olsun.

1) f,g € Dp- igin

A f,9) = (f,A) = (T1f, I2@)k—T2f, T19)k;

i) Keyfi Fy,F, € K igin I'yf = F4,I'2f = F, olacak sekilde bir f € Dp+ vektorii vardir;
sartlarin1 saglayan (K, I'1, ') Ugliisiine A operatoriiniin sinir deger uzay1 denir (Gorbachuk

ve Gorbachuk, 1991).

Teorem 3.3.1. n < o olmak iizere (n, n) indis defektli keyfi simetrik operator i¢in dimK =

n olmak tizere (K, I'1, I';) sinir deger uzay1 vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat:
Dpr =Dy @ N; BN (3.9)
idi. P_;, P;: Dp- = N_j, N; izdiisim operatorleri olsun.  dimN_; = dimN; oldugundan

N; = N_; izometrik bir doniisiim vardir. Bunu U ile gosterelim. K = N_; alirsak (H dan

indirgenen i¢ ¢arpima gore )
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ry=P;+UP, I, =—iP_;+iUP;

olsun. (K,I'y,I';) ninA operatoriiniin sinir deger uzayr oldugunu ispatlayalim. (3.9)
ifadesinden f, g € Dy~ ise

f=fo+Pif+Pf,9=00+Pig+Pig fogo €Da

dir.

A"P; = —iP;,A"P_; = —iP_;

ve A operatoriiniin simetrik oldugunu dikkate alirsak

A'f,9) — (f,Ag) = 2i((P-if, P_i9) — (Pif, P,9))

dir. Diger taraftan U operatodriiniin izometrikligine denk olarak

(I'1f, T29)k — (T2f, T19)k = 2i((P-if, P_i9) — (Pif, Pig))

dir. Buradan sinir deger uzayimnin (i) kosulu saglanir. F4, F, € K, f € Dy~ alalim.
f=Ffotfoit+fifo€Dy

1 1
foi = 57 (i(F1 = F2) € Ny fy = U'(iF 1 + F2) € N;
2i 2i

olsun. O zaman I'yf = F4,I'>f = F; olur.

Teorem 3.3.2. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatdrii ise A* operatoriiniin

(K—DIf +i(K+DI2f =0 (3.10)
(K—DIf —i(K+DI2f =0 (3.11)

kosulunu saglayan f € Dpsvektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirastyla A operatdriiniin
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatoriiniin keyfi
maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatoriinin (3.10) ve (3.11)
kosulunu saglayan f € Dy« vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay1 ilizerinde A operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesi (3.10) , (3.11) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K {initer operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son
durumda (3.10), (3.11) kosullar1, C, H iizerinde kendine es operator olmak iizere
(cosCYIof — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(Tif + il2f) = T'1f — ilof ,T+f + il>f € Dy (3.12)
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sirastyla
K(I'+f —ilof) =T1f +il2f, T'1f —ilof € Dy (3.13)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

71l < iz

saglayan lineer operatordiir. A operatdriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik operator

olmak tizere (3.12), (3.13) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat:A, A operatériiniin maksimal disipatif genislemesi olsun. Teorem 3.1.3 ile A ¢ A*

dir. (K, I'1,T'3), A operatdriiniin sinir deger uzay1 olmak iizere
6 ={I'2f.I'.f}:f € Dz}
olsun. (K, 'y, I'z) nin (i) 6zelliginden 6, K da disipatif bagintidir. Eger o6 vebd disipatif
baginti ise A ,A* operatoriiniin Dz ={f€ Do-}:{ILf, [1f} € 6} kiimesinin kisitlamas1 olarak
tanimlanan A operatoriiniin disipatif genislemesidir. Buradan A =A. Eger {x,x'} € 0 ise
belli bir f € Dp+, i¢in x = If,x" = I f, olur. Burada f € D 3, ve f € Dz, yani, {x,x' € 6.
Boylece & = 0 ve 8 maksimal disipatif bagintidir. Teorem 3.2.3 den istenen sonuglar elde
edilir.

Farz edelim ki 4, A* operatdriiniin (3.10) kosulunu saglayan vektdrlerin Dz kiimesine

kisitlamasi olsun.

6 ={LLf Iif}:f €Dz}

ele alalim. Teorem 3.2.3 gore 0 bagintis1 maksimal disipatiftir. (K, I3, I'2) nin (i) 6zelliginden
A disipatiftir.

Farz edelim ki 4 operatdrii A operatdriiniin disipatif genislemesi olsun.
0= {{1“2 filif}:f € D; } dir. & bagintis1 6 bagmtisiin disipatif genislemesi oldugundan
6=0 dir. Eger f € Dz ise g € D; i¢in I,f =19, I;f = I,g . Buise f — g € Dyy, buradan

fe D; Boylece A=A ve A maksimal disipatiftir.
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4. DORDUNCU DERECEDEN DINAMIK DENKLEMLER

4.1. Dordiincii Dereceden Dinamik Denklemler

n=2 olsun ve

Ly(t) = (poy*)"() — (pyM)A(®) + p2 Dy (t) (4.1)

Dordiincii mertebeden dinamik ifadeyi ele alalim. y € ) i¢in tanimdan

yo = y

ylth = i

yl = ey
YOS pyT - ()
yHE gy - ()

elde edilir. Buradan

Ly =y

olur. Bu halde y, z € Q i¢in y ve z nin Langrange parantezi

[y, 2)(®) =y (©)z%(0) - yBI©)z1 () + yM ()2 (0) -y ()21 (1)
olur ve

zLy = yLz = [y, z]"

Langrange 6zdesligi saglanir. (4.1) dinamik ifadesi ile birlikte
4

4
z ajry* H(a) + z By () =0, 1<j<4

k=1 k=1

Bu sinir kogullarinin self-adjoint olmast i¢in gerek ve yeter kosul Vy, z € Q, 1,y i¢in
0 = yb)zBlB) — yBlB)z) + yM(b)z2(b) — y2(b)z141(b)

~y(@23(@) +y¥()2(@) -y (@2 (@) + yP (@72 (2)
olmasidir. Buna gore
) y@=y"@=0
i)y =yPl@=0
i) y(@=yP@=0
iv)  yP(@=yPl@=0
kosullarinin her biri ile
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i) y(b) = yt) =0
i) yMb) =yBlm) =0
i) y(b) =yP®B) =0
iv)  yP®) =yBl() =0
kosullarinin birisinin alinmasi sonucunda 16 farkli tipte self-adjoint sinir kosulu elde edilir.

Ayrica

y(@ = y(B),yM (@) = yM 1),y (@) =y (b), yB) (@) = yFI(b)
“periyodik” sinir kosullar1 da self-adjoint olur.

Burada
Ly(®) = (py*")V2(t),  t € [a,b)

dinamik ifadelerini inceleyecegiz.

Teorem 4.1.1. Ly nin G(t, s) Green fonksiyonu

y(@) = yM(a) = y?I(b) = yBl(b)

sinir kosullart ile birlikte

fft<ffs;(—x;cvx>m_ , t<s

G(t,S)=! N Tt —
U (j p(x;CVx>AT , t=s

olarak tanmimlanir.

Hatirlatma 4.1.1.

y(a) = yH(a) =y (b) = yBl(b)

sinir kosullari

(@ =y(@) =y (b) = y*7' (b)
formunda yeniden ifade edilebilir.

Ornek 4.1.1. R, hZ ve E Ornek 2.2. de tamimlandig1 gibi olsun ve bir m > 1 tamsayzsi igin

hm = 1olsun.a = 0vep(t) =1ileb =1 alinirsa

t?(3s—t
T=R:G(t,s) =
(&,9) s?(3t—5)
T , t=s
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tp(t)(3s — (1))

d , t<s
T = hZ: G(t,s) = sp(s)(3t — o (s)
. , t=s
tp()((q* + g+ 1)s — (1)) t<s
G - (@+D(*+q+ 1D -
Ho b spG(@* ta+Dt—o()

(a+D(@*+q+1)
elde edilir[8]. Buradaki her ii¢ halde de Green fonksiyonunun simetrik oldugu goriilebilir.

Ayrica sirasiyla, h = 0 ve g — 1 limit hallerinde R elde edilir.

Hatirlatma 4.1.2. Anderson, 2003 te (Onek 18) T = Z hali i¢in
a2\

Ly® = (") ©

nin Green fonksiyonunun

y(@) =y*@ =y* (b) = y*7(b) = 0
siir kosullari ile birlikte simetrik olmadigini gostermistir. p(t) = 1 olmak tlizere T = Z
halinde A ve V operatorleri degismeli oldugundan, benzer sekilde (4.1) formundaki Ly i¢in

de bu ifade gosterilebilir. Ancak bu sinir kosullar

y(@) =y*(a) = y*(b) = y*7 (b) = 0
sinir kosullarinin aksine kendine es degildir. Bu ise Green fonksiyonunun neden simetrik

olmadigini gosterir.

Teorem 4.1.2. Ly = (py2V)"2 nin Green fonksiyonu

¥ (@) = y* (@) = y(b) = y*(b)

kendine es sinir kosullari ile

[([am)er . ess
dj(f;&;w‘)“ , t=s

olarak tanimlanir. Eger p(t) = 1 ise

G(t,s) =

b—s)2(2b+s—3t
{( S)(6 s )’tSS
T = R: =
C0S)=N b - 0y2(2b + ¢ - 35)
k , t=>s
6
olur.
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Teorem 4.1.3. Ly = (py*")"2 nin Green fonksiyonu

(@) = y(a) =y (B) = yBl(B) = 0

kendine es sinir kosullari ile

'(t_a)(f o ™ +f <x) ) f<fx(_x;l )AT i
f

G(t,s)—{ tx —a x—a_

(> <f () V”ft o) > <f () )AT =
olarak tanimlanir. Eger p(t) = 1 ise
(t—a)(s—a)2b—s—a) N (a —1t)3

2 6 =7
T=R:G(ts) = i(s— Ot -a)2b—t—a) (a-s) N
> + 3 , t=s

olur.

@) = yBl(@) = yPl(b) = yP(b) = 0

siir kosullart i¢in Green fonksiyonu

!(b—t)]j ( —jbjrx(_x)leAr , t<s
k(b—s)ffv—) ff (x)VXAT , t=s

G(t,s)

olur.
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boéliimde zaman skalalar tizerindeki singiiler 4. mertebeden dinamik operatdriin

genislemeleri verilecektir.

5.1. 4. Mertebeden Dinamik Operatorlerin Genislemeleri

T zaman skalasi alttan sinirli {istten sinirsiz bir zaman skalasi olsun dyle ki infT =
a > —oo ve supT = oo olsun. Bu halde T yi [a, ) ile gosterelim.

Denklemden operatore gegmek i¢in

b
(f, g): = ] F(OFOML f,g € LA[a, o)

yardimiyla L4[a, )y uzaymi tammlayalim (Rynne, 2007).

Dordiincii dereceden dinamik denklem olan
Yx == (pox®V)VA(t) — (p1x")® + p2(Ox(t) = Ax(t),t € [a, ) (5.1)

denklemini gz dniine alalim. Burada pg, p; ve p, reel degerli fonksiyonlar, pgy?,p; ve p,

lokal olarak [a, )t tlizerinde & integrallenebilir fonksiyonlar olsunlar ve [a, o) {izerinde

Po > 0 olsun. Notasyon sadeligi agisindan

[0l

=x
xl = xA
%12 = p AV

X3 = px¥ — (x[z])v

x4 = px — (x[s])A

olarak yazalim. S$imdi (5.1) denklemini Hamilton sistemine doniistiirelim.

X X
x8 R xA
X==ox™)® + pix® [ X = [=(@ox)7 + pix”
Poxi pox Y
olarak alinirsa, (5.1) denklemi
JX2 = (A4 + B)X (5.2)
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denklemine doniisiir. Burada

100 0 —p, 0 0 0
looool,. |0 -p 10
A4=1o0 0 0 o' 01 o o
0 0 0 O 0 0 0 1/po
ve

00 -1 0
j-lo 0 0 -1

00 0 0

00 0 0

dir. Dikkat edilirse A ve B matrislerinin simetrik matris oldugu goriiliir.

x(t,A) ve z(t, 1) ¢oziimleri i¢in Green formiili

foo(Yx)(t)mAt ke jmx(t)(Yz)(t)At =[x, 2] — [x, Z]4 (5.3)

olarak tanimlanir. Burada

[x, 2], = x (&) 2B (t) — xBl(&) 219 () + x1 (1) 212 () — x 21 (£) 1Y (£)
ve

[x, 2] = lim[x, z],
dir (Anderson vd., 2006). [x, z], un mevcut ve sonlu oldugu agiktir. (5.2) den karsilik gelen
vektorler X(t, A1) ve Z(t, 1) yerine yazilirsa
XTJZ(t) = [x,z];
elde edilir.

vi, 1 < i < 4, fonksiyonlar1 denklem (5.1) in asagidaki kosullar1 saglayan ¢oztimleri

olsunlar:

PE(OW (¥1, Y2, V3, ¥s) = 1

ve
[}’1:3’1] [3’2’}’1] [3’3’371] [J’4: 3’1] 0 0 =1 0
v, ¥l [y2y2]l [y y2] [yayal _{0 0 0 -1
uysl [ays]l s ys]l s ysl 10 0 O
0 1 0 0

uyal o yal 3 va]l Va4l
dir. Burada y4, y,, y3 ve y, iin Wronskian’

Y1 V2 V3 Va

W

W ) ) ) =
V1, Y2, Y3, Ya) yl[z] y2[2] yg[z] Yiz]

y2oyl B s
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olarak tanimlanir (Anderson vd., 2006). Boylece su Lemmayi verebiliriz.

Lemma 5.1.1. Her f, g € [a, o)t i¢in

gl = [v2,gle (9, yale

v 9le [9,¥sle
Vo, f1e  [f)Yale (5.4)

Pliicker 6zdesligi elde edilir.

Ispat: ilk ii¢ A tiirevleri [a, )y iizerinde lokal A mutlak siirekli Y(y) € L3[a, o) olacak

sekildeki tiim fonksiyonlarm L3 [a, o) fonksiyonlarmin kiimesini D, ile gdsterelim. Dy, 4y

kiimesi iizerinde [};,,, maksimal operatorii [,,4,y = Y(y) esitligi ile tanimlayalim.

x%(a) = xH(a) = x2l(a) = xBl(a) = [x,2], =0, Vz € Dypyyy (5.5)

Kosullarini saglayan biitiin x € D,,,,, vektorlerinin lineer kiimesini D,,,;,, ile gosterelim. Eger
[max operatoriinii D,,;, kiimesi tizerinde kisitlarsak I,;, minimal operatdriinii elde ederiz.
Tmin = Dnax €sit oldugu aciktir ki I, (2,2), (3,3), (4,4) olabilen kapali simetrik operatordiir
(Naimark, 1968).

Tamm 5.1.1. H Hilbert uzay ®,, ®,: D(M*) - H lineer doniisiimler olsun.

i) f,9 € D(M") igin

M f,9u — (F L, M* @u = (D1, P2g)y — (Pof, P19)n

i) Keyfi F, F, € H i¢in &, f = F;, ®,f = F, olacak sekilde bir f € D(M™*) vektorii vardir;
sartlarini saglayan (H, &4, ®,) ti¢liisiine A operatoriiniin sinir deger uzayi denir (Gorbachuck

ve Gorbachuck, 1984).

5.2. Lim-2 Durumu

Bu boliimde Lim-2 durumda singiiler 4. mertebeden dinamik operatorleri ele
alacagiz. Sinir deger uzay kavrami yardimiyla tiim maksimal disipatif, akretif kendine es
diger genislemeleri sinir kosullar1 cinsinden ifade edecegiz.

[nin simetrik operatorii (2,2) indis defekte sahip olsun. Bu durumda her y, z € D,y
icin [y, z] o = 0 dir (Neumann, 1929). I,;;, simetrik operatoriiniin tanim bolgesi

x(a) = x(a) = x2(a) = xBl(a) = 0,
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kosullarini saglayan x € D,,;, vektorlerinden olusur.

Simdi D4, kiimesinden C? ye tanimli S; ve S, lineer doniisiimleri asagidaki gibi

tanimlayalim:
—x[%(q) xB3(a)
W < xl1)(a) )'SZf } (xm(a)) 69

Lemma 5.2.1. Keyfi x, z € D,y 4, icin

(TrnaxX, Z)Li —(x, FmaxZ)Lg = (81x,522) 2 — (52, 512) 2 (5.7)

esitligi elde edilir.

Ispat: Her x,z € D, icin Green formiiliinden

(Fmaxx: Z)Li - (x: FmaxZ)Li = _[x: Z]a (5'8)

elde edilir. O halde
(S1x, Szz)cz — (S,x, S1Z)c2

—x[0] (a)z'[3] (a) — xl1l (a)z'[z] (@)
xBl(@)z1%(a) + x?(a)z1'(a)

+

—[x, Z]a

bulunur. Buradan (5.8) esitligi kullanilarak (5.7.) esitligi elde edilir.

Lemma 5.2.2. Her a4, a,, a3 ve a, kompleks sayilari i¢in asagidaki kosullar1 saglayan bir

X € Dy, 4 fonksiyonu vardir:

@) = ay, XM (@) =ay, AP =0as, *Pl@)=a,

Ispat:

e= (0= ()

olsun. Bu durumda a;(t) € Li[a, )y (i = 1,2,3,4) fonksiyonlari
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aEO] (a)=1 agl] (a)=0 aEZ] (a)=0 a£3] (a)=0
ago] (a)=0 agl] (a)=0 agz] (a)=0 a£3] (a)=1
ago] (@)=0 agl] (a) = -1 agz] (@)=0 a£3] (a) =0

aL[LO] (a)=0 aE] (@)=0 af] (a)=1 af] (a)=1
kosullarin1 saglayan
x(t) = a; (Dug+ay(Duy + az(Dvy + as(Dv,
vektor degerli fonksiyonu D,,,, kiimesine aittir ve
Six=uSx=v

dir. Boylece asagidaki sonug verilebilir:
Teorem5.2.1. (3,1) ile taniml1 (C?, S;, S,) i¢liisii [};,, operatdriiniin bir sinir deger uzayidar.

Sonug 5.2.1. K, C? uzayinda biiziilme operatérii ise [,;,, operatoriiniin

(K—DSix+i(K+DS,x=0 (5.9)
ve
(K=DS;x—i(K+DS,x =0 (5.10)

kosullarin1 saglayan x € D,,,, fonksiyonlari kiimesine kisitlanmasi sirasiyla [ip
operatdriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine T,  operatoriiniin keyfi maksimal disipatif  (maksimal akretif)
genislemeleri (5.9) ve (5.10) bi¢iminde gosterilir. K biiziilme operatorii genisleme ile tek
tirli belirlenir. Eger (5.9) ve (5.10) ifadesindeki K izometrik operatdr olursa I,y
operatoriiniin  maksimal simetrik genislemesini, eger K operatorii {initer olursa [},
kendine es genislemesini verir. Disipatif ve akretif genislemelerin genel formu

Jhy = 0 veya h; = o0, Jh, >0 veya h, = o,(Jh; =0 veya h; = 0, Jh, =0
veya h, = 0, Jh; = 0) olmak iizere
xBl(a) = hyx(a) = 0
xM(a) = hx@(@) =0
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siir kosullart [,,;;,, in maksimal disipatif (Kendine es) genislemelerini tanimlar.

5.3.  Lim-4 Durumu

Burada Lim-4 durumda singiiler 4. mertebeden dinamik operatorleri ele alacagiz.
Simdi T,;, operatdriinii indis defekti (4,4) olsun. O zaman y; € L4[a, ), 1 < i < 4, ve

Vi € Dgxey 1 < i < 4 olur.
Teorem 5.3.1. I},;, operatoriiniin tanim bolgesi D,,;, asagidaki kosullar1 saglayan

X € D, 4, fonksiyonlarindan olusur.

x[%(a) = xM(a) = x?(a) = x1¥!(a) = 0,

[xryl]oo = [x'yZ]oo = [xin]Oo = [xly4-]oo =0 (511)

Ispat: (5.4) ve (5.5) esitliklerinden istenilen sonug elde edilir.
Dypax kiimesinden C* ye tanimh Q; ve Q, lineer doniisiimleri
/ —xl%(a) / xB(a) \
— M1l 2]
o= 7% @ | g,| ¥7@ (5.12)
[x!yZ]Oo [xlytl-]oo
[xryl]oo [x'y3]oo
olarak tanimlansin. Bu durumda asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 5.3.2. (4,2) yardimi ile tammlanan (C*, Q,, Q,) iicliisii [,,;, operatdriiniin bir smr

uzayidir.

Ispat: Her x, z € D, icin

(Q1x,Q52) = (Qpx, 02) = —x[(a)zB3)(a) — x[Y(a)z1?)(a)
[ yelelz yale + 1% y1]e[2, 3]
+ 3] (a) zlo] (a) + x[2] (@) Zl1] (a)
- [ wlelz y2le =[x 3]0z y1]e
= —xl(@)zB3l(a) — x(a)z12(a)
+  [3] (a)z'[o] (a) + x[2] (a)z—[ll (a)
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ve (5.4) Plicker 6zdesliginden
(Q1x,Q22) = (Q2x, Q12) = [x,Z]oo — [x, 24
elde edilir. (5.3) Green formiiliinden

(-le: -QZZ) - (.sz, -le) = (Fmaxx’ Z)Li - (x, FmaxZ)Li

bulunur. Yani smir uzayr tamminin ilk sarti saglanir. ikinci sart ise asagidaki Lemma

yardimiyla gosterilir.

Lemma 5.3.1 Keyfi ag, @1, @y, a3, By, f1, B2 ve B3 kompleks sayilari igin asagidaki sartlari

saglayan x € D,,,,, operatori vardir.

x9(a) = ay, x11(a) = ay, x8(@) = az, ) (a) = a5

[, Y1l = Bos [, ¥2]e0 = B1, [%, V3]0 = B2y [%, Valoo = B3

Ispat: f fonksiyonu

(f, 3’1)Lg = Bo + as, (f, YZ)Lg =B —a (5.13)
(f»J’3)Li =B, — :(f:ﬂ)l,g =Bz +a;

Kosullarmi saglayan L% (a, ) nin bir elemani olsun. O halde f fonksiyonu y;,v,,y3 ve y4
in lineer kombinasyonu olarak yazilabilir. Aslinda
f=c1y1+ Y2+ c3yz+ ey,
dersek, (4.3) teki kosullar ¢4, ¢5, c3, ¢4 sabitlerinin denklem sistemini olusturur.
Bu sistemin determinant1 y,, y,, 3 ve y, lineer bagimsiz fonksiyonlarinin Gram
determinant1 olup sifirdan farklidir.
x(t) asagidaki kosullari saglayan Y(x) = f denkleminin bir ¢6ziimii olsun:
x(a) = ay, xM (@) = ay, (@) = ay, xBl(a) = a;.
Kabul edelim ki x(t) aranan fonksiyon olsun. x(t) ve y; ye Green fonksiyonu uygulanirsa
£z = (Y1) 5 = [yl — o], = 1234
elde edilir. Ama Y(y;) = 0 (j = 1,2,3,4) dur.

x(a@) = ag, xM(a) = ay, x*(a) = ay, xP(a) = a3,
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oldugundan

[x.y,-]a “Ya , j=3
—-a, , j=4

bulunur. Boylece
(f'%)LA =[x, ¥1]e — [Xy1]a = [, y1]e + 03
(f'YZ)Li =[x, ¥2]e0 — [, ¥2]a = [0, ¥2]00 — 04
(f»}’s)Li = [%,y3]e0 = [%,¥3]a = [%, ¥3]e0 — @0
(Fo0)iz = X, ¥4l = [%,vala = [%, Valoo + 1z
olur. (4.3) e gore

[, ¥1le = Bo» [%,Y2]e = B1, [%, 3]0 = B2, [%, Vsl = B3
olarak bulunur.

Sonug¢ 5.3.1. [,;, operatoriiniin

(K=DS;x+i(K+DS,x =0 (5.14)
ve
(K=DS;x—i(K+DS,x =0 (5.15)

Kosullarim1  saglayan  x € D,,,, fonksiyonlar1  kiimesine  kisitlanist  sirasiyla
[ninoperatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine T,  operatoriinin keyfi maksimal disipatif ~ (maksimal akretif)
geniglemeleridir (5.14) ve (5.15) bigiminde gosterilebilir. K biiziilme operatorii genisleme
ile tek tiirlii olarak belirlenir. Eger (5.14) ve (5.15) ifadelerindeki K operatorii izometrik
operator olursa [3,;, operatoriiniin maksimal simetrik genislemesini tanimlar eger K
operatori tiniter olursa I;,,;,, operatoriiniin kendine es genislemelerini verir.

Ozel olarak
xBl(a) = hyx(a) = 0
xM(a) = hx@(@) =0
[%, Yalew — h3[x, ¥2]ec = 0
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[%,¥3]0 = halx,¥1]ee = 0

Sinir kosullarnt Jhy =0 veya h; = o, Jh, >0 veya h, = 00,Jh; = 0veya hz =
o, Jh, = 0veya hy, = oo,(Jh; = 0 veya hy = o, Jh, = 0 veya h, = o0,Jh; = 0) veya
h; = oo veya Jh, = 0 veya hy, = ) olmak iizere [},;,, in maksimal disipatif (kendine es)

genislemelerini tanimlar.
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6. SONUC

Bu tez calismasinda, zaman skalalar1 tizerinde singiiler 4. mertebeden diferansiyel
operatdrii ele alindi. Bu operatdr icin smir deger uzayr insa edildi. Sinir deger uzayi
yardimiyla maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeler sinir kosullari cinsinden
ifade edildi.

Bu c¢alisma zaman skalasi ilizerinde n. mertebeden diferansiyel operatorlerine

genisletilebilir.
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