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Bu çalışmada ilk olarak konunun tarihsel gelişimi ifade edildi ve çalışmada 

kullanılan bazı tanım ve temel sonuçlar verildi. 

Daha sonra, zaman skalaları üzerinde 2n. mertebeden diferansiyel ifadelerin 

temel özellikleri verildi. 

Son olarak sınırlı zaman skaları üzerinde düzgün olmayan kirişlerinin ters 

titreşim Euler-Bernoulli dinamik denklemi için sınır değer uzayı oluşturuldu. Bu 

operatörler için disipatif, akretif, kendine eş genişlemeler sınır koşulları cinsinden 

verildi. 

 

 

 

Anahtar Kelimeler: Simetrik operatör, Kendine eş operatör, Disipatif operatör, 

Akretif operatör, Genişleme, Sınır değer uzayı, Sınır koşulları 
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In this work, firstly historical development of the topic is mentioned and 

some definitions and main results used in the work are given. 

Later, basic properties of 2nd order differential expression on bounded time 

scales are given. 

Finally, a space of boundary value is constructed for Euler-Bernoulli dynamic 

equation of transverse vibrations of non-uniform beams on bounded time scales. A 

description of all maximal dissipative, accretive, self adjoint and other extensions of 

such operator is given in terms of boundary conditions. 

 

 

 

Keywords: Symmetric operators, Self adjoint operators, Dissipative operators, 

Accretive operators, A space of boundary value, Boundary conditions 

 

  



 

1 

 

1.GİRİŞ 

Zaman skalası üzerinde dinamik denklemler matematikte oldukça yeni bir 

çalışma alanıdır. Bu alandaki temel sonuçlar Hilger tarafından 1988 tarihinde elde 

edilmiştir ( Hilger, 1990). Zaman skalası kavramı, diferansiyel denklemler ve fark 

denklemler teorilerini birleştirme amacıyla ortaya çıkmıştır. Zaman skalası üzerine 

çalışmaların pek çok önemli uygulamaları vardır. Örneğin, ısı transferi 

çalışmalarında, böcek popülasyon modelleri, borsa ve sinirsel ağ modellerinde 

kullanılmaktadır. Bu konuda daha ayrıntılı bilgi için Bohner ve Peterson’un (Bohner 

ve Peterson, 2001, 2003) çalışmalarına bakılabilir. 

Zaman skalası üzerinde yüksek mertebeden dinamik denklemler Anderson, 

Guseinov ve Hoffacker tarafından çalışılmıştır ( Anderson vd., 2006). Zaman skalası 

üzerinde çift mertebeli karışık türevli problemler için Green fonksiyonu Anderson 

Hoffacker tarafından çalışılmıştır (Anderson ve Hoffacker, 2003). Yine aynı yazarlar 

tarafından çift mertebeli kendine eş problemler 2003 yılında çalışılmıştır (Anderson 

ve Hoffacker, 2003a).  2002 yılında zaman skalası üzerinde sınır değer 

problemlerinin pozitif çözümleri ve Green fonksiyonları Atıcı ve Guseinov 

tarafından çalışılmıştır. (Atıcı ve Guseinov, 2002). Zaman skalası üzerinde yüksek 

mertebeden kendine eş diferansiyel ifadeler ve bu denklemlere karşılık gelen Green 

fonksiyonlarının simetrikliği Guseinov tarafından ele alınmıştır (Guseinov, 2005). 

Hilbert uzayı içindeki simetrik operatörlerin simetrik genişleme teorisi ile 

ilgili sonuçlar ilk kez 1929 yılında J.von. Neumann (Neumann ,1929) tarafından 

verildi. Bu teori self-adjoint lineer diferansiyel operatörler ile eşleşen spektral 

problemler içinde merkezi bir rol oynar. Simetrik operatörlerin soyut sınır koşulları 

yardımıyla self-adjoint genişlemeleri ilk kez Calkin (Calkin, 1939) tarafından verildi. 

Sonra, Rofe-Beketov (Rofe-Beketov ,1969) tarafından lineer bağıntı ve soyut sınır 

koşulları yardımıyla simetrik operatörlerin self-adjoint genişlemeleri belirlendi. Bruk 

(Bruk , 1976) ve Kochubei (Kochubei ,1975); sınır değer uzay kavramını 

tanımladılar. Bu kavram yardımıyla, simetrik operatörlerin self-adjoint, maksimal 

disipatif, maksimal akretif genişlemelerini elde ettiler. Krein (Krein, 1952), 

Maksudov ve Allahverdiev (Maksudov ve Allahverdiev, 1993), Malamud ve 

Mogilevskiy ( Malamud ve Mogilevskiy, 1997), Allahverdiev (Allahverdiev, 2013, 

2014, 2016), Canoğlu ve Allahverdiev ( Canoğlu ve Allahverdiev , 2003), Tuna ve 

Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018), simetrik operatörlerin kendine eş 
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genişlemeleri üzerinde çalışan matematikçilerden bazılarıdır. Bu konuda daha geniş 

bilgi için Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk, Gorbachuk and 

Kochubei ,1989) isimli kaynağa bakılabilir.  

Düzgün olmayan kirişlerin ters titreşimi problemi, inşaat mühendisliğinde ve 

makine mühendisliğindeki önemli problemlerden biridir. Bu problem modern 

mühendislikte pek çok uygulamaya sahiptir.. Örneğin, türbin kanadı, helikopter 

kanatları, uydu yapısı ve robotik silahlar gibi. Pek çok araştırmacı tarafından bu konu 

çalışılmıştır : Conway ve Dubil (Conway ve Dubil ,1965), Mabie ve Rogers (Mabie 

ve Rogers ,1968), De Rosa ve Auciello (De Rosa ve Auciello , 1996); Conway, 

Becker ve Dubil (Conway vd.,1964); Cranch ve Adler (Cranch ve Adler ,1956); 

Auciello ve Nole (Auciello ve Nole ,1998); Wang (Wang ,1967, 1996); Storti ve, 

Aboelnaga (Storti ve, Aboelnaga ,1987); Caruntu (Caruntu , 1996, 2000, 2009); 

Naguleswaran (Naguleswaran , 1994, 1995); Wright, Smith, Theresher ve Wang 

(Wright vd.,1982), Jones, Song ve Thomas (Jones vd., 2004). 

Bu tez çalışmasında sınırlı zaman skalaları üzerinde Euler-Bernoulli düzgün 

olmayan kirişlerinin ters titreşim problemi ele alındı. Dördüncü mertebeden bir 

dinamik denklemle ifade edilen bu probleme karşılık gelen operatör için  sınır değer 

uzayı inşa edildi. Sınır koşulları yardımıyla tüm maksimal disipatif, akretif, self-

adjoint genişlemeleri verildi. 
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2.MATERYAL VE YÖNTEM 

Tanım 2.1. Reel (Gerçel) sayıların keyfi, boş olmayan kapalı alt kümelerine zaman 

skalası denir. Zaman skalası T ile gösterilir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Örnek 2.1. Reel (Gerçel) sayılar ( ),Tam sayılar ( ), Doğal sayılar ( ) ve [2,5] 

kapalı alt aralığı bir zaman skalasına örnek oluştururken Rasyonel sayılar ( ), 

İrrasyonel sayılar (   ), Kompleks sayılar ( ) ve (1,3) açık aralığı zaman skalasına 

örnek oluşturmazlar.  

Tanım 2.2.     olmak üzere        operatörü ileri sıçrama operatörüdür ve  

 ( )      *       + 

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003). 

Tanım 2.3..    olmak üzere;        operatörü geri sıçrama operatörüdür ve 

 ( )      *       + 

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.4. Graininess fonksiyonları       (   ),   ttt  )(  ve 

  ( )     ( ),      ile tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.5.     olsun. Eğer   tt    ise   ye sağ yayılmış nokta,   tt    ise   ye 

sol yayılmış nokta denir. Eğer   )(ttt    ise     noktasına ayrık (izole) nokta 

denir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.6.     olsun. Eğer        ve   tt   ise   ye sağ yoğun nokta, 

       ve   tt    ise    ye sol yoğun nokta denir. (Bohner ve Peterson, 2001, 

2003) 

Tanım 2.7. T zaman skalası sol yayılmış maksimum değer M’ ye sahip ise, 

türevlenebilirlik bölgesi      * + dir. Diğer durumda      şeklindedir.  

T zaman skalası sağ yayılmış maksimum değer m’ ye sahip ise, türevlenebilirlik 

bölgesi 

       * + dir. Diğer durumda      şeklindedir. 

Örnek 2.2. Eğer      ise      ttt     ve      0 tt    dır.        ise,  

  htt  ,    htt    ve      htt   dır. Diğer yandan       ise  

  tqt   ,    tqt 1  ,     tqt 1   ve     tqt 11    olur. 
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Sola dağılmış maksimal nokta hariç     nin elemanlarından oluşan kümeyi      ile 

gösterelim. Benzer şekilde, sağa dağılmış minimal nokta çıkartılarak oluşturulan 

kümeye      ile gösterelim. Bu tezde    
 
 (  ) gösterimini kullanıyoruz. 

Tanım 2.9. U   olmak üzere      için  

 ( )  *    |   |   } 

ile tanımlanan U(t) kümesine t’nin   komşuluğu denir. 

Tanım 2.10. (Delta Türevi)        tanımlı bir fonksiyon ve       olsun. 

0   olacak şekilde      için t noktasının TttU  ),(    

komşuluğunda  tf   türevi,  

          ststfsftf    , Us                                         (2.1) 

şeklinde tanımlanır. Burada f (t) türevine f fonksiyonunun delta (Hilger) türevi 

(veya    -türevi) denir.  

Eğer       için f fonksiyonu   türevlenebiliyorsa    kümesinde delta (Hilger) 

türevlenebilirdir denir. Yani  

  ( )     
   

 ( ( ))   ( )

 ( )   
 

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.11. (Nabla Türevi)         tanımlı bir fonksiyon ve  t     olsun. 

0   olacak şekilde      için t noktasının TttU  ),(    

komşuluğunda   ( ) türevi, 

          ststfsftf    , Us  

şeklinde tanımlanır. Burada   (t) türevine f fonksiyonunun nabla türevi denir.  

Eğer       için f fonksiyonu  -türevlenebiliyorsa    kümesinde nabla 

türevlenebilirdir denir. Yani  

  ( )     
   

 ( )   ( ( ))

   ( )
 

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Örnek 2.3. Eğer      ise, 

      tftftf


    

dir. 

       ise, 
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h

tfhtf
tf




 

ve 

 
   

h

htftf
tf




 

dir. 

Eğer       ise her  0t   için 

 

 
   
 tq

tfqtf
tf

1


  

ve 

 
   
 tq

tqftf
tf

1

1

1 







 , 

   
   

s

fsf
ff

s

0
lim00

0







  

dir. 

Örnek 2.4. Eğer       ve      için  ( )     ise  

  ( )        ( ) 

şeklinde olur. Benzer şekilde  

  ( )        ( )  

olur. 

Örnek 2.5. Eğer       ve      için  ( )  √  ise  

  ( )  
 

 √ 
 

 

√  √ ( )
 

Şeklinde olur. Benzer şekilde  

   
 

 √ 
 

 

√  √ ( )
 

şeklinde olur. 

Teorem 2.1.         tanımlı bu fonksiyonlar       için   türevlenebilir olsun.  

 )         tanımlanır ve  

(   ) ( )    ( )    ( ) 

şeklinde  ’de   türevlenebilirdir.  

  )      için        tanımlanır ve  
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(  ) ( )     ( ) 

şeklinde  ’de   türevlenebilirdir.  

    )        tanımlanır ve  

(  ) ( )    ( ) ( )   ( ( ))  ( ) 

             ( )  ( )    ( ) ( ( ))
                                                                (2.2) 

şeklinde  ’de   türevlenebilirdir. 

 iv ) Eğer  ( ) ( ( ))    ise, o zaman 

(
 

 
)
 

( )  
  ( )

 ( ) ( ( ))
 

 
 

 
 , t’de   türevlenebilirdir.  

   v) Eğer g(t)g( (t)) 0 ise, o zaman 

(
 

 
)
 

( )  
  ( ) ( )   ( )  ( )

 ( ) ( ( ))
 

      
 

 
, t’de   türevlenebilirdir.  

Teorem 2.2. .         tanımlı bu fonksiyonlar       için   türevlenebilir olsun.  

 )         tanımlanır ve  

(   ) ( )    ( )    ( ) 

       şeklinde  ’de   türevlenebilirdir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

  )      için        tanımlanır ve  

(  ) ( )     ( ) 

      şeklinde  ’de   türevlenebilirdir.  

   )        tanımlanır ve  

(  ) ( )    ( ) ( )   ( ( ))  ( ) 

             ( )  ( )     ( ( ))
                                              (2.3) 

şeklinde  ’de   türevlenebilirdir. 

iv) Eğer  ( ) ( ( ))    ise, o zaman 

(
 

 
)
 

( )  
  ( )

 ( ) ( ( ))
 

 
 

 
 , t’de   türevlenebilirdir.  

    v) Eğer g(t)g( (t)) 0 ise, o zaman 
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     (
 

 
)
 

( )  
  ( ) ( )   ( )  ( )

 ( ) ( ( ))
  

      
 

 
, t’de   türevlenebilirdir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Şimdi delta ve nabla türevleri arasındaki ilişkiyi vereceğiz. 

Teorem 2.3. 

(i) Eğer       ise,      üzerinde   -türevlenebilir ve eğer f ,   üzerinde 

sürekliyse  ,    üzerinde   -diferansiyellenebilir ve her KTt için 

    tftf    

dir.  

(ii)Eğer       ise,      üzerinde   -türevlenebilir ve eğer f ,   üzerinde 

sürekliyse  , T K  üzerinde  -diferansiyellenebilir ve her     için 

    tftf    

dir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.12. Eğer       fonksiyonunun   deki sağ yoğun noktalarda sağdan 

limiti ve sol yoğun noktalarda soldan limiti varsa, bu fonksiyona düzenli fonksiyon 

denir.  

Tanım 2.13. (Delta integrali)       düzenli fonksiyon olsun. Eğer TF :  R 

fonksiyonu  T K da delta türevlenebilir ve      için    tftF   ise F

fonksiyonuna f fonksiyonunun delta-anti türevi veya ilkeli denir.  

Eğer fonksiyonunun   anti-türevi varsa f ye   integrallenebilir fonksiyon denir. 

       olmak üzere, 

)()()( aFbFttf
b

a
  

şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.14. (Nabla integrali)  Tf : R bir fonksiyon olsun. Eğer TF :  R 

fonksiyonu    da nabla türevlenebilir ve       için   ( )   ( ) ise 

  fonksiyonuna f fonksiyonunun nabla-anti türevi veya ilkeli denir. 

Eğer fonksiyonunun  anti-türevi varsa f ye   integrallenebilir fonksiyon denir. 

       olmak üzere, 

   aFbFttf
b

a
 )(  
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şeklinde tanımlanır. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Örnek 2.6.        ve  ba    olsun. 

i)Eğer      ise, 

∫ ( )   ∫ ( )   ∫ ( )  

 

 

 

 

 

 

 

Sağda ki integral normal integraldir. 

ii)Yalnız izole noktaların oluşturduğu aralık   ba,   ise, 

∫ ( )   ∑  ( ) ( )

  ,   )

 

 

 

ve 

∫ ( )   ∑  ( ) ( )

  (   -

 

 

 

  ( )   ( )    ve    ( )     ( )dir.  

Özel olarak       ise, 

∫ ( )   ∑ ( )

   

   

 

 

 

ve 

∫ ( )   ∑  ( )

 

     

 

 

 

dır.  Eğer       ise, 

∫ ( )    ∑  ( )

  ,   )

 

 

 

ve 

∫ ( )    ∑  ( )

  (   -

 

 

 

dir. 

Eğer        ise, 

∫ ( )   (   ) ∑   ( )

  ,   )
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ve 

∫ ( )   (     ) ∑   ( )

  (   -

 

 

 

dır. 

Tanım 2.15. Bir       fonksiyonu  nin bütün sağ-yoğun noktalarında sürekli ve 

  nin bütün sol-yoğun noktalarında soldan limitleri var ve sonlu ise sağ-yoğun 

sürekli (rd-sürekli) denir.   üzerinde bütün sağ-yoğun sürekli fonksiyonların kümesi 

   ( ) ile gösterilir.  

Benzer şekilde Bir       fonksiyonu   nin bütün sol-yoğun noktalarında sürekli 

ve  nin bütün sağ-yoğun noktalarında limitleri var ve sonlu ise sol-yoğun sürekli (ld-

sürekli) denir.   üzerinde bütün sol-yoğun sürekli fonksiyonların kümesi    ( ) ile 

gösterilir.  

[a,b) aralığı üzerinde bütün sağ-yoğun sürekli sınırlı fonksiyonlar a dan b ye   

integrallenebilirdir. (a,b] aralığı üzerinde bütün sol-yoğun sürekli sınırlı fonksiyonlar 

a dan b ye   integrallenebilirdir.  

Teorem 2.4. Eğer        sürekli bir fonksiyon,          için  ba    olduğunda 

∫  ( )   ∫  ( ( ))     ∫  ( )   ∫  ( ( ))  
 

 

 

 

 

 

 

 
                                    (2.4)             

dir.  

Gerçekten, eğer  F    ise    için    antitürevi vardır.         için  

  )(tftF    ve Teorem 2.1. (i) den         için 

    ))(()( tftFtF     

ifadesine sahibiz.    

Bu yüzden    ,   )(tf    için    antitürevleri vardır. Böylece 

  ttfaFbFttf
b

a

b

a
  )()())((   

dır. 

Teorem 2.3. (ii) kullanılarak benzer tarzda (2.4) eşitliğindeki ikinci formül 

ispatlanabilir. 

Eğer          fonksiyonlar sürekli türevleniyorsa delta ve nabla 

diferansiyellenebilir bu yüzden 

∫   
 

 
( ) ( )    ( ) ( ) |  

  ∫  ( ( ))  ( )  
 

 
                                       (2.5)    
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∫   
 

 
( ) ( )    ( ) ( ) |  

  ∫  ( ( ))  ( )  
 

 
                                       (2.6) 

 ∫   
 

 
( ) ( )    ( ) ( ) |  

  ∫  ( )  ( )  
 

 
                                            (2.7)      

  ∫   
 

 
( ) ( )    ( ) ( ) |  

  ∫  ( )  ( )  
 

 
                                           (2.8)                                                                                                   

olur. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) 

Tanım 2.16.      olmak üzere   herhangi bir cisim olsun. Aşağıdaki şartlar 

sağlanıyorsa V’ ye   üzerinde lineer uzay (vektör uzayı) denir: 

a) (V,+) Cebirsel yapısı değişmeli gruptur. Yani,  

1. u,v   , u+v    dir. 

2. u,v,k    , u+(v+k)=(u+v)+k’ dir. 

3. u   , u+0=0+u= u    olacak şekilde bir tek 0    vardır. 

4. u,v   , u+(-u)=(-u)+u=0 olacak şekilde bir tek –u    vardır. 

5. u,v   , u+v=v+u’ dır. 

b) u,v,   ve       olmak üzere aşağıdaki şartlar sağlanır. 

1.     ’dir 

2.  (   )       ’dir. 

3. (   )       ’dir 

4. (  )   (  )’ dir. 

5.       1V=V olacak şekilde     vardır. Burada 1,   cisminin 

birim elemanıdır. 

 =  olması halinde V’ye reel lineer uzay   =ℂ olması halinde V’ ye kompleks 

lineer uzay denir (Bozkurt ve Türen, 2000). 

Tanım 2.17.   Lineer uzaylarda tanımlı olan dönüşümlere operatör denir (Kreyszig, 

1978). 

Tanım 2.18. U, bir kompleks lineer uzay olmak üzere her u,v      ve     her için 

aşağıdaki şartları sağlayan ve (u,v) ile gösterilen kompleks sayısına u ve v 

elemanlarının iç çarpımı ve U lineer uzayına da iç çarpım uzayı denir: 

1. (   )    (   )          

2. (   )  (   )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3. (    )   (   ) 

4. (       )  (    )  (    ). 

Ayrıca verilen bu özellikler gözönünde bulundurularak (    )   ̅(   ) ve  
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(       )  (    )  (    ) özellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 

1963). 

Tanım 2.19. (  (   )) bir iç çarpım uzayı ve      olsun. u vektörünün normu,  

‖ ‖  (   )
 
 ⁄  (∑ |  |

  

   
)

 
 ⁄

                                                                                           

olarak tanımlanır. Bu norma göre (  (   ))iç çarpım uzayı bir normlu vektör uzayı 

olur (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.20. Bir (  (   )) iç çarpım uzayı,  

‖ ‖  (   )
 
 ⁄                                                                                                                              

normuna göre tam ise, yani (  (   ))içindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir u0 

noktasına yakınsak ise bu iç çarpım uzayına Hilbert Uzayı denir (Kreyszig, 1978). 

Tanım 2.21. Bir   iç çarpım uzayı 

‖ ‖  √(   )                                                                                                                            

ifadesi bir norm tanımladığından, bu iç çarpım uzayı bu norma göre lineer normlu 

uzay olur. 

Sayılabilir, tam ortonormal sistem içeren bir iç çarpım uzayına Hilbert Uzayı denir 

ve genellikle H ile gösterilir (Naimark, 1968). 

Tanım 2.22. K , H Hilbert uzayının herhangi bir lineer alt uzayı  (   )olsun. 

                                                                                                                                    

dönüşümü, her      ℂ ve her         için 

 (     )                                                                                                             

eşitliğini sağlanıyorsa, T dönüşümüne lineer operatör denir (Naimark, 1968). 

Tanım 2.23. H Hilbert uzayının bir alt kümesi üzerinde tanımlanan herhangi bir L 

lineer operatörünün değer kümesi reel veya kompleks sayılar kümesi ise L , H  

üzerinde bir lineer fonksiyoneldir denir. Tüm H  uzayında tanımlanıp aşağıdaki 

koşulları sağlayan L fonksiyoneline sınırlı lineer fonksiyonel denir. 

1.                 için  

 (     )    ( )    ( )                                                                     

2. Her     ve bir k sabiti için 

| ( )|   ‖ ‖    dir (Naimark, 1968). 
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Tanım 2.24. H Hilbert uzayı üzerinnde tanımlanan bir  T  lineer operatörü verilsin. 

Her     için  

‖  ‖   ‖ ‖                                                                                                     

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir k sayısı varsa   ye sınırlı lineer operatör denir. Bu k 

sayılarının en küçüğüne T sınırlı operatörünün normu denir ve ‖ ‖ ile gösterilir. 

T operatörünün normu alternatif olarak 

‖ ‖     
   

‖  ‖

‖ ‖
    
‖ ‖  

‖  ‖                                                                                                   

eşitliği ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).  

Tanım 2.25. H bir Hilbert uzayı ve T bu uzayda bir lineer operatör olmak üzere, T 

nin tanım kümesi  (T), H Hilbert uzayında yoğun olsun. Her      ( ) için, 

(    )  (     )                                                                                                                       

eşitliğini saplayan    operatörüne  ’ nin eşlenik operatörü denir. Bu eşitliği sağlayan 

    vektörler kümesine  ’ nin tanım kümesi denir ve K(  ) ile gösterilir.    

operatörü aşağıdaki eşitlikleri sağlar. 

i. (  )    

ii. (  )   ̅   

iii. (   )        

iv. ( )       

v. ‖  ‖  ‖ ‖  (              ) 

(Naimark, 1968). 

Tanım 2.26.      ise, T’ ye kendine eş operatör adı verilir (Akhiezer ve Glazman, 

1963). 

Tanım 2.27.   lineer operatörünün  ( ) tanım kümesi   Hilbert uzayında yoğun 

olmak üzere, her    ( ) için, 

  (    )                                                                                                                                  

ise,   lineer operatörüne dissipatif (dissipative) operatör denir (Gorbachuk ve 

Gorbachuk, 1991). 
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3.KENDİNE EŞ DİFERANSİYEL İFADELER 

    zaman skalası olsun.  
nppp ,...,, 10
 ,   üzerinde tanımlı sağa-yoğun sürekli 

fonksiyonlar  olsun.       için    00 tp   ve      
 
 ,           

     
   

  
 
     ve  ba    olsun.  Bu takdirde herhangi bir     mertebeden diferansiyel 

ifade, 

  ( )  ∑ (  )    
   0  ( ) 

       ( )1
       

                                                   (3.1) 

 (  ) [  ( ) 
     ( )]

     
   [    ( ) 

   ( )]
   
 ,    ( ) 

  ( )-   

,    ( ) 
 ( )-    ( ) ( )  

ile tanımlanır. (Gusenov, 2005)                  

Tanım 3.1.  
    
     üzerinde tanımlı ve       için sağ-yoğun sürekli 

  





1
1

in
in

ypi   fonksiyonlarının lineer kümesini   ile gösterelim.      için     

ifadesi tanımlıdır ve    üzerinde sağ-yoğun sürekli fonksiyon belirtir.  

Her     ifadesi için    sağa-yoğun sürekli bir fonksiyon    tanımlandı.  

    ise  (3.1) ifadesi 

  ( )   ,  ( ) 
 ( )-    ( ) ( )                                                                   (3.2) 

şeklindedir.  

    için  

   ( )  ,  ( ) 
  ( )-   ,  ( ) 

 -    ( ) ( )                                           (3.3) 

olur.  

Teorem 3.1.       olsun öyle ki     
 
       ve     olsun. Bütün       

fonksiyonları için Lagrange özdeşliği (Green formülü) 

  ∫ (  )    ,   - 
  

 
 ∫  (  )  

 

 
                                                                      (3.4) 

ile verilir ki bu da 

,   - 
  ,   -( )  ,   -( ) 

ve 

,   -( )  ∑ (  )    
   {

  
     

( ) ∑ (  )  
   0  ( ) 

       ( )1
    

   
     

( )∑ (  )  
   0  ( ) 

       ( )1
    

}           (3.5) 

olur.  

Özel olarak     için  
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,   -( )    ( ) ( ) 
 ( )    ( ) ( ) 

dır.  

    için  

,   -( )  ,  ( ) 
  ( )-  ( )   ( ),  ( ) 

  ( )-  

    ( ), 
  ( )  ( )    ( )   ( )-    ( ), 

 ( ) ( )   ( )  ( )- 

olur. 

İspat: Yalnızca     ve     durumlarını ele alacağız. Bu durum keyfi   ler için 

benzer şekilde ispatlanabilir.  

 

Eğer     ise  

         ttztytpttztytptzLy
b

a

b

a

b

a
 

 )()()( 10
                                          (3.6) 

dir.  

(2.7) ve (2.8) formüllerinde ilk tarafına kısmi integrasyon uygularsak 

∫,  ( ) 
 -  ( )   

 

 

  ( ) 
 ( ) ( )|  

  ∫  

 

 

( )  ( )  ( )           

   ( ) 
 ( ) ( )|  

    ( ) ( ) 
 ( )|  

  ∫ ( ),  ( ) 
 - 

 

 

   

elde ederiz.  

Bu ifadeyi (3.6) nın sağ tarafında yerine koyduğumuzda  1n   durumu için 

tamamen kanıtlanmış olur. 

Eğer  2n   ise, (3.3) de olduğu gibi  )(tLy   tanımlandı. 

   ( )  ,  ( ) 
  ( )-   

ifadesi için (2.5) de kısmi integrasyon uygularsak ve Teorem 2.3'den (ii) kullanılarak 

 

∫(   )    ∫,  ( ) 
  ( )-  

 

 

 

 

 ( )  

 ,  ( ) 
  ( )-  ( )|  

  ∫,   
  - 

 

 

( ( ))  ( )  

 ,  ( ) 
  ( )-  ( )|  

  ∫,   
  - 

 

 

( )  ( )   
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ifadesini elde ederiz. 

(2.7) formülünde kısmi integrasyon uygularsak 

∫,   
  - 

 

 

( )  ( )     ( ) 
  ( )  ( )|  

  ∫  ( ) 
  

 

 

( )   ( )   

elde edilir. 

(2.6) formülünde kısmi integrasyon uygularsak ve Teorem 2.3  (i) den 

∫,   
  - 

 

 

( )   ( )     ( ) 
 ( )   ( )|  

  ∫,  -( ( ))

 

 

,   
  - ( )  

   ( ) 
 ( )   ( )|  

  ∫  ( )

 

 

,   
  - ( )   

bulunur. Son olarak, (2.8) formülünde kısmi integrasyon uygularsak 

∫  ( ),   
  - 

 

 

( )    ( ),   
  ( )- |  

  ∫ ( ),   
  ( )-    

 

 

 

elde ederiz. Bu formüllerin tamamını birleştirirsek, 

∫(  

 

 

 )    ,  ( ) 
  ( )-  ( )|  

    ( ) 
  ( )  ( )|  

  

   ( ) 
 ( )   ( )|  

   ( ),  ( ) 
  ( )- |  

  ∫ (   )  

 

 

 

elde edilir. Sonuç  olarak,  1n   durumundaki hesaplamalar hesaba katarak  2n   

durumunu kanıtlayabiliriz. (Guseinov, 2005) 

Uyarı 3.1. (3.4) özdeşliği gösterdi ki, Ly diferansiyel ifadesi 

〈   〉  ∫ ( ) ( )  

 

 

 

iç  çarpımına göre formal olarak kendine eşdir (self-adjoint). 

Her bir  y   için,  Tt   kümesi  10  nk   için 

 , -    
 
          , -    

 
    

  , -     
        

 ,   -     
        ( ,     -)

 
          

 ,  -      ( 
,    -)
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olsun. 

Bu fonksiyonlar    niy i 20,      quasi-türevleri olarak adlandırılır. Bu 

fonksiyonlar yardımıyla    ifadesi 

 ,   -  ∑(  )   0  ( ) 
       ( )1

    
 

   

          

  ,  -  ∑(  )   0  ( ) 
       ( )1

       
 

   

   ( ) 

ile gösterilmiş olur. 

Böylece (3.5) eşitliği ile tanımlanan    tzy,   fonksiyonu  aşağıdaki şekilde 

ifade edilebilir.  

,   -( )  ∑ { ,   -( ) ,    -( )   ,    -( ) ,   -( )} 
                                 (3.7) 
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4.KENDİNE EŞ SINIR ŞARTLARI VE GREEN FONKSİYONU 

Bu bölümde zaman skalası üzerinde kendine eş sınır koşulları ve green 

fonksiyonundan söz edeceğiz. 

        öyle ki       için      
 
        olsun. Eğer     ve     reel değerli,  

,   )  üzerinde sağa yoğun sürekli ve sınırlı fonksiyonlar ise, onların iç  çarpımını  

 〈   〉  ∫  ( ) ( )  
 

 
  

ile tanımlayalım. Farzedelim ki  

    ,   )     

sağa yoğun sürekli ve sınırlı fonksiyon olsun ve          için   

   , 
     ( )  -       

üzerinde sağa yoğun sürekli   ( )    olsun. 

Tanım 4.1.  Ω[a,b)  tüm sağa yoğun sürekli   ,  ( )     -    fonksiyonlarının 

lineer kümesi olsun öyle ki 

(i)    ,   -  için  0  ( ) 
       ( )1

      

            fonksiyonu tanımlıdır. 

(ii)   ,   -  için  0  ( ) 
       ( )1

       

            fonksiyonu tanımlıdır 

ve  ,   )üzerinde sağa yoğun sürekli ve sınırlıdır. 

    ,   ) için  

  ( )  ∑ (  )   0  ( ) 
       ( )1

       
 
      ,   )                                  (4.1) 

olsun. Bu yüzden     ,  [a,b) üzerinde sağa yoğun sürekli ve sınırlıdır. Diferansiyel 

ifade (4.1) ile birlikte 

  ( )  ∑     
,   -  

   ( )  ∑     
,   -  

   ( )                              (4.2) 

sınır şartları tanımlayalım. Burada                    reel sayılardır. (Guseinov, 

2005) 

Tanım 4.2. (4.2) nin sınır şartlarına göre (4.1) diferansiyel ifadesi kendine eşdir 

ancak ve ancak (4.2) koşullarını sağlayan bütün      ,   ) fonksiyonları için  

〈    〉  〈    〉 

dir.  

Bu durum  (3.4) eşitliği ile  

〈    〉  〈    〉  ,   -|  
  

elde edilir. Burada ,   - (3.5) eşitliği ile tanımlanır. (Guseinov, 2005) 
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Böylece (4.2) sınır şartları kendine eşdir ancak ve ancak  bütün      

 ,   ) fonksiyonları için  

,   - 
    

dır.  

 Örneğin,  

  , -( )= , -( )   ,          

 sınır şartları ve  

 , -( )= , -( ),            

sınır şartları kendine eşdir.  

Eğer   ,   )    herhangi sağa-yoğun sürekli ve sınırlı fonksiyon olmak 

üzere  

  ( )   ( )   ( )           

homojen olmayan sınır değer problemi, 

 ( )  ∫  (   ) ( )  
 

 
                                                                                        (4.3) 

ile verilen   

  ,  ( )     ( )-     

çözüm fonksiyonuna sahip ise,  

  ( )      ( )           

sınır değer problemi  (   ) Green fonksiyonuna sahiptir.  

Sınır şartları    ( )            ve    diferansiyel ifadesi  tarafından 

üretilen operatör    olsun.   ( ) tanım kümesi, (4.2) sınır koşullarını sağlayan 

   ,   ) oluşur öyle ki       eşitliği sağlanır.  

  (   ) Green fonksiyonun varlığı,    ,   )    tüm sınırlı sağa yoğun foksiyonlar 

için 

(    )( )  ∫  (   ) ( )     
 

 
,  ( )     ( )-                                           (4.4) 

ile tanımlı Λ operatörüne karşılık gelen     operatörünün varolduğu anlamına gelir.  

  Kabul edelim ki (4.2) sınır şartları  kendine eş olsun. O zaman tüm      

 ( ) için 

〈    〉  〈    〉                                                                                                     (4.5) 

olur, bu Λ operatörünün kendine eş olduğu anlamına gelir. 

      operatörü de tüm         ,   ) için simetrik yani  

〈      〉  〈      〉                                                                                             (4.6) 
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dir. 

simetriktir. 

 (4.5) ve (4.6) den    ( )      ( )           

kendine eş sınır değer probleminin  (   ) Green fonksiyonu simetriktir yani 

  ,   ) için  (   )   (   ) dir.  

Örnek 4.1. İkinci mertebeden   ( ) diferansiyel ifade (3.2) de verildi.  

  ( )     ( )      ( )    , -( )    

          | |  | |    | |  | |     sınır koşulları   ( ) diferansiyel ifadesi 

kendine eşdir. 

φ ve ψ,  

 ( )     , -( )     

 ( )     , -( )     

başlangıç koşullarını sağlayan  

 ,  ( ) 
 ( )-    ( ) ( )      ,   ) 

denkleminin çözümleri olsunlar.  

    (   )   ( ) 
, -( )   , -( ) ( ) 

φ ve ψ çözümleri Wronskian,   den bağımsızdır. Eğer     ise (3.2),(3.7) sınır 

değer problemlerinin Green fonksiyonu  

 (   )   
 

 
{
 ( ) ( )    

 ( ) ( )    
 

İle verilir.  (   ) fonksiyonunun simetrik olduğu açıktır. (Guseinov, 2005) 
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5. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde sınırlı zaman skalaları üzerinde düzgün olmayan Euler-Bernoulli 

kirişlerinin ters titreşiminin genişlemelerini anlatacağız. 

Euler-Bernoulli  düzgün olmayan kirişlerinin ters titreşim problemi 

 ( )  (   ( )   )  ( )     
   ( ) ( )       

  (   )                  (5.1) 

ifadesi ile verilir. Burada    ters yer değiştirme        ve    sırasıyla Young 

modelleri, kütle yoğunluğu ve doğal frekansdır.    ( ) ve    ( ) mevcut enine 

kesitlerin şuan ki durgunluk momenti ve alanıdır.   ışının mevcut boylam koordinat 

ve    ve    kirişin sabit ve değişken ucunun koordinatlarıdır. 

Notasyonun sadeliği için, 

 , -    

 , -     

  , -     ( )     

 , -   ( , -)
 
  

 , -      
   ( )  ( , -)

 
 

notasyonunu kullanalım. 

          , (5.1) denkleminin çözümleri olsun.           ve     ünWronskianı 

 (           )  |
|

        

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

  
, -

|
|
 

ile tanımlanır. 

Birinci, ikinci,üçüncü  -türevleri    de  -mutlak sürekli ve      
 (  ) 

koşulunu sağlayan bütün  ( )    
 (  ) fonksiyonlarının kümesini        ile 

gösterelim.  

          ile        üzerinde        maksimal operatörünü  tanımlayalım. 

            için, Green formülü  

∫ (  )( ) ( )̅̅ ̅̅ ̅ 

 
   ∫  ( )(  )( )̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 
   ,   -  ,   -                                      (5.2) 

İle tanımlanır. Burada  

,   -   , -( ) ̅, -( )   , -( ) ̅, -( )   , -( ) ̅, -( )   , -( ) ̅, -( ) 

dir. 
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 , -( )   , -( )   , -( )   , -( )    

 , -( )   , -( )   , -( )   , -( )    

koşullarını sağlayan tüm            vektörlerin lineer kümesi olsun. Eğer       

operatörü         kümesine kısıtlanırsa,        minimal operatör elde edilir. Açıktır 

ki      
       ve       kapalı simetrik operatörüdür. (Naimark, 1968) 

Tanım 5.1.   Hilbert uzayı üzerinde bir M lineer operatörü ( D(M) yoğun )  

      (  )        ( )(  (    )        ( ))) koşulunu sağlarsa 

disipatif (akretif ) operatör ve uygun disipatif (akretif) genişlemeye sahip değilse 

maksimal disipatif (maksimal akretif) operatör olarak adlandırılır (Gorbachuk ve 

Gorbachuk, 1991). 

Tanım 5.2. H bir Hilbert uzay ve      ,   : D(M)   lineer dönüşümler olsun.  

1)Her       (  )  için  

(     )  (   
  )  (       )  (       )   

2) Keyfi         için bir    (  ) vektörü vardır öyle ki          ve       

      olur. 

şartları sağlayan  (       )  üçlüsüne sınır değer uzayı denir (Gorbachuk ve 

Gorbachuk, 1991).  

Şimdi               
  lineer dönüşümleri  

    

(

 
 

  , -( )

  , -( )

 , -( )

 , -( ) )

 
 
     

(

 
 

 , -( )

 , -( )

 , -( )

 , -( ))

 
 

                                                                (5.3) 

ile tanımlayalım.  

Teorem 5.1.  (        )üçlüsü       operatörünün bir sınır değer uzayıdır.  

İspat:             için  

(       )   (       )     
, -( ) ̅, -( )   , -( ) ̅, -( ) 

  , -( ) ̅, -( )   , -( ) ̅, -( )  .  ̅, -( ) , -( )   ̅, -( ) , -( )/

 .  ̅, -( ) , -( )   ̅, -( ) , -( )/

  , -( ) ̅, -( )   ̅, -( ) , -( )   , -( ) ̅, -( )   ̅, -( ) , -( )

  , -( ) ̅, -( )   ̅, -( ) , -( )   , -( ) ̅, -( )   ̅, -( ) , -( )

 ,   -( )  ,   -( ) 

elde edilir.  
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(5.2) Green formülünden    

(       )   (       )   ,   -( )  ,   -( ) 

 (       )  (       ) 

bulunur.   

Böylelikle, sınır değeri uzayının tanımının ilk koşulunu kanıtladık. Şimdi, 

sınır değer uzayının tanımının ikinci koşulunu  ispatlayalım.  

  (

  
  
  
  

)    (

  
  
  
  

)     

   olsun.  

 ( )    ( )     ( )     ( )     ( )     ( )     ( )     ( )  

   ( )     ( )  (       ) 

vektör değerli fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlasın. 

  
, -( )     

, -( )     
, -( )     

, -( )   

  
, -( )     

, -( )     
, -( )     

, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )    

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

 

                                             ve 

 

  
, -( )     

, -( )     
, -( )     

, -( )   

  
, -( )     

, -( )     
, -( )     

, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )    

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

  
, -( )   

 

  Bu durumda bu fonksiyon         kümesine aittir ve             

olur.  
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Sonuç  5.1:        uzayında büzülme operatörü ise,      operatörünün  

(   )     (   )                                                                                  (5.4) 

veya 

(   )     (   )                                                                                  (5.5) 

koşullarını sağlayan           vektörlerinin kümesine kısıtlanışı sırasıyla  Lmin  

operatörünün maksimal disipatif (maksimal akretif) genişlemesidir. 

Tersine,  Lmin   operatörünün keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) 

genişlemeleri  (5.4) ( (5.5) ) biçiminde gösterilebilir. T büzülme operatörü bağıntı ile 

tek türlü belirlenir. Eğer (5.4) ( (5.5) ) ifadesindeki T operatörü izometrik operatör 

olursa Lmin  operatörünün maksimal simetrik genişlemesini, eğer T operatörü üniter 

olursa Lmin  operatörünün kendine eş genişlemesini verir.  

   operatörünün disipatif (akretif) genişlemelerinin genel formu sırasıyla 

 (        )                       ( ) 

 (        )                       ( ) 

koşulları ile verilir. Burada   operatörü      ( ) için  

‖  ‖  ‖ ‖ 

şartını sağlayan bir lineer operatördür.  

  



 

24 

 

6.SONUÇ 

Bu tez çalışmasında, sınırlı zaman skaları üzerinde düzgün olmayan 

kirişlerinin ters titreşim Euler-Bernoulli dinamik denklemi  

(   ( )   )  ( )     
   ( ) ( )       

  (   )      

için sınır değer uzayı oluşturulmuştur. Bu denkleme karşılık gelen operatörler için 

maksimal disipatif, maksimal akretif, kendine eş genişlemeleri sınır koşulları 

cinsinden verilmiştir.  

Bu çalışma zaman skalaları üzerinde singüler durumdaki 4. Mertebeden 

dinamik denklemlere genişletilerek ayrı bir araştırma konusu olabilir. Ayrıca zaman 

skalası üzerinde 2n. mertebeden dinamik denklemler için literatürde herhangi bir 

çalışma bulunmamaktadır. Böyle bir çalışma literatürdeki boşluğu doldurabilir.  
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