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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

R : Reel say1

v : Nabla tiirev

A : Delta tiirev

T : Zaman Skalasi

o : 1leri sigrama operatorii

p . Geri sigrama operatorii

u : {leri sigrama fonksiyonu

v : Geri sigrama fonksiyonu

Cra : Saga yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Cia : Sola yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Z : Tam sayilar

N, : Negatif olmayan tam sayilar

vf : {leri fark operatdrii

Af - Geri fark operatorii



OZET

Yiiksek Lisans Tezi

Zaman Skalas1 Uzerinde Simetrik 4.Mertebe Diferansiyel Operatoriiniin
Genislemeleri

Hatice BULUT

Burdur Mehmet AKkif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Danmisman: Dog¢. Dr. Hiiseyin TUNA

Ocak, 2019

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve ¢alismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonugclar verildi.

Daha sonra, zaman skalalar1 iizerinde 2n. mertebeden diferansiyel ifadelerin
temel ozellikleri verildi.

Son olarak simirli zaman skalari iizerinde diizgiin olmayan kirislerinin ters
titresim Euler-Bernoulli dinamik denklemi i¢in sinir deger uzayr olusturuldu. Bu
operatorler igin disipatif, akretif, kendine es genislemeler sinir kosullari cinsinden
verildi.

Anahtar Kelimeler: Simetrik operator, Kendine es operator, Disipatif operator,
Akretif operator, Genisleme, Sinir deger uzayi, Sinir kosullar
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In this work, firstly historical development of the topic is mentioned and
some definitions and main results used in the work are given.

Later, basic properties of 2nd order differential expression on bounded time
scales are given.
Finally, a space of boundary value is constructed for Euler-Bernoulli dynamic
equation of transverse vibrations of non-uniform beams on bounded time scales. A
description of all maximal dissipative, accretive, self adjoint and other extensions of
such operator is given in terms of boundary conditions.
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1.GIRIS

Zaman skalas1 {izerinde dinamik denklemler matematikte oldukga yeni bir
calisma alanidir. Bu alandaki temel sonuglar Hilger tarafindan 1988 tarihinde elde
edilmistir ( Hilger, 1990). Zaman skalas1 kavrami, diferansiyel denklemler ve fark
denklemler teorilerini birlestirme amaciyla ortaya ¢ikmigtir. Zaman skalasi iizerine
caligmalarin pek c¢ok ©nemli uygulamalari vardir. Ornegin, 1s1 transferi
caligmalarinda, bocek popiilasyon modelleri, borsa ve sinirsel ag modellerinde
kullanilmaktadir. Bu konuda daha ayrintili bilgi i¢in Bohner ve Peterson’un (Bohner
ve Peterson, 2001, 2003) ¢alismalarina bakilabilir.

Zaman skalas1 lizerinde yiiksek mertebeden dinamik denklemler Anderson,
Guseinov ve Hoffacker tarafindan ¢alisilmistir ( Anderson vd., 2006). Zaman skalasi
tizerinde cift mertebeli karisik tiirevli problemler i¢in Green fonksiyonu Anderson
Hoffacker tarafindan ¢alisilmistir (Anderson ve Hoffacker, 2003). Yine ayni yazarlar
tarafindan cift mertebeli kendine es problemler 2003 yilinda ¢alisilmistir (Anderson
ve Hoffacker, 2003a). 2002 yilinda zaman skalasi tizerinde sinir deger
problemlerinin pozitif ¢6ziimleri ve Green fonksiyonlari Atict ve Guseinov
tarafindan ¢aligilmistir. (Atici ve Guseinov, 2002). Zaman skalas1 tizerinde yiiksek
mertebeden kendine es diferansiyel ifadeler ve bu denklemlere karsilik gelen Green
fonksiyonlariin simetrikligi Guseinov tarafindan ele alinmistir (Guseinov, 2005).

Hilbert uzay1 igindeki simetrik operatorlerin simetrik genisleme teorisi ile
ilgili sonuglar ilk kez 1929 yilinda J.von. Neumann (Neumann ,1929) tarafindan
verildi. Bu teori self-adjoint lineer diferansiyel operatorler ile eslesen spektral
problemler icinde merkezi bir rol oynar. Simetrik operatorlerin soyut sinir kosullar
yardimiyla self-adjoint geniglemeleri ilk kez Calkin (Calkin, 1939) tarafindan verildi.
Sonra, Rofe-Beketov (Rofe-Beketov ,1969) tarafindan lineer baginti ve sOyut sinir
kosullar1 yardimiyla simetrik operatorlerin self-adjoint genislemeleri belirlendi. Bruk
(Bruk , 1976) ve Kochubei (Kochubei ,1975); smir deger uzay kavramini
tanimladilar. Bu kavram yardimiyla, simetrik operatorlerin self-adjoint, maksimal
disipatif, maksimal akretif genislemelerini elde ettiler. Krein (Krein, 1952),
Maksudov ve Allahverdiev (Maksudov ve Allahverdiev, 1993), Malamud ve
Mogilevskiy ( Malamud ve Mogilevskiy, 1997), Allahverdiev (Allahverdiev, 2013,
2014, 2016), Canoglu ve Allahverdiev ( Canoglu ve Allahverdiev , 2003), Tuna ve

Allahverdiev (Tuna ve Allahverdiev, 2018), simetrik operatorlerin kendine es
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genislemeleri iizerinde ¢alisan matematik¢ilerden bazilaridir. Bu konuda daha genis
bilgi i¢in Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk, Gorbachuk and
Kochubei ,1989) isimli kaynaga bakilabilir.

Diizgiin olmayan kiriglerin ters titresimi problemi, insaat miihendisliginde ve
makine mihendisligindeki Onemli problemlerden biridir. Bu problem modern
miihendislikte pek ¢ok uygulamaya sahiptir.. Ornegin, tiirbin kanadi, helikopter
kanatlar1, uydu yapisi ve robotik silahlar gibi. Pek ¢ok arastirmaci tarafindan bu konu
calisilmistir : Conway ve Dubil (Conway ve Dubil ,1965), Mabie ve Rogers (Mabie
ve Rogers ,1968), De Rosa ve Auciello (De Rosa ve Auciello , 1996); Conway,
Becker ve Dubil (Conway vd.,1964); Cranch ve Adler (Cranch ve Adler ,1956);
Auciello ve Nole (Auciello ve Nole ,1998); Wang (Wang ,1967, 1996); Storti ve,
Aboelnaga (Storti ve, Aboelnaga ,1987); Caruntu (Caruntu , 1996, 2000, 2009);
Naguleswaran (Naguleswaran , 1994, 1995); Wright, Smith, Theresher ve Wang
(Wright vd.,1982), Jones, Song ve Thomas (Jones vd., 2004).

Bu tez calismasinda smirli zaman skalalari tizerinde Euler-Bernoulli diizgiin
olmayan kiriglerinin ters titresim problemi ele alindi. Do6rdiincii mertebeden bir
dinamik denklemle ifade edilen bu probleme karsilik gelen operator i¢in sinir deger
uzay1 inga edildi. Smir kosullar1 yardimiyla tiim maksimal disipatif, akretif, self-

adjoint genislemeleri verildi.



2.MATERYAL VE YONTEM
Tamm 2.1. Reel (Gergel) sayilarin keyfi, bos olmayan kapali alt kiimelerine zaman
skalas1 denir. Zaman skalas1 T ile gosterilir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Ornek 2.1. Reel (Gergel) sayilar (R),Tam sayilar (Z), Dogal sayilar (N) ve [2,5]
kapali alt araligi bir zaman skalasina Ornek olustururken Rasyonel sayilar (Q),
Irrasyonel sayilar (R/Q), Kompleks sayilar (C) ve (1,3) agik aralig1 zaman skalasina
ornek olusturmazlar.
Tamm 2.2. t € Tolmak tlizere o:T — T operatori ileri sigrama operatoriidiir ve
o(t) = inf{seT:s > t}
seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003).
Tanim 2.3.. t € Tolmak iizere; p:T — T operatorii geri sigrama operatoriidiir ve
p(t) = sup{seT:s < t}
seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Tamm 2.4. Graininess fonksiyonlar g, 9: T — (0,), u(t)=o(t)—t ve

I(t) =t — p(t), vVt € T ile tammlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Tamim 2.5. t € T olsun. Eger O'(t) >t ise t ye sag yayilmis nokta, p(t)<t iset ye
sol yayillmis nokta denir. Eger p(t)<t <o(t) ise t € T noktasina ayrik (izole) nokta
denir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Tanmm 2.6. t € T olsun. Eger t < supT ve O'(t)Zt ise t ye sag yogun nokta,
t >infT ve p(t)=t ise tye sol yogun nokta denir. (Bohner ve Peterson, 2001,
2003)
Tanmm 2.7. T zaman skalasi sol yayilmig maksimum deger M’ ye sahip ise,
tiirevlenebilirlik bolgesi TX = T — {M} dir. Diger durumda T* = T seklindedir.
T zaman skalas1 sag yayilmis maksimum deger m’ ye sahip ise, tiirevlenebilirlik
bolgesi

Ty = T — {m} dir. Diger durumda Tx = T seklindedir.
Ornek 2.2. Eger T =Rise oft)=p(t)=t ve ut)=v(t)=0 dir. t=hZ ise,
ot)=t+h, pt)=t—h ve ut)=v(t)=h dir. Diger yandan T = K, ise

olt)=q', pt)=qt, ut)=(q-1t ve v(t)=1-q*)t olur.



Sola dagilmis maksimal nokta haric T nin elemanlarindan olusan kiimeyi TX ile
gosterelim. Benzer sekilde, saga dagilmis minimal nokta ¢ikartilarak olusturulan
kiimeye Ty ile gdsterelim. Bu tezde TX* = (TX)X gdsterimini kullantyoruz.

Tanim 2.9. UcC T olmak iizere V§ > 0 igin

Ult)={seT:|s—t| <&}

ile tanimlanan U(t) kiimesine t’nin § komsulugu denir.

Tamm 2.10. (Delta Tiirevi) f:T — R tanimli bir fonksiyon ve t € TX olsun.

Ve>0 olacak sekilde36 >0 i¢in t noktasinin U =(t-5,t+8)NT
komsulugunda f *(t) tiirevi,

|f(oft)- f(s)- f*[oft)-s] < o(t)-5| , Vs eU (2.1)
seklinde tanimlanir. Burada f*(t) tirevine f fonksiyonunun delta (Hilger) tiirevi
(veya A -tiirevi) denir.

Eger Vt € TX icin f fonksiyonu A —tiirevlenebiliyorsa T kiimesinde delta (Hilger)
tiirevlenebilirdir denir. Yani

0 — Liinf(a(t)) ~f(5)

t o(t)—s

seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Tamim 2.11. (Nabla Tiirevi) f:T — R taniml bir fonksiyon ve te Ty olsun.

Ve>0 olacak sekilde3§ >0 i¢in t noktasinin U =(t—-5,t+8)NT
komsulugunda £V (t) tiirevi,

|f(p(t)- f(s)- ¥ [olt)-s] < £p(t)-5 , Vs U

seklinde tamimlanir. Burada £V (t) tiirevine f fonksiyonunun nabla tiirevi denir.

Eger Vt €Ty igin f fonksiyonu V-tiirevlenebiliyorsa Ty kiimesinde nabla

tirevlenebilirdir denir. Yani

_f&) = flp®)

Vi —

O ===

seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)

Ornek 2.3. Eger T = R ise,
()= fY0)=f ()

dir.

T = hZ ise,




h
£9(t)= f(t)—r‘:( ~h)
dir.

Eger T = K, ise her t#0 igin

£(t)= f(at)- f(t)

(@-1)t

dir.

Ornek 2.4. Eger f:T - R ve Vt € T igin f(t) = t2 ise

) =2t=t+a(t)

seklinde olur. Benzer sekilde

fY(@) =2t =t+p(t)

olur.

Ornek 2.5. Eger f:T - R ve Vt € T igin f(t) = vt ise
1 1

2t i+ Jo(®)

Seklinde olur. Benzer sekilde

A =

1 1
V = =
/ 2Vt Vt+p®
seklinde olur.

Teorem 2.1. f, g: T — R tamiml1 bu fonksiyonlar t € T¥ i¢in A tiirevlenebilir olsun.
i) f+ g:T = R tanimlanir ve
(f +9)4®) = 2O + g*(®)
seklinde t’de A tiirevlenebilirdir.

ii) VaeR i¢in af: T — R tanimlanir ve



(af)* () = af*(t)
seklinde t’de A tiirevlenebilirdir.

iii) fg:T — R tanimlanir ve
(f9i®) = FA(Og®) + fla(®)g*(®)
= f®g*®) + A1) g(a(®)

seklinde t’de A tiirevlenebilirdir.

(22)

iv) Eger f(t)f(o(t)) # 0ise, 0 zaman
() gm0

f f@©f(a(@®)
]—1c , t’de A tlirevlenebilirdir.

V) Eger g(t)g(o(t))+0 ise, 0 zaman

(i)A P ROIOEIGYE0
g FIGYIO)

E, t’de A turevlenebilirdir.

Teorem 2.2.. f, g: T — R taniml1 bu fonksiyonlar t € Ty i¢in V tlirevlenebilir olsun.
i) f+g:T = R tamimlanir ve
F+9"® =f'®)+9"(®)
seklinde t’de V tiirevlenebilirdir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
ii) VaeR i¢in af : T — R tanimlanir ve
(af)'(@) = af"(t)
seklinde t’de V tiirevlenebilirdir.

iii) fg:T — R tanimlanir ve

f'®) = Og® + flp(t)g"®)
=f®)g"® +fg(p®)
seklinde t’de V tiirevlenebilirdir.
iv) Eger f(t)f(a(t)) # 0 ise, 0 zaman

T

(2.3)

f fOfp®)
% , t’de V tlrevlenebilirdir.

V) Eger g(t)g(p(t))#0 ise, 0 zaman



(g)v o = 1090 —F(Hg"®
g g g(p®)

g, t’de V tiirevlenebilirdir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)

Simdi delta ve nabla tiirevleri arasindaki iligkiyi verecegiz.

Teorem 2.3.

(i) Eger f:T —» R ise, TX iizerinde A-tiirevlenebilir ve eger f*, TXiizerinde
stirekliyse f, Ty tizerinde V -diferansiyellenebilir ve her t e T " i¢in

()= 1*(p(t))

dir.

(ii)Eger f:T — R ise, Ty iizerinde V -tiirevlenebilir ve eger fV, Tylizerinde
siirekliyse f, TX iizerinde A-diferansiyellenebilir ve her t € Tkicin

f4(t)= V(o))

dir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)

Tamm 2.12. Eger f:T — R fonksiyonunun T deki sag yogun noktalarda sagdan
limiti ve sol yogun noktalarda soldan limiti varsa, bu fonksiyona diizenli fonksiyon
denir.

Tamim 2.13. (Delta integrali) f: T — R diizenli fonksiyon olsun. Eger F : T — R
fonksiyonu  TXda delta tiirevlenebilir ve Vt € TXigin F*(t)= f(t) ise F
fonksiyonuna f fonksiyonunun delta-anti tiirevi veya ilkeli denir.

Eger fonksiyonunun A anti-tiirevi varsa f ye A integrallenebilir fonksiyon denir.
a,b € T olmak iizere,

[ fmat=F@)-F(@)

seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)

Tamim 2.14. (Nabla integrali) f : T —R bir fonksiyon olsun. Eger F : T —> R

fonksiyonu Ty da nabla tiirevlenebilir ve Vt € Tyicin FY(t) = f(t) ise

F fonksiyonuna f fonksiyonunun nabla-anti tiirevi veya ilkeli denir.
Eger fonksiyonunun 'V anti-tiirevi varsa f ye V integrallenebilir fonksiyon denir.

a,b € T olmak lizere,

[ t®vt=F(b)-F(a)



seklinde tanimlanir. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Ornek 2.6. a,b € Tve a<b olsun.
i)Eger T = R ise,

b b b
ff(t)Atsz(t)Vtz ff(t)dt

Sagda ki integral normal integraldir.

i1)Yalniz izole noktalarin olusturdugu aralik [a, b] ise,

b
[rwac= 3" wore

t€[a,b)

ve
b

[rwe= 3" vore

a te(a,b]
u() =a(t) —tve v(t) =t— p(t)dir.
Ozel olarak T = Z ise,

b b—-1
[ rac=y rao
a k=a

ve

b b
[reove= 3" rwo

k=a+1

dir. Eger T = hZ ise,

b
[rwac=n Y s

t€la,b)
ve

b

[rwe=n " ro
a te(a,b]

dir.

Eger T = K, ise,

b
[roac=@-n Y vo

t€[a,b)



ve

b
[rve=a-a Y vo

t€(a,b]
dir.
Tamim 2.15. Bir f: T — R fonksiyonu Tnin biitiin sag-yogun noktalarinda siirekli ve
T nin biitiin sol-yogun noktalarinda soldan limitleri var ve sonlu ise sag-yogun
stirekli (rd-siirekli) denir. T iizerinde biitiin sag-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Crq(T) ile gosterilir.
Benzer sekilde Bir f: T — R fonksiyonu T nin biitiin sol-yogun noktalarinda siirekli
ve Tnin biitiin sag-yogun noktalarinda limitleri var ve sonlu ise sol-yogun stirekli (1d-
stirekli) denir. T tizerinde biitiin sol-yogun siirekli fonksiyonlarin kiimesi C;4(T) ile
gosterilir.
[a,b) aralig1 lizerinde biitiin sag-yogun siirekli sinirli fonksiyonlar a dan b ye A
integrallenebilirdir. (a,b] aralig1 lizerinde biitiin sol-yogun siirekli sinirli fonksiyonlar
a dan b ye V integrallenebilirdir.
Teorem 2.4. Eger f:T — R siirekli bir fonksiyon, Va,b € T i¢in a<b oldugunda
[, F®At = [} fp@)Veve [ f(©)e = [} f(a(e)At (24)
dir.
Gergekten, eger F — Rise f icin A— antitiirevi vardir. Vt € TX icin
F2(t)= f(t) veTeorem 2.1. (i) den Vt € Ty igin
FY(t)=F"(o(th = f (o(1))
ifadesine sahibiz.

Bu yiizden F, f(p(t)) icin V — antitlirevleri vardir. Boylece

jb f (p(t)Vt = F(b)— F(a) = jb f(t)At

dir.

Teorem 2.3. (ii) kullanilarak benzer tarzda (2.4) esitligindeki ikinci formdil
ispatlanabilir.

Eger f,9:T - R fonksiyonlar siirekli tiirevleniyorsa delta ve nabla

diferansiyellenebilir bu yiizden

[ mgwat=fF(Og®) | 5- [ Flot)g A (25)



[T 0g@ve =fF©)g®) | 5- [ Flo)g Ve (2.6)
[LF ®gat=Fg®)| &7 Fg°@ve 2.7)

[T (0g@ve=F(g® | 5- [ F©)g A (2.8)

olur. (Bohner ve Peterson, 2001, 2003)
Tamim 2.16. V # @ olmak lizere K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki sartlar
saglaniyorsa V’ ye K iizerinde lineer uzay (vektor uzay1) denir:
a) (V,t) Cebirsel yapist degismeli gruptur. Yani,

1. Yu,veV, u+ve V'dir.

2. YuVv,keV, utv+k)=u+v)+k’ dir.

3. Vue V, u+0=0+u=u € Volacak sekilde bir tek 0 € Vvardir.

4. Yu,ve V, u+(-u)=(-u)+u=0 olacak sekilde bir tek —u € Vvardir.

5. Vu,ve V, u+v=v+y’ dir.
b) u,v,e Vve 6, B € K olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.

1. Gu € K’dir

2. 6(u+v)=0u+ Ov’dir.

3. (6+pB)u=0u+ pudr

4. (0B)u = 6(Bu)’ dir.

5. Vu €V, 1V=V olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin

birim elemanidir.

K=R olmas1 halinde V’ye reel lineer uzay KK =C olmas: halinde 7’ ye kompleks
lineer uzay denir (Bozkurt ve Tiiren, 2000).
Tamim 2.17. Lineer uzaylarda tanimli olan doniisiimlere operator denir (Kreyszig,
1978).
Tamm 2.18. U, bir kompleks lineer uzay olmak tizere her u,v € U ve A € K her igin
asagidaki sartlar1 saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v
elemanlariin i¢ ¢arpimi ve U lineer uzayina da i¢ ¢carpim uzay: denir:

1. wuw)=20wu)=0su=0

2. (w,v) = (vu)

3. (Au,v) = A(u,v)

4. (U +uy,v) = (ug,v) + (uy, v).

Ayrica verilen bu ézellikler gozoniinde bulundurularak (u, Av) = A(u, v) ve
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(w, vy +v,) = (W, v,) + (u,v,) Ozellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman,
1963).

Tamm 2.19. (U, (.,.)) bir i¢ carpim uzay1 ve u € U olsun. u vektériiniin normu,

1
(o) /2
2
uw=mﬁ“{zﬁm>

olarak tanimlanir. Bu norma gore (U, C.,- ))i(; carpim uzay1 bir normlu vektoér uzayi
olur (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.20. Bir (U, (., .)) i¢ carpim uzay,

hull = (w2

normuna goére tam ise, yani (U, (.,.))i¢indeki her Cauchy dizisi U’ nun bir ug
noktasina yakinsak ise bu i¢ carpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).
Tamm 2.21. Bir U i¢ ¢arpim uzay1

llull = /(u,u)

ifadesi bir norm tanimladigindan, bu i¢ ¢arpim uzayi bu norma gore lineer normlu
uzay olur.
Sayilabilir, tam ortonormal sistem i¢eren bir i¢ ¢carpim uzayina Hilbert Uzay: denir
ve genellikle H ile gosterilir (Naimark, 1968).
Tamm 2.22. K , H Hilbert uzayinin herhangi bir lineer alt uzayr (K < H)olsun.
T:K<H->H

doniistimii, her a, e C ve her u, v € K igin
T(au + Bv) = aTu + BTv
esitligini saglantyorsa, T doniisiimiine lineer operatdr denir (Naimark, 1968).
Tamm 2.23. H Hilbert uzaymin bir alt kiimesi iizerinde tanimlanan herhangi bir L
lineer operatoriiniin deger kiimesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ise L , H
lizerinde bir lineer fonksiyoneldir denir. Tiim H uzayinda tanimlanmip asagidaki
kosullart saglayan L fonksiyoneline siniri lineer fonksiyonel denir.

1. wuveEHveapf €Rigin
L(ax + By) = aL(x) + BL(y) dir.

2. Her u € H ve bir k sabiti i¢gin
|L(w)| < kllu|| dir (Naimark, 1968).
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Tamm 2.24. H Hilbert uzay1 iizerinnde tanimlanan bir T lineer operatorii verilsin.
Her u € H i¢in

ITull < kllull
esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayis1 varsa T ye siunirlt lineer operator denir. Bu k
sayilarinin en kiigiigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu alternatif olarak
ITIl = SUPM= sup [|Tull
wzo lull g2
esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).
Tanmm 2.25. H bir Hilbert uzay: ve T bu uzayda bir lineer operatér olmak tizere, T
nin tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h,t € D(T) igin,
(Th,t) = (h,T*t)
esitligini saplayan T* operatoriine T’ nin eslenik operatorii denir. Bu esitligi saglayan
t € H vektorler kiimesine T’ nin tanim kiimesi denir ve K(T™) ile gosterilir. T*
operatorili agagidaki esitlikleri saglar.
i. ([T)'=T

i. (AT)* =aT*

iii. (T+L)'=T"+1L

iv. (T)"=LT"

v. |T*|| =TIl (T sunurliken)
(Naimark, 1968).
Tamim 2.26. T* = T ise, T’ ye kendine es operator adi verilir (Akhiezer ve Glazman,
1963).
Tamim 2.27. T lineer operatoriiniin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun
olmak tizere, her h € D(T) i¢in,
Im(Th,h) = 0
ise, T lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve
Gorbachuk, 1991).
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3.KENDINE ES DIFERANSIYEL IFADELER

T zaman skalasi olsun. p,, p;,..., p,, , T lizerinde taniml1 saga-yogun stirekli
fonksiyonlar olsun. vt € Tigin p,(t)=0 ve a €TK", b€ Tyn, T* = T,f,f =

TX" NTynve a<b olsun. Bu takdirde herhangi bir 2. mertebeden diferansiyel
ifade,
] neio1 n—i—1,
Ly(t) = Eio(=1)" [pi 0y 7V (0)] (3.1)
n a1y N7 A A27 7 A AV (£\1VA
= (D" po@y* W]+ = [pas @y T@)]  + o2 (YA (O] -
[Pn-1 (Y7 (O]* + pa(O)y(£)

ile tanimlanir. (Gusenov, 2005)

n-i . . . - - o .
Tanmm 3.1. T,fn—i tizerinde tanimhi ve 0<i<n igin sag-yogun siirekli

(pi yr )V e fonksiyonlarmin lineer kiimesini  ile gosterelim. Vy € Q igin Ly

ifadesi tanimlidir ve T™ {izerinde sag-yogun siirekli fonksiyon belirtir.
Her y € Q ifadesi i¢in T* saga-yogun siirekli bir fonksiyon Ly tanimlandi.
n = 1ise (3.1) ifadesi

Ly(®) = =[po@®y"(®)]* + p1(D)y () (3.2)
seklindedir.

n = 2 icin

Ly(t) = [po(®)y*" ()] = [p1 @)y 1" + p. (D y () (3.3)
olur.

Teorem 3.1. a,b € T olsun 6yle ki a € TX", b € Tyn ve a < b olsun. Biitiin y, z €

fonksiyonlar1 i¢cin Lagrange 6zdesligi (Green formiilii)
b b
J, Wy)zAt = [y, z]5 + [ y(Lz)At (34)
ile verilir ki bu da

[y, 215 = [y, z1(b) — [y, 2](a)
ve

YO B (D [0 O]

A = TS T | e
—z2"7 7 () T (-1 [pi(0)y* (0

(3.5)

i

olur.

Ozel olarak n = 1 i¢in
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[y, 2](t) = po()y ()27 (£) — y¥ (t)z(t)

dir.

n = 2 i¢in

[y, 2](®) = [poOy*T (®)]"2(2) — yOpo()2* (D]"

—po MY (24 (1) — y* (O (O] — p1(O[y" (O)z(8) — y()z" ()]

olur.

Ispat: Yalnizca n = 1 ve n = 2 durumlarini ele alacagiz. Bu durum keyfi n ler igin

benzer sekilde ispatlanabilir.

Egern =1 ise
j:(Ly)zAt _ —jb [P, )y )] zt)at + jb p,(t) y(®)z(t)At (3.6)

dir.

(2.7) ve (2.8) formiillerinde ilk tarafina kismi integrasyon uygularsak
b b

j [Po@®y"1°z(D)ALt = po(D)y¥ (D)z()| 5 - f po (Oy¥(8)z" (H)Vt

a a
b

= po@®y' )z 5 —po®)y®)z"@®)| 5+ J y(O)[po(®)z"]* At

elde ederiz.

Bu ifadeyi (3.6) nin sag tarafinda yerine koydugumuzda n=1 durumu igin
tamamen kanitlanmais olur.
Eger n=2 ise, (3.3) de oldugu gibi Ly(t) tamimlandi.

Ly () = [po(Oy*"(O)]™
ifadesi igin (2.5) de kismi integrasyon uygularsak ve Teorem 2.3'den (ii) kullanilarak

b b
] (Liy)zAt = j [P0 (DY (O] z(D)At

b

= [po Y (O 2] &~ f oy ™" (o(6))zA (D)t

a
b

= [po Y (O 2(®)] &~ f oy ™" (D22 (D)t

a
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ifadesini elde ederiz.

(2.7) formiiliinde kismi integrasyon uygularsak

b b
f [poy™V1% ()22 ()AL = po()y*¥ ()24 ()| 5 — f po (DY ()2 (t)Vt
elde edilir.

(2.6) formiiliinde kismi integrasyon uygularsak ve Teorem 2.3 (i) den
b b

f oy 1* ()22 ()¢ = po(D)y Oz (®)] b — f 21(p(®)) [poz ™17 (1) Ve

a a
b

= po YA O (O] b - f V(0 [poz™ ] (£)Vt

bulunur. Son olarak, (2.8) formiiliinde kismi integrasyon uygularsak
b b
f Y ®Olpoz™]" (O = y(Olpez™ (O] & - f y®lpoz™ (] At
a a
elde ederiz. Bu formiillerin tamamuin1 birlestirirsek,
b

jaqyﬂAt=h%&b#W0P2@N b — oy (Oz )]

a
b

+po Oy Oz ()| § =y [po®z" W] 5+ f y(L,2)At

a

elde edilir. Sonug olarak, n=1 durumundaki hesaplamalar hesaba katarak n=2
durumunu kanitlayabiliriz. (Guseinov, 2005)

Uyan 3.1. (3.4) 6zdesligi gosterdi ki, Ly diferansiyel ifadesi
b

(y,2) = j y(©)z(D)At

a

i¢ ¢arpimina gore formal olarak kendine esdir (self-adjoint).
Her bir yeQ igin, teT" kimesi 0<k<n-1 igin

n

y = oy,

Yt = pyd™ T — (yIrke ) << — 1,
A
yl2 = p,y — (yBr-1)
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olsun.
Bu fonksiyonlar yfl 0<i<2n , quasi-tirevleri olarak adlandirilir. Bu

fonksiyonlar yardimiyla Ly ifadesi

. ) P n—-i-1 Vj_i
yIml = X I [0y @] 0<j -1,
i=0

i = (-1 oy o] =

ile gosterilmis olur.
Boylece (3.5) esitligi ile tanimlanan [y, z](t) fonksiyonu asagidaki sekilde
ifade edilebilir.

[y,21(0) = Sio{y* 1 (0224 (1) — yr-H )21 (1) (3.7)
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4. KENDINE ES SINIR SARTLARI VE GREEN FONKSIYONU

Bu boliimde zaman skalast {izerinde kendine es sinir kosullari ve green
fonksiyonundan s6z edecegiz.
a,b €T Syleki a<b icin a € TX",b € Tyn olsun. Eger y ve z reel degerli,

[a, b) tlizerinde saga yogun siirekli ve sinirli fonksiyonlar ise, onlarin i¢ garpimini

(v,2) = [} y(Dz(t)At

ile tanimlayalim. Farzedelim Ki

Pn:la,b) = R

saga yogun siirekli ve sinirli fonksiyon olsunve 0 <i <n —1 i¢in

pi:[p" (@), b] = R

tizerinde saga yogun siirekli py(t) # 0 olsun.

Tamm 4.1. Q[a,b) tiim saga yogun siirekli y: [p"(a),o™ 1] - R fonksiyonlarinin

lineer kiimesi olsun dyle ki

-1

n—i— Vn_i .
(i) t € [a,b] igin [pi(t)yA 1V(t)] ,0<i<n-—1 ~fonksiyonu tanimlidir.

Tl—i—lA

n—i— v .
(ii) t € [a, b] igin [pl-(t)yA 1V(t)] ,0<i<n-—1 fonksiyonu tanimhdir
ve [a, b)lizerinde saga yogun siirekli ve sinirlidir.

y € Q[a, b) igin

Tl—i—lA

Ly(®) = So(-0" [y 0] e fab) (4.1)
olsun. Bu yiizden Ly, [a,b) lizerinde saga yogun siirekli ve sinirhidir. Diferansiyel
ifade (4.1) ile birlikte
Uj ) = ZiLy ey (@ + B By ) = 0,1 < j < 2n (4.2)
sinir gartlart tanimlayalim. Burada Ak, Bk, 1 < j, k < 2n reel sayilardir. (Guseinov,
2005)
Tamim 4.2. (4.2) nin sinir sartlarina gore (4.1) diferansiyel ifadesi kendine esdir
ancak ve ancak (4.2) kosullarini saglayan biitiin y, z € Q[a, b) fonksiyonlar1 igin
(Ly,z) = (y,Lz)
dir.

Bu durum (3.4) esitligi ile
(Ly,z) = (y,Lz) = [y, 2] §
elde edilir. Burada [y, z] (3.5) esitligi ile tanimlanir. (Guseinov, 2005)
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Boylece (4.2) smir sartlarn kendine esdir ancak ve ancak biitin y,z €
Q[a, b) fonksiyonlari i¢in
[v,2]G =0
dir.

Ornegin,

y*l(@)=y*¥l(p) =0,0 <k <n-1
sinir sartlart ve

yH(@)=y™ (), 0<k<2n-1
sinir sartlar1 kendine esdir.

Eger g:[a,b) = R herhangi saga-yogun siirekli ve smirli fonksiyon olmak
uzere
Ly(t) =g@®),U;(y) =0,1<j<2n
homojen olmayan sinir deger problemi,
y(©) = [, G(t,5)g(s)As (4.3)
ile verilen
y:[p"(a),a" 1 (b)] > R
¢oziim fonksiyonuna sahip ise,

Ly(t) =0,U;(y) =0,1<j<2n
sinir deger problemi G (t, s) Green fonksiyonuna sahiptir.

Swir sartlart U;j(y) = 0,1 <j < 2n ve Ly diferansiyel ifadesi tarafindan
tiretilen operator A olsun. D(A) tanim kiimesi, (4.2) sinir kosullarini saglayan
y € Q[a, b) olusur dyle ki Ay = Ly esitligi saglanir.

G (t, s) Green fonksiyonun varligi, g:[a, b) — R tiim smirli saga yogun foksiyonlar
i¢cin

A = [ G6(t,)g(s)As,t €[p™(@), o™ (b)] (4.4)
ile taniml1 A operatdriine karsilik gelen A1 operatdriiniin varoldugu anlamina gelir.

Kabul edelim ki (4.2) sinir sartlar1 kendine es olsun. O zaman tim y,z €
D(A) igin
(Ay, z) = (y,Az) (4.5)
olur, bu A operatériiniin kendine es oldugu anlamina gelir.

A™Y operatérii de tim f, g € Crqla, b) igin simetrik yani
(A7'f, 9y =(f,A7g) (4.6)
18



dir.

simetriktir.

(4.5) ve (4.6)den Ly(t) =0,U;(y) =0,1<j<2n

kendine es smir deger probleminin G(t,s) Green fonksiyonu simetriktir yani
t € [a,b) i¢in G(t,s) = G(s,t) dir.

Ornek 4.1. ikinci mertebeden L(t) diferansiyel ifade (3.2) de verildi.

ay(a) - By*(a) = 0,yy(b) + 5yM(b) = 0

a,B,v,8€eR, |a| + |Bl #0,|y| +|6] # 0 smur kosullar1 Ly(t) diferansiyel ifadesi
kendine esdir.

¢ vey,

o(@) =B, (a) = a;

p(b) = 6,pl(b) = -y

baslangi¢ kosullarini saglayan

—[po Oy (O1* + p1(D)y(t) = 0, te[a, b)

denkleminin ¢oziimleri olsunlar.

w = We(p,¥) = o) — oMy (0)

¢ ve y ¢oziimleri Wronskian, t den bagimsizdir. Eger w # 0ise (3.2),(3.7) sinir

deger problemlerinin Green fonksiyonu

1 {w(t)w(s),t <s
wle(S)yY(t),s <t

Ile verilir. G(t, s) fonksiyonunun simetrik oldugu agiktir. (Guseinov, 2005)

G(t,s) =—
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5. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde sinirli zaman skalalart {izerinde diizgiin olmayan Euler-Bernoulli
kirislerinin ters titresiminin genislemelerini anlatacagiz.

Euler-Bernoulli diizgiin olmayan kirislerinin ters titresim problemi
[(y) = (EI"(®)y*")"2 () — pow?A* ()y(t), teTy = T* n (a,b),a < b (5.1)
ifadesi ile verilir. Burada y ters yer degistirme E,p, Ve w sirasiyla Young
modelleri, kiitle yogunlugu ve dogal frekansdir. A*(t) ve [*(t) mevcut enine
kesitlerin suan ki durgunluk momenti ve alanidir. ¢t 1s1nin mevcut boylam koordinat
ve a ve b kirisin sabit ve degisken ucunun koordinatlaridir.
Notasyonun sadeligi i¢in,
Yo =y
yttl = A
v = Er(y*

13l = _(y[z])v

Y = —pow2a* (0)y — ()"

notasyonunu kullanalim.

y; 1 <i<4,(51) denkleminin ¢oziimleri olsun. y;, y,, y; Ve y, inWronskiani
Yyi Y2 Yz Ja

[1] [1] 1 1
Yio Y J’?E] J’l]

W1, Y2, Y3, Ya) = 2
Y2, Y3, Ya y1[2] y2[2] ygg] yF]

y1[3] y2[3] y?E3] yl3]
ile tanimlanir.
Birinci, ikinci,liglincii A-tiirevleri T; de A-mutlak siirekli ve ly € L5(T;)
kosulunu saglayan biitiin y(t) € L3(T;) fonksiyonlarinin kiimesini Dom,,,, ile
gosterelim.

Liaxy = ly ile Domy,,, lizerinde L,,,, maksimal operatoriinii tanimlayalim.

Yy, z € Dom,y,,, i¢in, Green formiilii

L) @z© At — [ y©OTD @ At = [y, 2], — [y, 2], (5.2)
[le tanimlanir. Burada

ly,z]; = y[o] (t)z‘[3](t) - y[3](t)z—[0] (t) + y[l](t)z‘[z] (t) — y[z] (t)z‘[l](t)
dir.

Dom,yin
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Y% @) = yM(a@) = yP(a) = yBl(@) = 0
Yl b) = yM(b) = yPl(b) = yFI(b) = 0
kosullarini1 saglayan tim y € Domy,,, vektorlerin lineer kiimesi olsun. Eger Ly, 4
operatorii Dom,,;,, kiimesine kisitlanirsa, L,,;, minimal operator elde edilir. Agiktir
Ki Lin = Limax V€ Lmin Kapali simetrik operatoridiir. (Naimark, 1968)
Tamm 5.1. H Hilbert uzay1 {izerinde bir M lineer operatoric ( D(M) yogun )
, Im(Mf) =0,vf € DIM)(Im(Mf,f) <0,Vf € D(M))) kosulunu saglarsa
disipatif (akretif ) operatér ve uygun disipatif (akretif) genislemeye sahip degilse
maksimal disipatif (maksimal akretif) operatdr olarak adlandirilir (Gorbachuk ve
Gorbachuk, 1991).
Tamim 5.2. H bir Hilbert uzay ve @, ,®, : D(M)— H lineer doniisiimler olsun.
1)Her f,g € D(M™) ig¢in

M f,9)u — (f M@y = (P1f, P29) 0 — (Pof , P19 ks
2) Keyfi F;,F, € H i¢in bir f € D(M*) vektorii vardir oyle ki @,f =F; ve
&, = F, olur.
sartlar1 saglayan (H,®;,®,) TUglisiine sinir deger uzayir denir (Gorbachuk ve
Gorbachuk, 1991).

Simdi @4, ®,: Dom,,,5, — C* lineer doniisiimleri

/ —yl%(a) /y[“ (b)
| =y |y
yH(b) y2(b)

ile tanimlayalim.

Teorem 5.1. (C* @4, @,)iicliisii L,y,;, operatoriiniin bir siir deger uzayidir.
Ispat: Vy, z € Dom,,4, icin

(P1y — Py2) s — (P12 — Dyy) s = _y[o] (a)Z_[s] (@) — y[l] (a)Z_[Z] (@)
+y0B)zZ(b) -y ()2 (b) — (29 (@yP)(@) - 7M@)y (@)

— (-2 EIb) + 2 (b)Y (b))

=yl 0)zB(b) - 2By (b) + yH (0)22 () — 211 (b)y ™ (b)
-y )z (@) + 2% (@)yP(@) -y (@7 (@) + 2N @)y (a)
= [y,z]1(b) - [y, z](a)

elde edilir.
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(5.2) Green formiiliinden

(P1y — P22) s — (D12 — DY)+ = [y, 2] (D) — [y, z](a)

= (Lmaxyr Z)
bulunur.

Boylelikle, smir degeri uzaymin taniminin ilk kosulunu kanitladik. Simdi,

- (y’ Lmaxz)

sinir deger uzaymin taniminin ikinci kosulunu ispatlayalim.

Uy
U,
Us
Uy

olsun.

y(6) = ay(Duy + az (D v taz(Duy + ay(Hv, + as(Dus + ag(H)vs + az(Duy

U1
7]
U3
Uy

e c*

+ ag(t)vy, a;(t)eH(i = 1, ...,4)

vektor degerli fonksiyonu asagidaki sartlari saglasin.

aEO] (a)=1
a£°] (@)=0
ago] (a)=0
ago] (a)=0
ago] (a)=0
aé"] (@)=0
a£°] (@)=0
a2[30] (a)=0
a’(b) =0
a®l(h) = 0
a(b) =0
al®l(h) = 0
al’ (b) = -1
a®(p) = 0
a®(h) = 0
a®(b) =0

Bu durumda bu fonksiyon Dom,,,, kiimesine aittir ve @;y = u, @,y = v

olur.

ve

aP] (@)=0
agl] (a)=0
agl] (a) =-1
agl] (a)=0
agl] (a)=0
aE] (a)=0
aE] (a)=0
agl] (a)=0
ai(b) =0
ai(p) = 0
() =0
al(h) = 0
a(p) =0
all(p) = 0
at(p) =1
a(b) =0

agz] (a)=0
agz] (@)=0
agz] (a)=0
aé[f] (a)=1
agz] (a)=0
aéz] (a)=0
agz] (a)=0
agz] (a)=0
al?l(h) = 0
a?(h) = 0
a?(b) =0
al?l(h) = 0
aZ(b) =0
a?(h) = 0
a?(h) = 0
at[gz] (a)=1
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a£3] (a@)=0
a£3] () =1
a£3] (a)=0
af] (a)=0
aE] (a)=0
aE] (a)=0
aE] (a)=0
aE] (a)=0
i’ (b) = 0
as(b) =0
aBl(b) =0
al®l(p) = 0
aBl(h) =0
aBl(p) =1
aBl(p) = 0
alPl(h) =0



Sonu¢ 5.1: T,C* uzayinda biiziilme operatdrii ise, Ly,q, operatdriiniin

(T—D®,y+i(T+ DD,y =0 (5.4)
veya
(T—D®,y—i(T+Dd,y =0 (5.5)

kosullarini saglayan y € Domy,,,, vektorlerinin kiimesine kisitlanisi sirasiyla Lmin
operatoriiniin maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir.

Tersine, Lmin operatoriiniin keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif)
genislemeleri (5.4) ( (5.5) ) bigiminde gosterilebilir. T biiziilme operatorii bagint1 ile
tek tiirli belirlenir. Eger (5.4) ( (5.5) ) ifadesindeki T operatorii izometrik operator
olursa Lmin operatoriiniin maksimal simetrik genislemesini, eger T operatorii tiniter
olursa Lmin operatoriiniin kendine es genislemesini verir.

L operatoriiniin disipatif (akretif) genislemelerinin genel formu sirasiyla
T(®y +id,y) = @y — id,y, D1y + P,y € Dom(T)

T(®P1y — iDyy) = P1y + iP,y, D1y — iDyy € Dom(T)
kosullar1 ile verilir. Burada T operatorii f € Dom(T) igin

ITFI <1l

sartin1 saglayan bir lineer operatordiir.
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6.SONUC

Bu tez caligmasinda, smirli zaman skalar1 {izerinde diizglin olmayan
kirislerinin ters titresim Euler-Bernoulli dinamik denklemi
(EI (£)yAV)VA(t) — pow?A*(t)y(t), teTy = T* N (a,b),a < b
igin smir deger uzayr olusturulmustur. Bu denkleme karsilik gelen operatorler igin
maksimal disipatif, maksimal akretif, kendine es genislemeleri sinir kosullart
cinsinden verilmistir.

Bu calisma zaman skalalar1 iizerinde singiiler durumdaki 4. Mertebeden
dinamik denklemlere genisletilerek ayr1 bir aragtirma konusu olabilir. Ayrica zaman
skalas1 lizerinde 2n. mertebeden dinamik denklemler igin literatiirde herhangi bir

¢alisma bulunmamaktadir. Boyle bir ¢aligsma literatiirdeki boslugu doldurabilir.
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