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Kaba kiime teorisi, kesin olmayan, belirsiz veya muglak bilgilerle basa ¢ikmak i¢in
giiclii bir matematiksel aractir. Kaba kiime teorisinin temel kavramlar1 bilgi sistemleri,
denklik bagintilar1 ve yaklasim uzaylarinin yaklasim operatorleridir. Bu teorinin baslangic
noktasi, 6l¢iimlerden ve uzmanlardan elde edilen nesneler ve 6zelliklerin olusturdugu veri
kiimesidir. Topoloji matematigin bir dahidir ve birgok uygulamaya sahiptir. Bilgi
sistemlerini ve kaba kiimeleri incelemek icin bir aragtir. Yaklasim operatorleri kaba kiime
teorisi ile topoloji arasinda yakin baglant1 kurar. Topoloji ve komsuluk sistemi kullanilarak
tanecikli hesaplama i¢in bir model kurulur. Bu tezde, topolojik yontemlerle genellestirilmis

yaklasim uzaylar1 ve kaba kiimelerin topolojik 6zellikleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Kaba kiime, yaklagim uzayi, alt ve iist yaklasim, bilgi sistemi,
topolojik uzay
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Rough set theory is a powerful mathematical tool for dealing with inexact,
uncertain or vague information. The fundamental concepts of rough set theory are
information systems, equivalence relations and approximation operators of approximation
spaces. The starting point of this theory is data set which consists of objects and attiributes
obtained from measurements and human experts. Topology is a branch of mathematics and
has many applications. It is a tool to study information systems and rough sets.
Approximation operators draw close links between rough set theory and topology. Using
topology and neighborhood system is established a model of granular computing. In this
thesis, generalized approximation spaces via topological methods and topological

properties of rough sets are investigated.
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1. GIRIS

Verilerin toplanmasi, incelenmesi ve degerlendirilerek analizinin yapilmasina
duyulan gereksinim glinimiizde 6nemini her gegen giin artirmaktadir. Bu ger¢ek gelecegin
“veri” iizerine kurulacag konusundaki sdylemleri destekler niteliktedir. Peki “veri” nedir ?
Bir arastirmanin temelini olusturan elemanlar ya da &geler olarak tanimlanabilir. Ornek
olarak; iilkemizdeki tiniversitelerden 2018 yilinda mezun olan biitiin 6grencilerin kiimesi
alinsi. Bu kiimenin en dar anlamda veri olusturdugundan s6z edilebilir. Ancak verinin
sahip oldugu ozelliklere gore siniflandirilmasi aragtirmacilar i¢in daha biiyiik Snem
kazanmaktadir. Ogrencinin mezun oldugu iiniversite, fakiilte, boliim, lisans bitirme
derecesi ya da akademik ortalamasi, cinsiyeti, yasi, yabanci dil seviyesi, edindigi
sertifikalar, yurt dis1 deneyimi ve benzeri 6zelliklerin eslestirilmesi verinin bilesenlerini
olusturmaktadir. Bir sonraki asamada ise, mezunlar sahip oldugu ozelliklere gore
siiflandirilir.  Bdylece bilgi sistemi adi verilen tablolar olusturulabilir. Isveren
konumundaki sirketler, firmalar ve fabrikalar istihdam konusunda dogru karar alabilmek
icin veriye ya da bir bilgi sistemine gereksinme duyarlar. Onlar i¢in veriye sahip olmak
kadar, verinin dogru yorumunun yapilmasi da 6nemlidir.

Klasik kiime teorisine gore bir nesne bir kiimeye aittir (var-1) ya da ait degildir
(yok-0) bigiminde ifade edilebilir. O halde klasik kiimeler sadece {0,1} degerlerini alan
fonksiyonlar olarak diisiiniilebilir. Giinliik hayatta iki degerli mantigin sinirlarin1 zorlayan
adina belirsiz ya da muglak adi verilen durumlarla karsilasilir. Yakin ya da geng
kavramlar1 belirsizlik iceren somut Orneklerdir. ki degerli klasik mantigin ¢dzmekte
yetersiz kaldig1 bu ve benzeri durumlar1 agsmak i¢in derecelendirme yoluna gidilmistir. Bir
nesnenin bir kiimeye ait olmasi belirli bir dereceyle miimkiin olmaktadir. Boylece temelleri
Zadeh tarafindan atilan belirtisiz kiime teorisi kurulmustur (Zadeh, 1965). Bu teoriye gore,
bir belirtisiz kiime sadece {0,1} degerlerini alan bir fonksiyon olmanin O6tesinde, [0,1]
kapali araliginda degerler alabilmektedir.

Klasik kiimelerde yer alan nesneler, herhangi bir ek bilgiye gereksinme
duyulmadan siralanir. Ancak ayni 6zelliklere sahip olan nesneleri siniflandirma diisiincesi
verinin islenmesinde ¢ok yararli olabilmektedir. Verilerin islenmesi diislincesi, bizleri
belirsizlige bir diger yaklasim olarak, kaba kiime teorisine gotirmektedir (Pawlak, 1982).

Bu teorinin temel fikri; bir kiimenin alt ve iist yaklagim operatorleri yardimiyla karakterize



edilmesi olarak ifade edilebilir. Bilgi sistemlerinde goriinmeyen ya da gizli kalmisg
bilgilerin yaklasimlarda bulunarak ortaya c¢ikarilmasi da kaba kiime teorisinin amaglari
arasinda sayilabilir. Bu teorinin uygulama alanlar1 arasinda; yapay zeka, makine
O0grenmesi, veri madenciligi, uzman sistemler, biyoinformatik, tip ve sosyal bilimler
sayilabilir.

Kaba kiime teorisi gelisimini yapisal ve cebirsel yontemler dogrultusunda
siirdiirmektedir. Bagintilar, ortiiler, ayrisimlar, komsuluklar ve orgiiler yapisal yontemlerin
kapsaminda yer almaktadir (Yao, 1996, 1998). Cebirsel yontemlerin igeriginde ise alt ve
iist yaklagim operatdrleri yer almaktadir. Pawlak kaba kiime yaklagiminin genellestirilmesi;
birbirlerine esdeger olan {i¢ baslik altinda toplanir (Yao, 2003). Bunlar eleman-tabanli,
tanecik-tabanli ve altsistem-tabanli yaklasimlar olarak adlandirilir. Eleman-tabanli
yaklagimda denklik bagintisinin yerine herhangi bir baginti alinir. Bu ¢alismada eleman-
tabanli yaklagimdan etkin olarak yararlanilacaktir.

Kaba kiime teorisinin bazi topolojik kavramlarla olan benzerligi, kaba kiimeler ile
topoloji arasinda iliskinin kurulmasina olanak saglamistir (Vlach, 2008). Bos olmayan bir
kiimenin herhangi bir ayrisimi olan aile, bu kiime {izerinde kurulan topolojinin tabani
olmaktadir. Bir ayrisimdan denklik bagintisi elde edilir. Denklik bagintis1 ise kaba kiime
teorisinin temelidir. Denklik bagintis1 olma sinirlayict bir durum yaratir. Bu ¢alismada
hem denklik bagintisina dayali Pawlak kaba kiime yaklagiminin hem de herhangi bir
bagintiya dayanan genellestirilmis kaba kiimelerin topolojik 6zellikleri incelenecektir.

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. {lk boliimde; tez konusunun kapsamina
yonelik tarihsel siire¢ ve motivasyon verildikten sonra, ikinci boliimde; c¢alismanin
biitiiniinde gereksinme duyulan kiimeler teorisi, topolojinin temel kavramlar1 ve temel
Oonermeler yer almistir. Boliim 3 de bilgi ve karar sistemleri, Pawlak kaba kiime yaklasimu,
alt ve iist yaklagim operatorlerinin 6zellikleri, Pawlak kaba kiime yaklasiminin topolojik
Ozellikleri, bilgi tabani, kaba topoloji ve 6rnekleri bir araya getirilmistir. Genellestirilmis
kaba kiimeler, topolojik 6zellikleri, eksik bilgi sistemleri ve topolojik indirgeme konulari
dordiincii boliimiin igerigini olusturmaktadir. Bu ¢alismanin son bdliimiinde, incelenen

konuya iligskin bulgulara yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE ONERMELER

Bu béliimde, calisma boyunca kullanacagimiz bazi temel bilgiler verilecektir. Ilk
olarak kiime kavrami ve islemleri, bagmtinin tanimi1 ve ¢esitli bagmnt1 tiirleri verildikten
sonra, Boole cebiri tanim1 ve temel topolojik uzay kavramlar1 ifade edilecektir. Ayrica

calisma siiresince kullanacagimiz U gosterimi evrensel kiime igin kullanilacaktir.

Tamim 2.1 U kiimesinin herhangi iki altkiimesi X ve Y olsun. Hem X hem de Y kiimesi
icinde bulunan 6gelerin olusturdugu kiimeye X ve Y kiimelerinin kesisimi adi verilir ve
X NY simgesi ile gosterilir. X kiimesi veya Y kiimesi i¢inde bulunan 6gelerden olusan
kiimeye X ve Y kiimelerinin birlesimi adi verilir ve X U Y simgesi ile gosterilir. Ayrica X
kiimesinin i¢cinde bulunmasina karsin Y kiimesi i¢inde bulunmayan 6gelerin olusturdugu
kiimeye X ile Y kiimelerinin farki ad1 verilir ve X \ Y simgesi ile gosterilir. Ozel olarak

U\ X kiimesine de X kiimesinin tiimleyeni denir (Ozer vd., 1994).

Tanim 2.2 [ herhangi bir kiime olsun. I nin her bir i € I elemant i¢in bir X; kiimesi varsa,
biitin bu X; kiimelerinin toplulugu olan {X; : i € I} kiimesine bir kiime ailesi denir ve

kisaca A = {X;} ;¢; seklinde gosterilir (Ozer vd., 1994).

Tamim 2.3 Bir U kiimesinin tiim altkiimelerinin olusturdugu kiime ailesine, U kiimesinin

kuvvet kiimesi denir ve ?(U) simgesi ile gosterilir (Ozer vd., 1994).

Tanmim 2.4 A € P(U) kiime ailesi A = {X;} ;¢; Olarak verilsin.
i. Bu ailede bulunan kiimelerden her biri i¢inde bulunan tiim elemanlardan olusan
kiimeye A ailesinin kesisimi ad1 verilir ve N;¢; X; biciminde gosterilir. Boylece;
ﬂXiz{x:Vi(iEszeXi)}
iel

esitligi yazilabilir.

ii. Bu ailede bulunan kiimelerden en az biri i¢inde bulunan tiim elemanlarin
olusturdugu kiimeye A ailesinin birlesimi adi verilir ve  U;¢; X; bigciminde

gosterilir. O halde;



UXiz{x:Eli(iEIvexEXi)}
i€l

esitligi bulunur (Ozer vd., 1994).

Tanim 2.5 Asagidaki 6zelliklere sahip bir A = {X; € U : i € [} ailesine U kiimesinin bir
ayrisimi denir (Ozer vd.,1994).
. A<,
. QO&dA,
ii. (GjeDA#)=>X;nX; =0,
iv. U =UA(WyadaU = Ui X))

Ornek 2.1 U ={a,b,c,d} kiimesinin X; = {a, b}, X, = {c}, X3 = {d} olmak iizere

altkiimeleri verilsin. {X;, X5, X3} kiime ailesi U kiimesinin bir ayrisimidir.

Tanmm 2.6 Bos olmayan herhangi U ve V kiimeleri verilsin. x € U ve y € V olmak {izere

biitiin (x,y) sirali ikililerinin kiimesine U ve V kiimelerinin kartezyen ¢arpimi ya da dik

carpimu ad1 verilir. U ve V kiimelerinin kartezyen carpimi U X V simgesi ile gosterilir ve
UxV={(x,y):x€Uvey€eV}

dir (Ozer vd., 1994).

Tamm 2.7 U ve V' bos olmayan herhangi iki kiime olmak iizere, U X V' ¢arpim kiimesinin
herhangi bir R altkiimesine U kiimesinden V kiimesine bir bagint1 denir.
Bir R € U XV bagmtist verildiginde, x elemaninin R bagmtisiyla y elemani ile iliskili
olmasi1 xRy gosterimi ile ifade edilir. O halde R = {(x,y) : xRy} € U X V dir.
Ozel olarak R bagmtist U X U kiimesinin bir altkiimesi ise, R ye U kiimesi iizerinde bir
bagint1 ad1 verilir. U kiimesi lizerinde 6zdeslik ya da birim bagint1 Ay= {(x,x) : x € U}
olarak tanimlanir ve U kiimesinin kosegeni olarak adlandirilir. R € U X V' bir baginti
olmak iizere

R1={(y,x): (x,y) ER} SV XU

kiimesine R bagintisinin tersi denir (Yiiksel, 2015).

Tanmm 2.8 U kiimesi lizerinde verilen bir R bagintisi, sahip oldugu o6zelliklere gore ¢esitli

adlarla bilinir. Bu tiir bagintilara iliskin tanimlar1 verelim.



I. Her x € U icin xRx ise R bagintist yansimalidir.

ii. Herx,y € Ui¢in xRy = yRx ise R bagintisi simetriktir.

lii. Her x,y € U ig¢in xRy = yRx saglanmiyor ise R bagntis1 ters simetriktir.

iv. Her x,y,z € U i¢in (xRy ve yRz) = xRz ise R bagmtis1 gegislidir (Ozer vd.,
1994).

Tammm 2.9 U kiimesi iizerinde R ve S gibi iki baginti verilsin. R ile S bagmtilarinin
bileskesi yine U kiimesi iizerinde bir bagint1 belirler ve

SoR={(x,z2)eUxU: 3y €U)[(x,y) ERve (y,z) € S|}
olarak tanimlanir. Ozel olarak R =S alinarak, bir R bagintisiin biitiin kuvvetleri

(bileskeleri) R = R ve n € N* olmak iizere R**1 = R™ o R ile hesaplanir (Biilbiil, 2014).

Onerme 2.1 U kiimesi {izerinde verilen bir R bagntisi i¢in asagidaki denklikler saglanir
(Ozer vd., 1994).

i. R bagintis1 yansimalidir & Ay € R,

ii. R bagmtis1 simetriktir & R = R71,

iii. R bagintis1 gecislidir <& Ro R C R.

Tamm 2.10 Bir U kiimesi lizerinde yansimali, ters simetrik ve ge¢isli olma kosullarini
saglayan bir R bagintisina kismen siralama bagintis1 adi verilir. U kiimesi iizerinde bir R

kismen siralama bagintis1 varsa, U kiimesine kismen siralidir denir (Ozer vd., 1994).

Ornek 2.2 9(U) ailesi iizerinde tanimlanan “S” altkiime olma bagmntis1 bir kismen

siralama bagintisidir (Ozer vd., 1994).

Tamm 2.11 U kiimesi iizerinde bir R kismen siralama bagmtis1 ve bir X € U altkiimesi
verilsin.
i. Her x € X i¢in xRa olacak bigimde bir a € U 6gesine X kiimesinin bir dist siniri
denir.
ii. Her x € X i¢in bRx olacak bi¢imde bir b € U 6gesine X kiimesinin bir alt siniri
denir (Ozer vd., 1994).



Tamm 2.12 U kiimesi iizerinde bir R kismen siralama bagintisi ile bir X € U altkiimesi
verilsin. Asagidaki kosullar1 saglayan bir a € U 6gesine, X kiimesinin en kiiclik {ist
siiridir denir ve a = ekiis(X) yazilir.

i. a, X kiimesinin bir tist siiridir: Vx € X i¢in xRa dir.

ii. a, X kiimesinin st sinirlar kiimesinin en kiigiik 6gesidir; yani b, X kiimesinin bir tist

sinir1 ise, aRb dir.

Benzer bigimde asagidaki kosullar1 saglayan bir ¢ € U 6gesine, X kiimesinin en biiyiik alt
siniridir denir ve ¢ = ebas(X) yazilir.

i. ¢, X kiimesinin bir alt siniridir: Vx € X i¢in cRx dir.

ii. ¢, X kiimesinin alt sinirlar kiimesinin en biiyiik 6gesidir; yani d, X kiimesinin bir alt

smirt ise, dRc dir (Ozer vd., 1994).

Tamim 2.13 Bir R € U X U kismen siralama bagintist verildiginde her x,y € U i¢in {x, y}

kiimesinin ekiis’ii ve ebas’1 varsa, R kismen siralama bagintis1 bir 6rgii olarak adlandirilir

(Ozer vd., 1994).

Genellikle bir orgii verildiginde xVy = ekis({x,y}) ile XAy =

ebas({x, y}) kisaltmalarina bagvurulur.

Ornek 2.3 9(U) # @ kiime ailesi verilsin. X;, X, € P(U) = X; N X, € P(U) ve
X, UX, € P(U) kosullarin1 gergekleyen P(U) ailesine kiimeler orgiisii adi verilir. Bir
@(U) kiimeler Orgilsunde Xl’ XZ € @(U) 1(;111 Xl VXZ = Xl U Xz, X1 AXZ = X1 n X2

olarak tammlanir (Ozer vd., 1994).

Tamm 2.14 R S U X U kismen siralama bagintis1 bir orgii olsun. Asagidaki kosullari
saglayan R orgiisiine Boole cebiri ad1 verilir (Ozer vd., 1994).

BC1:30€eU 31€eU VxeU[xv0=x,xA1=x],

BC2:vxeU Ix*eU [xAx" =0, xvx"=1],

BC3:Vx,y,z€U [xV(yAz) =(xVy)A(xVz), xA(yVz) =(xAy)V(xAz)].

Ornek 2.4 9(U) kiimesi iizerinde verilen B(U) = ( 2(U) ,U, n, U\ X, ®, U) altilis1 bir

Boole cebiridir. U ve N ikili iglemleri P(U) X P(U) tizerinde, sirasiyla, kiime birlesimi ve



kesisimini ifade etmektedir. U \ X tekli islemi ise P(U) lizerindeki tiimlemeye karsilik

gelmektedir (Novak, 1999).

Ornek 2.5 Onermeler cebiri veya (V), ve (A), degil (~) islemlerine gore bir Boole
cebiridir ve B(L) = ({0,1}, V, A,~,0,1) altilis1 ile gosterilir. Burada 0 6gesi daima Y
(yanlis) degerlerini alan tiim gegersiz onerme ve 1 6gesi daima D (dogru) degerlerini alan

tim gegerli 6nermedir (Novak, 1999).

Bir U = {xy,x3,...,%y} kimesinden V = {y;,y,,...,x,} kimesine bir R bagintisini
gostermenin bir yolu da; uygulamalarda biiyiikk kolaylik saglamasi bakimindan matris
kavramindan yararlanmaktir. Bunun i¢in R bagintisina i = 1,2,...,mvej=12,..,n
olmak {izere, asagida tammlandigi gibi m X n tipinde bir Az = [a;;] matrisi karsilik

getirilir. a;; € {0,1} olmak lizere

(L (xi,x;) E R ise
Aij = 0, (xi,%;) € R ise

dir. Az = [a;;] matrisine Boole matrisi ad1 verilir (Ozer vd., 1994).
Ornek 2.6 U = {a,b,c,d} kiimesinden V = {1,2,3,4,5} kiimesine bir R bagntis1 R =

{(a,2),(a,5),(b,3),(b,4),(2),(4),(5),(d1),(d3)} olarak tanimlansin. R

bagintisina karsilik gelen Boole matrisi

o OoR
R O R O
O R RO
o R O R

olur.
Ozel olarak bir U = {x1, x5, ..., Xy} kiimesi ilizerindeki bir R bagintisina i,j = 1,2,...,m

olmak iizere, m X m tipinde, yani bir Ag = [a;;] kare matrisi karsilik gelir.

Tammm 2.15 U = {xq,x3, ..., X} kiimesi lizerinde tanimlanan R bagitisina karsilik
getirilen matris Ag = [a;;]mxm OlSUn. R o R = R? bileske bagintisina karsilik gelen Ap -

Ar = Agz = [¢jj]mxm matrisi Boole ¢arpimi olarak adlandirlir ve ¢;; = Vit (a; A by;),



i,j =12, ..,mesitligi ile tanimlanir. Formiilde kullanilan V ve A sembolleri, 6nermeler

cebiri B(L) de yer alan ikili islemleri ifade etmektedir (Ma, 2018).

Ornek 2.7 A = {a, b, c} kimesi tizerinde bir R = {(a,a), (a,b), (b,c),(c,a)} bagmtisi
verilsin. R o R = R? bileske bagintisina karsilik gelen Boole carpimini bulalim. Oncelikle
R bagintisina karsilik gelen matrisi yazalim.

1 1 0 1 1 071 1 0 1 1 1
0 0 1|dirve RE=Ag-Ag =4z =10 0 1|0 0 1|=|1 0 0
1 0 0 1 0 ol l1t o o0 1 1 0
olarak bulunur.

AR:

Pawlak kaba kiime teorisinin temeli 6zel bir bagint1 tiirii olan denklik bagintisiyla yakindan

iligkilidir.

Tamim 2.16 U kiimesi tizerindeki bir R bagintisi verilsin. R bagintis1 yansima, simetri ve

gecisme Ozelliklerini sagliyorsa denklik bagintisi olarak adlandirilir.

Tanmm 2.17 U kiimesi tizerinde R bir denklik bagintist ve bir x € U elemani verilsin. U
kiimesi i¢inde R bagintisina gore x eleman ile iligkili olan tiim elemanlarin olusturdugu
kiimeye x in denklik sinifi denir ve

[x] ={y €U : xRy}
olarak ifade edilir.
U kiimesi lizerinde R denklik bagintisinin denklik siniflarindan olusan kiimeler ailesine
boliim kiimesi denir ve

U/R ={[x]:x€U}
seklinde gosterilir (Ozer vd., 2009).

U kiimesi iizerinde bir R denklik bagintis1 verilsin. Verilen tanimdan [x] denklik
siifinin 6nemli iki rolii Gistlendigi goriilmektedir. Birincisi U nun bir altkiimesi olmasi,

ikincisi ise U /R nin bir eleman1 olmasidir.

Onerme 2.2 R, U kiimesi iizerinde bir denklik bagintisi olsun. R nin béliim kiimesi U/R, U

kiimesinin bir ayrisimidir (Ozer vd., 2009).



Onerme 2.3 Bir denklik bagintisinin farkli denklik siniflar ikiser ikiser ayriktir (Ozer vd.,
2009).

Onerme 2.4 A = {X;},¢; kiime ailesi U nun bir ayrisimi1 olsun. X; kiimelerinden her biri

birer denklik sinifi olacak bigimde U iizerinde bir denklik bagintis1 vardir (Ozer vd., 2009).

Ornek 2.8 U = {a, b, c, d} kiimesinin bir ayrisim1 X; = {a, b}, X, = {c}, X3 = {d} olarak
verilsin. O halde her bir ayrisim birer denklik sinifi olacak bigimde U kiimesi iizerinde R
denklik bagintis1 R = {(a, a), (a, b), (b, a), (b, b), (c,c),(d,d)} olarak elde edilir. Ayrica
[a] = [b] = X3, [c] = X,, [d] = X3 oldugu kolayca goriiliir.

Tamm 2.18 U bos kiimeden farkli bir kiime ve © € P(U) ailesi Ty, T2, Tz aksiyomlarini
sagliyorsa T ailesine, U kiimesi {izerinde topoloji ve (U, t) ikilisine de topolojik uzay denir.
T1:0,U €T,

T,:VG,G, ET= G; NG, ET,

T3:V{Gi}icr €T = Ui G ET.

Bir (U,t) topolojik uzayinda t ailesinin her elemanina agik kiime adi verilir (Biilbiil,
2004).

Ornek 2.9 U # @ olmak iizere, 74, = P(U) topolojisine U iizerinde ayrik (discrete)

topoloji, 7;,q4 = {U, @} topolojisine de ayrik olmayan (indiscrete) topoloji denir.

Tamm 2.19 (U, t) bir topolojik uzay ve F < U olsun. Eger U \ F € tise, F kiimesine
T topolojisine gore kapali kiime adi verilir. Bir topolojik uzayin kiimeleri hem agik hem de
kapali oluyorsa kagik (clopen) kiime, kagik kiimelerden olusan aileye ise kagik topoloji
denir (Biilbil, 2004).

Ornek 2.10 U = {a, b, ¢, d} kiimesi iizerinde tamimlanan T = { U, @, {a}, {b, c, d}} ailesi ile
(U, 7) bir kagik topoloji olur.

Tanmm 2.20 U kiimesi iizerinde 7, Ve T, topolojileri verilsin. Eger 7, topolojisine gore agik

olan her kiime 7, topolojisine gore de agik ise 7, topolojisine 7, topolojisinden daha kaba



veya 1, topolojisine 7, topolojisinden daha incedir denir. Bu durumu ifade etmek igin 7, S

T, gosterimi kullanilir (Biilbiil, 2004).

Bir U kiimesi lizerindeki biitliin topolojilerin ailesi “C” ince olma bagmtisi ile
donatildiginda bir kismen siralama bagmtisi olusturur. Bu bagintiya gore 745 ayrik
topoloji en ince topoloji, ayrik olmayan topoloji 7;,4 iSe en kaba topolojidir. U kiimesi

tizerinde tanimlanan biitiin diger topolojiler t4;5 Ve 7;,4 arasinda yer alirlar.

Tamim 2.21 (U, 7) bir topolojik uzay ve B € t olsun. Eger her acik kiime, asagidaki gibi B
ailesinin baz1 elemanlarinin birlesimi seklinde yazilabiliyorsa,

VG E€ETicinIB* S B 0.k. G = Upep+B
bu B ailesine 7 topolojisi i¢in bir taban ad1 verilir (Biilbiil, 2004).

Onerme 2.5 U bir kiime ve B € 9(U) olsun. B ailesinin U iizerindeki bir topolojinin
tabani olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart,
i. U = UgegB, Ve
ii. VB,B,€EB ve Vx€EB,NB, i¢cin 3iB,€B o6k x€B,SB; NB,
saglanmasidir (Biilbiil, 2004).

Tamm 2.22 (U, 1) bir topolojik uzay ve § € 7 olsun. Eger § nin elemanlariin biitiin
sonlu arakesitlerinden olusan aile 7 igin bir taban olusturuyorsa bu S ailesine t

topolojisinin bir alttabani denir (Biilbiil, 2004).

Tamm 2.23 (U, t) bir topolojik uzay, x € U ve X € U olsun. Eger x € G S X olacak
sekilde bir G € 7 varsa, X altkiimesine bu uzayda x noktasinin bir komsulugu denir. x €
X noktasinin t topolojisine gore biitiin komsuluklarindan olusan aile V' (x) ile gosterilir ve
bu aile komsuluk ailesi ya da komsuluk sistemi olarak adlandirilir. Bir noktay1 iceren her

acik kiime o noktanin komsulugudur (Biilbiil, 2004).

Onerme 2.6 (U,7) bir topolojik uzay ve x € U olsun. V' (x) komsuluk ailesi asagidaki
ozelliklere sahiptir.
i. NuX € N(x)isex € X dir.
N2: X € N(x)veX € Y iseY € NV (x) dir.
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N3: X,Y € N(x)iseX nY € N(x)dir.
Na: X € N (x) ise 6yle bir Y € V' (x) vardir ki her y € Y icin X € V' (y) dir.
ii. G S UiseG €1 ©Vx €G IX € N(x)iginx € X S G saglanir.

Tersine olarak, U # @ bir kiime ve her x € U i¢in bir @ # NV, € P(U) altkiime ailesi, N1,
N1, N2, N3 ve Ns kosullarin1 saglayacak sekilde verilmis olsun. Bu durumda U kiimesi
tizerinde Oyle bir topoloji vardir ki, her x € U i¢in bu NV, ailesi, o topoloji i¢in, x

noktasinin komsuluk ailesini olusturur (Biilbiil, 2004).

Ornek 2.11 U = {a.b, c, d} kiimesi verilsin ve x = a, b, ¢, d i¢in V' (x) aileleri

N(a) = {U,{a},{a b}, {a,c}{a, d},{a,b,c}{a b,d}{a,c d}},

N(b) = {U,{a,b}.{a,b,c},{a,b,d}},

N(c) ={U,{c,d}.{a,c,d},{b,c, d}},

N(d) ={U,{cd},{a,cd},{b,c d}}

olarak tanimlanmis olsun. Verilen komsuluk ailelerinin Onerme 2.6 nin kosullarini
saglandigint  gérmek  kolaydir. Boylece t17={X€PU):x€X=>XeN(x)}=
{0,U,{a},{a, b},{c, d},{a, c, d}} bigiminde aranan topoloji elde edilir.

Tamm 2.24 (U, t) bir topolojik uzay, X € U ve x € X olsun. Eger x noktasinin uygun

bir komsulugu X kiimesinin i¢inde kaliyorsa, bu x noktasina X in bir i¢ noktas1 denir.
int(X):={x eUv:3Y € N(x)o6.k. x € Y € X}

kiimesine de X in i¢i ya da ¢ekirdegi ad1 verilir (Biilbiil, 2004).

Onerme 2.7 (U, ) bir topolojik uzay ve X S U olsun. Bu durumda asagidaki 6zellikler
saglanir (Yiksel, 2015).

. nt(X)=U{G:G < XveG € 1},

ii. Xerte X=int(X).

Onerme 2.8 (U, 1) bir topolojik uzay ve X,Y € U olsun. Bu durumda asagidaki dzellikler
saglanir (Yiiksel, 2015).

i. int(U) =U,int(0) = 0,
ii. int(int(X)) = int(X),
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iii. X<V = int(X) € int(Y),
iv. int(X)uvint(Y)<cint(XuY),
v. int(X)nint(Y)=int(XNY).

Tanmm 2.25 U herhangi bir kiime ve X,Y S U olsun. Asagida verilen 6zellikleri saglayan
int : 9(U) — P(U) doniisiimiine i¢ operatorii ad1 verilir (Biilbiil, 2004).
i. int(U)=U,
ii.  intXnY) =int(X) nint(Y),
iii.  int(X) € X,
iv. int(int(X)) = int(X).

Onerme 2.9 (U, 1) bir topolojik uzay ve iy : 9(U) — 2(U), P (X) = int(X)
olarak tanimlansin. ¥ doniistimii Tanim 2.25 de verilen i¢ operatorii 6zelliklerine sahiptir.
Bunlardan baska, herhangi bir X € U altkiimesi i¢in

Xaciktir & Yp(X) =X
dir.
Tersine olarak, U herhangi bir kiime ve ¢ : Q(U) — P(U), i¢ operatorii ozelliklerini
saglayacak sekilde verilen bir doniisiim olsun. Bu durumda U kiimesi iizerinde dyle bir
topoloji vardir ki, herhangi bir X € U altkiimesinin o topolojiye gore i¢i int(X) = P (X)
dir (Biilbiil, 2004).

Ornek 2.12 U = {a, b, ¢, d} kiimesi verilsin. ¥ : 9(U) — P(U) doniisiimii Tablo 2.1 de

verildigi gibi tanimlansin.

Tablo 2.1. I¢ operatdrii deger tablosu

NOET) V() =0 V) =0 icH =0
V) = 0 V(@b = (@b} | w(ac) =0 V@ d) =9
) b'
Wb, =0 W((b,d}) = 0 Y((c,d)) = 0 vie.b.0)]
= {a, b, c}
b, d
viabd) Y(acd)=0 | w(hed)=0 W) = U
={a,b,d}
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1) doniisiimiiniin Tanim 2.25 de verilen i¢ operatorii olma 6zelliklerini sagladig: kolaylikla
goriilir. O halde Onerme 2.9 geregince T7={XCSU: int(X)=¢X)=X}=
{U,0,{a, b,d},{a,b,c],{a, b}} ailesi U kiimesi tizerinde bir topolojidir.

Tammm 2.26 (U,7) bir topolojik uzay, X € U ve x € X olsun. Eger x noktasinin her
komsulugunun X ile arakesiti bos degilse, bu x noktasina X kiimesinin bir degme noktasi
denir. cl(X) :={x € U : VY € N(x) icin X NY # @} kiimesine de X in kapanis1 adi
verilir (Biilbiil, 2004).

Onerme 2.10 (U, 7) bir topolojik uzay ve X S U olsun. Bu durumda asagidaki dzellikler
saglanir (Yiiksel, 2015).

I. cl(X) =n{F : X € FveF kapali},

ii. X ktimesi kapalidir & X = cl(X).

Tanim 2.27 U herhangi bir kiime ve X,Y € U olsun. Asagida verilen 6zellikleri saglayan

cl : 9(U) — P(U) dontisiimiine kapanis operatdrii adi verilir (Biilbiil, 2004).

i. cl(9) =0,

ii. cl(XUY)=cl(X)UclY),
iii. X C cl(X),

iv. cl(cl(X)) = X.

Tamim 2.28 P(U) tizerinde L : P(U) — P(U) ve H : P(U) — P(U) operatorleri verilsin. L
ve H operatorleri, her X € U altkiimesi i¢in

I LX) =U\(HWU\X))

ii. HX)=U\ (LU\X))
esitliklerini sagliyorsa dual operatdr olarak adlandirilir. L ve H operatorleri dual ise, (L, H)

ikilisine bir dual ¢ift ad1 verilir (Yao, 1996).
Asagida verilen 6nerme; i¢ ve kapanis operatorlerinin U \ X tiimleme islemine gore dual

operatorler oldugunu ya da aralarinda dualite iliskisinin bulundugunu ifade etmesi

bakimindan 6nemlidir.
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Onerme 2.11 Bir (U, 1) bir topolojik uzay1 ve X € U altkiimesi verilsin. Bu durumda;
i. cl(X) = U \(int(U \ X))
ii. int(X) =U\ (cl(U\ X))

esitlikleri saglanir (Yiiksel, 2015).

Onerme 2.12 (U, 1) bir topolojik uzay ve ¢ : 9(U) — 2(U), ¢(X) = cl(X)

olarak tanimlansin. ¢ doniistimii Tanim 2.27 de verilen kapanis operatorii 6zelliklerine
sahiptir. Bunlardan baska, herhangi bir X € U altkiimesi i¢in X kapalidir & @o(X) =X
dir.

Tersine olarak, U herhangi bir kiime ve ¢ : P(U) — P(U), kapanis operatorii 6zelliklerini
saglayacak sekilde verilen bir doniisiim olsun. Bu durumda U kiimesi {lizerinde dyle bir
topoloji vardir ki, herhangi bir X € U altkiimesinin o topolojiye gore kapanist cl(X) =
@ (X) dir (Biilbiil, 2004).

Ornek 2.13 U = {a, b, c,d} olmak iizere, ¢ : $(U) — P(U) déniisiimii Tablo 2.2 de

veriliyor.
Tablo 2.2. Kapanis operatorii deger tablosu
(@) =9 p({a}) =U p({b}) =U p({c}) = {c}
¢({d}) = {d} ¢({a,b}) =U p({a,ch) =U p({a,d}) =U
o({b,ch) =U o({b,d}) =U ¢({c,d}) = {c,d} ¢o({a,b,c}) =U
¢({a,b,d}) =U p({a,c,dh) =U ¢({b,c,d}) =U p(U)=U

@ doniisiimiiniin bir kapanis operatorii oldugu Tanim 2.27 den hemen goriiliir. O halde ;
T={XCU: cdX)=9pX)=X}={U,0,{c},{d],{c,d}}
altkiime ailesi U kiimesi lizerinde bir topolojidir ve t ailesi bu topolojinin kapali

kiimelerinden olusur.

Tanmmm 2.29 (U,7) bir topolojik uzay, X € U olsun. X kiimesinin tiimleyeninin ig
noktasina X kiimesinin dis noktasi denir.

ext(X) := int(U\ X)
kiimesine de X in dis1 ad1 verilir (Yiiksel, 2004).
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Tanmmm 2.30 (U, ) bir topolojik uzay olmak iizere X € U altkiimesi ve x € X verilsin.
Eger x noktasinin her komsulugunun hem X ve hem de U \ X ile arakesiti bos degilse, bu
x noktasina X kiimesinin sinir1 denir.

bnd(X):={x e U :VY € N icin XNY#Qve YN(U\X)#0}
kiimesine de X in sinir1 ad1 verilir (Biilbiil, 2004).

Asagida verilen onermeler bir topolojik uzayda, bir kiimenin i¢i, kapanisi ve siir1

kavramlar1 arasindaki iliskileri ifade etmektedir.

Onerme 2.13 (U,7) bir topolojik uzay ve X € U olsun. Asagidaki 6zellikler saglanir
(Yiiksel, 2015).
i bnd(@) =0,
ii. bnd(X) = bnd(U\X),
iii. bnd(X) = cl(X) ncl(U\X),
iv.  bnd(X) = cl(X) \ int(X),
v. bnd(bnd(X)) € bnd(X).

Onerme 2.14 (U, ) topolojik uzayr ve X € U altkiimesi verilsin. Bu durumda asagidaki
esitlikler saglanir (Yiiksel, 2015).
i. c(X)=int(X)Ubnd(X),
ii. U=int(U\X)Uint(X)Ubnd(X),
iii. int(X) =X n(U\ bndX)).

Genel topolojinin ilgilendigi 6nemli konulardan biri de diizgiin yapilardir. Caligmanin
hedefleri dogrultusunda ileride gereksinme duyacagimiz diizgiin yapt kavraminin tanimini

verelim.

Tanmm 2.31 U X U carpim kiimesinin asagidaki ozellikleri saglayan her 9 ailesine U
tizerinde bir diizgilin yap1 denir (Biilbiil, 2004).
i. HerD € 9igin Ay € D dir.
ii. HerD;, D, € Digin D; N D, € D dir.
iii. HerD €9 igin E o E € D olacak sekilde bir E € 9 vardir.
iv. HerD €9 icin E~! € D olacak sekilde bir E € 9 vardur.
V. DeEDveDCSE iseE € Ddir.
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D, U kiimesi lizerinde bir diizgiin yap1 olmak tizere (X, D) ikilisine bir diizgiin uzay

ad1 verilir. Bir U kiimesi iizerinde verilen her diizgiin yap1 U tizerinde bir topoloji {iretir.

U kiimesi lizerinde bir D denklik bagintist verildiginde, D ={R: RS U X U,D <
R} olarak tanimlanan alt aile U kiimesi i¢in bir diizgiin yap1 belirler. Bu diizgiin yapidan

tiretilen topolojik uzay ile kagik topoloji ¢akisir (Vlach, 2008).

Ornek 2.14 a) U x U ¢arpim kiimesinin Ay yu igeren biitiin altkiimelerinin
D={RCSUXU: Ay S R}ailesi U lizerinde bir diizgiin yapidir. Bu diizgiin yapiya ayrik
diizgiin yap1 ad1 verilir.

b) D = {U x U} ailesi U kiimesi tizerinde bir diizgiin yapidir. Bu diizgiin yapiya ayrik
olmayan diizgiin yapi1 ad1 verilir (Biilbiil, 2004).
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3. BILGI SISTEMLERI VE KABA KUMELER

Pawlak kaba kiime yaklasiminin baslangici bilgi sistemleridir. Bir bilgi sistemi;
nesneler kiimesi ile Ozelliklerden olusan kiime arasindaki iligkinin bir tabloyla ifade
edilmesidir. Omegin; nesneler kiimesi hastalardan, ozellikler kiimesi de her bir hastanin bir
uzman doktor tarafindan gozlenen veya Olgiilebilen belirtilerinden olusabilir. Beklenen
olusturulan bir bilgi sisteminden sonug ya da karar elde edilmesidir. Bu durum bizleri karar

sistemleri olarak adlandirilan yapilara gotiiriir.

3.1. Bilgi ve Karar Sistemleri

Tamim 3.1.1 Nesnelerin sonlu bir kiimesi U ve 6zelliklerin sonlu bir kiimesi V' olmak tizere
S = (U, V) ikilisine bir bilgi sistemi adi verilir. Bir S = (U, V) bilgi sisteminde V,, a €
V 6zelligi i¢in bir deger kiimesi olmak iizere, her bir nesneye V, kiimesinden bir deger
karsilik getiren bir f, fonksiyonuna bilgi fonksiyonu adi verilir ve

fur U=V,

x = fo(x)
bigiminde gosterilir (Pawlak, 1982).

Tamm 3.1.2 S = (U, V) bir bilgi sistemi ve B € V olsun. U kiimesi {lizerinde tanimlanan
IND(B) = {(x1,x3) EUXU: Va €B,f,(x;) = f,(x,)} bagintisina B-ayirt edilemezlik
bagintis1 ad1 verilir (Pawlak, 1982).

IND(B) bagintis1 yansima, simetri ve gecisme Ozelliklerini sagladigindan U
kiimesi tlizerinde bir denklik bagintisi olusturur. O halde U nesneler kiimesinin herhangi iki
elemanmin B-ayirt edilemez olmasi; B altkiimesi lizerinde ayni 6zellik degerine sahip

olmasiyla tanimlanir (Pawlak, 1982; Bayhan ve Sen, 2018).
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Ornek 3.1.1
Tablo 3.1. Bilgi sistemi

Nesneler | Yas Yiiriime
(YS) Performansi

(YP)

X1 16-30 50

Xy 16-30 0

X3 31-45 1-25

Xy 31-45 1-25

X5 46-60 26-49

X 16-30 26-49

Xy 46-60 26-49

Verilen S = (U,V) bilgi sisteminde U = {xq, x5, X3, X4, X5, X¢, X7} nesneler kiimesi
hastalar1 ve V = {YS, YP} nesnelere ait 6zellikler kiimesini gostermektedir. Tablo 3.1 de
yer alan S = (U, V) bilgi sisteminin 6zellikler kiimesinin bos olmayan biitiin altkiimeleri
B, ={YS,YP}, B, = {YS} ve B; = {YP} dir. Her bir altkiimeye karsilik gelen ayrigimlar
ya da ayirt edilemezlik bagintilart agagida verilmistir (Suraj, 2004).

IND(By) = {{x1}, {x2}, {263, x4}, (%6}, {5, 2733,
IND(B,) = {{xp X2, X6}, {X3, x4}' {xs,x7}},
IND(B3) = {{x,}, (2}, {3, %4}, {5, %6, X7}}.

Tanmm 3.1.3 Bir karar sistemi ya da tablosu d € V bir karar 6zelligi olmak iizere S =
(U,V U {d}) ikilisi olarak tanimlanan bir bilgi sistemidir. Bir § = (U,V U {d}) karar
sisteminde V kiimesine kosul 6zellikleri ya da kosullar ad1 verilir. Ayrica karar 6zellikleri

cesitli degerler alabilir (Suraj, 2004).

Ornek 3.1.2 Asagida Tablo 3.2 de bir karar sistemi verilmistir. Verilen karar sisteminin
Ornek 3.1.1 de verilen bilgi sistemine ait tabloya yiiriiyebilme durumunu ifade eden bir
siitunun eklenmesiyle elde edilmistir. Karar 6zelligi burada yiiriiyebilme durumu ve bu
ozellige kars1 gelen deger kiimesi {Evet, Hayir} ya da kisaca {E, H} dir. Yiriyebilme

durumu “E” olan hastalarin kiimesi X = {x € U : YD(x) = E } ile yiiriiyebilme durumu
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“H” olan hastalarin kiimesini Z ={x € U: YD(x) = H} gosterelim. Tablo 3.2 den

yararlanarak X = {x;, x4, x¢} Ve Z = {x,, x3, x5, x5} bulunur (Suraj, 2004).

Tablo 3.2. Karar sistemi

Nesneler | Yas Yiirtime Yiirtiyebilme
(YS) Performansi Durumu
(YP) (YD)
X1 16-30 50 E
X 16-30 0 H
X3 31-45 1-25 H
X4 31-45 1-25 E
Xsg 46-60 26-49 H
Xg 16-30 26-49 E
X7 46-60 26-49 H

3.2. Kaba Kiimeler

Bir bilgi sistemi ve ozelliklerin bir B altkiimesi verildiginde, B-ayirt edilemezlik
olarak tanimlanan IND(B) nin U kiimesi lizerinde bir denklik bagintisi olusturdugu
bilinmektedir. B-ayirt edilemezlik bagintisinin denklik siniflart U kiimesinin bir ayrigimini
olusturur ve ayrisima ait her kiime B kiimesinin elemanlari ile kesin olarak belirlenebilir.
Ayrica herhangi bir X € U altkiimesi, B-ayirt edilemezlik denklik bagintisina gore denklik
smiflarinin  bir birlesimi olarak yazilabiliyorsa kesin olarak belirlenebilir ya da
tanimlanabilirdir. Bir bilgi sisteminde bu tiirde olmayan kiimeleri belirlemek igin farkli bir
yaklagima gereksinme vardir. Bu sorunun ¢oziimii i¢in alt ve iist yaklasim kavramlari

temel alinir.

Tammm 3.2.1 U kiimesi iizerinde bir R denklik bagmtisi olsun. (U, R) ikilisine Pawlak

yaklasim uzay1 veya kisaca Pawlak uzay1 ad1 verilir (Pawlak, 1982).
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Tamim 3.2.2 (U, R) bir Pawlak uzayi ve X € U olsun.

apr : PU) — 2U), ﬂ(X) ={xeU:[x]cX}
olarak tanimlanan apr doniistimiine alt yaklasim operatdrii, apr(X) kimesine de X in alt
yaklagimi denir. apr(X) kimesi kesinlikle X kiimesine ait nesnelerden olusur (Pawlak,

1982).

Tamim 3.2.3 (U, R) bir Pawlak uzayi ve X € U olsun.
apr : P(U) = PU),apr(X) ={x € U:[x]n X # @}
olarak tanimlanan apr doniisiimiine st yaklagim operatorii, apr (X) kiimesine de X in st

yaklagimi denir. apr(X) kiimesi X kiimesinde olmasi muhtemel nesnelerden olusur

(Pawlak, 1982).

P(U) kiimesi lizerinde bilinen kesisim, birlesim ve tiimleme islemleri (P(U).N,U, U\X)
gosterimi ile kiimeler cebiri olusturur. Kiimeler cebirine alt yaklasim ve st yaklagim

operatorleri eklenerek kaba kiimeler cebiri adi verilen (2(U),Nn,U, U\X, apr,apr)

genisletilmis yapi elde edilir (Yao, 1996).

Onerme 3.2.1 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun. Asagida verilen esitlikler saglanir
(Pawlak, 1982).
i apr(X) = U{[x] e U/R : [x] € X}.

i. @pr(X)=U{[x]€U/R: [x]nX * @}.

Onerme 3.2.2 (U,R) bir Pawlak uzay1 ve X S U olsun. Asagidaki énermeler denktir.
(Pawlak, 1982).
i. X kiimesi tanimlanabilirdir,

ii. %(X) = apr(X).,
Onerme 3.2.3 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun (Pawlak, 1982).

i. apr(X) kiimesi X kiimesinin kapsadig1 en biiyiik tanimlanabilir kiimedir.

ii. apr(X) kiimesi X kiimesini kapsayan en kii¢iik tanimlanabilir kiimedir.
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Ornek 3.2.1 S = (U,V) bilgi sistemi Ornek 3.1.1 de verildigi gibi olsun. X =
{x1,%4,x¢} € U  altkimesinin B; = {YS,YP} kosul oOzelliklerine gore alt ve iist
yaklagimlar, sirastyla, apr (X) = {x1,x¢} Ve apr (X) = {xy,x3,%4,%¢} olarak bulunur.
O halde apr (X) # apr (X) oldugundan X = {x,, x4, x¢} altkiimesi B; = {YS,YP} kosul
Ozelliklerine bagli olarak tanimlanabilir degil yani kabadir. Simdi X = {xq,x,} S U
altkiimesini ele alalim. B; = {YS,YP} kosul 6zelliklerine gore alt ve list yaklasimlari
apr (X) = {xq,x,} =apr (X) dir O halde X = {x;,x,} altkiimesi B; = {YS,YP} kosul

Ozelliklerine bagl olarak tanimlanabilirdir.

Tamim 3.2.4 (U, R) bir Pawlak uzayi ve X < U olsun.

BND(X) = apr (X) \ apr (X)
kiimesine X in sinir bdlgesi denir. Bir kiimenin sinir1 evrensel kiimenin kararsiz bolgesidir.
Bir baska ifade ile X kiimesinde veya U \ X kiimesinde oldugu kesin olarak bilinemeyen

Ogelerden meydana gelir (Pawlak, 1982).

Not: Bir kiimenin sinir bdolgesi bos kiime degil ise kabadir. Aksi durumda kesin ya da

tanimlanabilir kiimedir.

Tamm 3.2.5 (U,R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun. X kiimesinin pozitif bolgesi ve
negatif bolgesi sirasiyla, asagidaki esitliklerle tanimlanur.
POS(X) = apr (X),
NEG(X) =U \ apr (X).
Tanimdan anlasilacagi gibi, bir X kiimesinin pozitif bolgesi kesinlikle X kiimesine ait

ogelerden olusmasina karsin, negatif bolgesi kesinlikle X kiimesine ait olmayan 6gelerden

olusur (Pawlak, 1991).

Ornek 3.2.2 U = {x1, %5, X3, X4, X5} kiimesinin bir ayrisimi u/
R ={{x1, x3, x4 },{x2}, {x4} , {x5}} ailesi olmak fiizere, bir (U,R) Pawlak uzay1 ve X =
{x3,x4,x5} alt kiimesi verilsin. X kiimesinin simirmi, pozitif ve negatif bdolgelerini

belirleyelim.  apr (X) = {xs} ve apr (X) = {xy,x3,%4,x5} bulunur. O halde (U,R)

Pawlak uzayi igin istenen BND(X) = {x1,x3,%x4}, POS(X) = {x5} ve NEG(X) = {x,}
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kiimeleri elde edilir. X kiimesinin sinir bolgesi bos kiime olmadigindan kaba oldugunu
ifade edebiliriz.
Bir (U,R) Pawlak uzaymin alt ve iist yaklasim operatorlerinin 6nemli 6zellikleri

asagida verilmistir.

Onerme 3.2.4 Bir (U,R) Pawlak uzaymnda X,Y € U alt kiimeleri verilsin. Alt ve iist
yaklasim operatorlerinin sagladigi temel 6zellikler sunlardir (Pawlak, 1991).
i apr (X) € X < apr (X),
ii.  apr (@) =apr (@) =0 ,apr (U) =apr (U) =U,
iii. apr(XUY) =apr (X)Uapr(Y),
iv. apr(XNnY)=apr (X)napr(),
V. XEYise%(X)E @(Y)ve apr (X) € apr (V),
Vi. @(XUY)Q@(X)U @(Y),
vii. apr(XnY) capr (X)n apr (Y),
viii. @(U\X) = U\ apr (X),
. @pr (U \X) = U\ apr (X),
X apr(apr(X)) = @ (apr(X)) = apr(X),

xi. apr (apr (X)) = apr (apr (X)) = apr (X).

Bir (U,R) Pawlak uzayinda alt ve iist yaklasim operatdrlerinin Onerme 3.2.4 de verilen
ozelliklerinin yorumlarim1 eklemekte yarar goriilmektedir. Ozellik (i), herhangi bir
kiimenin kendisinin alt ve {ist yaklagimlari arasinda oldugunu ifade etmektedir. Ozellik (ii),
yaklasim operatorlerinin (U) kuvvet kiimesine ait bos kiime (minimum eleman) ve
evrensel kiime (maksimum eleman) olmak iizere iki u¢ elemanda cakistigini gostermesi
bakimindan ilgingtir. Bu 6zellik i¢in ayn1 zamanda bos ve evrensel kiimenin tanimlanabilir
olusuna karsiik geldigi de sdylenebilir. Ust yaklasim operatdriiniin kiime birlesimi
islemine, alt yaklagim operatoriiniin ise kiime kesisimi islemine dagildigi, sirasiyla
ozellikler (iii) ve (iv) de verilmistir. Ozellik (v), alt ve iist yaklasim operatdrlerinin
monoton ya da kapsamay1 korudugunu belirtmektedir. Alt yaklasimin kiime birlesimine,
iist yaklasimi ise kiime kesisimi islemine zayif dagildigi, sirasiyla, 6zellik (vi) ve (vii) de
verilmistir. Ozellik (viii) ve (ix) alt ve iist yaklasim operatdrlerinin kiime tiimleme islemine

gore dual operatorler oldugunu ya da dual ¢ift olusturdugunu gosterir. Son iki 6zellik ise,
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yaklasim operatorlerinin arka arkaya uygulanmasiyla en az bir kez uygulanmasiyla elde
edilen sonucglarin esit oldugunu, bagka bir deyisle her iki yaklasim operatoriiniin

idempotent olmasini ifade etmektedir.
3.3 Belirsizligin Ol¢iimii ve Kaba Uyelik Fonksiyonu

Bir Pawlak yaklasim uzayinda bir kiimenin kaba olmasi, kiimenin smirinin bos
kiimeden farkli olmasiyla karakterize edilmektedir. Kiimenin sinirinin bos kiime olmasi ise
kiimenin tanimlanabilir olmasin1 ifade etmektedir. Sinir kiimesinin eleman sayis1 arttikga,
kiimenin kesin olarak belirlenen eleman sayist azalacaktir. Bu durum kiimenin

elemanlarina ait bilginin belirsizliginin derecesinin artmasina neden olacaktir.

Tamm 3.3.1 (U, R) bir Pawlak uzayi ve @ # X < U olsun.

a(X) = —|g (X)|
lapr (X))
esitligi ile tanimlanan a(X) sayisina, X kiimesinin tamlik 6l¢iisti denir (Pawlak, 1991).
Tamlik 6l¢iisii tanimindan elde edilen bazi 6zellikler asagida verilmistir (Pawlak, 1991;
Lashin, 2005).
. 0<alX) <1 esitsizligi saglanir.
ii.  a(X) sayist 1 e ne kadar yakinsa, X kiimesinin tamlig1 ya da bilinirligi o olglide
fazla olacaktir.
iii. Eger a(X) = 1 ise, X kiimesi tanimlanabilirdir.
iv. Eger a(X) < 1ise, X kiimesi kabadir.

V. X kiimesinin belirsizliginin 6l¢iisti m(X) = 1 — a(X) ile verilir.

Ornek 3.3.1 U = {x;, x5, X3, X4, X5, X¢ } kiimesi ile X = {x, x,, x3, X¢ } altkiimesi verilsin.
U kiimesinin bir ayrigimi

U /R = {{x1},{x2, x5}, {x3}, {x4}, {x6}}
olmak iizere (U,R) Pawlak uzayni disiinelim. X kiimesinin alt yaklagimi apr X) =
{x1,%3,x6}, Ust yaklasim1 apr (X) = {x;,x,,x3,x5,x5} dir. X kiimesinin tamhk o6l¢iisi

e 0| _3

a(X) == =5

<1 oldugundan X kiimesi verilen ayrisima gore bir kaba kiimedir. Ayni
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X kiimesinin belirsizliginin Olgiisti ise, m(X) =§ dir. Y = {x3,x4,x¢} altklimesi i¢in

a(Y) = 1 oldugundan, Y kiimesi tanimlanabilirdir.
Tamim 3.3.2 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun.
i. apr(X) =+ 0 veapr (X) # U :o X kabaca tanimlanabilir.

ii. apr(X)= 0 veapr (X) # U :& X igsel tanimlanabilir degildir.
iii. apr(X)=+ @ veapr (X) =U :o X dissal tanimlanabilir degildir.
iv. apr (X) = @veapr (X) = U :e X tamamen tammlanabilir degildir. (Pawlak,

1991).

Ornek 3.3.2 U = {x;, x5, X3, X4, X5, X¢ } kiimesinin bir ayrisim1 Ornek 3.3.1 de verildigi

gibi olsun. X = {xy, x,, x3, x¢ } kiimesinin alt yaklasimi apr (X) # @ ve ist yaklasimi

apr (X) # U oldugundan Tanim 3.3.2 ye gore X kabaca tanimlanabilirdir.

Tamim 3.3.3 (U, R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun. Herhangi bir x € U elemani i¢in alt
ve Ust yaklasim kiimelerinin elemani olup olmamasi, p kaba iyelik fonksiyonu ile

incelenebilir. Kaba tiyelik fonksiyonu x € U olmak lizere;

Hx: U- [011]' .uX(x) =

bigiminde tanimlanir.

Kaba tiyelik fonksiyonu ile kosullu olasilik arasindaki benzerlik kolayca goriiliir. gy (x)
degeri herhangi bir x elemaninin X kiimesine ait olma olasilig1 ya da derecesi olarak
yorumlanir. Kaba tiyelik fonksiyonu, bir X € U kiimesinin alt ve iist yaklasimlar1 ile sinir

bolgesini tanimlamak i¢in kullanilabilir (Lashin, 2005; Pawlak, 1991):

apr () = (x €U+ () = 1},
apr (X) ={x e U: ux(x) >0},
BND(X)={x€U:0 < uy(x) <1}

Kaba iiyelik fonksiyonu asagida verilen 6zelliklere sahiptir (Lashin, 2005; Pawlak 1991).
L u)=1e xEE(X)zPOS(X),

ii. uy(x)=0& xeU\apr (X) =NEG(X),
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iii. 0 < () <1 exear@)\ apr (X) = BND(X),

iv.  upx (@) =1—pux(x),vx € U,

Ornek 3.3.3 U = {x, x,, X3, X4, Xz, X } kiimesinin bir ayrisimi
U /R = {{x1},{x3 x5}, {x3}, {xs}, {x6}} Olsun. X = {x;,x5,x3 x5} kilmesinin alt yaklagimi
apr (X) = {xq, x3, x¢}, iist yaklastm1 apr (X) = {x;,x,%3,X5, X5} oldugu Ornek 3.3.1 de
bulunmustu. Simdi U kiimesinin elemanlarini kaba tiyelik fonksiyonuna goére karakterize
edelim. py (1) = pux(x3) = px(xs) = 1 oldugundan x;,x3,%¢ € apr (X) dir. ux(x;) =
%z Ux(xs) ve x,,xs € BND(X)dir. Son olarak py(x,) =0 olur ve x, € NEG(X)

bulunur.
3.4. Topolojik Uzaylarda Kaba Kiime Teorisi

Bu boélimde, Pawlak yaklasim uzay: ile topolojik uzaylar arasindaki iligkiler
incelenecektir.

Topolojik uzay, Tanim 2.18 de verilen 6zellikleri saglayan kiimeler ailesidir ve bu
aileye ait her 6ge agik kiime olarak adlandirilir. Matematigin 6nemli alanlarindan biri olan
topoloji, hem geometri ile analiz alanlarini igeren hem de bilgi sistemleri ile kaba kiimeleri
arastirmak i¢in Onemli bir matematiksel aragtir (Bayhan ve Sen, 2018). Kaba kiime
teorisinin temel kavramlarinin bazi topolojik kavramlarla olan benzerliginden hareketle
kaba kiimeler ile topoloji arasinda iliski kurulmustur (Vlach, 2008). Bir kiime verildiginde,
bu kiimenin herhangi bir ayrisimi 0 kiime tiizerindeki bir topolojinin tabanidir. Ayni
zamanda ayrisimdan yola cikilarak denklik bagintisina gegis yapilabilir. Kaba kiime
teorisindeki topolojik uzayin referanst R denklik bagmtisinin denklik simiflarinca
olusturulan Pawlak yaklagim uzayidir. Bu topolojiye kagik topoloji denir. Kagik
topolojinin agiklari ayn1 zamanda kapali kiimelerdir. Kagik topolojiye dijital geometride
yari-ayrik topoloji denir. Kagik topolojinin i¢ ve kapanis operatorleri ile Pawlak yaklasim
uzayindaki alt ve st yaklagim operatorleri aynidir. Gergekten R, U kiimesi ilizerinde
denklik bagintis1 olmak iizere (U,R) Pawlak yaklasim uzay: ile (U,7) topolojik uzay1
cakisir. Boylece,

X S Uicin apr (X) = int(X) ,apr (X) = cl(X)
esitlikleri verilebilir. Ayrica bu tanimlar Pawlak’in orijinal kaba kiime tanimina uygundur

(Allam, 2008).
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Bir (U,R) Pawlak wuzayinda herhangi bir X kiimesi ya tanimlanabilirdir

(BND(X) = @) ya da kabadir (BND(X) #+ ).
Bir (U, 1) topolojik uzay1 i¢in herhangi bir X kiimesinin tanimlanabilirliginin dort tiirii
bulunmaktadir (Lashin vd., 2005).

i. X tamamen tanimlanabilir : & cl(X) = X = int(X),

ii. X igsel olarak tanimlanabilir : & X = int(X), X # cl(X),

iii. X digsal olarak tanimlanabilir : & X # int(X), X = cl(X),

iv. X tanimlanabilir degildir : & X # int(X), X # cl(X).

(U,R) bir Pawlak uzay1 ve X € U olsun. (U,R) Pawlak uzayindan elde edilen
topolojik uzay1 (U , ‘rp) ile gosterelim. Bu durumda X kiimesinin tanimlanabilir olmasi ile
tamamen tanimlanabilir olmas1 ayni anlamda kullanilmaktadir. Bir X kiimesinin (U, R)
pawlak uzayindaki sinirt BND(X), herhangi bir (U, ) topolojik uzaymdaki sinir1 bnd (X)
ile gosterilir. T, = T ise bnd(X) = BND(X) dir.

Onerme 3.4.1 (U,7) ve (U,7’) Pawlak uzaylari, X € U ve 7 S t’olsun. Eger X kiimesi

(U, 1) uzayinda tanimlanabilir ise (U, ") uzayinda da tanimlanabilirdir (Lashin vd., 2005).

Kanit: X kiimesi t da bir tanimlanabilir olsun. O zaman BND,(X)=0 dir. Ayricat S 1’
oldugundan BND ./(X) € BND,(X) kapsamas1 geregince BND /(X) S @ dir. Bu ise X

kiimesinin T’ de tanimlanabilir oldugunu gosterir.

NOT: Onerme 3.4.1 e gore T € 7’ ise, X kiimesinin t da tanimlanabilir olmas1 T de de
tanimlanabilir olmasin1 gerektirir. Ancak t de tamimlanabilir olan bir X kiimesi 7 da

tanimlanabilir olmayabilir. Bunu bir 6rnekle gosterelim.

Ornek 3.4.1 U ={a,b,c,d} kiimesi iizerinde T ve T topolojileri asagidaki gibi
tanimlansin.

T = {U, 0}, = {U,0,{a},{bcd}}
X = {b, ¢, d} kiimesini inceleyelim. 7 S 7’ oldugu agiktir. BND ./(X) = cl(X) \ int(X) =
{b,c,d}\ {b,c,d} = @ dir. O halde X kiimesi 7’ topolojisine gore tanimlanabilirdir.
BND,.(X) =cl(X)\ int(X) =U \ @ = U oldugundan X kiimesi, T topolojisine gore
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tamimlanabilir degildir. Béylece 7 € 7'i¢in (U, ") uzayinda tanimlanabilir olan bir kiime

(U, 1) uzayinda tanimlanabilir olmayabilir.

Pawlak uzayinda kaba iiyelik fonksiyonunun tanimi denklik siniflar1 kullanilarak
Tanim 3.3.3 de verildi. Asagida verilen tanim bu kavrami topolojik uzaya

genisletmektedir.

Tamim 3.4.1 (U, ) bir topolojik uzay, B ailesi 7 topolojisinin bir taban1 ve X € U olsun.

[{NByx}NX|

Buna gore kaba iiyelik fonksiyonu puy(x) = .|
X

, By € B ,x € U seklinde ifade

edilir. (Lashin vd., 2005).

Ornek 3.42 U=1{0,1,2,3,4,5} kiimesi iizerinde bir (U,T) topolojik uzay1 ve T
topolojisinin bir B tabani asagidaki gibi verilsin.

B={{2},{3},{0,1,2},{2,3,4}, {3, 5}}
X = {2,4, 5} kiimesinin i¢i ve kapanisini Tanim 3.4.1 de verilen Kaba tiyelik fonksiyonunu

kullanarak bulalim.

B < 7 ailesi taban oldugundan B ailesinin elemanlarinin keyfi birlesimi t
topolojisinin agiklarini verir. T ailesini belirleyelim.
T = {{2},{3},0,1,2},{2,3,4},{3,5),{2,3},{2,3,5},{0,1,2,3,5},{0, 1, 2,3, 4},
{0,1,2,3,5},{2,3, 4,5}, U, 8} dir.
Simdi B tabanm1 yardimiyla X = {2,4,5} kiimesini inceleyelim. uy(0) =

0.1.230X) _ 12} _
1£0,1,2}] 3

% bulunur. Ayrica 0 € int(X) ve 0 € cl(X) oldugu bulunur. Bu sekilde
devam edilerek, uy (1) =§ Uk (2) =1, ux(3)=0 , ux(4 :g ve ux(5) =§ elde
edilir.

Boylece int(X) = {2}, cl(X) = {1,2,4,5} kiimeleri bulunur. Sonug olarak int(X)
ve cl(X) kiimelerini uy kaba iiyelik fonksiyonu ve B tabanmi kullanarak elde edilir. Bu

sonuglar ile T topolojisini kullanarak bulunan sonuglar aynidir (Lashin vd., 2005).
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3.5. Bilgi Tabani

Tamim 3.5.1 U kiimesi iizerindeki denklik bagntilarin bir ailesi 3 = {R;, R;, ..., R} olmak
tizere, (U, %) ikilisine Pawlak bilgi tabani ad1 verilir. % bagintilarin herhangi bir ailesinden
olusuyorsa, genellestirilmis bilgi tabanmi olarak adlandirilir. H S @ alt ailesi verilsin ve
R € H olsun. Bu durumda B (g} Ye R bagmtisindan elde edilen taban adi verilir. (Lashin,

2005; Lin 1998).

Tanim 3.5.2 (U, %) genellestirilmis bir bilgi taban1 olsun.
(@) H < @ altailesive R € H igin By = Byr\(ry iS€, R bagintisina vazgegilebilir, aksi
durumda vazgegilmezdir denir.
(b) F € H kiimesi i¢in
i. By = By,
ii. By = Byungy YREF
Ozellikleri saglamiyorsa F kiimesine H kiimesinin minimal indirgenmesi denir ve
Red(H) = F ile gosterilir.
() H kiimesinin tiim vazgegilemez elemanlarmin kiimesine H nin ¢ekirdegi denir ve

Core (H) ile gosterilir (Lashin vd., 2005).

Ornek 3.5.1 U = {1, 2, 3, 4, 5} kiimesi iizerinde tanimlanan bagntilarin bir ailesi
H ={R;,R,,R3} olsun. (U,H) genellestirilmis bilgi tabanmin indirgemelerini
belirleyelim (Lashin vd., 2005).
Ry, R, ve R3 bagintilarinin alt tabanlar sirasiyla,
Sry= {(1,2},(2,3,4}, (4,5} , Sk, = {{1,2,3}, (3,43, (5}} ve Sg, = {{1,2}, (3,4}, {4,5}}
olarak wverilsin. (U,H) genellestirilmis bilgi tabanmnin alt tabam1 S =
{{1,23},{2,3,4},{4,5},{1, 2,3},{3,4},{5}} ailesidir.
Alt tabanlariin arakesitlerini alarak B tabanlarini elde edelim.
By = {{1,2},{2}, {3}, {4}, {5}}
Saervryy = {{1,2,3},{3,4}, {5}, {1, 2}, {4, 5}}
Barvr,yp = {{1,2}{3} {4}, {53}
By # Bes\(r,y ©ldugundan R, € H vazgegilmezdir.
Sorvry = ((1.2),(2,3,4},(4,5}, (3,4))
Bur\r,y = {11,2},{2},{3,4}, {4}, {4, 5}} buradan
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B3\(r,}) * By oldugundan R, € H vazgegilmezdir.
S(H\{Rg}) = {{L 2}' {2' 3, 4}' {4' 5}' {1' 2, 3}' {Sv 4}' {5}}

Bur\rsy = 1,2}, {2}, {3}, {4}, {5}} buradan
Bue\(rs)) = By oldugundan R; € H vazgegilebilirdir.

Boylece Red(H) = {Ry,R,} ve Core(H) = {R;, R,} olarak bulunur.
3.6. Kaba Topoloji

Bu boliimde Pawlak alt ve iist yaklagimlar1 kullanarak kaba topoloji ad1 verilen

yeni bir topoloji incelenecektir.

Onerme 3.6.1 U nesnelerin sonlu bir kiimesi ve R, U iizerinde tanimli bir denklik bagintisi

olsun. Buna gore herhangi bir X € U altkiimesi i¢in
7z = {U, 9, apr(X),@pr(X), BND(X) }

kiime ailesi U lizerinde bir topolojidir. Bu topolojiye X kiimesine gore kaba topoloji adi

verilir (Thivagar vd., 2012).

Kamt: T,: U € 1z ve @ € 1i oldugu 75 nin tanimindan agiktir.

T,: apr(X) N BND(X) = @ € 1, apr(X) N BND(X) = BND(X) € 1 Ve

%(X) Napr(X) = %(X) € 1y dir.

Ts: @(X) C apr(X) oldugundan @(X) Uapr(X) =apr(X) € 15,
apr(X) U BND(X) = apr(X) € 7z ve apr(X) U BND(X) = apr(X) € g dir.

Boylece 7 ailesi bir topolojidir.

Ornek 3.6.1 U = {a, b, ¢, d, e} kiimesinin bir aynisim1 U \ R = {{a, b}, {c, d}, {e}} olarak
verilsin. X = {a,c,d} altkiimesi i¢in apr(X) ={c,d} , apr(X) ={a,b,c,d} ve

BND(X) = {a, b} dir. Béylece kaba topoloji tz = {U, ®,{c,d},{a, b, c,d},{a, b}} ailesidir.

Onerme 3.6.2 7 , U iizerinde bir kaba topoloji ise B = {U, apr(X), BND (X)} kiime ailesi

Tg nin bir tabanidir (Thivagar vd., 2012).

29



Kanit: i) Uyeg X = U .
i) B nin U ve apr(X) kimeleri i¢gin W = apr(X) olsun. Bu durumda U n apr(X) =
apr(X) oldugundan W < U napr(X) dir. Boylece her x € W eleman1 U N apr(X)

kiimesinin bir elemanidir. Eger B den U ve BND(X) kiimelerini alirsak W = BND(X)
icin W S UNBND(X) olur. Ayrica apr(X)ve BND(X) kiimeleri i¢in apr(X) N

BND(X) = @ dir. Béylece B ailesi, Ty i¢in bir tabandir.

Ornek 3.6.2 Diyabet, metabolizmanin yeterli miktarda insiilin iiretmedigi icin siirekli kan
sekerinin yiiksek oldugu metabolik bir hastaliktir. Diyabetin belirtileri arasinda, yiiksek
kan sekeri, sik idrara ¢ikma, kilo kayb1 ve artan aclik sayilabilir. Asagida 6 hasta hakkinda

bilgi veren bir karar sistemi kaba topoloji ile incelenecektir (Thivagar vd., 2012).

Nesneler kiimesi U = {x1, X3, X3, X4, X5, X¢ }, ik idrara ¢ikma (F), kilo kayb1 (W) ve artan
aclik (H) ozelliklerinin kiimesi V = {F,W, H} olsun. D(x) diyabet durumunu belirtsin.
Ormnegin x; hastasinin diyabetli olmas1 D (x;) =E bigiminde ifade edilebilir. Diyabet teshisi
konan hasta grubunu X = {x € U : D(x) = E} kiimesi ile gosterelim. Tablo 3.3 e gore
X = {x1,%5,x3} dir. Tamim 3.1.2 den anlagilacagi gibi U tzerinde bir IND(V) ayirt
edilemezlik  bagintis1  tanimlanabilir.  Asagidaki tablodan kolayca IND(V) =

{1}, {x2}, {xs} {xa}, {253, {x6}} aynigimi bulunur.

Tablo 3.3. Diyabet hastaligi ile ilgili karar tablosu

Hastalar Sik Idrara Cikma | Kilo Kaybi Artan DIYABET
(F) (W) Aghk (H) (D)
X1 E E H E
Xy E H E E
X3 E H H E
X4 H E E H
X5 H E H H
X6 H H E H

X kimesi igin apr(X) = {x1,x2,x3}, apr(X) = {x1,x,,x3} ve BND(X) =0

bulunur. Boylece U tizerindeki kaba topoloji T, = {U, @, {xy, x5, x5}} ve tabani ise
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By = {U,{x1,x5,x3}} olarak bulunur. Simdi; kilo kaybi1 (W) ve artan aghk (H)
ozelliklerine gore X = {x1,x,,x3} kiimesini inceleyelim. O zaman, IND(V\{F}) =
{{x1, x5}, {x3}, {x4}, {x2, %63} olarak bulunur. apr (X) = {x3} , apr(X) = {x1, x;, x3, X5, X6}
dir. Buradan ty\¢ry = {U, @, {x3}, {x1, X2, X3, X5, X6 }, {1, X2, X5, X6}}

ve By\(ry = {U, {x3}, {x1, X2, x5, x6}} # By oldugundan (F) 6zelligi vazgegilmezdir.

Kilo Kaybi (W) ozelligini ozellikler kiimesinden ¢ikaralm. IND(V\{W}) =
{{x1, %3}, {x2}, {x4}, {x6}, {xs}} elde edilir. Buradan apr(X) = {xy,x;,x3} ve apr(X) =

{x1,x2,x3} bulunur. Boylece Ty\qwy = {U, @, {x1, 2, x3}} V& By = {U, {xl,xz,x3}} =
By oldugundan Kilo Kayb1 (W) o6zelliginin vazgecilebilir oldugu elde edilir. Simdi
Ozellikler kiimesinde artan aghik (H) oOzelligini ¢ikaralim. Boylece IND(V\{H}) =
{{x1}, {x2, %3}, {x4, x5}, {x63} elde edilir. Buradan apr(X) = {xy,x,,x3} ve apr(X) =

{xl, X7, x3} bulunur. Béylece TV\{H} =Ty ve BV\{H} = {U, {xl, X7, X3}} = BV Oldugundan

artan aclik (H) 6zelligi vazgegilebilirdir. Sonug olarak CORE (V) = {F} dir.

Ornek 3.6.3 Bu 6regimizde insanlara sivrisineklerden bulasan Chikungunya hastaligimni
ele alacagiz. Son yillarda artis gosteren bu hastalik ates ve siddetli eklem agrilarina neden
olur. Diger belirtiler arasinda kas agrisi, bas agrist ve bulanti bulunur. Simdi 8 hasta
hakkinda bilgi veren asagidaki karar tablosunu inceleyelim (Thivagar vd., 2012).

Tablo 3.4. Chikungunya hastaligi ile ilgili karar tablosu

Mide
Eklem agris1 | Bas agrisi Ates Chikungunya
Hastalar 0 H) bulantist o ©)
(V)
X1 E E E Yiiksek E
Xy E H H Yiiksek H
X3 E H H Yiiksek E
X4 H H H Cok yiiksek H
Xs H E E Yiiksek H
X E E H Cok ytiksek E
Xy E E H Normal H
Xg E E H Cok ytiksek E
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Nesneler kiimesi U = {xq, x5, X3, X4, X5, X¢, X7, Xg}, €klem agris1 (J), bas agris1 (H), mide
bulantis1 (N) ve ates (T) 6zelliklerinin kiimesi V = {J, H, N, T} olsun. Chikungunya teshisi
konulan hastalarin kiimesi X = {x € U : C(x) = Evet} = {x, x3, x¢, xg} dir. Karar
tablosundan kolaylikla IND(V) = {{x1},{x5, x3}, {x4}, {xs}, {x6, x5}, {x;}} elde edilir.
Buna gore; %(X) = {x1, %6, xg}, apr(X) = {x1, x5, %3, %6, x5} V& BND(X) = {x3, x3}
bulunur.

Boylece U tizerindeki kaba topoloji Ty = {U, @, {xy, xe, X5}, {x1, X2, X3, X6, Xg}, {x2, x3}} Ve
tabam By, = {U, {x1, x¢, x5}, {x2, x3}} ailesidir. Ornek 3.6.2 deki islemler uygulanirsa

CORE(V) = {J, T} elde edilir. Boylece bas agrisi (H) ve mide bulantist (N) belirtileri

siiflandirmada vazgegilebilir 6zelliklerdir.
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4. GENELESTIRILMIiS KABA KUMELER

Pawlak kaba kiime yaklasiminin temeli denklik bagintisina dayanir. Denklik
bagintis1 olma gili¢lii bir kosul oldugu i¢in uygulamalarda sinirlayici olabilmektedir.
Pawlak kaba kiime yaklasiminda denklik bagintist yerine, daha zayif 6zellikleri saglayan
cesitli tlirlerde bagintilarla calisilmasi daha elverisli ve verimli sonuglar vermektedir. Bu
diisiincelerin sonucunda, kaba kiimelerin genellestirilmesi yolu agilmistir (Zhu 2007a,
2007b). Bu boliimde, denklik bagintis1 olmasi gerekmeyen herhangi bir bagintidan
indirgenen genellestirilmis kaba kiime kavrami verilerek topolojik ozellikleri
incelenecektir. Ayrica, aksi belirtilmedik¢e U evrensel kiimesi i¢in sonlu olma varsayimi

kullanilmayacaktir.

4.1. Genellestirilmis Kaba Kiimeler ve Topolojik Ozellikleri

Denklik bagintis1i olma kosulu zayiflatilarak genellestirilmis kaba kiime
yaklagimlar1 elde edilir. Tlk olarak genellestirilmis yaklasim uzaymi ve ardindan denklik

siifi yerini alacak olan ardil komsuluk kavramlarini tanimlayalim.

Tanmmm 4.1.1 R, U kiimesi iizerinde herhangi bir baginti olmak fiizere (U,R) ikilisine

genellestirilmis yaklasim uzay: denir (Yu ve Zhan, 2014).

Tanmm 4.1.2 R , U kiimesi tizerinde herhangi bir baginti olsun.

Rs(x) ={y € U: (x,y) € R}
kiimesine, x noktasinin ardil komgulugu denir. Bu tanima goére, R bir denklik bagintisi
oldugunda x in denklik smifi [x] ile ardil komsulugu R,(x) ¢akisir, yani [x] = Rs(x)
esitligi saglanir (Yu ve Zhan, 2014).

Tamim 4.1.3 (U, R) bir genellestirilmis yaklasim uzayi ve X < U olsun.
R : 9(U) — 9(U), R(X) = {x € U : Ry(x) € X}
olarak tanimlanan R doniisiimiine alt yaklasim operatorii, R(X) kiimesine de X in alt

yaklasimi denir (Yu ve Zhan, 2014).
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Tamim 4.1.4 (U, R) bir genellestirilmis yaklasim uzayi ve X < U olsun.
R :9U) — 9U), RX) ={x €U :R,(x) N X # ¢}
ile verilen R doniisiimiine iist yaklasim operatorii, R(X) kiimesine de X in iist yaklagimi

adlar verilir (Yu ve Zhan, 2014).

Genellestirilmis yaklasim uzayinda verilen alt ve iist yaklasim operatorlerinin sagladigi

temel ozellikler asagida verilmistir.

Onerme 4.1.1 (U,R) bir genellestirilmis yaklasim uzay:r ve X,Y € U olsun. R ve R
operatorleri i¢in asagidaki 6zellikler vardir (Yu ve Zhan, 2014).

i, RO = U\RWU\ X)), RX) = U\RU \X)),

ii. R(@)=0,RWU)=U,

iii. RXNY)=RX)NR(Y),R(XUY)=R(X)UR(Y),

iv. XS Y = R(X) SR(Y), R(X) S R(Y),

V. RXUY)2R(X)UR(Y),R(XNY) S R(X)NR().

Yukarida (i) de verilen esitlikler; R alt yaklasim operatorii ile R iist yaklasim operatoriiniin

dual olduklarini ifade etmektedir.

Tamm 4.1.5 U kiimesi lizerinde bir R bagintist verilsin. Eger her x € U i¢in (x,y) € R

olacak bi¢gimde bir y € U 0gesi bulunabiliyorsa, R ye serial bagint1 ad1 verilir.

Ornek 4.1.1 U = {a, b, c,d, e} kiimesi iizerinde R, R, Ve R; bagntilar1 asagidaki gibi
verilmis olsun.
R, ={(a,a),(c,c),(d,d),(b,a) (de), (e d)}
R, ={(a,a),(b,a),(a,b), (d, a),(ec) (d e)}
Rz ={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d), (e e)}
R; serial bagintidir ancak R, bagmtist serial degildir. R; bagintis1 yansimali
oldugundan serialdir. Ancak serial bir bagintinin yansimali olmas1 gerekmez. Gergekten,

R, bagtisi1 serial olmasina karsin yansimali degildir.
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Onerme 4.1.2 (U, R) bir genellestirilmis yaklasim uzay1 olsun. Asagida verilen (a) ve (b)
onermeleri denktir (Yu ve Zhan, 2014).

(@) R serial bagitidir.

(b) Her X < U igin

i. R(X)SR(X)
i. R@) =0
iii. RWU)=U

Ozellikleri saglanir.

Teorem 4.1.1 (U,R) bir genellestirilmis yaklasim uzay1 ve R bagintisi serial olsun. Bu
durumda
9 ={X C U: R(X) = R(X)}

olarak tanimlanan ¢ ailesi, U {lizerinde bir topolojidir (Yu ve Zhan, 2014).

Kamit: 9 ailesinin topoloji olma 6zelliklerini sagladigini gosterelim.

T, R@)={x€U:Rix) SP}=0 ve R@)={x€U:R((x)NG=* 0}=0
oldugundan R(®) = R(@) dir. O halde @ € 9 dir. Onerme 4.1.1 (ii) ve Onerme 4.1.2
geregince R(U) = U = R(U) esitligi saglamir. O halde U € 9 dir.

T2: X,Y €9 olsun. O halde R(X) = R(X) ve R(Y) =R(Y) dir. Onerme 4.1.1 (v)
geregince R(XNY) S R(XNY) dir. Yine Onerme 4.1.1 (v) ile (iii), varsayimla
birlestirilerek R(XNY) € R(X)NR(Y) =RX)NR(Y) =R(X NY) bulunur. Boylece
R(X NY)=R(XNY) esitligi elde edilerek X N Y € 9 saglanir.

T3: I herhangi bir indeks kiimesi olmak iizere her i €7 igin X; € ¥ olsun. O halde
R(X) =R(X;) dir. Onerme 4.1.1 den, R(UiX:) = Ui, R(X) = Ui R(X) S
R(U;er X;) kapsamasi elde edilir. Bu bilgiye ek olarak, Onerme 4.1.2 kullanilarak
R(Uier X)) S R(Ujer X;) kapsamanin diger yonii bulunur. Boylece  R(Uje Xi) =
R(U;e; X;) esitligine ve U;e; X; € 9 oldugu sonucuna varilir. Sonug olarak 9 ailesinin U

kiimesi {izerinde bir topoloji oldugu gosterilmis olur.

Ornek 4.12 U = {a, b, c} kiimesi lizerinde R = {(a, a), (a, b), (b,a), (b, b),(c,b)} serial

bagintis1 verilsin. R bagintisindan elde edilen topolojiyi bulalim.
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Ardil komsuluklari yazalim;

Rs(a) = {a, b}, Rs(b) = {a, b}, Rs(c) = {b} dir.

Tablo 4.1. Yaklasim kiimeleri

P(U) {a} {p} | {c} {a, b} {a,c} {b,c} | U

R(X) 0 {c} 0 u v {c}

R(X) {a, b} U 0) U {a, b} U u | o

U nun alt kiimelerinden alt ve tist yaklasimlari esit olanlarin 9 ={@,U ,{c},{a, b} } ailesi
bir topolojidir (Yu ve Zhan, 2014).

Onerme 4.1.3 R, U kiimesi {izerinde yansimali bir bagint1 olsun. X,Y € U alt kiimeleri

icin asagidaki 6zellikler saglanir (Kondo, 2006).
i. R(X) S X € R(X),
ii. X CY=R(X)C RY),

iii.  R(U\X) = U\(RX)).

Onerme 4.1.4 R, U kiimesi iizerinde yansimali bir bagimt: olsun.
9, ={X C U: R(X) = X}
ailesi U tizerinde bir topolojidir. ¥,, ailesine R yansimali bagintisindan elde edilen topoloji

denir (Kondo, 2006).

Kamt: T1: @,U € 9, oldugu agiktir.

T2: X,Y € 9, 0lsun. Oneme 4.1.3 (i) den R(XNY) S X NY dir. Ayrica R(X) = X ve
R(Y) =Y oldugundan X nY = R(X) NR(Y) = R(X nY) dir. Béylece X NY €9, dir.
Ts: Her i € I igin X; € Y, olsun. U;g; X; € T(R) oldugunu gdsterelim. R(U;e; X;) S
U;er X; oldugu agiktir. Simdi kapsamanin diger yonii olan U;¢; X; © R(U;¢; X;) ifadesini
dogrulayalim. Bir x € U;¢; X; alalim. O halde x € X; = R(X;,) olacak bi¢iminde bir i, €
I vardir. R bagmtis1 yansimali oldugundan, her y € R icin xRy dir. R(X; ) = {x: R;(x) €
Xi,}, yani y € X; € U X; dir. Buradan U;e; X; € R(Ujer X;) olur. Boylece Ui, X; =

R(U;e; X)) esitligine ulasilir ve U;e; X; € 9, dir. Sonug olarak 9, ailesi bir topolojidir.
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Onerme 4.1.5 R, U kiimesi {izerinde yansimali ve gecisli bir bagit: olsun. Bu durumda R

bir i¢ operatdrii ve R bir kapams operatoriidiir (Yao, 1998).

Ornek 4.1.3 U = {a, b, c} kiimesi iizerinde yansimali ve gegisli bir R bagintis1 asagidaki
gibi tanimlansin.
R = {(a,a),(b,b), (c,¢), (a,¢),(c,b),(a,b)}
Ardil komsuluklar;
Rs(a) ={a,b,c}, R¢(b) = {b}, Rs(c) = {b, c} olarak bulunur.

Tablo 4.2. Yaklasim kiimeleri

P(U) {a} | {8} | {c} {a,b} | {a,c} | {bc}

R(X) ¢ | {b} @ {b} v {b, c}

int(X) ) {b} ) {b} 1) {b, c}
t={0,U,{b},{b,c}}

R(X) {a} {a,c} U {a,c}

cl(X) {a} {a,c} U {a,c}

Onerme 4.1.3 deki esitlikler Tablo 4.2 de goriilebilir.

Sonug olarak, yansimali ve gegisli bir R bagintisi ile iiretilen alt ve iist yaklasim
operatorleri tam olarak bir topolojinin sirasiyla i¢ ve kapanig operatorlerine karsilik
gelmektedir. Ancak R bagintis1 yansimali olarak ele alindiginda, alt ve iist yaklagim
operatorleri ¥, ={X < U: R(X) = X} topolojisi i¢in i¢ operatorii ve kapanis operatorii

olmayabilir. Bu durumu somut olarak asagida verilen 6rnek iizerinde inceleyelim.

Ornek 4.1.4 U = {a, b, c} olarak verilsin. U kiimesi iizerinde tanimli yansimali olan bir
baginti R = Ay U {(a, b), (b, c)} olsun.

Ardil komsuluklar;

Ri,(a) ={a,b},Rs(b) = {b,c}, Rs(c) = {c} olarak bulunur.
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Tablo 4.3. Yaklagim kiimeleri

P(U) {a} {b} {c} {a, b} {a,c} {b, c}
R(X) @ 0 {c} {a} {c} {b, c}
R(X) {a} {a, b} {b, c} {a, b} U U
Buna gore verilen bilgiler kullamlarak 9, ={®,U,{c}, {b, c}} topolojisi elde

edilir. Simdi X = {a, b} kiimesinin ¥, topolojisine gdre i¢ini ve kapanigini bulalim.
int(X) =@ ve cl(X) = {a,b,c}dir. Boylece R(X)#int(X)ve R(X) # cl(X) oldugu

goriiliir.

Tanimm 4.1.6 R, U kiimesi lizerinde bir bagint1 olsun. U kiimesinde R bagintisini i¢ceren en
kiiciik gegisli bagmtiya R nin gegisli kapanisi denir ve t(R) ile gosterilir. R bagintisini
iceren en kii¢iik denklik bagintisina da R nin denklik kapanisi denir ve e(R) ile gosterilir

(Yu ve Zhan, 2014).

Teorem 4.1.2 R, U kiimesi tizerinde bir bagint1 olmak tizere, R nin gegisli kapanist t(R) =
RYUR? U ... dir (Peive Xu, 2007).

Ornek 4.1.5 U ={a,b,c} kiimesi iizerinde bir R = {(a,a),(a,b),(b,c)} bagmtisi
verilsin. R nin bir denklik bagintis1 olmadig1 kolayca goriiliir. R nin gegisli kapanigini

belirleyelim. Oncelikle R ye karsilik gelen Ag matrisini olusturalim.

1 1 0
Ag = [0 0 1] dir. Bir sonraki adimda R? bagmntist
0 0 O
1 1 011 1 0 1 1 1
R2=AR-AR=AR2=[O 0 1”0 0 1]=[1 1 0]
0 0 0110 O O 0 0 O

R? ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b)}
ve R3 bagmtist

1 1 1111 1 O 1 1 1
R3=AR2-AR=AR3=[1 1 0”0 0 1]=[1 1 1]
0 0 o110 0 O 0 0 O

R3? ={(a,a),(a,b),(a,c),(b,a),(b,b),(bc)}
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olarak hesaplanir. R € R3 oldugu goriiliir. Ayrica R® = R* = .-« = R™ esitlikleri kolayca
goriiliir. O halde, R® bagintis1i R € R® kosulunu saglayan en kiiciik gecisli bagintidir. R
bagintisinin gecisli kapanisi t(R) = R3 tiir.

Teorem 4.1.3 R, U kiimesi tizerinde bir bagint1 olsun. R bagintisinin gegisli kapanisi t(R)
olmak tizere R < t(R) dir (Pei ve Xu, 2007).

Kamt: t(R) = R' UR? U ... oldugundan birlesim kiimesinin tanimindan R € R U R? U

dir. Boylece R € t(R) kapsamasi saglanir.

Yardimeir Teorem 4.1.1 U kiimesi iizerinde tanimlanan R, ve R, bagntilar1 verilsin.
x € Uve X € U olmak lizere asagidaki 6nermeler denktir (Pei vd., 2011).
I. Ry SRy,
i (R)s(x) € (Ry)s(x),
ii. &(X) Qﬁ(X),

iv. Ry(X) € R,(X).

Teorem 4.1.4 R, U kiimesi iizerinde yansimali bir bagint1 ise, t(R) bagntis1 da U kiimesi

tizerinde yansimali bir bagmntidir (Yu ve Zhan, 2014).

Kamit: R, U kiimesi {lizerinde bir yansimali bir bagint1 olsun. Teorem 4.1.3 den R € t(R)

dir. O halde t(R) bagintisinin yansimali oldugu agiktir.

Yardimci Teorem 4.1.2 U kiimesi tizerinde bagintilarin bir ailesi {R;};en Olsun. Her x €

Uicin (U2 R)s(x) = U2 (R;)s(x) esitligi saglanir (Yu ve Zhan, 2014).

Kamt: Ardil komsuluk tanimimi kullanilarak asagidaki esdegerlikler yazilir ve istenen
esitlik elde edilir.
y € (Ui21R)s(x) © (x,y) € UZ1 R;
o Jiigin (x,y) €R;
o Jiiginy € (R))s(x)
&y € Uiz (R)s(x)
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Yardimci Teorem 4.1.3 U kiimesi tizerinde bagintilarin bir ailesi {R;};cy Olsun. Her X ©
U igin Uj2; R; (X) = N2, R;(X) dir (Yu ve Zhan, 2014).

Kamt: Her iicin R; € U2, R; saglanir ve Yardimci Teorem 4.1.1 den U2, R; (X) S
R;(X) dir. Boylece Ujz;R; (X) € N2, R;(X) olur. Diger yandan her iicin x €
N2, R;(X) ise x € R;(X) dir. Boylece (R;)s(x) € X olur. Yani Ui2,(R)s(x) € X dir.

Yardimctr Teorem 4.1.2 den (Uj2; R;)s(x) = Uj2,(R;)s(x) € X elde edilir. Boylece x €
Uj2; R; (X) dir. Sonug¢ olarak U2, R; (X) = Nj2, R;(X) esitligine ulagilarak kanit

tamamlanir.

Yardimer Teorem 4.1.4 U iizerinde R, Vve R, bagintilar1 verilsin. Her X € U i¢in

RioR, (X) = Ry (R_Z(X)) esitligi vardir (Pei ve Xu, 2007).

Kamt: R =R; oR, olsun. Kamt i¢in R(X)=R; oRy (X) ={x:Rs(X) S X} =
{x: (R2)s((Ry)s(x)) € X} esitligi kullanilacaktir.

[k olarak x € R(X) olsun. O halde (RZ)S((Rl)S(x)) C X dir. Boylece her y € (Ry)s(x)
igin - (Rp)s(») € (Rp)s((R)s(x)) € X dir. Bu nedenle, y€R,(X), ve dahasi

(R))s(x) € Ry (X) olur. Boylece x € R, (R_z (X)) dir.
Tersine, eger x € R_l(R_Z(X)) ise (Ry);(x) € (Ry)s(x) dir. Boylece her ye€
(R1)s(x) icin ¥ € Ry (X) saglanir. Yani (Ry)s(y) S X dir. Ayrica (Ry)s((Ry)s(x)) € X

dir. Yani R,(X) € X. Boylece x€R(X) bulunarak R, R, (X) = R, (Rz (X))
esitliginin kanit1 tamamlanir.

Yardimei Teorem 4.1.5 R, U iizerinde herhangi bir bagint1 olsun. O halde her X € U ve
n € N i¢in R*(X) = R™(X) esitligi vardir. Burada R™, R nin n.basamaktan bileskesini

gostermektedir (Yu ve Zhan, 2014).

Kanit: Yardimci Teorem 4.1.4 kullanilarak tlimevarim yontemi ile kolayca elde edilir,
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Teorem 4.1.5 R, U kiimesi lizerinde yansimali bir bagint1 olsun. R bagintisindan elde

edilen topoloji ile R nin gegisli kapanigindan elde edilen topoloji aynidir. Yani

Oy = Yur)
esitligi vardir (Yu ve Zhan, 2014).

Kanit: Yardimci Teorem 4.1.3 ve Yardimci Teorem 4.1.5 den herhangi bir X € U igin

t(R)(X) = Uy, R™ (X) = N2 RM(0) = No RW(X) =RCO NRP ) ... dir.

Eger X €9, ise R(X) =X dir. Bdylece t(R)(X) = R(X) N RP(X) n...= X olur. Bu
esitlik bize X € ¥y olmasini verir. O halde 9, © 9. () kapsamasi saglanur.

Kapsamanin tersini gostermek igin X € Uy (gy alalim. O halde @ (X) =X dirve R(X) N
5(2)(X) N ..=X saglanir. Boylece X S R(X) elde edilir. R(X) S X kapsamas1 agik
oldugundan R(X) = X esitligi bulunur. O halde X € ¥,, dir. Bu ise d;) € 0, demektir.

Sonug olarak istenen 9, = 9y elde edilir.

Ornek 4.1.6 U = {a, b, c} olmak iizere R = {(a, a), (a, b), (b, b), (b, c), (c,c)} yansimali
bagntis1 verilsin. Ornek 4.1.4 de ¥, ={0,U,{c},{b, c}} topolojisi elde edilmisti. Simdi
R nin gegigli kapanigindan elde edilen ¥y topolojisini olugturalim. Ik olarak, R ye

karsilik gelen Ag matrisi asagidaki gibi olusturalim.

1 10

Arp =10 1 1]

0 0 1

Simdi t(R) gegisli kapanigint hesaplayalim.
1 1 0][1 1 0 [1 1 1]
R2=AR-AR=AR2=[0 1 1].[0 1 1]= 0 1 1
0 0 1110 0 1 0 0 1.
1 1 11111 1 0 [1 1 1]
R3=AR2-AR=AR3=[0 1 1”0 1 1]= 0 1 1|=R?

0 0 1110 0 1 0 0 1.

t(R) =R'UR?uU. ..
{(a,a),(a,b),(a,c),(b,b),(bc),(cc)}eldeed
Ardil komsuluklar; t(R)s(a) = {a,b,c},

bulunur.
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t(R)s(b) = {b, c},

= R? dir. Boylece R yansimali bagmtisinin gegisli kapams1 t(R) =

t(R)s(c) = {c} olarak



Tablo 4.4. Yaklagim kiimeleri
o) {a} | {b} | {c} {a, b} {a,c} {b, c} uil e
t(RYX) | U 0) {c} 1) {c} {b,c} Uu | ¢

Elde edilen bilgiler bir araya getirildiginde ;) = {0,U,{c},{b,c}} = Yy, esitligi

bulunur.

Teorem 4.1.6 R, U iizerinde simetrik bir bagmti olsun. O halde t(R) bir simetrik bagintidir
(Yu ve Zhan, 2014).

Kamt. ik olarak R? nin simetrik bir baginti oldugunu gosterelim. Eger (x,z) € R? ise
(X, ¥) € R ve (Y, z) € R olacak sekilde bir y € U vardir. R bagmtis1 simetrik oldugundan
(y, X) € R Ve (z, ¥) € R olur. Bdylece (z, X) € R? olur ve R? bagmtisi simetriktir. Daha
sonra tiimevarim yontemi kullamlarak, her k € Z* i¢in R* min simetrik oldugu
kanitlanabilir. Son olarak t(R) nin simetrik oldugunu gosterelim. Eger (x,y) € t(R) =
RUR?U ... ise, (x,y) € R” olacak sekilde bir n € Z* vardir. R" simetrik oldugundan
(y,x) € R"dir. Boylece (y,x) € t(R) elde edilir ve t(R) simetriktir.

Teorem 4.1.7 R, yansimali ve simetrik bir baginti ise, e(R) = t(R) dir (Yu ve Zhan,
2014).

Kamt. Teorem 4.1.5 ve Teorem 4.1.6 dan t(R) bir denklik bagintisidir. R < t(R) oldugu
aciktir. Eger R € S ve S denklik bagintis1 ise, S gegisli bagintidir. t(R), R nin gegisli
kapanigi ise, t(R) = S dir. Boylece e(R) = t(R) esitligi elde edilir.

Teorem 4.1.8 R yansimali ve simetrik baginti olsun. O halde ¥, = ¥z esitligi saglanir
(Yu ve Zhan, 2014).

Ornek 4.1.7 U = {a, b, c, d} kiimesi iizerinde bir R bagitis1 asagidaki gibi verilsin.

R=Ay;U{(a,b) (ac)(b,a),(c,a)}. R yansimali ve simetrik bagmtidir. Her x € U

ogesinin ardil komsuluklar R¢(a) = {a, b, c}, Ry(b) = {a, b}, Rs(c) = {a,c} ve Ry(d) =

{d} olarak bulunur. Ardil komsuluklar yardimiyla, 9, = {X CU:RX)=X } =

{0,{a,b,c},{d}, U} topolojisi elde edilir. R nin denklik kapanis1 ise e(R) = Ay U
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{(a,b),(a,c),(b,a),(b,c),(c,a),(c,b)} dir. Buna gore ardil komsuluklar e(R)s(a) =
{a,b,c}, e(R)s(b) ={a,b,c}, e(R)s(c) ={a,b,c} ve e(R)s(d) ={d} olur. Jey =
XcU:e(R)X)=X}={0,{a,b,c},{d},U} elde edilir. Boylece ¥y, = 9z, esitligi
saglanir (Yu ve Zhan, 2014).

Teorem 4.1.8 de R bagintisinin simetrik olmasi temel kosuldur, kaldirilamaz. R

bagintisi simetrik olmadiginda Teorem 4.1.8 saglanmaz.

Ornek 4.1.8 Ornek 4.1.4 ii tekrar ele alalim. Burada incelenen R bagmtis1 simetrik
degildir. Kolay bir hesaplamayla e(R) = U X U oldugu goriilebilir. Boyle e(R)(U) = U
dir. Her XS Uve X # U igin e(R)(X) = @ dir. Ayrica 9,zy = {U, @} Ve O, # U, dir.
e(R) denklik bagintis1 oldugundan, 9, gy kagik topolojidir (Yu ve Zhan, 2014).

Sonug¢ 4.1.1 R, U kiimesi iizerinde yansimali ve simetrik bir baginti olsun. O halde 9,

kagik topolojidir (Yu ve Zhan, 2014).

Teorem 4.1.9 R, U kiimesi lizerinde yansimali ve simetrik bir bagint1 olsun. int ve cl

sirastyla, ¥, nin i¢ ve kapanis operatorlerini gdstersin. Bu durumda int = e(R) ve cl =

e(R) dir (Yu ve Zhan, 2014).

Sonu¢ 4.1.2 R, U kiimesi lizerinde yansimali ve simetrik bagint1 olsun. Her X € U i¢in

int(X) € R(X) ve R(X) S ¢l(X) dir (Yu ve Zhan, 2014).

Teorem 4.1.10 R, U kiimesi lizerinde yansimali ve simetrik bir bagmnti olsun. O halde 9,

topolojisinden elde edilen baginti R(ﬁy) ile R nin denklik kapanisi ¢akisir (Yu ve Zhan,
2014).

Ornek 4.1.9 Daha 6nce verilen Ornek 4.1.7 yi goz oniine alahm. ¥, ={0,{a,b,c},{d},U }
ailesi kapali kiimelerden meydana gelmistir. ¥, topolojisinin kapanis operatorii ¢l olmak
tizere; cl({a}) ={a,b,c}, cl({b}) ={a,b,c}, cl({c}) ={a,b,c} ve cl({d}) = {d} elde
edilir. Buradan R(ﬁy) = Ay U {(a,b),(a,c), (b,a),(b,c),(ca) (cb)} bagntisi bulunur.
Sonug olarak R(ﬁy) = e(R) esitligi gosterilmis olur (Yu ve Zhan, 2014).
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Teorem 4.1.11 R € U X U bagintisi yansimali ve simetrik olsun.
Lg ={S €U X U: S yansimaly, simetrik ve ¥,,(5) = 9, (R)}
kiimesi agagida verilen 6zellikleri saglar.
i. e(R)€lLg.
ii. e(R) denklik kapanisi, kiimeler iizerinde bilinen kapsama bagintisina gére Ly nin

en biiyiik elemanidir (Yu ve Zhan, 2014).

Onerme 4.1.6 S, S, € Ly olsun. O halde S; 0 S, € Ly ve S; U S, € Ly dir (Yu ve Zhan,
2014).

4.2. Eksik Bilgi Sistemleri ve Topolojik Indirgemesi

Bir bilgi sisteminin nesne ve &zelliklerin bir araya getirildigi tablo ile verildigi
bilinmektedir. Bazi arastirmalarda bir nesneye karsilik gelen 6zellik degeri bulunmayabilir.

Bu durumda tabloda bosluk ya da bosluklar yer alabilir.

Tanim 4.2.1 Nesnelerin sonlu bir kiimesi U ve 6zelliklerin sonlu bir kiimesi V olmak {izere
S =(U,V) bilgi sistemi verilsin. V,, a € V 6zelligi i¢in bir deger kiimesi olmak iizere,
herhangi bir nesneye V, kiimesinden bir deger karsilik gelmemesi durumu s6z konusu ise
S = (U, V) bilgi sistemine eksik bilgi sistemi ya da tam olmayan bilgi sistemi adi verilir.
Bu durumu ifade etmek igin bilgi sistemi tablosundaki eksik degerler “ *” sembolii ile
gosterilir. Eksik olmayan S = (U,V) bilgi sistemine eksiksizdir ya da tamdir denir

(Pawlak, 1982).

S=(U,V) bir eksik bilgi sistemi ve B <V olsun.U kiimesi {izerinde
SIM(B) ={(x,y) €U XU :Va€B,(fa(x) =fa() V(fa(x) =%) V(fa(y) =%}

ile SIM(B) bagmtis1 tanimlansin. Bu bagint1 yansima ve simetri (tolerans) &zelliklerini
saglar. O halde SIM(B) bir tolerans bagmtisidir ve SIM(B) = Ngep SIM({a}) esitligi
saglanir. Sg(x) ={y € U : (x,y) € SIM(B)} kiimesine x € U nesnesinin tolerans sinifi
denir. Biitiin tolerans siniflarmin kiimesi U/SIM(B) ile gosterilir ve U/SIM(B) =

{Sg(x) : x € U} ailesi genel olarak, U kiimesinin bir ayrisimmni olusturmaz. Ancak U
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kiimesinin bir ortiisiidiir. Bagka bir deyisle, her x € U igin Sg(x) # @ Ve Uyey Sg(x) =U

saglanir.

Tanmim 4.2.2 S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi, B €V ve X € U olsun. X kiimesinin alt
yaklasimi
B(X) = {(x € U : S5(x) € X}
ve iist yaklagimi
B(X)={x €U :Sz(x) N X # @}
olarak tanimlanir (Yu ve Zhan, 2014).

Tanmim 4.2.3 S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi ve B < V olsun.
i. Eger SIM(B) = SIM(V) ise, B kiimesine V nin tutarli kiimesi denir.
ii.  Eger B kiimesi tutarli ve B nin kendisinden baska tutarl: alt kiimesi bulunmuyorsa,

B kiimesi V nin bir indirgemesi olarak adlandirilir.

S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi ve B € V olsun. SIM(B) bagintis1 yansimali ve simetrik
oldugundan, U kiimesi iizerinde bir topoloji belirler. Gercekten T(SI M (B)) =
{X cCU:BX)= X} ailesi bir topolojidir. Bu aile kisaca tp ile gosterilir (Yu ve Zhan,
2014).

Tamim 4.2.4 S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi ve B < V olsun.
i. Egertp = 1y iSe, B yeV nin topolojik tutarl kiimesi denir.
ii.  Eger B kiimesi topolojik tutarli ve B nin kendisinden farkli topolojik tutarli alt
kiimesi bulunmuyorsa, B kiimesi V' nin topolojik indirgemesi olarak adlandirilir
(Yu ve Zhan, 2014).
Yukarida verilen Tanim 4.2.3 ve Tanim 4.2.4 den kolayca goriilebilecegi gibi; B kiimesi
V nin bir indirgemesi ise, B kiimesinin V nin topolojik bir indirgemesi oldugu sonucuna

varilabilir. Ancak bu ifadenin tersinin dogru olmas1 gerekmez.

Ornek 4.2.1 U ={1,2,3,4,5,6} veV = {F,Z} olmak iizere, S = (U,V) eksik bir bilgi
sistemi Tablo 4.5 de verilmistir (Yu ve Zhan, 2014).
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Tablo 4.5. Eksik verili bilgi sistemi

Araba Fiyat (F) Boyut (2)
1 Yiiksek Tam
2 Diisiik Tam
3 * Kompakt
4 Yiiksek Tam
5 * Tam
6 Diisiik Tam

Oncelikle her x € U igin Sy (x) kiimelerini ya da tolerans simiflarin1 belirleyelim. S, (1) =
{1,4,5}, Sy (2) ={2,5,6}, Sy(3) ={3},Sy(4) ={1,4,5}, Sy(5) ={1,2,4,5,6} ve
Sy(6) =1{2,5,6} olur. Biitiin tolerans simiflarmin  kiimesi ise, U/SIM(V) =
{{1,4, 5} 1{2,5,6},{3},{1,2,4,5, 6}} ailesidir. Simdi B = {Z} olarak alalim. Bu durumda
Sp(1) ={1,2,4,5,6},S5(2) = {1,2,4,5,6}, Sz(3) = {3},S5(4) = {1,2,4,5,6}, Sz(5) =

{1,2,4,5,6} ve Sg(6) ={1,2,4,5,6} kimeleri elde edilir. B ={Z} kiimesine gore
U/SIM(B) = {{1,2,4,5,6},{3}} olarak bulunur. SIM(B) # SIM(V) oldugundan B =
{Z} kiimesi V nin bir indirgemesi degildir. Ancak B, V 6zellikler kiimesinin topolojik bir
indirgemesidir. Gercekten, 153 = {Xg U: B(X) = X} ={0,{3},{1,2,4,5,6}, U} ve
Ty={X<S U: V(X) =X} ={0,{3},{1,2,4,5,6}, U} oldugu kolayca gériiliir. O halde

7z = Ty Ve |B| = 1 dir. Sonug olarak B kiimesi V nin bir topolojik indirgemesidir.

Teorem 4.2.1 S = (U,V) eksik bir bilgi sistemi ve B € V olsun. Asagidaki dnermeler
denktir (Yu ve Zhan, 2014).

I. B kiimesi topolojik tutarhdir.

ii. e(SIM(B)) = e(SIM(V)).

Kanit. (i) = (ii) B kiimesi topolojik tutarli olsun. O halde 75 = 7y; yani T(SIM(B)) =

T(S IM (V)) saglanir. SIM(B) ve SIM(V) bagmtilar1 yansimali ve simetrik (tolerans)
oldugundan Teorem 4.1.11 geregince e(S IM(B )) = e(S IM (V)) esitligi elde edilir.

46



(i) = () e(SIM(B))=e(SIM(V)) olsun. 1 =T(SIM(B)) =T (e(SIM(B))) =

T (e(SIM(V))) = T(SIM(V)) =7, esitligi elde edili. O halde B kiimesi topolojik

tutarhidir.

Sonug¢ 4.2.1 S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi ve B € V olsun. Asagida verilen 6nermeler
denktir (Yu ve Zhan, 2014).

I. B topolojik bir indirgemedir.

ii. e(SIM(B)) = e(SIM(V))veher C c Bigin e(SIM(C)) # e(SIM(V)) dir.

Kamit. Tanim 4.2.4 ve Teorem 4.2.1 in bir sonucudur.

Ornek 4.2.2 Ornek 4.2.1 de verilen eksik bilgi sistemini diisiinelim. Tablo 4.5
kullanilarak, kolayca e(SIM(B)) = e(SIM(V)) ={(i,j) : i,j =1,2,4,5,6} U{(3,3)}
elde edilir. Ayrica U/e(SIM(B)) = U/e(SIM(V)) = {{1,2,4,5, 6}, {3}} olur. Sonug 4.2.1
kullanilarak B kiimesinin V nin bir topolojik indirgemesi oldugu goriiliir (Yu ve Zhan,
2014).

Teorem 4.2.1, Sonug 4.2.1 ile Ornek 4.2.2 birlikte diisiiniildiigiinde; topolojik tutarli kiime
Ozellik kiimesinin bir altkiimesidir ve orijinal sistemin ayirt edici giictinii korur. Bir
topolojik indirgeme, minimal topolojik tutarli kiimedir. Bagka bir degisle, topolojik
indirgeme igin, eksik bilgi sistemlerinin indirgemesinin genellestirilmesi olarak

distiniilebilir.

Tanmm 4.2.5 U = {x4, ..., x,,} olmak iizere, S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi olsun. M(S)
ile gosterilen n X n tiirlindeki [c; ;] kare matrisine S nin ayirt edilebilirlik matrisi ad1 verilir

veher1l <i,j <nigin

S { {aeV:x esS,(x)} % €lxlyise,
" 9, x; € [x;]y ise,

olarak tanimlanir. Tanimda yer alan [x;], = {xj eV : (xl-,xj) € e(SIM(V))} ve Sq(x;) =
Sta3(x;) dir. M(S) matrisi simetrik oldugundan, her i = 1, ...,n i¢in ¢;; = @ dir. O halde
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M (S) matrisi sadece alt tiggenindeki dgeler tarafindan temsil edilir; yani 1 < j <i < nile

¢;; Ogelerinden olusur (Yu ve Zhan, 2014).

Ornek 4.2.3 U={1,2,3,4,5,6} ve V ={M,F,E} olmak iizere, Tablo 4.6 da verilen
eksik bilgi sistemi S = (U,V) vyi ele alalim. Kisalik saglamak i¢in matematik (M), fizik
(F) ve edebiyat (E) ile gosterilmistir (Yu ve Zhan, 2014)

Tablo 4.6. Eksik verili bilgi sistemi

Ogrenci Matematik (M) Fizik (F) Edebiyat (E)
1 Orta Kot Koti

2 Iyi Orta *

3 Orta * Orta

4 * Orta Orta

5 * Iyi Kotii

6 Iyi Orta Kotii

Tablo 4.6 nin analizi yapilarak S, (1) = {1}, Sy (2) = {2,4,6},Sy(3) = {3,4}, Sy (4) =
{2,3,4}, Sy (5) = {5}, Sy, (6) = {2,6} elde edilir.
O halde U/e(SIM(V)) = {{1},{2,3,4,6},{5}} dir. Ayrica asagidaki bilgiler elde edilir:
Su(1) =854(33) =1{1,3,4,5}, Sy(2) =Sy (6) =1{2,4,5,6},Sy(4) = Sy(5) =U.
Sp(1) ={1,3}, Sp(2) = Sp(4) = Sp(6) = {2,3,4,6},5£(3) = U, Sr(5) = {3,5}.
Sp(1) = Sp(5) = Sg(6) ={1,2,5,6},5¢(2) = U,S(3) = Sg(4) = {2,3,4}.

S eksik bilgi sisteminin ayirt edilebilirlik matrisi olan M (S) asagidaki gibi olusturulur:

1)
{M,F} ¢
|} o 0
M(S) = {F.E} ©® 0 @
{F} {F} {E} {F.E} ©
{M,F} @ @ o {F} ol
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Yardimcr Teorem 4.2.1 S = (U,V) eksik bir bilgi sistemi ve B €V olsun. Asagida
verilen 6nermeler denktir (Yu ve Zhan, 2014).

i.  e(SIM(B)) = e(SIM(V)).

ii. SIM(B) < e(SIM(V)).

Kamt. (i) = (i) e(SIM(B)) = e(SIM(V)) olsun. O halde SIM(B) < e(SIM(V)) dir.

(i) = (i) Istenilen esitligi kanitlamak icin e(SIM(V)) c e(SIM(B)) ve e(SIM(B)) c
e(SIM (V)) kapsamalarini gostermeliyiz. SIM (V) © (SI M (B)) oldugundan e(SIM (V)) c
e(SIM(B)) olur. Diger kapsama igin; eger SIM(B) < e(SIM(V)) ise, denklik kapanis
tanim1  kullanilarak e(SIM (B)) c e(SIM (V)) elde edilir. Boylece e(SIM (B)) =
e(S IM (V)) elde edilerek kanit tamamlanir.

Teorem 4.2.2 S = (U,V) eksik bir bilgi sistemi ve B € V olsun. Asagidaki onermeler
denktir (Yu ve Zhan, 2014).
I. B topolojik tutarhdir.

ii.  1<1i<j<nolmakiizere, herc;; # @ i¢in B N ¢;; # @ dir.

Kamt. (i) = (ii) B kiimesinin topolojik tutarli oldugunu varsayalim. Yardimci Teorem
421 den SIM(B) S e(SIM(V)) kapsamasi vardir. 1<i<j<n igin ¢;+0
oldugundan (xi,xj) ¢ e(SIM(V)) dir. Bu ise (xi,xj) ¢ SIM(B) olmasim1 ifade
etmektedir. SIM(B) = Ngep SIM(a) esitligi geregince, (xi,xj) ¢ SIM(a) olacak sekilde
bir a € B 6gesi vardir. Boylece a € c; ; ve B N ¢; ; # @ bulunarak istenen elde edilir.

(iif) = (i) Yardimc1 Teorem 4.2.1 den sadece SIM(B) < e(SIM(V)) oldugunu kanitlamak
yeterlidir. Tersine SIM(B) & e(SIM(V)) oldugunu varsayalim. O halde (xl-,xj) €
SIM(B) ancak (xl-,xj) ¢ e(SIM(V)) olacak sekilde x;,x; € U (1 < i <j <n) vardir ve
cij # @ dir. Bdylece Bnc;; # @ elde edilir. a € Bn¢;; olsun. O halde (x;x;) ¢
SIM(a) bulunur. SIM(B) = Ngaep SIM (a) oldugundan (x;,x;) & SIM(B) elde edilir. Bu
ise varsayim ile ¢elisir ve SIM(B) < e(SIM (V)) kapsamasi saglanir. O halde B kiimesi

topolojik tutarlidir.
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Sonug¢ 4.2.2 S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi ve B € V olsun. B nin topolojik indirgeme
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul 1 <i < j < n olmak lizere, her ¢;; # @ icin BN ¢;; # @

olacak sekilde bir minimal altkiime olmasidir (Yu ve Zhan, 2014).

S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi olsun. S nin tiim topolojik indirgemelerinin ailesi Red(S)
ile gosterilir. Biitiin topolojik indirgemelerde elenemeyen ya da vazgegilemeyen tiim
ogelerin kiimesine, S eksik bilgi sisteminin ¢gekirdegi ad1 verilir ve Core(S) ile gosterilir. S
nin ¢ekirdegi ile vazgecilemez dgeler arasindaki iliski Core(S) = N Red(S) esitligi ile

verilir.

Teorem 4.2.3 S = (U, V) eksik bir bilgi sistemi olsun. a € Core(S) olmasi igin gerek ve
yeter kosul ¢;; = {a} olacak sekilde 1 < i < j < n var olmasidir (Yu ve Zhan, 2014).

Kamt. (=): . a € Core(S) olsun. Tersine her 1 <i<j <n ve a € ¢; i¢in |Cij| > 2
oldugunu varsayalm. B = U{ ¢;; \ {a} : 1 < i <j < n} olsun. O halde her ¢;; # @ i¢in
B Nc;j # @ saglanir. Teorem 4.2.2 den B kiimesi topolojik tutarlidir. Sonug olarak, B nin
topolojik indirgemesi olacak bi¢imde bir € € B alt kiimesi vardir. a € B oldugu acikca
goriilmektedir. a € Core(S) oldugundan, a € B olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Béylece c;; =
{a} olacak sekilde 1 < i < j < n indisleri vardir.

(&):¢i; ={a} olsun. O halde (x;,x,) & e(SIM(V)), (x;x,) & SIM(a) ve her b€
V\{a} icin (x;x;) € SIM(b) dir. Béylece (x;,x;) € SIM(V \{a}) S e(SIM(V \{a}))
elde edilir. Bu aymi zamanda e(SIM (4 \{a})) * e(SIM (V)) oldugunu ifade eder ve

V \{a} topolojik tutarli kiime degildir. Sonug olarak a € Core(S) bulunur.
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5. SONUC VE TARTISMA

Bu tez ¢alismasinda, Pawlak kaba kiime teorisinin temel kavramlari ile matematigin
onemli bir dali olan topolojinin ortak noktalari {izerinde duruldu. Pawlak alt ve tst
yaklasim operatorlerinin topolojide sirasiyla, i¢c ve kapanis operatdrlerine karsilik geldigi
gosterildi.

Pawlak yaklasim uzayimin denklik bagintisi tizerine kuruldugu, herhangi bir baginti
alindiginda genellestirilmis yaklasim uzay1 olarak bilinen yapmin o6zellikleri topoloji
yoniiyle incelendi. Kaba topoloji ve topolojik indirgemelerin eksik bilgi sistemleri

tizerindeki etkileri incelenerek topolojik tutarlilik ve ¢ekirdek kavramlari sunuldu.
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