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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
Zaman Skalas1 Uzerinde Konform Sturm-Liouville Operatériiniin Genislemeleri
Gizem AYRAK

Burdur Mehmet Akif Ersoy Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Dog. Dr. Hiiseyin TUNA

Haziran, 2019

Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve c¢alismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonugclar verildi.

Uclincii boliimde, zaman skalasi iizerinde kesirli mertebeden kalkuliisiin temel
tanim ve 6zellikler1 verildi.

Son olarak, zaman skalas: iizerinde kesirli mertebeden konform Sturm-Liouville
operatoriiniin maximal disipatif, akretif, kendine es genislemeler sinir kosullar1 cinsinden

verilmistir.

Anahtar Kelimeler: zaman skalasi, konform kesirli kalkuliis, Sturm-Liouville operatorii,
simetrik operator, kendine es operatdr, disipatif operator, akretif operator, genisleme, sinir

deger uzay1, sinir kosullar
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned and some
definitions and main results used in the study are given.

In the third section, basic definitions and properties of conformable fractional
calculus on time scales are given.

Finally, a description of all maximal dissipative, accretive, self adjoint and other
extensions of conformable fractional Sturm-Liouville operator on time scales is given in

terms of boundaryconditions.

Keywords: time scales, conformable fractional calculus, Sturm-Liouville operator
,symmetric operators, self adjoint operators, dissipative operators, accretive operators, a
space of boundary value, boundary conditions



1. GIRIS

Zaman skalasi teorisi ilk defa 1988 yilinda Stefan Hilger’in doktora tezinden
ortaya ¢cikmistir (Hilger,1988). Bu teorinin amaci diskret kalkiiliis ile stirekli kalkiiliisii
tek bir teori gatis1 altinda birlestirmektir. Bu teoriyle diferansiyel denklemler teorisi ile
fark denklemler teorisi birlestirilmistir. Bu teorinin pek ¢ok Onemli uygulamalari
vardir. Ornegin, 1s1 transferi ¢alismalarinda, bocek popiilasyon modellerinde, borsa ve
sinirsel ag modellerinde bu konudan yararlanilir. Bu konuda daha ayrintili bilgi igin
Bohner ve Peterson’un (Bohner ve Peterson, 2001, 2003) ¢alismalarina bakilabilir.

Kesirli mertebeden kalkiiliis glinlimiizde uygulamali matematigin yogun
calisilan alanlarindan biridir. Kesirli mertebeden tiirevin pek ¢ok tanimu literatiirde
bulunmaktadir. Bunlardan bazilar1 Riemann Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov vb.
Fakat verilen bu tanimlarda adi tiirevin bazi1 temel oOzellikleri (iki fonksiyonun
carpiminin tiirevi, zincir kurali gibi) kayboldugundan matematikg¢iler yeni kesirli
mertebeden tiirev tanimi arayisina girmistir. Yakin zamanlarda Khalil ve arkadaslari
(Khalil vd, 2014) yaptiklar1 ¢alismada konform kesirli mertebeden tiirev ve konform
kesirli integrali tanimlamislardir. Bu calismalarinda konform kesirli mertebe tiirev
taniminin adi tiireve paralel olarak c¢arpim kurali, bolim kurali vb o6zellikleri
sagladigin1 gostermislerdir. Daha sonra Abdeljawad (Abdeljawad, 2015) konform
kesirli mertebe tiirev teorisini gelistirerek zincir kurali, istel fonksiyonlarn tiirevi,
kismi integrasyon, Taylor kuvvet serisi acgilimlari, Laplace doniistimlerinin konform
kesirli mertebe versiyonunu ispatlamistir.

Al-Refai ve Abdeljawad (Al-Refai ve Abdeljawad, 2017) konform Sturm
Liouville 6zdeger problemi icin temel sonuclart (6zdegerlerin reelligi, basitligi, farkli
ozdegerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlarin ortogonalligi vb) vermistir.

Allahverdiev ve arkadaslar1 (Allahverdiev vd., 2019) yaptiklar1 ¢alismada
konform Sturm Liouville problemi i¢in varlik ve teklik teoremleri vermislerdir.
Probleme karsilik gelen Green fonksiyonunu kurarak 6z fonksiyon acilimlarini da
vermiglerdir.

Benkhettou ve arkadaslar1 (Benkhettou vd,2016) yaptiklari ¢alismada konform
kesirli mertebeden kalkiiliisi zaman skalalar1 {izerine tasimislardir. Zaman skalasi

tizerinde konform kesirli mertebeden tlirevin temel kavramlarmi ispatlamiglardir.



Benzer tanimlar Zhao ve Li (Zhao ve Li, 2016) tarafindan da verilmistir.Daha sonra
Zhao ve arkadaglart (Zhao vd, 2016) Benkhettou ve arkadaslarinin calismalarini
genigleterek zaman skalalar1 tizerinde birim operatore sahip konform delta tiirev
kavramini vermistir. Giilsen ve arkadaslar1 (Gtlilsen vd, 2018) zaman skalas1 tizerinde
konform Sturm Liouville denklemi i¢in ¢ézlimlerin varligini garantileyen bazi kosullar
vermistir.

Simetrik operatorlerin  genisleme teorisi ile ilgili temel sonuglar J. von
Neumann (Von Neumann, 1929), tarafindan elde edilmistir. J. von Neumann bu
caligmasinda hangi kosullarda simetrik operatdrlerin kendine es genislemeye sahip
oldugu ve bu genislemenin nasil olacagim gostermistir. Rellich (Rellich,1951), Krein
(Krein,1947-1952), Vishik  (Vishik,1952), Birman (Birman,1956), Phillips
(Phillips,1959), simetrik operatorlerin kendine es genislemeleri tizerinde c¢alisan
matematikg¢ilerden bazilaridir.

Rofe-Beketov  (Rofe-Beketov,1969) ilk olarak lineer bagintilar1 kullanarak
simetrik operatorlerin genislemesini elde etmistir. Bu metodu kullanarak simetrik
diferansiyel operatdrlerin kendine es genislemeleri sinir kosullari cinsinden ifade eden
matematikgiler: Gorbachuk ve Gorbachuk (Gorbachuk vd, 1984), Bairamogly
(Bairamogly, 1984) ve Kholkin (Kholkin, 1981) dir.

Disipatif lineer bagmtilar kullanilarak operator katsayili simetrik diferansiyel
operatorlerin disipatif ve kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak
(Gorbachuk vd, 1972) tarafindan verildi. Daha sonralari birbirinden bagimsiz olarak
Bruk (Bruk, 1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafindan sinir deger uzayi kavrami
yardimiyla simetrik operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve diger genislemeleri
yapildi. Simetrik operatorlerin genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi ig¢in bkz.:
Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk vd, 1989).

Bu tez calismasinda, zaman skalalar1 tizerinde konform Sturm Liouville
denklemi i¢in sinir deger uzayr insa edildi. Sinir kosullar1 yardimiyla tiim maksimal

disipatif, akretif ve kendine es geniglemeleri verildi.



2. MATERYAL VE YONTEM

Tanmm 2.1. V # @ olmak {izere K herhangi bir cisim olsun. Asagidaki sartlar saglaniyorsa

V’ ye K iizerinde lineer uzay (vektdr uzayi) denir:

a) (V,+) Cebirsel yapisi degismeli gruptur. Yani,

i
ii.
iii.
iv.

V.

Yu,ve V, u+ve V'dir.

Yu\v,ke V, utv+k)=u+v)+k’dir.

Yue V, u+0=0+u= u € Volacak sekilde bir tek 0 € Vvardir.
Yu,ve V, u+(-u)=(-u)+u=0 olacak sekilde bir tek —u € Vvardir.

Yu,ve V, u+v=v+yu’ dir.

b) u,v,e Vve 6, B € K olmak {izere asagidaki sartlar saglanir.

i.
ii.
iii.
iv.

V.

Ou € K dir

6(u + v) = Ou + Gv’dir.
(6 + B)u = Ou + pu’dir
(6B)u = 6(Bw)’ dir.

Vu € V, 1V=V olacak sekilde 1 € K vardir. Burada 1, K cisminin birim elemanidir.

K=R olmasi1 halinde V’ye reel lineer uzay K =C olmasi halinde V' ye kompleks lineer uzay
denir (Bozkurt ve Tiiren, 2000).

Tamim 2.2. Lineer uzaylarda tanimli olan doniisiimlere operator denir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.3. U, bir kompleks lineer uzay olmak iizere her uve U ve A1 € K her igin

asagidaki sartlar1 saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina u ve v elemanlarinin i¢

carpimi Ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzay: denir:

(L,u)=20;(u,,u)y=0 ©u =0
(w,v) = (v,u)

(Au,v) = A(u,v)

(uy + uy,v) = (uy,v) + (uy, v).

Ayrica verilen bu ézellikler gozoniinde bulundurularak (u, Av) = A(u, v) ve

(u, v, + v3) = (u,v1) + (u, v,) 6zellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).



Tanmim 2.4. (U, (.,.)) bir i¢ ¢arpim uzay1 ve u € U olsun. u vektoriiniin normu,

1
(o) /2
2
uw=mﬁ”{zﬁm>

olarak tanimlanir. Bu norma gore (U, C,. ))ig: carpim uzay1 bir normlu vektor uzayi olur

(Kreyszig, 1978).
Tanmm 2.5. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢arpim uzayi,
lull = (w2

normuna gore tam ise, yani (U, (.,.))icindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina

yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tamim 2.6. Bir U i¢ ¢arpim uzay1

llull = ,/(u, u)

ifadesi bir norm tanimladigindan, bu i¢ ¢arpim uzayr bu norma gore lineer normlu uzay
olur.

Sayilabilir, tam ortonormal sistem iceren bir i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay: denir ve
genellikle H ile gosterilir (Naimark, 1968).

Tanmm 2.7. K , H Hilbert uzaymin herhangi bir lineer alt uzay1r (K < H)olsun.

T:K € H - H doniistimii, her a, fe C ve her u,v € K igin

T(au + Bv) = aTu + BTv

esitligini saglaniyorsa, T doniisiimiine lineer operator denir (Naimark, 1968).



Tamm 2.8. H Hilbert uzayinm bir alt kiimesi iizerinde tanimlanan herhangi bir L lineer
operatoriiniin deger kiimesi reel veya kompleks sayilar kiimesi ise L , H iizerinde bir

lineer fonksiyoneldir denir. Tiim H uzayinda tanimlanip asagidaki kosullar1 saglayan L

fonksiyoneline sinirli lineer fonksiyonel denir.

1) w,ve€Hvea,B € Rigin, L(ax + By) = aL(x) + FL(y) dir.
2) Her u € H ve bir k sabiti i¢in, |L(w)| < k||ul| dir.

(Naimark, 1968).

Tamim 2.9. H Hilbert uzay1 tizerinnde tanimlanan bir T lineer operatorii verilsin.

Her u € H igin

ITull < kljull

esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayist varsa T ye simwrli lineer operatér denir. Bu k
sayilarinin en kiigiigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu alternatif olarak

| Tl
IT|| = sup—~—+= sup |[Tul|
uzo Ul jup=t

esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tanmm 2.10. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operatér olmak tizere, T nin

tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h, t € D(T) igin,

(Th,t) = (h, T*t)

esitligini saplayan T* operatoriine T’ nin eslenik operatorii denir. Bu esitligi saglayan

t € H vektorler kiimesine T’ nin tanim kiimesi denir ve K(T*) ile gosterilir.



T* operatorii asagidaki esitlikleri saglar.

1. (T =T

2. (AT)* =AT*

3. (T+L)=T"+L"
4. (T)* = L'T*

5 |IT*|| = |IT|| (T sunurliiken)
(Naimark, 1968).

Tamm 2.11. T* =T ise, T’ ye kendine es operator ad1 verilir (Akhiezer ve Glazman,
1963).

Tamim 2.12. T lineer operatoriiniin D(T) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun olmak

tizere, her h € D(T) i¢in,
Im(Th,h) =0

ise, T lineer operatoriine dissipatif (dissipative) operator denir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Tamm 2.13. Reel (Gergel) sayilarin keyfi bos olmayan kapali alt kiimelerine zaman

skalas1 denir. Zaman skalas1 T ile gosterilir.( Bohner ve Peterson, 2001, 2003)

Ornek 2.1. Reel (Gergel) sayilar (R),Tam sayilar (Z), Dogal sayilar (N)ve [2,5] kapal alt

araligl bir zaman skalasina &rnek olustururken Rasyonel sayilar (Q), Irrasyonel sayilar

(]R/ 7, Kompleks sayilar (C) ve (1,3) agik araligi zaman skalasina drnek olusturmazlar.

Tamim 2.14. teT olmak iizere o:T — T operatdrii ileri sigrama operatoriidiir ve
o(t) = sup{seT:s > t}

seklinde tanimlanir.



Tanim 2.15. t € T olmak lizere; p:T — T operatdrii geri sigrama operatoridiir ve
p(t) = sup{seT:s < T}
seklinde tanimlanir.

Tanmim 2.16. Graininess fonksiyonlar1 w,9: T — (0, ), ,u(t)za(t) -t ve 9(t) =t —

p(t), Vvt € T ile tanimlanir.

Tamm 2.17. t € T olsun. Eger O'(t) >t iset ye sag yayilmis nokta, p(t) <t iset ye sol

yayilmis nokta denir. Eger p(t) <t<o(t) ise t € T noktasina ayrik(izole) nokta denir.

Tanim 2.18. t € T olsun. Eger t < supT ve O'(t) =1 ise t ye sag yogun nokta,

t > infT ve p(t):t ise t ye sol yogun nokta denir.

Tammm 2.19. T zaman skalasi sol yayillmis maksimum deger M’ ye sahip ise,
tiirevlenebilirlik bolgesi TX = T — {M} dir. Diger durumda T* = T seklindedir.
T zaman skalasi sag yayilmis ™™™ deger m’ ye sahip ise, tiirevlenebilirlik bolgesi

Ty = T — {m} dir. Diger durumda Ty = T seklindedir.

Ornek 2.2. Eger T =Rise oft)=p(t)=t ve ut)=v(t)=0 dir. t=hz ise
olt)=t+h, plt)=t—h ve u(t)=v(t)=h dir. Diger yandan T =K, ise o(t)=q" ,

pM)=qt, ut)=(q-1t ve v(t)=1—-q*)t olur.

Sola dagilmis maksimal nokta haric t nin elemanlarmdan olusan kiimeyi TX ile
gosterelim. Benzer sekilde, saga dagilmis minimal nokta ¢ikartilarak olusturulan kiimeye
Tk ile gosterelim.

Yukarida verilen ikinci ve ti¢lincii tanimda

inf@ = supT dir (o(t) = t olur, eger T zaman skalasinda bir maksimum t ye sahipse) ve



sup® = infT dir (p(t) = t olur, eger T zaman skalasinda bir minimum t ye sahipse).

Tamm 2.20. p: T - [0, o) seklinde taniml1 ileri sigrama fonksiyonu her t € T i¢in

p(t) = o(t) —t

seklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.21. v: T - [0, ) seklinde taniml1 geri sigrama fonksiyonu her t € T igin

v(®) =t—p(t)

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.22. Eger a(t) > tiset € T’ ye sag yayilmis nokta, p(t) < t ise t € T ye soldan
yayilmis nokta denir. Eger

p(t) <t<a(t)

ise t € T noktasina ayrik(izole) nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.23. Egert < supT ve o(t) =tise t € T ‘ ye sagdan yogun nokta, t > infT ve
p() =t ise teT ‘ye soldan yogun nokta denir. Eger p(t) =t=0o(t)

ise t € T ‘ye hem sag hem de sol yogun nokta denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.3.

i. T =NRiseenazbirte Rigin,

o(t) =inf{s € R:s >t} = inf(t,©) =t

p(t) = sup{s € R:s < t} = sup(—oo,t) =t

olur. Yani hert € T i¢in a(t) = t ve p(t) = t olur kit € R noktas1 yogundur. Ayrica her



te€R pu(t) =v(t) = 0olur.

ii. T =~7Ziseenazbirt € Z igin,
o(t) =inf{seZ:s>t} =inf{t+ 1,t+2,..} =t+1
p(t) =sup{s€Z:s<t}=sup{t—1,t—2,..}=t—1

olur. Yani her te T igin o(t) =t+ 1 ve p(t) = t — 1 olur kit € Z noktas1 ayrik(izole)
nokta olur. Ayricaher t € Z u(t) = v(t) =1 olur.

Eger T = {2™:n € Z} U {0} ise a(2™) = 21, g(t) = 2t olur.

Benzer sekilde p(2%) = 2071, p(t) = %olur.

Burada herhangi bir t € T noktas1 ayrik(izole) noktadir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.24. T zaman skalasi soldan yayilmis maksimum deger M’ ye sahip ise

tiirevlenebilirlik bolgesi T = T — {M} dir. Diger durumlarda T* = T seklindedir.

T zaman skalas1 sagdan yayilmis minimum deger m ye sahip ise tlirevlenebilirlik bolgesi
Ty = T — {m} dir. Diger durumlarda Ty = T seklindedir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Tamim 2.25. f: T — R bir fonksiyon olmak iizere f: T — R fonksiyonu

herhangi bir t € T igin f°(t) = f(a(t)) seklinde tanimlanur.

Benzer sekilde fP: T — R fonksiyonu

herhangi bir t € T i¢in fP(t) = f(p(t)) seklinde tanimhidir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Tanim 2.26. U c T olmak tizere herhangi bir § > 0 i¢in, U(t) = {s € T: |s — t| < §}

9



bi¢ciminde tanimlanan U(t) kiimesine t’ nin 8-komsulugu denir (Bohner ve Peterson 2001,

2003).
Tamim 2.27. ty € T olmak {izere herhangi bir ¢ > 0 ve t € U(t,) i¢in,

If(@©) = f(to)| <&

olacak sekilde bir U(ty) komsulugu varsa f: T — R fonksiyonu t =t, noktasinda
stireklidir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.28. f: T — R bir fonksiyon ve t € TX olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik
bir § > 0 igin t noktasin U = (t — §,t + 8) N T komsulugunda f* tiirevi her s € U igin

f(e@®) = £(5)) = fA(e(@®) = 5)| < ela(t) — 5|
seklinde tanimlanir. Burada f2 tiirevine delta(Hilger) tiirevi denir.

Eger her t € TX icin f fonksiyonu f2 tiirevlenebiliyorsa TX kiimesine delta(Hilger)

tirevlenebilirdir denir. Yani

fa(®)) = f(s)
o(t)—s

f2(t) = lim
s-t
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanmmm 2.29. f: T — R bir fonksiyon ve t € Tx olsun. Herhangi bir e > 0 sayisina
karsilik bir § > 0 i¢in t noktasinin U = (t — §,t + 8) N T komsulugunda fV tiirevi

vs € Uicin, [f(p(t) = f(s)) = f¥(p(t) = 5)| < elp(t) — 5|

seklinde tanimlanir. Burada fV tiirevine nabla tiirevi denir.
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Eger her t€ Tk icin f fonksiyonu fV tiirevlenebiliyorsa Tk kiimesine nabla

tirevlenebilirdir denir. Yani

& =f(p®)
fi = lim s —p(t)

seklinde tanimlanir.

i. T=Rise T =T oldugundan her t € TX i¢in

£A() = timy,, LIS = £1(1) olur. Yani T = R igin 2 = " seklindedir.

t

Benzer sekilde

. t)— ,
£7() = timy, L9 = (1)

olur. Yani T = Rigin fV = f' seklindedir

ii. T =~%Zise T =T oldugundan Vt € TX i¢in

. fle@®)-f@) _ fE+1)-f(t)
FA(E) = limgey e LZDLO - JEVTO _ f41) — £(6) = Af (1)

olur. Yani T = Z icin f* = Af seklindedir.
Benzer sekilde

o fO-f(p®) _ rO-f-1) _ _
@) =limpeyoe = 5= =" =f O = f(e =1 = Vf(D)

olur. Yani T = Z igin fV = Vf seklindedir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.4.
i. f:T— Rveherte Tiginf(t) = aise f2(t) = 0 olur. Burada a € R bir sabittir.
Ve >0vehers €T i¢in,
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|f(c(®) = f(s)) —0(a(t) —s)| = la—a| =0 < gla(t) —sl.
Benzer sekilde ¥ = 0 olur.

ii. f:T— Rveherte Tigin f(t) =tise fA(t) = 1 olur.
Ve > 0veVs €T igin,

|f(0(t) —f(s)) —1(a(t) — s)| =|o(t) —s—(ao(t) —s)| =0 < gla(t) — s|
ifadesi dogrudur. Benzer sekilde £V = 1 olur (Bohner and Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.5.
i. f:T— Rveherte Tigin f(t) =t?ise

f2(t) = 2t =t + o(t) seklinde olur.
Benzer sekilde f¥(t) = 2t = t + p(t) olur.
ii. f:T— Rveherte Tigin f(t) =Vt ise

A _ i _ 1 .
fo) = AR o) seklinde olur.

Benzer sekilde fV(t) = 2%/? = #ﬁ olur (Bohner and Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.1. f: T — R taniml1 bir fonksiyon ve t € TX olsun. O zaman asagidaki iddialar
dogrudur:

I.  Eger f fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebilirse t noktasinda siireklidir.

ii.  Eger f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t sagdan yayilmis ise f fonksiyonu, t

noktasinda A tirevlenebilirdir:
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Arey _ Fla®)-Ff®)

iii.  Eger t sagdan yogun ise f fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebilirdir:

FA(0) = tim . L9

iv.  Eger f fonksiyonu t noktasinda A tiirevlenebiliyor ise
f(a(@®) = £ (&) + u@®)f2(t) yazilir (Bohner and Peterson 2001, 2003).
Teorem 2.2. f: T — R tanimli bir fonksiyon ve t € Tk olsun. O zaman asagidaki iddialar
dogrudur:
I. Eger f fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebilirse t noktasinda siireklidir.

ii. Eger f fonksiyonu t noktasinda siirekli ve t soldan yayilmis ise f fonksiyonu, t

noktasinda V turevlenebilirdir:

Vi _ fFO-f(p®) .
f (t)——v(t) dir.

iii. Eger t soldan yogun ise f fonksiyonu t de V tiirevlenebilirdir:
£7(8) = lim,_,, L2=LE. g,
v. Eger f fonksiyonu t noktasinda V tiirevlenebiliyor ise

f(p@®) = £ (&) + v(t)f¥(t) yazalir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.3. f,g: T — R tanimli fonksiyonlar her t € TX i¢in A tiirevlenebilir olsunlar.
Bu durumda

I. f + g: T — R olmak iizere,

(f + 9)2() = f2(t) + g*(t) seklinde olup f + g fonksiyonu da t de A tiirevlenebilirdir.
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ii. Her @ € Rigin af: T — R olmak iizere
(af)2(t) = af?(t) seklinde olup af fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir.
Ii. f.g: T — R olmak iizere

(. ® = A9 @) + f(a(®)g*(®) = F([g O + A g(a(®))

seklinde olup f. g fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir.

iv.  Bger f()f(o(£)) # 0 ise
N P
(f) © = F@©f(e(®)
seklinde olup % fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir.

V. Eger g(t)g(a(t)) # 0 ise,

A2 iy _ FADgO-F g (0)
(g) ® = g®g(a(®)

seklinde olup 5 fonksiyonu da t noktasinda A tiirevlenebilirdir (Bohner ve Peterson 2001,

2003).
Teorem 2.4. f,g: T — R tanimli fonksiyonlar ve her t € Ty i¢in V tiirevlenebilir olsunlar.

Bu durumda

I. f + g: T — R olmak iizere,

F+9"®O=f"O+g"®

seklinde olup f + g fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.
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ii. Her @ € Rigin af: T — R olmak iizere,

(af)V(t) = af"(t) seklinde olup af fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.
iii. f.g: T — R olmak iizere,

(F.9'® =fTMg® + f(p®)g"(®) = f[O)"(®) + T (g (p ()

seklinde olup f. g fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.

iv.  Eger f(©)f(p(1)) # 0 ise,

N .. o
(_) ®) = FOF(p®)

seklinde olup % fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir.

V. Eger g(t)g(p(t)) # 0 ise

N2y _ P00 Dg ©)
(g) © = a®)g(p®)

seklinde olup § fonksiyonu da t noktasinda V tiirevlenebilirdir (Bohner ve Peterson 2001,

2003).

Tamm 2.30. f: T — R fonksiyonunun X = (T®)X  iizerinde ikinci mertebeden delta

(Hilger) tiirevi
A% = (FH% TK* 5> R seklinde tanimlanir.
n. mertebeden delta (Higher) tirevi f2": TX" — R seklinde tanimlanur.

Ayrica a%(t) = a(a(t)) ve p?(t) = p(p(t)) olmak iizere, her n € Ny igin
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o™ (t) =t + nhve p"(t) =t — nh seklinde olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.6. (fg)® = f2g + f? g* nin ikinci tiirevi alimirsa

((FPH* =g+ 79"
= flg 4+ fA"gA _|_faAgA _|_fa"gAA

— fAAg + (fA" +foA)gA +fo"gAA

elde edilir. Burada f2° = £2° dir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ornek 2.7. Zaman skalasi olarak h > 0 i¢in T = hZ = {hk:k € Z} olsun. Her t € T igin,
o(t) =inf{se T:s >t} =inf{t+ nh:neN}=t+h

p(t) =sup{s€T:s< t} =sup{t—nh:neN}=t—h

u) =a(t) —t=hvev(t) =t — p(t) = helde edilir.

f: T — R fonksiyonu her t € T i¢in,

Arpy _ Fe@)=F®) _ FUE+R)=F@E) o . -
frO==g = ~—— tiirevine sahiptir.

Ikinci mertebeden tiirev ise,

Ao - fAe®) -1
u(t)

fAE+h) — A1)
(t+h)—t

f(t+2h)h—f(t+h) _f(t+h})l—f(t)
h
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f+2h)—f(t+h)—f({t+h)+ f()
h2
f(t+2h) —2f(t+h)+f(t)
hZ

seklindedir.

Bu sekilde genellestirilirse f an (t) su sekilde hesaplanabilir:

A% = hinf Yio(3)(=1)" 7K f(t + kh) (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tammm 2.31. Eger f: T — R fonksiyonunun T’ deki sagdan yogun noktalarda sagdan,

soldan yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona diizenli fonksiyon denir

(Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tamm 2.32. Eger f: T — R fonksiyonu T deki sagdan yogun noktalarda siirekli ve soldan
yogun noktalarda soldan limiti varsa bu fonksiyona sagdan yogun siirekli ya da rd-siirekli
fonksiyon denir.

f: T — R olmak tizere rd-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

Crq = Crq (T) = Crq (T, R) ile gosterilir.

f: T — R tiirevlenebilir olmak {izere tiirevi rd-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

cl, = C}(T) = C}4(T, R) seklinde gosterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanmm 2.33. Eger f: T — R fonksiyonu T’ deki soldan yogun noktalarda siirekli ve
sagdan yogun noktalarda sagdan limiti varsa bu fonksiyona sol yogun siirekli ya da 1d-
stirekli fonksiyon denir.

f: T — R olmak iizere 1d-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

Cld = Cld (T) = Cld (T, ]R) ile gosterlhr

f: T — R tiirevlenebilir olmak {izere tiirevi 1d-siirekli olan fonksiyonlarin kiimesi

CL = CL(T) = CL (T, R) seklinde gdsterilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Teorem 2.5. f: T — R bir fonksiyon olsun.
I. f siirekli ise rd-siireklidir.
ii. f rd-siirekli ise diizenlidir.
iii. Ileri sigrama operatérii o rd-siireklidir.
iv. f diizenli ya da rd-siirekli ise f¢ fonksiyonu da diizenli ya da rd-siireklidir.
V. f siirekli olsun. Eger g: T — R diizenli ya da rd-siirekli ise f o g fonksiyonu
da bu 6zellige sahiptir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.6. Kompakt aralik {izerinde her diizenli fonksiyon siirlidir.

Ispat: f:[a,b] — R fonksiyonu sinirsiz olsun. Her n € N igin,

|f(t,)| > 0vet, € [ab], {t,;:n € N} c [a,b]

oldugundan bir {tnk} . yakinsak alt dizisi vardir.

limg, o tn, =ty to € [a,b] ve{t,:n EN} T (2.1)
ve T kapali oldugundan t, € T dir. (2.1) den dolay1 t, ayrik (izole) nokta degildir ve t,
asagidan ya da yukaridan yaklagan bir alt dizi vardir. Her bir durum igin t — t, iken f(t)
nin limiti diizenlilikten dolay1 sonlu olmak zorundadir. Bu ise bir ¢eliskidir (Bohner ve
Peterson 2001, 2003).

Tamim 2.34. f: T — R siirekli bir fonksiyon olsun. D c TX olmak iizere T¥\D ve T nin
sagdan yayilimli elemanlarmi kapsayan ve Vt € D icin f tiirevlenebilir ise D ile 6n

tiirevlenebilir denir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.7. (Ortalama Deger Teoremi): f ve g fonksiyonlar1 T iizerinde reel degerli D

ile On tlirevlenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman her t € D i¢in
IF2®)] < g2(®) olur.
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Ayrica hers,r € T ves < rigin,
|f(s) — f(r)] < g(s) — g(r) olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Sonug 2.1. f ve g fonksiyonlar1 D ile 6n tiirevlenebilir fonksiyonlar olsun.

i. EgerU,s,r € T noktalari ile kompakt aralik ise
£ (s) = f()] < supieyrnap{|f2()]}Is = 7] olur.
ii. Egerhert e Digin f2(t) = 0 ise f sabit fonksiyondur.

iii.  Egerhert € Digin f2(t) = g”(t) ise her t € T i¢in g(t) = f(t) + C olur. Burada
C bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tammm 2.35. f: T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Eger F:T — R fonksiyonu TX
iizerinde delta (Hilger) tiirevlenebilir ve her t € TX i¢in FA(t) = f2(t) ise F fonksiyonuna

f fonksiyonunun delta-anti tiirevi veya ilkeli denir.

Eger f fonksiyonun A-anti tiirevi varsa f fonksiyonuna A-integrallenebilir fonksiyon denir.
a,b € T olmak iizere, f:f(t)At =F(b) — F(a)
seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Tanim 2.36. f: T — R diizenli bir fonksiyon olsun. Eger F: T — R fonksiyonu Ty
lizerinde nabla tiirevlenebilir ve Vt€ Ty igin FV(t) = fV(t) ise F fonksiyonuna

f fonksiyonunun nabla-anti tiirevi veya ilkeli denir.

Eger f fonksiyonun V-anti tiirevi varsa f fonksiyonuna V- integrallenebilir fonksiyon denir.
a,b € T olmak iizere, f;f(t)Vt =F(b) — F(a)

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Teorem 2.8. Her rd-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Teorem 2.9. Eger f € C,4 Vet € TX ise,
fta(t)f(r)At = u(t)f(t) olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ispat: Teorem 2.8 geregince f fonksiyonunun F anti-tiirevi vardir. O zaman

a(t)
f@At

F(a(t)) — F(¢)

t

HOF (D)
u@f )

elde edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.10. Her ld-siirekli fonksiyonun bir anti-tiirevi vardir (Bohner ve Peterson 2001,
2003).

Teorem 2.11. Eger f € C;y vet € Tk ise,
fpt(t)f(T)Vt = v(t)f(t) olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Ispat: Teorem 2.10. geregince f fonksiyonunun F anti-tiirevi vardir. O zaman

j FOVE = F(p®) - F©o)
p(t)
= v(O)FA(t)
W(OF (O

elde edilir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Ornek 2.8. Eger T = Z ve a # 1 ise,

[ atA(t) integralini hesaplayalim.

(a_t)A =A (a_t) — it a' oldugundan,

a-1 a-1 a-1

[ atA®) = + C elde edilir.
Burada C bir sabittir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
Ornek 2.9. a,b € T ve f € C,4 olsun.
i. Eger
T=R ise, [, f(O)At = [, f(O)de

seklinde hesaplanir.

ii. EgerT=7 ise,

r b—-1
Y . oa<b

b t=a
ff(t)At=< 0 , a=b

a a—1
—Z f@t) , a>b

\ =

seklinde hesaplanir.

iii.  Eger [a, b ] aralig1 ayrik noktalar igeriyorsa ve T = Z ise,
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(
> u®f® . a<b
b tela,b)
ff(t)At=< 0 , a=b
= ) u®f® |, a>b
\ telab)

seklinde hesaplanir.

iv. EgerT =hZ = {hk:k € Z} ve h > 0 ise,

( %—1
z fkDh , a<b
b k=g
ff(t)At=< 0 , a=bh
a %_1
—Zf(kh)h , a>h
L k=g

seklinde hesaplanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
Teorem 2.12. Eger f2 > 0 ise f azalan degildir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

ispat: [a, b] kapal1 aralig1 iizerinde f2 > 0ve s,t € Tigina < s <t < b olsun. O zaman

.ﬂw=ﬂ@+ff%ﬂMZf@)

olur. Dolayisiyla f artan degildir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.13. Eger a,b,ce T,a € Rve f, g € C,4 ise,

i L(F) +g®)At = [ FOA+ [T g()A,
ii. f:(af(t))At =q f:f(t)At,
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Vi.
Vili.

viii.

[} f(©)at = - [ f(DAL,

[ fat = [T foat+ [ f(DAL,

2 F(a®)g At = (FDB) — (Fg) (@) — [7 FADF(DAL,
[2 F(Dghat = (F) () — (f)@ - J FABg(a(t)A,

[P @At =o,
Eger [a, b) lizerinde |f ()| < g(t) ise,

|7 F0at] < J7 g(o)at,

iX.

Egera <t < b i¢in f(t) = 0 ise,

f:f(t)At > 0 olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).

Teorem 2.14. Eger a,b,c e T,a € Rve f, g € C, ise,

Vi.
Vii.

viil.

L2(F@© + g@)ve = [ F@Ve+ 7 g(ove,

[ (af ®©)Ve=a [} f(OV,

[P fove = - [ fove,

[ F©ve= [ FOve+ L f(Ove,

12 £(p(©)g"t = (fF)B) - (f) @ — [2 A ©)g(t)Ve,
[} F0)g"vt = (Fg)(B) — (f)@ — [ fT (g (p(t))Vt,

[Lf@©ve =0,
Eger [a, b) tlizerinde |f(t)| < g(t) ise,

7 pove] < [ g(oyve,

iX.

Egera <t < b i¢in f(t) = 0 ise,

fff(t)Vt > 0 olur (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
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Ornek 2.10. a,b € T ve f € C;4 olsun. O zaman,
i. EgerT =R ise,

f; f(Vt = fab f (t)dt seklinde hesaplanir.

ii. EgerT =7 ise,
( b
Z f( . a<bh
b t=a+1
ff(t)Vt=< 0 , a=b
a a
-~ f®&) , a>b
t=b+1

seklinde hesaplanir.

iii.  Eger [a, b ] aralig1 ayrik noktalar igeriyorsa

r
z VOf@®) , a<b
b te(a,b]
Jf(t)At=< 0 , a=b
_ Z vOf@) , a>b
\  te(ab]

seklinde hesaplanir (Bohner ve Peterson 2001, 2003).
Tamm 2.37. Simetrik bir A operatdriiniin uygun bir simetrik genislemesi yoksa, A

operatoriine maksimaldir denir (Naimark, 1968).

Kendine es (Self-adjoint) her A operatdrii maksimal simetrik bir operatordiir.
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Tamm 2.38. A, H Hilbert uzayinda simetrik bir operatér ve A keyfi bir kompleks say1
olsun. R, ve Ry, siwrasiyla (4 — Al) ve (A — Al ) operatdrlerinin deger kiimeleri olmak
lizere,

N, = H © R, ve N3 = H © R Uzaylarina, A operatoriiniin defekt uzaylar1 denir.

N, ve Ny defekt uzaylari, sirasiyla, A ve A 6zdegerlerine ait A*operatdriiniin ¢dziimlerinin

uzaylaridir (Naimark, 1968).

Tamm 2.39. m = dimN,. ve n =dimNy (31> 0) olmak tizere (m,n) ikilisi, A

operatoriiniin indis defekti olarak tanimlanir (Naimark, 1968).

Tamim 2.40. A lineer operatoriiniin D(A) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun olmak
lizere, her f € D(A) i¢in

3(Af,f) =0 (2.2)
ise, A lineer operatdriine disipatif (dissipative) operator denir. Her f € D(A) i¢in

JAf,f) <0 (2.3)
ise, A lineer operatoriine akretif (acceretive) operator denir (Gorbachuc ve Gorbachuk,
1991).

A lineer operatoriine akretif (acceretive) operatordiir ancak ve ancak A disipatif

(dissipative) operatordiir.

Eger A disipatif (akretif) operatorii kendinden farkl disipatif (akretif) genislemeye sahip

degilse A operatoriine maksimal disipatif (akretif) operator denir.

Disipatif operatorler daima kapanabilir. Disipatif operatorlerin kapanisi da disipatifdir.

Maksimal disipatif operatdrler daima kapalidir.

Teorem 2.15. Her disipatif operatdor maksimal disipatif genislemeye sahiptir. Disipatif A

operatorli maksimal disipatif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul JA < 0 igin,
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R(A — AI) = H olmasidir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat: . A kapal disipatif operator, ImA < 0 olsun. O zaman R(A — AI) = H
kapalidir. (2.1) esitsizliginden

Im((A—ADf, f) = —ImA(f, f) dir. Fakat
Im((A=ADf, f) < I(A=ADFIIIfIl = ImA < ||[(A = ADF|
dir. Buradan R(A — AI) = H kapalidir. Simdi iki durum olusabilir:

1) ImA <0 igin R(A — AI) = H olursa A maksimal disipatif operator olur. Aksi
halde A operatoriiniin kendisinden farkli disipatif A genislemesi igin bir f; # 0 elemam
bulunur dyle ki (A — AI)f, = 0 olur. Buradan

Im(Afo, fo) = ImA(fo, fo) olur ki buA nin disipatifligi ile celisir.

2) R(A — Al) #+ H ise A operatorii kendisinden farkli disipatif genislemeye sahiptir ve

bu genisleme su sekilde insa edilir:

N=HOR(A-A),Dzf =D, +N,

A(f+u)=Af + Au,f EDy,u€EN

olarak tanimlayalim. A operatorii dogru tanimlamr: f +u = 0 ise,
(Af, ) = (Au,u) = (u, u) = A(u,u)

dir. Im(Af,f) < 0iseu = 0, f = 0 olur. A operatdrii disipatiftir:

(A(f +w), f +u) = (Af. /) + A(ww) + (Af,w) + Ay, f)
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= (Af, )+ Awu) + (f, A'w) + A(w, f)

=(Af,f) + 2w w) + A(f,w) + Ay, f)

Buradan

Im(A(f +w), f +u) = Im(Af, f) + ImA(u,uw) = 0.

Son olarak R(4A — AI) = H oldugunu kontrol etmek zor degildir. Yukarida gosterildigi gibi
A operatdrii maksimal disipatiftir. Teorem 2.15 den bir operatér maksimal disipatif ve
maksimal akretif olmasi icin gerek ve yeter kosul operatdriin kendine es olmasidir.
Maksimal disipatif veya maksimal akretif simetrik operatére maksimal simetrik operator
denir. Teorem 2.15 den A simetrik operatorii maksimal simetrik olmasi igin gerek ve yeter
kosul operatoriin defekt sayilarindan biri sifira esit olmasidir. A operatoriiniin maksimal
simetrik olmas1 i¢in gerek ve yeter kosul A operatoriiniin kendinden farkli simetrik

genislemeye sahip olmamasidir.

Teorem 2.16. A operatdrii A simetrik operatdriiniin disipatif (akretif) genislemesi olsun. O

zaman A c A* dir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat: Farz edelim ki A > A disipatif bir genisleme olsun. Teorem 2.15 ile A

operatoriinii maksimal disipatif kabul edelim.
B=(A-iD)A+iD"LBE=(A-i)(4 +i)" (2.4)

operatorlerini alalim. —i disipatif (simetrik) operatoriin 6zdegerin olamayacagindan (2.4)

anlamlidir. B operatorii R(A + il) uzayin1 R(A — il) uzayina izometrik olarak resmeder.
Eger f € R(A+il), yani f = (A+il)g, g € D, ise,

IBFII? = I(A—iDgll? = ((A—iDg, (A—iD)
= (Ag,Ag) —i(g —Ag) +i(Ag,9) + (9,9)
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If1IZ = II(A+iDgll> = ((A+iDg, (A +iD)
= (4g,A9) +i(g,Ag) — i(Ag, 9) + (g,9) dir.

(9,.49) = (Ag,9) ise ||IBf|l = IIfll
dir. Benzer sckilde B operatoriiniin bir biizilme operatorii oldugu gosterilir. (2.4)
ifadesinden

A=—i(B+DB-N"1A=-i(B+DH(B -1

dir. Agiktir ki B operatérii B operatoriiniin genislemesidir. u € N_; olsun. O zaman u L Dy
dir. v € Dg, & € C igin,

1Ev +ull2 = |BEv+w)| =0 (2.5)
dir.

|1Bv|| = [|1Bv|| = ||v||

oldugunu hesaba katarsak (2.5) den

lull? = |Bul|* — 2Re (¢ (Bv, Bv)) = 0

elde edilir. ¢ keyfi oldugundan

(Bv,Bv) =0

olur. Boylece her v € Dy i¢in B, L B, = Bv dir. Yani

B, LR(A—il), B, €N;

buradan da C, N_; den N; ye biiziilme operatorii olmak iizere B = B @ C. g € Dz olsun.

f=(4 +ihg
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Bf=A —ihg

olur. Son iki esitlikten f41 € R(A + il), f> € N_; olmak iizere

1 - 1
9=5:(f=Bf) = (F + f2 = Bf = Cf?)

1 1
== (f1=Bf) +5(f2—Cf2)
dir. B operatoriiniin tanimindan f; — Bf1 € Dy. f2 — Cf, € N_; @ N;. Buradan g € Dy-

ve
* 1 1 2 2
Agzz_i(fl—Bf1)+2_i(f +Cf*;

= (fy+Bfy)+ (f+CF)

dir. Diger taraftan Ag = A*g dir.

Tamim 2.41. H bir Hilbert uzay olsun. 6 € H @ H keyfi lineer kiimesine lineer baginti

denir. 64,0, lineer bagntilar olsunlar. 6; € 6, ise 6, ye 6, in genislemesi denir.

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Tamim 2.42. 6 lineer bagintisinda {x, x'} € 0 igin

Im(x',x) = 0,( strastyla, Im(x',x) < 0,Im(x’,x) = 0)

oluyorsa 0 lineer bagintisina disipatif (sirasiyla, akretif, simetrik) baginti denir. Eger
disipatif ( akretif, simetrik) bagintinin kendisinden farkli disipatif genislemesi yoksa
bagint1 maksimal disipatifdir. Ayn1 anda hem maksimal disipatif hem de maksimal akretif
olan simetrik bagint1 kendine estir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991). 6 disipatif bagintisi

ile eslesen Uy operatoriinii tanimlayalim:
Dy, = {x'+ ix: {x,x'} € 6},
Ug(x +ix) = x' — ix

olsun. Uy operatorine 6 bagmtisinin Cayley doniisimi denir. Ug operatori iyi

tanimlanmuistir.

29



Eger {x,x'} € 6,{y,y'} € 0 iginx’ + ix =y’ + iy olursa

x—yx'—ytefdx'—y =—-i(x—y)

olur. Diger taraftan

0<Imx'—y,x—y)=Im(—i(x—y),x—y)=—|x -yl

dir. Buradan x = y, x" = y’ elde edilir.

1Ug (x" + )17 = [lx]|* + [|x]|* — 2Im(x', x)

llac” + ix|? = [lxl|” + Ilx[1? + 2Im(x’, x)

dir. 8 bagintisi disipatif oldugundan

U (x"+ i)l < llx’+ ix||, {x,x} €6

elde edilir. 6 bagintis1 simetrik ise (2.6) esitsizligi gegerlidir.

Teorem 2.17. K, H bir hilbert uzay iizerinde biiziilme operatorii olsun.

(K=Dx'+i(K+Dx=0

(K-Dx'—i(K+Dx=0

(2.6)

(2.7)

(2.8)

esitlikleri ile verilen lineer bagintilar sirastyla maksimal disipatif ve maksimal akretiftir.

Tersine keyfi maksimal disipatif (maksimal akretif) baginti (2.7), (2.8) bi¢iminde

gosterilebilir. K biiziilme operatorii bagmti ile tek tiirlii belirlenir. Maksimal disipatif

(maksimal akretif) baginti maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

2.7)

ifadesindeki ( (2.7) deki ) K operatorii izometrik olmasidir. Kendine es bagntilarin genel
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formu (2.7) veya (2.8) ile verilir, burada K operatorii tiniterdir (Gorbachuk and Gorbachuk,
1991).

Ispat: (2.42) ile tanimli 6 lineer bagmtisini alalim. {x, x'} € 8 olsun.
K(x'+ix) =x"—ix

IKC + 1% = [1x']1* + ||x|I* — 2Im(x’, x)

lx"+ ix]||? = ||x'||? + ||x]|? + 2Im(x', x).

Sonuncu esitlikler taraf tarafa ¢ikarilirsa
4Im(x',x) = ||x" + ix||? = ||[K(x" + ix)||* = 0 (2.9)

olur. Boylece 8 bagintisi disipatiftir. u € H igin

x’=%(u+Ku),x =%(u—Ku)

tanimlayalim. O zaman {x,x'} € 0, x" + ix = u,x" — ix = Ku olur. Bu da Dy, = H,Ug =
K oldugunu gosterir. 6 bagintis1 8 bagmtisinin disipatif genislemesi ise Uz D Uy olur . Bu
ise ancak Uz = Uy olmasiyla miimkiindiir. Buradan & =@ olur. Yani 6 maksimal
disipatifdir. 8 keyfi maksimal disipatif baginti, Uy da 6 bagintisinin Cayley doniisimii
olsun. O zaman Dy, = H dir. Bunu ispatlayalim: Tersini kabul edelim. Ugm ya
stirekli olarak genisletilebilir. D—Ug + H ise Ug, H © D_Ue iizerinde sifira esitlenerek Uy,
H a genisletilir. Buradan K D Uy biiziilme operatorii tiim uzayda tanimlanir. K
operatoriinii insa ederek (2.7) esitligine karsilik gelen 8 bagintisini ele alalim. Yukarida
ispat ettigimiz gibi 6 bagmtis1 disipatif ve 8 D 6 dir.  bagmtis1 maksimal disipatif
oldugundan 6 = 6, Ug = Uy olur buradan bir ¢eliski elde edilir. Boylece Uy, H lizerinde

biiziilme operatoriidiir. Cayley doniisiimiiniin tanimindan her {x,x'} € 6
Ug(x"+ix) =x"—ix (2.10)

dir. Daha 6nceden belirttigimiz gibi (2.9) maksimal disipatif § > 6 bagintisin1 tanimlar. 6
bagintis1 maksimal disipatif oldugunda & = 6, yani 0 bagintis1 (2.7) ile belirlenir. (2.8)
dan 6 bagmtisi maksimal simetrik olmasi i¢in gerek ve yeter kosul K izometrik operatdr

olmasidir. 8 bagintis1 maksimal akretif olsun.
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0, = {{-xx}:{x,x}} €0 (2.11)

bagintis1 maksimal disipatifdir. Gosterdik ki

{x,x'} € 6, (veya {-x,x'}€0) & (K—-Dx'+i(K+D(—x)=0
dir. Tersi de benzer sekilde gosterilir. Son olarak 6 bagintis1 kendine es olsun. O zaman

K, K, operatorleri H lizerinde izometrik operator olmak iizere

(Kl _I)x’ + l(Kl +I)x = 0
(KZ _I)x, - l(KZ +I)x = O

esitlikleri denktir.
KiK,(x" —ix) = x" + ix, KK, (x' + ix) KoK (x' + ix)

elde edilir.

{x'+ix|{x,x'} €0} ={x' —ix|{x,x'} €0} =H

oldugundan

KKy =K,Ky=1

olur, yani K ve K tiniterdir. Tersi agikard1

Tamm 2.42. K Hilbert uzay, I'y, I';: Do+ — K lineer dontisiimler olsun.

I. f,g € Da- igin,

A f,9) — (fLA") = (T1f . T29)k—(T2f, T19)k;

ii. Keyfi Fi,F, € Kicin I'yf = F4,I,f = F, olacak sekilde bir f € D+ vektorl vardir;

sartlarim1 saglayan (K,I'1,I';) Tlgllisine A  operatoriiniin  sinir deger uzayr denir

(Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).
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Teorem 2.18. n < oo olmak iizere (n,n) indis defektli keyfi simetrik operatdr igin
dimK = n olmak tizere (K,I'1,I';) sinir deger uzay1 vardir (Gorbachuk ve Gorbachuk,
1991).

Ispat:
Dps =DAa @ N; BN (2.12)
idi. P_;, P;: Dps = N_;, N; izdiisim operatorleri olsun.  dimN_; = dimN; oldugundan
N; = N_; izometrik bir doniisiim vardir. Bunu U ile gosterelim. K = N_; alirsak (H dan
indirgenen i¢ ¢arpima gore )
F1=P_1+UPi,F2=—iP_i+iUPi
olsun. (K,I';,I';) ninA  operatoriniin sinir deger uzayr oldugunu ispatlayalim. (2.12)
ifadesinden f, g € Dy~ ise
f=fo+Pif+Pf,9=g0+Pig+Pig ,fogo € Da
dir.
A*Pi = —iPi,A*P_i S —iP_i
ve A operatoriiniin simetrik oldugunu dikkate alirsak
Af,9) — (f,A'g) = 2i((P_if , P-ig9) — (Pif, Pig))
dir. Diger taraftan U operatoriiniin izometrikligine denk olarak
(F'1f.T29)k — (T2f, I'19)k = 2i((P-if, P-19) — (Pif, Pig))
dir. Buradan sinir deger uzayimnin (i) kosulu saglanir. F1,F, € K, f € Dy+ alalim.
f=fotf-i+fifo€D,y
1. 1 ..
f—i = Z_i(lFl —Fz) € Nilfl' = Z_LU I(lF]_ +F2) € Ni
olsun. O zaman I'yf = F4,I'>f = F, olur.

Teorem 2.19. K, H Hilbert uzayinda biiziilme operatorii ise A* operatoriiniin

(K—=DI'yf +i(K+DIr,f =0 (2.13)
(K-DIr'yf —i(K+DIr,f =0 (2.14)
kosulunu saglayan f € Dp:vektorlerinin kiimesine kisitlamasi sirasiyla A operatdriiniin

maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesidir. Tersine A operatdriiniin keyfi

maksimal disipatif (maksimal akretif) genislemesi A* operatoriiniin (2.13) ve (2.14)
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kosulunu saglayan f € Dy~ vektorlerinin kiimesine kisitlamasidir ki burada K biiziilme
operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir. H Hilbert uzay: iizerinde A operatdriiniin
maksimal simetrik genislemesi (2.13) , (2.14) kosulu ile belirlenir ki burada K izometrik
operatordiir. Eger K {niter operator ise bu kosullar kendine es genisleme belirler. Son
durumda (2.13), (2.14) kosullari, C, H tizerinde kendine es operatdr olmak iizere
(cosO)Tof — (sinC)I'1f =0

kosuluna denktir. A operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

K(I'1f +ilof) =T1f —ilLf, T1f +1i,f € Dy (2.15)
sirastyla
K(I'sf —il2f) = I'af +il2f, I'1f — il2f € Dg (2.16)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € Dy igin

&1l < iz

saglayan lineer operatordiir. A operatoriiniin simetrik genislemeleri ise K izometrik

operator olmak {izere (2.15), (2.16) formiilleri ile verilir (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1991).

Ispat:A, A operatoriiniin maksimal disipatif genislemesi olsun. Teorem 2.18 ile A ¢ A*

dir. (K, I'4,I'2), A operatoriiniin sinir deger uzay1 olmak iizere

0 = {I2f,I'1f}:f € Ds}

olsun. (K, I'y, ;) nin (i) 6zelliginden 6, K da disipatif bagintidir. Eger 8 > 6 ve 0 disipatif
bagint1 ise A , A" operatoriiniin Dy ={f€D-}:{I;f, [1f} € 5} kiimesinin kisitlamasi olarak
tamimlanan A operatOriiniin disipatif genislemesidir. Buradan A =4 Eger {x,x} € 6 ise
belli bir f € Dp+, i¢in x = If,x" = I1f, olur. Burada f € D 7, ve f € Dz, yani, {x,x' € 6.
Boylece 8 = 6 ve 6 maksimal disipatif bagintidir. Teorem 2.17 den istenen sonuglar elde

edilir.
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Farz edelim ki A, A* operatoriiniin (2.13) kosulunu saglayan vektdrlerin Dz

kiimesine kisitlamasi olsun.
0 ={Lf.f}:f€Ds}
ele alalim. Teorem 2.17 ye gore 0 bagintisi maksimal disipatiftir. (K,I3,I2) nin (i)
ozelliginden A disipatiftir.

Farz edelim ki A operatdrii A operatdriiniin disipatif genislemesi olsun.
0= {{1“2 filif}:f € D; } dir. & bagintis1 6 bagmtisiin disipatif genislemesi oldugundan
6=0 dir. Eger f € Dz ise g € Dj i¢in If = 19, Lf = [, g . Buise f — g € Dyy, buradan

fe D; Boylece A=A ve A maksimal disipatiftir.
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3. KONFORM KESIRLi TUREV

T zaman skalas1 t € T ve § > 0 olsun. t'nin § komsulugunu V; =]t —6,t + §[N T
olarak tanimlayacagiz. Yeni bir kavram olan keyfi zaman skalalarinda tanimlanan

fonksiyonlar i¢in @ €]0,1] araliginda benzer kesirli tiirevleri tanitarak baslayacagiz.

Tanm3.1. f: T - R, t € T ¥ ve a €]0,1] olsun.t > 0 igin dyle bir T, (f)(t) sayist
tanimlayalim ki herhangi € > 0 verildiginde t 'nin V; € T § komsulugu (6§ > 0) vardir

oyle ki

Vs € Ve igin, |[f(a(8)) = F()]t'™* = To(H®)[0(t) = s]| < ela(t) — s| (3.1)

olur. T,(f)(t), t’de f’nin a. mertebeden konform Kesirli tiirevi olarak adlandirilir.

t = 0 i¢in, konform kesirli tiirevi

T,(f)(0) = tl_i)rg;r T, (f)(t) olarak tanimlanir. (Benkhettou vd, 2015)

Uyari 3.1. Tanim 3.1°den a = 1 alinirsa zaman skalasinin delta tiirevi elde edilir.

a = 0 mertebeden konform kesirli tiirevi Ty (f) = f operatériiyle tanimlayacagiz.
Uyan 3.2. Calisma boyunca [f (t)]* = T,(f)(t) notasyonunu kullanacagiz.

Teorem 3.1. a €]0,1] ve T zaman skalasi olsun. Kabul edelim ki f: T — R bir fonksiyon

ve t € T K olsun. O zaman asagidaki 6zellikleri saglar.
I.  f, tnoktasinda (t > 0) icin a. mertebeden konform Kesirli diferansiyellenebilirse

0 zaman f, t noktasinda suireklidir.

ii.  f tdesirekli ve t sagdan daginik ise, 0 zaman f, t’de a. mertebeden konform kesirli

diferansiyellenebilirdir ve

T,()() = f—(a(;)()t;f ® p1-a gy,

iii.  tsagdan yogun ise, 0 zaman f, t’de a. mertebeden konform kesirli
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diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak limg_,; t1~¢ limiti sonlu bir say: ise

bu durumda

HOWIO)
t—s

To(£)() = limg_, FOTE 1= qyr
iv.  f,t’de a. mertebeden kesirli diferansiyellenebilirse o zaman
flo@®) = f®©) + Wt T ()

dir (Benkhettou, 2015).

Ispat:

i.  t’de f’nin konform kesirli diferansiyellenebildigini varsayalim. O halde t’nin

V; komsulugu vardir dyle ki

s eV,

[f(e®) = F&)]t" % = T (H®Ia(®) = 51| < ela(®) = sl.

Bu yiizden Vs € V, N]t — ¢,t + ¢ igin,

f @) = fOI < |[f(a@®) = F()] = To(N©®[o(t) — st
H[f(e®) = FO]| + [F YOI [f (e@®) = F][I1e*]

Dir ve t sagdan yogun nokta oldugundan

() = FOI < |I[F7®) = fF)] = FDO[o @) —s]*| + |[f @Ot — 5%
< eS| T, ()]

elde edilir.
s —>tiken (t > 0) 6 = 0 oldugunda f’nin t’deki siirekliligi elde edilir.

ii.  f,t’de siirekli olsun ve t sagdan dagilmis olsun. Siireklilik araciligiyla

lirrlf (6(®) = f(s) fma _ fle@®)-f® [ _f (e@®)-f@®) [
st o(t)—s a(t) —t u(t)
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elde edilir. Bu yiizden € > 0 ve a €]0,1] verildiginde t’nin bir V, komsulugu vardir dyle
Ki

fle@®)=F() pl-a _ fle@®)-r©®) -

<
(D5 (D €

Vs € V; igin,
olur. Buradan Vs € V, i¢in,

fle@®) = fFtT7* —=———=t""%(a(t) — 5)| < ela(t) — 5|
|[ ( ) ] f(a(®)-£(t)

u(t)

bulunur. Tanim 3.1 den (3.1) esitligi elde edilir.
f’in t’de a. mertebeden konform kesirli diferansiyellenebilir oldugunu varsayalim ve
t sagdan yogun olsun. € > 0 olsun. O zaman f,t’de a. mertebeden konform kesirli

diferansiyellenebilir oldugundan burada t’nin V; komsulugu vardir éyle Ki

Vs €V, |[f(a(®) = F&)]t' ™ = T (HDIa(t) = 51| < elo(®) —s| 3.2)
Ciinkii o(t) = t’dir.

s#tvsel, |FY e (o) <e

olur. Buradan (3.2)’nin esitligi elde edilir. (3.2)’nin esitliginin sag tarafindaki limit var ve

L' ye esit olsun. t sagdan yogun olsun. O zaman V; var olsun dyle ki

Vs € V, igin,|(f(£) — f(s))t1™ — L(t — s)| < elt — 5|

saglanir. t sagdan yogun oldugundan

[[f(6(®) = F()]t1™* — L(a(t) — s)| < €la(t) — s]| elde edilir.

Bu formiilde bize f fonksiyonunun t noktasinda a mertebeden konform kesirli

diferansiyellenebilir oldugunu ve T, (f)(t) = L oldugunu verir.
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iii. tsagdan yogunise a(t) =t, 0 zaman u(t) = 0 ve

flo@®) = f©) + u®OT(H D)=

Bununla birlikte t sagdan daginik ise o(t) > t o zaman (iii) geregince

- @) = f(©)

1-a — a-1
U= O+ @) T DO

flo®) = f(O) +u®

elde edilir.

Uyan 3.3. T zaman skalasinda, reel sayilardan indirgenen topolojiden dolay1 f

fonksiyonunu keyfi t € T izole noktasinda her zaman stireklidir.

Ornek 3.1. h > 0 ve T = hZ = {hk: k € Z} olsun. O zaman
vt € T,o(t) =t + hve u(t) = h’drwr.
f:t €T - t? € R fonksiyonu igin,

T, () = (t?)* = (2t + h)t*~* olur (Benkhettou, 2015).

Ornek 3.2. g > 1 ve q% == {g*: k € Z} olmak iizere T = qZ := q* U {0} olsun. Bu zaman

skalasinda
_(qt, t#0ise, _ {(q —1t, t# 0ise,
o(t) = {O, t = 0ise, ve u(t) = 0, t =0ise,

dir (Benkhettou, 2015).
Burada 0, T'de sagdan yogun minimum ve t deki diger biitiin noktalar izoledir. Ornek
3.1'deki fonksiyonunu g6z 6niine alalim:

(g + 1)t?"%, t + 0ise,
0, t = 0ise,

T (N = () = |

elde edilir (Benkhettou, 2015).
Ornek 3.3. ¢ > 1ve T = gNo := {g™:n € N} olsun.

Vvt € Tigin, o(t) = q(t) ve u(t) = (q — 1)t dir.
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f:t € T - log(t) € R olsun. O zaman

VtEeT iQil’l, Ta(f)(t) = (log(t))a = (;O_gl(—?za

elde edilir (Benkhettou, 2015).

Onerme 3.1. f: T - R,Vt € T, ¢ € Rigin, f(t) = c ile tanimlansin. O zaman
T,(F)() = (¢)@ = 0 dir (Benkhettou, 2015).
Ispat: t sagdan dagilmis ise, o zaman Teorem 3.1’in (ii) onciilii geregi

flo@®)-f(©) ,1-
T,(F)®) = —U(u)a) B p1-a = g

dir. Aksi taktirde t sagdan yogun ve Teorem 3.1’in (iii) Onciilii geregi

T, () (t) = limg,; —t17% = 0 dir.

t—s

Onerme 3.2. Tim t € T icin f: T - R, f(t) = t seklinde tanimlanirsa 0 zaman

1-« .
_ @ (T a# 1ise,
T(N®) =t {1, a = 1ise,

dir (Benkhettou, 2015).

Ispat: Teorem 2.17in (iv) onciilii geregi

a(t) =t + u@®)t* T, (), ult) = u@®t* 1T, (f)(t) elde edilir.
u(t) # 0ise, T,(f)(t) = t*1 ve istenilen iliski kanitlanir.

Farz edelim ki u(t) = 0 yani a(t) = t olsun. Bu durumda t sagdan yogun Teorem 3.1’in

(1i1) Onciilii geregi

Ta(f)(t) = limsatﬂtl_a = t17% drr.

t—s
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Bu yiizden @ = 1ise o zaman T,(f)(t) = 1,0 < a < 1ise T,(f)(t) = t17% dur.

Sonu¢ 3.1. f: R = R bir fonksiyon olmak iizere t € R noktasinda a. mertebeden konform

f)—f(s)
t—s

kesirli diferansiyellenebilirdir ancak ve ancak limg._,; t17% limiti vardir ve sonlu

bir sayidir. Bu durumda
T, () (t) = limg_,, % t1=% dir (Benkhettou, 2015).

ispat:
Burada T = R oldugundan tiim noktalar sagdan yogundur. Sonu¢ Teorem 3.1’in (iii)

onciiliinden sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.2. h>0olsun. f:hZ - R bir fonksiyon ise, o zaman f,t € hZ igin, a.

mertebeden konform kesirli diferansiyellenebilirdir ve

(t+h)—f(t) ,1—
To(f)(t) = LT p1e

dir (Benkhettou, 2015).

Ispat: Burada T = hZ ve tiim noktalar sagdan dagmiktir. Sonu¢ Teorem 3.1’in (iii)

onciiliinii takip eder.

Ornek 3.4. a,b > 0 olsun ve P, = Us-o[k(a + b), k(a + b) + a] zaman skalasimni gbz

Ontne alalim. O zaman

(© = { t, t € Up_olk(a+b),k(a+ b) + a] ise
=+ b, t € Upeolk(a + b) + a} ise’
(©) = {O, t € Ug=olk(a + b),k(a + b) + a] ise,
K= 1, t € UZo{k(a+ D) + a} ise,

dir.
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f:Pgp — R siirekli bir fonksiyon ve a €]0,1] olsun. Teorem 3.1’den P, iizerinde f

fonksiyonunun a mertebeden konform kesirli tiirevi

limg_,, %tl_“, t € Upolk(a + b),k(a+ b) + a] ise,
Ta(f)(t) = f(t)—f(s) tl—a

- , t € Up-olk(a + b) + a} ise,

ile verilir. (Benkhettou, 2015)

Teorem 3.2. f,g:T = R,a. mertebeden siirekli konform Kkesirli diferansiyellenebilir

fonksiyonlar olsun. O zaman

i. f+g:T - Rkonform kesirli diferansiyellenebilir ve

To(f + 9) = To(f) + Tp(g) dir.

ii. Herhangi A € Rigin, Af: T — R konform Kesirli diferansiyellenebilir ve

To(Af) = ATo(f) dur.

lii.  f ve g siirekli ise ¢arpimlar1 da fg: T — R konform kesirli diferansiyellenebilir ve

To.(fg) =To(f)g + (f 0 0)To(g) = To(f)(g ° 0) + [T (g) dur.

iv.  f siirekli ise,% konform kesirli diferansiyellenebilir ve

1\ _  Ta(f)
Ta (?) - f(foo—)’f(t)f(o-(t)) # 0,vt € TX dir.

V.  f ve g siirekli fonksiyonlar ise g konform kesirli diferansiyellenebilir ve

T (L) = ~ DL g1 g(0(2)) # 0, vt € T X gegerlidir (Benkhettou, 2015).
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Ispat: @ €]0,1] olsun ve t € T ¥ igin f ve g konform kesirli diferansiyellenebilir olsun.

i. &> 0olsun. O zaman t‘nin komsulugunda olan V; ve U, vardr.

Vs € Vy icin, |[f(0(8)) = F()]t'™* = T (N D[ () = 51| < Zlo(t) — s
Ve

Vs € U, i¢in, |[g(c(©)) — g(8)][t}™% = T, (g) (®)[0(t) — s]| < ela(t) —sl.
W, =V, n U, olsun. O zaman Vs € W, i¢in,

[(f + 9 (e@®) = (f + D]t = [T (H(®) + Ta(@®][o @) = s]| < ela(®) — |
dir. Bu yiizden f + g, t’de konform diferansiyellenebilir ve

To(f + 9)(8) = To(f)(®) + To(g)(0) dur.

ii. &> 0olsun. O zaman ¢’nin V, komsulugundaki tiim s’ler igin,
[f(e@®) = fF(®]t% = To(N(®)(a () = 5)| < ela(®) - 5]

dir. Buradan Vs € V, icin,
AN (a(®) = ANOS]t % = AT (H B[ (®) = s < elAlla(®) - s|
bulunur. Bu yiizden Af, t’de T, (Af) = AT, (f)’dur.

iii.  tsagdan yogun ise, o zaman

To(fg)(®) = lim,_, [FOLL 1] g (£) +1im,., [Z92L2 11-e] £ (s)

=T (H®g@®) + T (g) O f ()

=To(H(Og(a(®) + Ta(g) O (®).
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t sagdan dagilmus ise,

f (0(225 £ ng (0(0) + [g(a(t)) —90® .,

=To(H®Og(a(®) + F ()T (g) (D).

f ve g fonksiyonlarinin rolleri degistirilerek diger carpim kural: elde edilir. Onerme 3.1 ve

(iii) onciiliinden oldugunu biliyoruz.

T, (f}é) = 1% = 0 elde edilir. Buradan

T, (%) Of(a(®) + Ta(f)(t)]% = 0 elde edilir.

Ta(f) (1)

f(o(t)) # 0 varsaydigimiz igin, T, (]lc) (t) =- FOf@0®)

iv. (i) ve (iv)'den elde ettiklerimizi kullanirsak

ACICEADIC

= F(OT, (ﬁ) (O + T (H(®) g(ol(t))

To(f)()g(t)—f () Ta(g)(t)
= lunur.
g®)g(a(t)) bulunu

Teorem 3.3. ¢ bir sabit, m € N ve a €]0,1] olsun.

i. f()=(—c)™ise, 0zaman

To(f)(®) = ' X755 (o (8) — )™ 7P (t — ¢)P dur.
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1
(t—cm

i. g = ve (t —c)(o(t) — c) # 0ise, 0 zaman

- - 1
To(9@) = -t Y0 GO dir (Benkhettou, 2015).

Ispat:

i.  Tiimevarim metoduyla 1. Formiilii ispatlayalim. m = 1 ise, o zaman Onerme 3.1 ve

3.2’den ve Teorem 3.2'nin (i)'sinden

f&) =t—cveT,(f)) =t

olur. Simdi f(t) = (t — c)™ igin,

To(f)() =t~ X5 (a(t) — )™ 7Pt — )P
olsun. Teorem 3.2 nin (iii) onciilii kullanilarak.

F(t) = (t — c)™1(t — ¢)f(t) saglansm.

(F)* = Ta(t = Of () + T (Ot — ) = t' ¢ Z(U(t) — o)™ Pt —o)P

p=0

olur. Boylece tiimevarimla (i) ispatlanir.

1 1 S
—om ~ 70O olsun. Teorem 3.2'nin (iv)'iinden

i. g =
(t = c)(a(t) — c) # 0 saglandiginda

__TL(H® =‘t1‘“i 1
f@©f(o®) L1 (o(0) =Pt — )"

9O =

olur.
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Ornek 3.5. a €]0,1] ve f(t) = t™ olsun. O zaman
T.(H(@®) =t X750 o () — o)™ 1P t? olur. t sagdan yogun ise, 0 zaman
T, (f)(t) = mt™ % olur. T = Rve a = 1 segersek o zaman alisiimus tiirev

T, ()() = mt™ ! = /(1) elde edilir. (Benkhettou vd, 2015)

Ornek 3.6. a €]0,1] ve f(t) = tim olsun. O zaman

= - 1
Ta(f)(®) = =677 X050 g pt

olur. t sagdan yogun ise, 0 zaman

m

T (F)(O) = - o

olur. Ustelik & = 1 olursa,

m

T.(f)() = — prevey elde edilir (Benkhettou vd, 2015).

Ornek 3.7. f(t) = (t — 1)? ise, o zaman tiim a €]0,1] i¢in
T.(F)(@) = t'*[(a(t) + D* + (o(t) + D(t + 1) + (¢t + 1)?]

bulunur. (Benkhettou vd, 2015)

Ornek 3.8. a € (0,1) olsun. Oyle ki T =N = {1,2,3,..} ve o(t) = t + 1, u(t) = 1 olsun
ve f,g:T - T,f(t) = g(t) = tileverilsin. O zaman
T.(F)(g(®))T(9) (@) = t2*~) iken,

To(f 0 9)(@©) # To () (g(®)) T (@) (©): To(f © g)(t) = t*~% dur. (Benkhettou vd, 2015)
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Teorem 3.4. a €]0,1] olsun. g: T — R siirekli t € T ¥ noktasinda a. mertebeden konform
kesirli diferansiyellenebilir olsun ve f: R — R siirekli diferansiyellenebilir olsun. O zaman

[t,a(t)] gergel araliginda c sayisi vardir dyle Ki

To(f 2 9)(®) = f'(g(c)To(g)(t) dur. (3.3)

(Benkhettou, 2015)

Ispat:

t € T ¥ olsun. ilk olarak t sagdan dagilmis olsun. Bu durumda

F(9(a®))-f(g(®) g
u(®)

To(f o g)(8) =

dir. Eger g(a(t)) = g(¢t) ise,
To(fog)(®) =0veT,(g)(®) =0

olur. Buradan [t,o(t)]  araligindaki keyfi csayisi igin saglanr. Ortalama deger
teoreminden &ela(t), g(o(t))] igin,

a(t)))- ® g - 1
T(f o g)(0) = LEONTEO) 5 O)-s® e _ 1, () (6) i

g:T — R siirekli oldugu igin ¢ € [t,a(t)] Oyle ki g(c) = & dir. Simdi t sagdan yogun

olsun. Bu durumda

flg®)-1(g() _ g(t)-g(s) £1-a qir.
g®)—g(s) t—s

Ta(f o g9)(t) = limg,;
Ortalama deger teoremi yardimiyla é€]a(t), g(o(t))[ vardir 6yle ki

T,(f o g)(t) = limg_, {f’(f) : @tl_“} saglanir.
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g’nin siirekliliginden limg_,; & = g(t) elde edilir. O zaman

To(f 2 9)(®) = f'(g()Ta(g)(®)

olur. t sagdan yogun oldugu i¢in ¢ = t = o(t) olur ve sonug elde edilir.
Ornek 3.9. ¢(t) = 2t ve u(t) = ticin T = 2N olsun.

i.  f(t) =t?ve g(t) =t secilsin. Teorem 3.4 geregince [t, o (t)] = [t, 2t] arahginda
¢ degiskeni bulabiliriz dyle ki

To(f e (@) = f'(g())T(9)(O)
saglanir. Teorem 2.1 geregince
To(f © g)(t) = 3t~ olur,

T, (9)(t) = t*"% ve f'(g(c)) = 2¢

(3.3) esitliginden 3t1~% = 2¢t1~% ve bdylece ¢ = %t € [t, 2t] olur.

ii. Simdivt€T,f(t) =g(t) = t?alalhm.
15t*7% = To(f o 9) () = f'(9())To (@) (1) = 2¢*3t*~*

elde ederiz. Bu ylizden

c= \/g € [t, 2t] olur. (Benkhettou vd, 2015)

Tamm 3.2. T zaman skalasi, « € (n,n + 1],n € Nolsun ve f,t € TX noktasinda n defa

delta diferansiyellenebilir olsun. f“nin a. mertebeden konform kesirli tiirevini

Ta(F)(©) = Taen(FA)(O)
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olarak tanimlayacagiz. Notasyon olarak dnceki gibi

(F()@ = T,(f)(t) kullanacagiz. (Benkhettou, 2015).

Ornek 3.10. T = hZ, h > 0, f(t) = t3 ve a = 2.1 olsun. O zaman Tamm 3.2. geregi
Ty 1 (f) = Ty, (F2°) alabiliriz.

o(t) =t+ hveu(t) = h oldugu igin,

T (AH@®) = ) = (6t + 60O

olur. Onerme 3.1 ve Teorem 3.2°deki (i) ve (ii) geregince

T,1(/ () = 6(t)D elde edilir. Onerme 3.2 geregincede T, ; (£)(t) = 6t olur.

(Benkhettou vd, 2015)

Teorem 3.5. n € N olmak iizere @ € (n,n + 1] olsun. O zaman
To(f)(8) = e A" (1)
dir (Benkhettou, 2015).

Ispat: f fonksiyonu n defa delta tiirevlenebilir olsun. a € (n,n + 1] igin B € (0,1] vardir

Oyle ki @ = n + f’dir. Tanim 3.2 geregi
Ta(f) = Tﬁ(fAn)

dir. Yiiksek mertebeden delta tiirevin tanimindan ve Teorem 3.1'deki (ii) ve (iii)'den

T () = 8 (F2) (©) dur.
49



Tanim 3.3. f: T — R diizenli fonksiyon olsun. O zaman f’nin a —kesirli integrali
0 <a<1igin, [ f()A%t = [ f(t)t* AL
olarak tanimlanir. (Benkhettou vd, 2015)

Tamm 3.4. Farz edelim ki f: T - R diizenli fonksiyon olsun. @ € (0,1] olmak iizere «

mertebeden f’nin ifade edilen belirsiz « —kesirli integrali

F(0) = [ f(DA%

olarak tanimlanir. O zaman Cauchy a — kesirli integrali
b
Va,b € ']I‘,f f()A*t = F,(b) — F,(a)
a

olarak tanimlayabiliriz. (Benkhettou vd, 2015)

Ornek 3.11. T=R,a = %ve f(t) = tolsun. O zaman

2

f110§ f(t)A%t = 6 dir. (Benkhettou vd, 2015)

Teorem 3.6. a € (0,1] olsun. O zaman herhangi bir rd siirekli f: T — R fonksiyonu igin

oyle F,:T — R fonksiyonu vardir ki

VteTH T, (F)®) =f(©)

saglanir. F, fonksiyonu f ‘nin s6z konusu a — ilkelidir (Benkhettou vd, 2015).

Ispat: @ = 1 durumunda Bohner ve Peterson'da (Boher, 2001) saglanr. a € (0,1) olsun.
fnin sagdan yogun siirekli oldugunu varsayalim. Bohner ve Peterson'un (Bohner,2003)

Teoremi 1.16 geregi f diizenlidir. O zaman
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E,(t) = [ f(£)A%t,
TX {izerinde konform kesirli differansiyellenebilir. Teorem 3.6 ve Tanim (3.1)

t € TX, T, (F,)(t) = t'%(F,(t))* = f(¢) elde edilir.

Teorem 3.7. « € (0,1],a,b,c,d € T, A€ R ve f,g rd siirekli iki fonksiyon olsun. O

Zaman,

i U+ g(1A%t = [ FOA% + [] g(t)Act.

2@ ®A%t =27 f(act.

12 F@®A%t = — [ F(0)A.

ff A% = [T F(OA% + fc” f(t)A%t.

_E.

v.  [TfoA*t=o.

vi. VtE€|[a,b],g: T — R olmak iizere

FOl < g@ise, |[; F©A%] < [ g0)as.

Vi, Vte[ablf()>0ise, [, f()A% > 0. (Benkhettou vd, 2015).

Ispat: Tanim 3.3 ve 3.4’ ten elde edilir.

Teorem 3.8. f: T ¥ — R sagdan yogun siirekli fonksiyon ve t € T X ise,

[ f()8% s = F(©)u(e)t*? dir (Benkhettou vd, 2015).
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Ispat: f, T X°de sagdan yogun siirekli fonksiyon olsun. O zaman f diizenli fonksiyondur.

Tanim 3.4 ve Teorem 3.6 araciligiyla, F,, f’nin ilkeli vardir ki ve

79 F($)A% = Fy(0(6)) = Fu () = To(EI(OE ™ = f(Ou(©)~

saglar.

Teorem 3.9. T zaman skalasi, a < b olmak tlizere a, b € T olsun.

vVt €[a,b]NT igin, T,(f)(t)=0 ise o zaman f fonksiyonu [a,b] N T’de artan
fonksiyondur. (Benkhettou vd, 2015)

ispat: T, (f), [a, b] n T de var olsun ve Vt € [a, b] N T igin T, (f)(t) = 0 olsun. O zaman

Teorem 3.1°deki (i) geregi T,(f),[a,b] N T de siireklidir ve bu ylizden Teorem 3.7'nin

(vii) Onciiliinden a < s <t < b i¢in,

[T, f(A%€ >0

olur. Tanim 3.24'ten

t
f@© =f()+ [ Ta f(A% = f(5)

bulunur. Buraya kadar verilen tanimlarda

To(f*)(6) # f(¢)

olmaktadir. Yani bu konform kesirli tiirev operatorii birim operatdre sahip degildir. Simdi
yeni bir h(a) konform fonksiyonu tanimlayarak zaman skalasi iizerinde birim operatdre
sahip konform delta kesirli tiirev tanimin1 verelim.

Tamim 3.5. h(a) siirekli bir fonksiyon ve

lim,_ o+ h(a) = 1 velim, 1~ h(a) =1
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olsun. T zaman skalas1 ve ae(0,1] olsun.t € T* igin f: T — R fonksiyonu a mertebeden
konform delta kesirli diferansiyellenebilirdir 8yle ki T, (f2)(t) vardir. Ve > 0 icin t nin U

komsulugu vardir oyle ki her s € U igin,
|h(@)f(©)a(t) = s) + (1 = h(@) (7 ) = f(s))a*™* = T (F)(E)(a(t) — s
< €la(t) — s| dir.
T, (f*)(t) ifadesini @ mertebeden konform delta kesirli tiirev olarak adlandiracagiz ve f
tiim T* igin konform delta kesirli diferansiyellenebilir ise f ye konform delta kesirli
diferansiyellenebilir diyecegiz. TX de a mertebeden konform delta kesirli diferansiyel
CFD olarak gosterilecek (Zhao, 2016).
Teorem 3.10. T zaman skalas1,t € T* ve a € (0,1] olsun.

i f e CEDise f, t de siireklidir.

ii. f,t de siirekli ve t sagdan dagilmis is o zaman f € CFD ile

7@ -1

(0 a4

To(fH(@®) = h(@)f () + (1 — h(a))
iii. f sagdan yogun ise o zaman f € C€FD ancak ve ancak
lims . h(@)f (©) + (1 = h(e)) L9LD 1

gibi sonlu bir say1 vardir. Bu durumda

T.(F)(6) = lim h(@)f () + (1 - h(a ))M 1a

olur (Zhao, 2016).
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Ornek 3.12. f: T - R fonksiyonu tiim t € T i¢in f(t) = t olarak tanimlansin. O zaman
T,(f*) (@) = h(a)t + (1 — h(a))o'~*(¢)

olur.a = 1ise 0 zaman

T,(f*)(t) = 1 dir (Zhao, 2016).

Ornek 3.13.f:T > R fonksiyonu tim s € T igin f(t) = t?, {%n € NO} olarak

tanimlansin. Teorem 3.10 (ii) geregi f € CFD ile

T.(f2)(8) = h(a)t? + (1 — h(@) (2t +3) (£ + %)1_“ elde edilir. (Zhao, 2016)
Teorem 3.11. f,g: T — R € CFD olsun.O zaman

i.  Herhangi 14, A, sabitleri igin A, f + 1,9 € CFD ile

To((Aaf + 229)) () = LT (F(®) + 2T, (g (©) dir.

ii. f ve g siirekli ise 0 zaman f, g: T - R € CFD ile

To(f@)2(0) = T (F ) g° (®) + fF(OT(gM) () — h(@)g(O)f (t)

=T, (g (Of°(®) + g(OT(fH(®) — h(a)g(Of° (t)

olur.

iii. f(@®f°@)+0iseo zaman%e CFDile

1N\ T(N® | k@ | h@
Ta (f) ©) = f(t)f"(t)+f(t)+f”(t) olur.

54



iv. g(t)g?(t) # 0ise o0zaman 5 € CFD ile

£\2 To(F2) (g (O -F (O T(g%) () £(©)
T, (= = I
@ (g) Q) 9(D9° (0 A C s

olur. (Zhao, 2016).

ispat :

(i) € > 0 olsun.O zaman t nin U; ve U, komsuluklari vardir 6yle ki her s € U;igin

MR(@f ) (0(®) = 5) + 24 (1 = h(@)(f7 () = f())o"*(t)

—MT(fH O () - ) < ;1 (a(®) = 9)|

ve her s € U, i¢in

A2h(@ g (0 (t) = s) + A,(1 = h(@)) (g7 (&) — g(s))a™ (1)
22T (g () (a(t) — 5)

<= 1h® - 9)|

U =U; NnU, A =max{44,1,}olsun. O zaman her s € U alalim.

‘h(a)(/hf(t) +229(1))(0(8) = 5) + (1 = h(@)) (A f7 (1) + 2297 () — A1 f(5)
—A29(8) (1) — (M T (A1) + 22T (g) D) (o (1) — 5)

< (@ F O @) — 5) + (1 — k(@) (F7 ) — £(5))o'%(t)
— LT (fH () - 5)|

+|Ah(@)g(®) (@ (t) = 5) + A(1 = h(@)) (g7 (@) — g())a~%(¢)
— 2, Ta (g () (0 (@) - 5)|

< (0 () = )|+ 122(a () — 5| < elA(a () — 5)| dur.

Boylece

55



To (1 f + 2,9)) (@) = LT, (FA(©) + 2, T, (g™) ()
elde edilir.

(ii) t sagdan dagilmis ise o zaman teorem 3.10 de (ii) den alalim.

ff®g°@® - fOg(®)

o) o ®

T.(f@)"(t) = h(@)f () g(®) + (1 - h(a))

fC®g’@® - f0g° )

= h(@f(Dg°(® + (1 - h(@) (D

o' =%(t) + h(@)f(t)g(t)

f@®g°@® - fg@®)

+(1 - h(@) o)

o'~ (t) — h(a)f () g7 (t)
=T, (f g7 () + f(OTL (g™ (@) — h(a)f () g ()
elde edilir. t sagdan yogun ise o zaman 3.10 da (iii) alalim.

T,(fg)2(t) = limy_; (@) f(£)g(t) + (1 — h(a)) L2IDTOIO) ;1-a

t—s

1—a(t)

Fg® ~ f($)g9(®)
t

—S

f(9)9(t) — f()g(s)

t—s

= lim h()f (Hg(0) + (1 — h(e))

+ IS‘EZ h(a)f(s)g(t) + (1 — h(a))

l-a(¢) — L‘f} h(a)f(s)g(t)

=T.(fH®g®) + fOT(g™)®) — h(@)f (D) g(t)
=T (fH(®)g°®) + f(OT(g")®) — h(@) f () g7 (t)

elde edilir.
1 A
(i) T, (/. ;) ®) = T, (D) = h(a) dur.
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Boylece

7 (2) OF7®) + T 7 ~ @ 22 = h(a)

olur ve sonug olarak

NN T()® | k@ | k@
Ta() ®=-or0 7o 7o

elde edilir.

(iv) (i) ve (ii) kullanalim.

(D) 0 = FOT. (2) 0 + T (0 =25~ h(@) 22

_ To(9%)®) | (@) , h(a) 1 £
= £ (- #5842 + T (F)(0) s — h(@) 22

g®g°@®  g@® 9°(®)

_ Ta(F) 09— (OT(g") () @
= h
g()ge(t) (@) e g(t)

elde edilir.

Ornek 3.14. f:T > R fonksiyonu her t € T {{/n:n €N, igin f(t) =% olarak

tanimlanirsa teorem 3.10 (ii) den f € CFD ile

h(a)

T.(® =" — (1~ h(@) = ()

=M -n@) = (E+1-1t) "

elde edilir. (Zhao, 2016).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde zaman skalasi tizerinde konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville operatorii
ele alinmistir. Bu operatdr icin sinir deger uzayi insa edildi. Sinir kosullar1 yardimiyla tiim

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir.

Zaman skalast tlzerinde konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville denklemden

operatore gecis yapmak i¢in, T = (p(a), b) olmak iizere,

b —
(f,9) = [,y OO (D) f, g € L3 o T
i¢ carpimi yardimiyla L3 , T Hilbert uzaym tanimlayalim (Giilsen, vd., 2017).

p(x) ile g(x) reel degerli siirekli ve T {izerinde konform kesirli A —integrallenebilir

fonksiyonlar olmak iizere,

ly = =To(pCOTey) + q(x)y, L3 o T (4.1)
Sturm-Liouville denklemini gz 6niine alalim.

Simdi maksimal ve minimal operatdriin tanim kiimelerini verelim,

Dpax = {y € LA, T : y ve (pT,) (), T lizerinde mutlak siirekli ve I(y) € L3 ,T }.

Dinin = {¥ € Dpax:y(a) = (pTg)(a) = 0,y(b) = (pT,)(b) = 0}.

Lmaxy = ly ile Dy, tzerinde L,,,, maksimal operatoriinii tamimlayalim. Eger L.,
operatdrii D,y;, kiimesine kisitlanirsa L,y,;;,, minimal operator elde edilir. Lp,;," = Lpqx V€

Lonin kapali simetrik operatoriidiir (Naimark,1968).

Yy, Z € Dy qy i¢in, Green formiili;
(ly,2) = i, 12) = p()2()Ta(y(x)) = p(X)y () Ta(2(x))
= [P (20T (y(®)) = y ()T (2()))]

b
p(a)
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= [y, z](b) — [y, z](p(a))

ile verilir. Burada

[y, 21(x) = p() (2()Te(y () = y ()T (2()))

ile tanimlanir.

Tamim 4.1. H hilbert uzay, I'; I,: D(M™) — H lineer doniisiimler olsun.

1. Vf,g € DM")icin (M*f,g)se — (f  M* @)y = (L f, L@y — (0f, T29)n

2. Herhangi bir Fy, F, € H igin bir f € D(M™*) vektort vardir 6yleki I'; f = F; ve

Kosullarmi saglayan (H, T I%) tg¢lisine H hilbert uzay: iizerinde esit indis defektli M

kapal1 simetrik operatoriiniin sinir deger uzayi denir.
Simdi

13, I5: Dy — «:21

_ (—y(p@) _ (r(p(a)Tey(p(a))
iy ‘( y(b) )’Fzy _( p(b) Ty (D) ) (4.2)

dontistimlerini tanimlayalim.

Teorem 4.1. (4.2) ile tanmimlanan (C?, Ty, T) iicliisii Ly, operatdriiniin bir smir
deger uzayidir.

Ispat: Vy,z € D, icin,

(y — Lz)ce — (Ly — [1Z) 2

_ (p(p(a)).p(p(a))TaZ(p(a))) _ (p(p(a))Tay(p(a)) —Z(p(a)))
y(b) p(b)Taz(b) p()Tey(d) *  z(b)

= [-y(p@).p(p(@)Toz(p(@) + y(b). p(B)T o z(D)]

—[=p(p(@))T.y(p(@)).z(p(a)) + p(b)T,y(b). z(b)
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= [y(b).p(b)Tyz(b) — p(b)T,y(b).z(b)]
+[p(p())Tay(p(@).z(p(@) — y(p(@)).p(p(a))Toz(p(a))]
= [ypTaz — 20Ty 1wy — [PYTaz — PZTaY](p(a)

= [yr Z](b) - [y: Z](p(a)) = (Lmaxy» 2) — (V) Limax?)

Green 6zdesligi yardimiyla elde edildi. Boylelikle sinir degeri uzaymin tanimmin ilk

kosulunu kanitladik. Simdi sinir deger uzayinin taniminin ikinci kosulunu kanitlayacagiz.
u v

(=)o
Uz V2

y(@) = ay(Duy + a(Ovy+as(Du, + ay (v, € H,

vektor degerli fonksiyonu asagidaki sartlari saglasin.

dla)y=1 To,(@=0 p)=1 T,,(B)=0

=1 To,(@=0 gPlp)y=1 T,0B)=0

ago](a) =1 Tg(@=0 ago](b) =1 To,(b)=0

aL[LO](a) =1 Tp(@=0 ago](b) =1 To()=0

Bu durumda bu fonksiyon D, kiimesine aittir ve I}y = u, [,y = v oldugu agiktir.
Sonug 4.1. K, C? uzayinda biiziilme operatdrii ise L,y;,, operatdriiniin
(K-Dhy+i(K+DLy=0..(1)

ve
(K- DIy —i(K+ DLy =0..(2)
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kosullarin1 saglayan y € D,,,, fonksiyonlarmin kiimesine kisitlanmasi sirasiyla L,
operatoriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif geniglemesidir.

Tersine L,,;, operatoriiniin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemeleri (1)
ve (2) kosullar1 yardimiyla verilir. K biiziilme operatorii genisleme ile tek tiirlii belirlenir.
Eger (1) ve (2) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa L,,;, operatdriiniin maksimal
simetrik genislemesini, eger iiniter olursa L,,;,, operatoriiniin kendine es genislemesini

Verir. L,,;, operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

Ky +iLy) = (Tyy — iy, Iy + ilLy) € D(K)

KTy — ilLy) = (Ihy + ilLy, Iy — ilLy) € D(K)

Kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € D(K) igin,

IKFI < Il

Kosulunu saglayan lineer operatordiir.
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5. SONUC

Bu tez ¢alismasinda, zaman skalasi tizerinde konform kesirli mertebeden Sturm-
Liouville operatorii ele alinmistir. Bu operatdr i¢in sinir deger uzayr insa edildi. Sinir
kosullar1 yardimiyla tiim maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde
edilmistir. Bu ¢alismanin devami olarak zaman skalasi lizerinde singiiler durumda konform

kesirli mertebeden Sturm-Liouville operatoriiniin genislemeleri yapilabilir.
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