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1. GİRİŞ 

Kesirli mertebeden kalkulüs bilimin teorik ve uygulamalı alanlarında ve 

mühendislikteki araştırmacılarının yakın zamanlarda çok ilgisini çekmeye başlamıştır. 

Kesirli mertebe kavramı keyfi mertebeden türev ve integrali ifade eder. Bu kesirli 

mertebeden türev kavramı ilk olarak L’Hospital’in Leibniz’e sorduğu 𝑛 = 1/2 için 
𝑑𝑛𝑓

𝑑𝑥𝑛
  ne 

demektir sorusuyla literatüre girmiştir. O zamandan günümüze pek çok araştırmacı kesirli 

mertebeden türe tanımını ortaya koymuştur. Bunlardan en popüler olanları, 

 

1. Riemann-Liouville α ∈ [n − 1, n) için 𝑓’nin 𝛼 mertebeden türevi, 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) =
1

Γ(𝑛−𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫

𝑓(𝑥)

(𝑡−𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑡

𝑎
𝑑𝑥,  

 

2. Caputo α ∈ [n − 1, n) için 𝑓’nin 𝛼 mertebeden türevi, 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) =
1

Γ(𝑛−𝛼)
∫

𝑓(𝑛)(𝑥)

(𝑡−𝑥)𝛼−𝑛+1

𝑡

𝑎
𝑑𝑥, 

 

dir. Bu tanımlardaki kesirli mertebeden türevlerin bildiğimiz adi türevin belli başlı 

özelliklerini (iki fonksiyonun çarpımını türevi, bölümünün türevi, bileşke fonksiyonlar için 

zincir kuralı gibi) sağlamaması matematikçileri yeni kesirli mertebeden türev tanımı 

arayışına itmiştir. Bu amaçla Khalil ve arkadaşları (Khalil, vd., 2014) konform kesirli türev 

ve konform kesirli integrali tanımlamışlardır. Yaptıkları bu tanımlama bilinen adi 

türevdeki limit formuna dayanmaktadır. Konform kesirli mertebe türev için adi türevin 

temel özellikleri (çarpımın türevi, toplamın türevi, bölümün türevi, ortalama değer teoremi, 

Rolle teoremi) ispatlamışlardır. Daha sonra Abdeljawad (Abdeljawad, 2015) bu yeni 

konform kesirli mertebeden kalkulüs teoresini geliştirerek zincir kuralı, üstel fonksiyonlar, 

gronwall eşitliği, kısmi integrasyon, Taylor kuvvet serisi açılımı, Laplace dönüşümünün 

konform kesirli kalkulüs versiyonlarını vermiştir. Anderson ve Ulness (Anderson ve 

Ulness,2015) konform kesirli türev kavramını biraz daha genelleştirerek birim operatörü 

içeren bir yapı ortaya koymuştur. 
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Simetrik operatörlerin genişleme teorisi ile ilgili ilk sonuçlar J. von Neumann (von 

Neumann, 1929) tarafından elde edilmiştir. J. von Neumann hangi koşullarda simetrik 

operatörlerin kendine eş genişlemeye sahip olduğu ve bu genişlemenin nasıl olacağını 

göstermiştir. Rellich (Rellich, 1951), Krein (Krein, 1947, 1952), Vishik (Vishik, 1952), 

Birman (Birman, 1956), Phillips (Phillips, 1959) simetrik operatörlerin kendine eş 

genişlemeleri üzerinde çalışan matematikçilerden bazılarıdır. Lineer bağıntılar yardımıyla 

simetrik operatörlerin genişlemesiyle ilgili ilk sonuçlar Rofe-Beketov  (Rofe-Beketov, 

1969) tarafından elde edildi. Bu metodu kullanarak simetrik diferansiyel operatörlerin 

kendine eş genişlemeleri sınır koşulları cinsinden ifade eden matematikçiler: Gorbachuk ve 

Gorbachuk (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984), Bairamogly (Bairamogly, 1984), 

Allahverdiev (Allahverdiev,1995, 2013, 2014, 2016, 2019) ve Kholkin (Kholkin, 1981) 

dir. 

Disipatif lineer bağıntılar kullanılarak operatör katsayılı simetrik diferansiyel 

operatörlerin disipatif ve kendine eş genişlemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak 

(Gorbachuk, vd., 1972) tarafından verildi. Daha sonraları birbirinden bağımsız olarak Bruk 

(Bruk, 1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafından sınır değer uzayı kavramı 

yardımıyla simetrik operatörlerin disipatif, akretif, kendine eş ve diğer genişlemeleri 

yapıldı. Simetrik operatörlerin genişlemesi ile ilgili daha ayrıntılı bilgi için bkz.: 

Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk, vd., 1989). 

Bu tez çalışmasında, konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville denklemi ele 

alınmıştır. Bu denklem için sınır değer uzayı inşa edildi. Sınır koşulları yardımıyla tüm 

maksimal disipatif, akretif ve kendine eş genişlemeleri elde edilmiştir. 
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2. MATERYAL VE YÖNTEM 

2.1. Temel Kavramlar 

Tanım 2.1.1. Lineer uzaylarda tanımlı olan dönüşümlere operatör denir (Kreyszig, 

1978). 

Tanım 2.1.2. U, bir kompleks lineer uzay olmak üzere her u,v ∈  𝑈  ve 𝜆 ∈ 𝕂 her 

için aşağıdaki şartları sağlayan ve (u,v) ile gösterilen kompleks sayısına u ve v 

elemanlarının iç çarpımı ve U lineer uzayına da iç çarpım uzayı denir: 

 

1. (𝑢, 𝑢) ≥ 0; (𝑢, 𝑢) = 0 ⇔ 𝑢 = 0 

2. (𝑢, 𝑣) = (𝑣, 𝑢)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

3. (𝜆𝑢, 𝑣) = 𝜆(𝑢, 𝑣) 

4. (𝑢1 + 𝑢2, 𝑣) = (𝑢1, 𝑣) + (𝑢2, 𝑣). 

 

Ayrıca verilen bu özellikler gözönünde bulundurularak (𝑢, 𝜆𝑣) = 𝜆̅(𝑢, 𝑣) ve  

(𝑢, 𝑣1 + 𝑣2) = (𝑢, 𝑣1) + (𝑢, 𝑣2) özellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963). 

 

Tanım 2.1.3. Bir (𝑈, (. , . )) iç çarpım uzayı,  

 

‖𝑢‖ = (𝑢, 𝑢)
1
2⁄                                                                                                                                (2.1) 

 

normuna göre tam ise, yani (𝑈, (. , . )) içindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir u0 noktasına 

yakınsak ise bu iç çarpım uzayına Hilbert Uzayı denir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.1.4. Bir 𝑈 iç çarpım uzayı 

 

‖𝑢‖ = √(𝑢, 𝑢)                                                                                                                                (2.2) 

 

ifadesi bir norm tanımladığından, bu iç çarpım uzayı bu norma göre lineer normlu uzay 

olur. 

Sayılabilir, tam ortonormal sistem içeren bir iç çarpım uzayına Hilbert Uzayı denir 

ve genellikle H ile gösterilir (Naimark, 1968). 
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Tanım 2.1.5. Hilbert uzayı üzerinde tanımlanan bir T lineer operatörü verilsin. 

 

∀𝑢 ∈ 𝐻 için, ‖𝑇𝑢‖ ≤ 𝑘‖𝑢‖                                                                                             (2.3) 

 

eşitsizliği sağlanacak şekilde bir k sayısı varsa 𝑇 ye sınırlı lineer operatör denir. Bu k 

sayılarının en küçüğüne T sınırlı operatörünün normu denir ve ‖𝑇‖ ile gösterilir. 

T operatörünün normu alternatif olarak 

 

‖𝑇‖ = sup
𝑢≠0

‖𝑇𝑢‖

‖𝑢‖
= sup
‖𝑢‖≤1

‖𝑇𝑢‖                                                                                                   (2.4) 

 

eşitliği ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978). 

 

Tanım 2.1.6. H bir Hilbert uzayı ve T bu uzayda bir lineer operatör olmak üzere, T 

nin tanım kümesi 𝒟(T), H Hilbert uzayında yoğun olsun. Her ℎ, 𝑡 ∈ 𝒟(𝑇) için, 

 

(𝑇ℎ, 𝑡) = (ℎ, 𝑇∗𝑡)                                                                                                                           (2.5) 

 

eşitliğini saplayan 𝑇∗ operatörüne 𝑇’ nin eşlenik operatörü denir. Bu eşitliği sağlayan 

𝑡 ∈ H vektörler kümesine 𝑇’ nin tanım kümesi denir ve K(𝑇∗) ile gösterilir. 𝑇∗ operatörü 

aşağıdaki eşitlikleri sağlar: 

 

i. (𝑇∗)∗ = 𝑇 

ii. (𝜆𝑇)∗ = 𝜆̅𝑇∗ 

iii. (𝑇 + 𝐿)∗ = 𝑇∗ + 𝐿∗ 

iv. (𝑇)∗ = 𝐿∗𝑇∗ 

v. ‖𝑇∗‖ = ‖𝑇‖  (𝑇 𝑠𝚤𝑛𝚤𝑟𝑙𝚤 𝑖𝑘𝑒𝑛) 

 

(Naimark, 1968). 

 

Tanım 2.1.7. 𝑇∗ = 𝑇 ise, T’ ye kendine eş operatör adı verilir (Akhiezer ve 

Glazman, 1963). 
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 Tanım 2.1.8. A lineer operatörünün D(A) tanım kümesi H Hilbert uzayında yoğun 

olmak üzere,   

 

∀𝑓 ∈ 𝐷(𝐴), 𝐼𝑚(𝐴𝑓, 𝑓) ≥ 0                                                                                              (2.6) 

 

ise, A lineer operatörüne disipatif (dissipative) operatör denir.  

 

∀𝑓 ∈ 𝐷(𝐴), 𝐼𝑚(𝐴𝑓, 𝑓) ≤ 0                                                                                              (2.7) 

 

ise, A lineer operatörüne akretif(acceretive) operatör denir (Gorbachuc ve Gorbachuk, 

1991). 

A lineer operatörüne akretif(acceretive) operatördür ancak ve ancak A 

disipatif(dissipative) operatördür. 

Eğer A disipatif(akretif) operatörü kendinden farklı disipatif (akretif) genişlemeye 

sahip değilse A operatörüne maksimal disipatif (akretif) operatör denir. 

Disipatif operatörler daima kapanabilir. Disipatif operatörlerin kapanışı da 

disipatifdir. Maksimal disipatif operatörler daima kapalıdır. 

2.2. Konform Kesirli Türevler 

Tanım 2.2.1. Mertebesi 𝛼𝜖(0,1) olmak üzere 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonunun 

konform kesirli türevi 

 

(𝑇𝛼𝑓)(𝑡) = lim𝜀→0
𝑓(𝑡+𝜀𝑡1−𝛼)−𝑓(𝑡)

𝜀
,   ∀𝑡 > 0                                                                    (2.8) 

 

ile tanımlanır. Eğer 𝑓, 𝑎 > 0 için (0, 𝑎) aralığında α-türevlenebilir ve lim𝑡→0+ 𝑓
(𝛼) (𝑡) 

limiti varsa, o zaman 𝑓(𝛼)(0) = lim𝑡→0+ 𝑓
(𝛼) (𝑡) ile tanımlanır (Khalil vd., 2014). 

Bir fonksiyonu 𝛼 = 0 mertebeden türevi fonksiyonun kendisine eşit değildir. 

Gerçekten de  

 

(𝑇0𝑓)(𝑡) = lim𝜀→0
𝑓(𝑡+𝜀𝑡)−𝑓(𝑡)

𝜀
= lim𝜀→0

𝑓[𝑡(1+𝜀)]−𝑓(𝑡)

1+𝜀
∙ lim𝜀→0

1+𝜀

𝜀
 dir. 

 

Yukarıdaki denklemdeki birinci çarpan mertebesi 1 olan kuantum türeve karşılık gelir, 

ikinci çarpan ise ∞ gider (Ortigueira ve Tenreiro Machado, 2014). 
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Teorem 2.2.1. 𝛼 ∈ (0,1], 𝑡0 > 0 olsun. Eğer 𝑓: [0,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑡0 

noktasında α-türevlenebilirse o halde 𝑡0 noktasında 𝑓 süreklidir (Khalil vd., 2014). 

 

İspat: Öncelikle 

 𝑓(𝑡0 + 𝜀𝑡0
1−𝛼) − 𝑓(𝑡0) =

𝑓(𝑡0+𝜀𝑡0
1−𝛼)−𝑓(𝑡0)

𝜀
𝜀 eşitliğinden  

 

lim𝜀→0[𝑓(𝑡0 + 𝜀𝑡0
1−𝛼) − 𝑓(𝑡0)] = lim𝜀→0

𝑓(𝑡0+𝜀𝑡0
1−𝛼)−𝑓(𝑡0)

𝜀
lim𝜀→0 𝜀  

 

elde edilir. ℎ = 𝜀𝑡0
1−𝛼 olarak seçersek,  

 

 limℎ→0[𝑓(𝑡0 + ℎ) − 𝑓(𝑡0)] = 𝑓
(𝛼)(𝑡0). 0  

 

elde edilir. Bu eşitlikten de 

 

limℎ→0 𝑓(𝑡0 + ℎ) = 𝑓(𝑡0) bulunur. Yani 𝑡0 noktasında 𝑓 süreklidir.  

 

Teorem 2.2.2. 𝛼 ∈ (0,1] ve 𝑓, 𝑔 fonksiyonları 𝑡 > 0 noktasında α-

diferansiyellenebilir olsun. O halde aşağıdaki özellikler sağlanır: 

 

1. 𝑇𝛼(𝑎𝑓 + 𝑏𝑔) = 𝑎𝑇𝛼(𝑓) + 𝑏𝑇𝛼(𝑔), ∀𝑎, 𝑏𝜖ℝ. 

 

2. 𝑇𝛼(𝑡
𝑝) = 𝑝𝑡𝑝−𝛼, ∀𝑝 ∈ ℝ. 

 

3. 𝑇𝛼(𝜆) = 0, her sabit fonksiyon  𝑓(𝑡) = 𝜆 . 

 

4. 𝑇𝛼(𝑓𝑔) = 𝑓𝑇𝛼(𝑔) + 𝑔𝑇𝛼(𝑓). 

 

5. 𝑇𝛼 (
𝑓

𝑔
) =

𝑔𝑇𝛼(𝑓)−𝑓𝑇𝛼(𝑔)

𝑔2
. 

6. Ayrıca 𝑓 türevlenebilirse, o zaman 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝑡
1−𝛼 𝑑𝑓

𝑑𝑡
(𝑡).  

(Khalil vd., 2014). 
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İspat: (1)-(3) özellikler tanımdan direk elde edilir. Önemli olanlardan (4) ve (6)’yı 

ispat edelim. Şimdi, sabit 𝑡 > 0 için, 

 

𝑇𝛼(𝑓𝑔)(𝑡) = lim
𝜀→0

(
𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝜀
) 

 

= lim
𝜀→0

(
𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝜀
) 

 

= lim
𝜀→0

(
𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
. 𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼)) + 𝑓(𝑡) lim

𝜀→0

𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑔(𝑡)

𝜀
 

 

= 𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) lim𝜀→0 𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡
1−𝛼) + 𝑓(𝑡)𝑇𝛼(𝑔)(𝑡) dir. 

 

g, t’de sürekli olduğundan lim𝜀→0 𝑔(𝑡 + 𝜀𝑡
1−𝛼) = 𝑔(𝑡) dir. Bu (4)’ün ispatını tamamlar. 

(5) de benzer yöntemle ispatlanır.  

(6) ispat etmek için Tanım 2.2.1 deki  ℎ = 𝜀1−𝛼 seçersek ve  𝜀 = 𝑡𝛼−1ℎ  olur. O halde 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = lim
𝜀→0

(
𝑓(𝑡 + 𝜀𝑡1−𝛼) − 𝑓(𝑡)

𝜀
) = lim

ℎ→0
(
𝑓(𝑡 + ℎ) − 𝑓(𝑡)

ℎ𝑡𝛼−1
) 

 

= 𝑡1−𝛼 limℎ→0 (
𝑓(𝑡+ℎ)−𝑓(𝑡)

ℎ
) = 𝑡1−𝛼

𝑑𝑓

𝑑𝑡
(𝑡) dir.  

 

Şimdi bazı fonksiyonların konform kesirli türevini verelim: 

 

1. 𝑇𝛼(𝑒
𝑐𝑥) = 𝑐𝑥1−𝛼𝑒𝑐𝑥, 𝑐 ∈ ℝ. 

2. 𝑇𝛼 (sin 𝑏𝑥) = 𝑏𝑥
1−𝛼 cos 𝑏𝑥 , 𝑏 ∈ ℝ. 

3. 𝑇𝛼(cos 𝑏𝑥) = −𝑏𝑥
1−𝛼 sin 𝑏𝑥, 𝑏 ∈ ℝ. 

4. 𝑇𝛼 (
1

𝛼
𝑡𝛼) = 1.  

5. 𝑇𝛼 (sin
1

𝛼
𝑡𝛼) = cos

1

𝛼
𝑡𝛼. 

6. 𝑇𝛼 (cos
1

𝛼
𝑡𝛼) = −sin

1

𝛼
𝑡𝛼 . 

7. 𝑇𝛼 (𝑒
1

𝛼
𝑡𝛼) = 𝑒

1

𝛼
𝑡𝛼

. (Khalil vd., 2014). 
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Tanım 2.2.2. Mertebesi 0 < 𝛼 ≤ 1 olan 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ fonksiyonu 𝑎 noktasındaki 

soldan konform kesirli türevi, 

 

(𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = lim𝜀→0

𝑓(𝑡+𝜀(𝑡−𝑎)1−𝛼)−𝑓(𝑡)

𝜀
                                                                                     (2.9)   

 

ile tanımlanır. 𝑎 = 0 olduğunda 𝑇𝛼 ile gösterilir. Eğer (𝑎, 𝑏) üzerinde (𝑇𝛼𝑓)(t) varsa  

 

(𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑎) = lim𝑡→𝑎+(𝑇𝛼

𝑎𝑓)(𝑡)’dir. 

 

Mertebesi 0 < 𝛼 ≤ 1 olan 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ fonksiyonu 𝑏 noktasındaki sağdan 

konform kesirli türevi, 

 

( 𝑇𝛼
𝑏 𝑓)(𝑡) = lim −𝜀→0

𝑓(𝑡+𝜀(𝑏−𝑡)1−𝛼)−𝑓(𝑡)

𝜀
                                                                               (2.10)  

 

ile tanımlanır. Eğer (𝑎, 𝑏) üzerinde ( 𝑇𝛼
𝑏 𝑓)(t) varsa, o halde  

 

( 𝑇𝛼
𝑏 𝑓)(b) = lim𝑡→𝑏−( 𝑇𝛼

𝑏 𝑓)(t)’dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Tanım 2.2.3. 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] 𝑣𝑒 𝛽 = 𝛼 − 𝑛 alalım. 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ  fonksiyonunun 

(𝑓(𝑛)(𝑡) mevcut olan) 𝑎 noktasındaki 𝛼. mertebeden soldan kesirli türevi, 

  

(𝐓𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = (𝑇𝛽

𝑎𝑓(𝑛))(𝑡)  

 

 ile tanımlanır. Burada  𝑎 = 0 yazdığımız zaman 𝐓𝛼 olur. 𝑓 fonksiyonunun (𝑓(𝑛)(𝑡) 

mevcut olan) 𝑏 noktasındaki 𝛼. mertebeden sağdan kesirli türevi, 

  

( 𝐓𝛼
𝑏 𝑓)(𝑡) = (−1)𝑛+1( 𝑇𝛽

𝑏 𝑓(𝑛))(𝑡) ile tanımlanır (Abdeljawad, 2014). 

 

Dikkat edelirse, 𝛼 = 𝑛 + 1 olursa o zaman   𝛽 = 1 ve 𝑓'in kesirli türevi  𝑓(𝑛+1)(𝑡) 

olur. Ayrıca 𝑛 = 0 (veya 𝛼 ∈ (0,1) ) olduğunda 𝛽 = 𝛼 olur ve Tanım 2.2.2 elde edilir 

(Abdeljawad, 2014). 
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Teorem 2.2.3. (Zincir Kuralı): 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere,  𝑓, 𝑔: (𝑎,∞) → ℝ 

fonksiyonları soldan 𝛼 − 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟 ve ℎ(𝑡) = 𝑓(𝑔(𝑡)) olsun. Bu durumda  

ℎ(𝑡) fonksiyonu soldan 𝛼 − 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟𝑑𝑖𝑟 ve  

  

∀𝑡, 𝑡 ≠ 𝑎, 𝑔(𝑡) ≠ 0, (𝑇𝛼
𝑎ℎ)(𝑡) = (𝑇𝛼

𝑎𝑓)(𝑔(𝑡)). (𝑇𝛼
𝑎𝑔)(𝑡)𝑔(𝑡)𝛼−1                              (2.11) 

                                      

dir. Eğer   

 

𝑡 = 𝑎 ise, (𝑇𝛼
𝑎ℎ)(𝑎) = lim𝑡→𝑎+(𝑇𝛼

𝑎𝑓)(𝑔(𝑡)). (𝑇𝛼
𝑎𝑔)(𝑡)𝑔(𝑡)𝛼−1                                 (2.12)  

 

dir (Abdeljawad, 2014).                                                              

 

İspat: Tanımda 𝑢 = 𝑡 + 𝜀(𝑡 − 𝑎)1−𝛼 alınır ve 𝑔 fonksiyonunun sürekliliği 

kullanılırsa 

(𝑇𝛼
𝑎ℎ)(𝑡) = lim

𝑢→𝑡

𝑓(𝑔(𝑢)) − 𝑓(𝑔(𝑡))

𝑢 − 𝑡
𝑡1−𝛼 

 

= lim
𝑢→𝑡

𝑓(𝑔(𝑢)) − 𝑓(𝑔(𝑡))

𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑡)
. lim
𝑢→𝑡

𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑡)

𝑢 − 𝑡
𝑡1−𝛼 

 

= lim
𝑔(𝑢)→𝑔(𝑡)

𝑓(𝑔(𝑢)) − 𝑓(𝑔(𝑡))

(𝑔(𝑢) − 𝑔(𝑡))
𝑔(𝑡)1−𝛼. 𝑇𝛼

𝑎𝑔(𝑡). 𝑔(𝑡)𝛼−1 

 

= (𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑔(𝑡)). (𝑇𝛼

𝑎𝑔)(𝑡)𝑔(𝑡)𝛼−1                                                                                 (2.13) 

 

elde edilir. 

 

Önerme 2.2.1. 𝑓: [𝑎,∞) → ∞ fonksiyonu (𝑎,∞) aralığında iki defa türevlenebilir 

olsun. 𝛼 ve  𝛽 sayılarını 0 < 𝛼, 𝛽 ≤ 1 ve 1 < 𝛼 + 𝛽 ≤ 2 olacak şekilde tanımlayalım. O 

halde 

(𝑇𝛼
𝑎𝑇𝛽

𝑎𝑓)(𝑡) = 𝑇𝛼+𝛽
𝑎 𝑓(𝑡) + (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽𝑇𝛼

𝑎𝑓(𝑡)                                                  (2.14) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 
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İspat: 𝑓 fonksiyonunun iki defa türevlenebilir oluşunu ve kesirli çarpımın türevi 

kuralını kullanırsak 

 

(𝑇𝛼
𝑎𝑇𝛽

𝑎𝑓)(𝑡) = 𝑡1−𝛼
𝑑

𝑑𝑡
[𝑡1−𝛽(𝑡 − 𝑎)−𝛽𝑓′(𝑡)                    

 

= 𝑡1−𝛼[𝑡1−𝛽𝑓′′(𝑡) + (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽𝑓′(𝑡)] 

 

= 𝑇𝛼+𝛽
𝑎 𝑓(𝑡) + (1 − 𝛽)(𝑡 − 𝑎)−𝛽𝑇𝛼

𝑎𝑓(𝑡)                                                                       (2.15) 

 

elde edilir. Dikkat edersek, (2.14) de 𝛼, 𝛽 → 1 alınırsa  

 

𝑇𝛼
𝑎𝑇𝛽𝑓(𝑡) = 𝑇2𝑓(𝑡) = 𝑓

′′(𝑡) elde edilir. 

 

Konform kesirli türev herhangi bir 𝛼 ve 𝛽 için 𝑇𝛼𝑇𝛽(𝑓)(𝑡) ≠ 𝑇𝛼+𝛽(𝑓)(𝑡) indeks 

kuralına sahip değildir: (2.8) denklemi iki defa uygulanırsa 

 

𝑇𝛼𝑇𝛽(𝑓)(𝑡) = lim𝜀→0
𝑓[𝑡+𝜀𝑡1−𝛼+(𝜀𝑡1−𝛽)

1−𝛽
]−𝑓(𝑡+𝜀𝑡1−𝛽)−𝑓(𝑡+𝜀𝑡1−𝛼)+𝑓(𝑡)

𝜀2
≠ 𝑇𝛼+𝛽(𝑓)(𝑡)  

 

olduğu görülür (Ortigueira ve Tenreiro Machado, 2014). 

Varsayalım ki 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ, 𝑛 − 1 < 𝛼 < 𝑛 öyle ki 𝑓(𝑛)(𝑡) sürekli olsun. O halde, 

 

(𝐓𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = (𝑇𝛼+1−𝑛

𝑎 𝑓(𝑛−1))(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)𝑛−𝛼𝑓(𝑛)(𝑡) 

 

ve böylelikle 

 

(𝐓𝛼
𝑎𝑓)(𝑎) = lim𝑡→𝑎+(𝑡 − 𝑎)

𝑛−𝛼𝑓(𝑛)(𝑡) = 0 elde edilir.  

 

Benzer şekilde, 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ sürekli ve 𝑓(𝑛)(𝑡) sağdan durum yerine 

 

( 𝑇𝛼
𝑏 𝑓)(𝑏) = lim𝑡→𝑏−(𝑏 − 𝑡)

𝑛−𝛼 𝑓(𝑛)(𝑡) = 0 dir (Abdeljawad, 2014). 
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0 < 𝛼 < 1 ile 𝑛 ∈ {1,2,3, … }, n’inci mertebeden soldan(sağdan) dizisel konform 

kesirli türev tanımı sırasıyla,  

 

𝑇𝛼
𝑎(𝑛)
𝑓(𝑡) = 𝑇𝛼

𝑎𝑇𝛼
𝑎⋯𝑇𝛼

𝑎𝑓(𝑡)⏟          
𝑛−𝑑𝑒𝑓𝑎

                                                                                         (2.16) 

ve 

𝑇𝛼
(𝑛)𝑏 𝑓(𝑡) = 𝑇 𝑇𝛼

𝑏
𝛼
𝑏 ⋯ 𝑇𝛼

𝑏 𝑓(𝑡)⏟          
𝑛−𝑑𝑒𝑓𝑎

,                                                                                       (2.17) 

 

ile verilir (Abdeljawad, 2014).                                                                                                                            

Eğer, 0 < 𝛼 ≤ 1

2
 ve 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ sürekli, iki kez türevlenebilirse doğrudan 

hesaplamalar gösterir ki, 

 

𝑇𝛼
𝑎(2)
𝑓(𝑡) = 𝑇𝛼

𝑎𝑇𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = {

(1 − 𝛼)(𝑡 − 𝑎)1−2𝛼𝑓′(𝑡) + (𝑡 − 𝑎)2−2𝛼𝑓′′(𝑡) 𝑖𝑠𝑒 𝑡 > 𝑎,
0                                                                                   𝑖𝑠𝑒 𝑡 = 𝑎,

  

 

dir. Benzer şekilde, 0 < 𝛼 ≤ 1

2
 ve 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ sağdan durum için sürekli, iki kez 

türevlenebilirse doğrudan hesaplamalar gösterir ki, 

 

𝑇𝛼
(2)𝑏 𝑓(𝑡) = 𝑇 𝑇𝛼

𝑏
𝛼
𝑏 𝑓(𝑡) = {

(1 − 𝛼)(𝑏 − 𝑡)1−2𝛼𝑓′(𝑡) + (𝑏 − 𝑡)2−2𝛼𝑓′′(𝑡) 𝑖𝑠𝑒 𝑡 > 𝑏,
0                                                                                   𝑖𝑠𝑒 𝑡 = 𝑏,

  

 

dir. 

2.3. Konform Kesirli İntegraller 

Tanım 2.3.1. 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. 

 

(𝐼𝛼
𝑎𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝛼

𝑡

𝑎
(𝑥, 𝑎) = ∫ (𝑥 − 𝑎)𝛼−1

𝑡

𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 

 

𝑎 = 0 yazdığımızda 𝑑𝛼(𝑥) olur. Benzer şekilde,  

 

( 𝐼𝛼
𝑏 𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝛼(𝑏, 𝑥) = ∫ (𝑏 − 𝑥)𝛼−1

𝑏

𝑡

𝑏

𝑡
𝑓(𝑥)𝑑𝑥, 
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ile tanımlanan 𝐼𝛼
𝑎 ve 𝐼𝛼

𝑏  operatörlerine 𝑓 fonksiyonunun konform soldan ve sağdan kesirli 

integrali denir (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 2.3.1. Farz edelim ki 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ sürekli olsun. O zaman  

∀𝑡 > 𝑎, 𝑇𝛼
𝑎𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 2.3.2. Farz edelim ki 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ sürekli olsun. O 

zaman  

∀𝑡 < 𝑏, 𝑇𝛼
𝑏 𝐼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡)𝛼

𝑏  dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Tanım 2.3.2. 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] olsun. α mertebeden soldan kesirli integral  

 

(𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = 𝐈𝑛+1

𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓) =
1

𝑛!
∫ (𝑡 − 𝑥)𝑛
𝑡

𝑎
(𝑥 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑥)𝑑𝑥                            (2.18) 

 

ile tanımlanır (Abdeljawad, 2014).  

Dikkat edersek, 𝛼 = 𝑛 + 1 ise,  𝛽 = 𝛼 − 𝑛 = 𝑛 + 1 − 𝑛 = 1 olur. Buradan da 

 

(𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = (𝐈𝑛+1

𝑎 𝑓)(𝑡) =
1

𝑛!
∫ (𝑡 − 𝑥)𝑛𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑡

𝑎
  

 

elde edilir (Abdeljawad, 2014). 

Hatırlarsak, 𝑎 noktasında mertebesi 𝛼 > 0 olan soldan Riemann- Liouville kesirli 

integrali  

(𝐈𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) =

1

𝛤
∫ (𝑡 − 𝑠)𝛼−1𝑓(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

𝑎

                                                                                         (2.19) 

 

ile tanımlanıyordu. Bu tanımdan görüyoruz ki 

 

(𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) = (𝐈𝛼

𝑎𝑓)(𝑡) için, 𝛼 = 𝑛 + 1, 𝑛 = 0,1,2, … dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Örnek 2.3.1. Hatırlarsak, 

 

(𝐈𝛼
𝑎(𝑡 − 𝑎)𝜇−1)(𝑥) =

𝛤(𝜇)

𝛤(𝜇+𝛼)
(𝑥 − 𝑎)𝛼+𝜇−1, 𝛼, 𝜇 > 0 idi. 
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(𝑡 − 𝑎)𝜇 fonksiyonunun mertebesi 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] olan  (konform) kesirli integrali 

hesaplayabiliriz. Gerçekten 𝜇 ∈ ℝ, 𝛼 + 𝜇 − 𝑛 > 0 için, 

 

(𝐼𝛼
𝑎(𝑡 − 𝑎)𝜇)(𝑥) = (𝐈𝑛+1

𝑎 (𝑡 − 𝑎)𝜇+𝛼−𝑛−1)(𝑥) =
𝛤(𝛼 + 𝜇 − 𝑛)

𝛤(𝛼 + 𝜇 + 1)
(𝑥 − 𝑎)𝛼+𝜇                (2.20) 

 

elde edilir (Abdeljawad, 2014). 

Benzer olarak, sağdan (konform) kesirli integralini bulabiliriz. Yani 𝜇 ∈ ℝ,  

𝛼 + 𝜇 − 𝑛 > 0 için, 

 

( 𝐼(𝑏 − 𝑡)𝜇𝛼
𝑏 )(𝑥) = ( 𝐈𝑛+1

𝑏 (𝑏 − 𝑡)𝜇+𝛼−𝑛−1)(𝑥) =
𝛤(𝛼 + 𝜇 − 𝑛)

𝛤(𝛼 + 𝜇 + 1)
(𝑏 − 𝑥)𝛼+𝜇                (2.21) 

 

bulunur (Abdeljawad, 2014). 

 

Önerme 2.3.1. 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ bir fonksiyon ve 0 < 𝛼, 𝜇 ≤ 1 öyle ki 1 < 𝛼 + 𝜇 ≤ 2 

olsun. O halde 

(𝐼𝛼𝐼𝜇𝑓)(𝑡) =
𝑡𝜇

𝜇
(𝐼𝛼𝑓)(𝑡) +

1

𝜇
(𝐼𝛼+𝜇𝑓) −

𝑡

𝜇
∫ 𝑠𝛼+𝜇−2
𝑡

0

𝑓(𝑠)𝑑𝑠                                         (2.22) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: İntegrallerin sırasını değiştirelim 

 

(𝐼𝛼+𝜇𝑓)(𝑡) = (𝐈2𝑠
𝛼+𝜇−2𝑓(𝑠))(𝑡)                                                                                           (2.23) 

 

O zaman  

 

(𝐼𝛼𝐼𝜇𝑓)(𝑡) = ∫ (∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼−1𝑑𝑠
𝑡1

0
) 𝑡1

𝜇−1
𝑑𝑡1

𝑡

0
  

= ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼−1 (∫ 𝑡1
𝜇−1
𝑑𝑡1

𝑡1

𝑠

)𝑑𝑠
𝑡

0

 

= ∫ 𝑓(𝑠)𝑠𝛼−1 [
𝑡𝜇

𝜇
−
𝑠𝜇

𝜇
] 𝑑𝑠

𝑡

0
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=
𝑡𝜇

𝜇
(𝐼𝛼𝑓)(𝑡) +

1

𝜇
[(𝐼𝛼+𝜇𝑓)(𝑡) − 𝑡 ∫ 𝑠𝛼+𝜇−2

𝑡

0

𝑓(𝑠)𝑑𝑠] .∎                                                (2.24) 

 

elde edilir. Eğer (2.22) formülünde 𝛼, 𝜇 → 1 giderse (𝐼1𝐼1𝑓)(𝑡) = (𝐼2𝑓)(𝑡) olur. 

Riemann sağdan ve soldan kesirli integrali üzerindeki(𝑄𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑡),

𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ) Q-operatörünü hatırlayalım: 

 

𝑄𝐈𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = 𝐈𝛼

𝑏 𝑄𝑓(𝑡)                                                                                                                     (2.25) 

 

dir. 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] aldığımızda,  

 

𝑄𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = 𝑄𝐈𝑛+1

𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑡)) = 𝐈((𝑏 − 𝑡)𝛼−𝑛−1𝑓(𝑎 + 𝑏 − 𝑡))𝑛+1
𝑏  

                

 = 𝐼𝑄𝑓(𝑡)𝛼
𝑏 ,                                                                                                                                   (2.26) 

 

elde edilir (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 2.3.3. Varsayalım ki 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ bir fonksiyon öyle ki 

𝑓(𝑛)(𝑡) süreklidir. O halde 

 

∀𝑡 > 𝑎, 𝐓𝛼
𝑎𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: Tanımdan   

𝐓𝛼
𝑎𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = 𝑇𝛽

𝑎 (
𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝛽
𝑎𝑓(𝑡)) 

= 𝑇𝛽
𝑎 (

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝐼𝑛+1
𝑎 (𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑡)) 

= 𝑇𝛽
𝑎 (𝐼1

𝑎(𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑓(𝑡))                                                                                                         (2.27) 

                                              

elde edilir. Yani  

 

𝐓𝛼
𝑎𝐼𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = 𝑇𝛽

𝑎𝐼𝛽
𝑎𝑓(𝑡)  Lemma 2.3.1 kullanılarak istenilen sonuç elde edilir. 
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Lemma 2.3.4. 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ fonksiyon olsun öyle ki 𝑓(𝑛)(𝑡), 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1] için 

süreklidir. O halde  

 

∀𝑡 < 𝑏, 𝐓𝛼
𝑏 𝐼𝛼

𝑏 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 2.3.5. 𝑓, ℎ: [𝑎,∞) → ℝ fonksiyonları olsun öyle ki 𝑡 > 𝑎 var  𝑇𝛼
𝑎  var 

(𝑎,∞) üstünde 𝑓 türevlenebilir ve  

 

𝑇𝛼
𝑎𝑓(𝑡) = (𝑡 − 𝑎)1−𝛼ℎ(𝑡) dir. O zaman  

 

∀𝑡 > 𝑎,  ℎ(𝑡) = 𝑓′(𝑡) dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Sonuç 2.3.1. 𝑓: [𝑎, 𝑏) → ℝ fonksiyon olsun öyle ki 𝑏 > 𝑡 > 𝑎 için (𝐼𝛼
𝑎𝑇𝛼

𝑎)𝑓(𝑡) 

mevcut olsun. O halde 𝑓(𝑡), (𝑎, 𝑏) üzerinde türevlenebilirdir (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 2.3.6. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓: [𝑎, 𝑏) → ℝ türevlenebilir 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. O halde  

 

∀𝑡 > 𝑎, 𝐼𝛼
𝑎𝑇𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡) = f(t) − f(a)                                                                                           (2.28) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: 𝑓 diferansiyellenebilir olduğunda Teorem 2.2.2’deki yardımıyla  

 

𝐼𝛼
𝑎𝑇𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡) = ∫ (𝑥 − 𝑎)𝛼−1
𝑡

𝑎

𝑇𝛼(𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 

= ∫ (𝑥 − 𝑎)𝛼−1(𝑥 − 𝑎)1−𝛼𝑓′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎)                                
𝑡

𝑎

                         (2.29) 

 

elde edilir. 

 

Önerme 2.3.2. 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ, 𝑡 > 𝑎 için (𝑛 + 1) defa 

diferansiyellenebilir olsun. O halde 
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 ∀𝑡 > 𝑎, 𝐼𝛼
𝑎𝐓𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) − ∑
𝑓(𝑘)(𝑎)(𝑡−𝑎)𝑘

𝑘!

𝑛
𝑘=0 ,                                                              (2.30) 

 

elde edilir (Abdeljawad, 2014). 

                                                                                                                       

İspat: Tanımdan Teorem 2.2.1’deki elde edilir, 

 

𝐼𝛼
𝑎𝐓𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝐼𝑛+1
𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1𝑇𝛽

𝑎𝑓(𝑛)(𝑡)) 

 

= 𝐼𝑛+1
𝑎 ((𝑡 − 𝑎)𝛽−1(𝑡 − 𝑎)1−𝛽𝑓(𝑛+1)(𝑡)) 

 

= 𝐼𝑛+1
𝑎 𝑓(𝑛+1)(𝑡).                                                                                                                           (2.31) 

                                             

O halde kısmi integrasyonla istenilen sonuç elde edilir.  

 

Önerme 2.3.3. 𝛼 ∈ (𝑛, 𝑛 + 1], 𝑓: (−∞, 𝑏] → ℝ, 𝑡 < 𝑏 için (𝑛 + 1) defa 

diferansiyellenebilir olsun. O halde 

  

∀𝑡 < 𝑏 𝑖ç𝑖𝑛, 𝐼𝛼
𝑏 𝐓𝛼
𝑏 (𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) −∑

(−1)𝑘𝑓(𝑘)(𝑏)(𝑏 − 𝑡)𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

.                              (2.32) 

 

Özel olarak, 𝑛 = 0 𝑦𝑎 𝑑𝑎 0 < 𝛼 ≤ 1 ise, 

 

𝐼𝛼
𝑏 𝑇𝛼
𝑏 (𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑏) dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Şimdi Gronwall eşitliğinin kesirli versiyonunu ispatlayacağız. 

 

Teorem 2.3.1. 𝑟, 𝐽 = [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde sürekli, negatif olmayan fonksiyon 

olsun. 𝛿 𝑣𝑒 𝑘 negatif olmayan sabitler olmak üzere, 

 

𝑟(𝑡) ≤ 𝛿 + ∫ 𝑘𝑟(𝑠)(𝑠 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑠
𝑡

𝑎
 , 𝑡 ∈ 𝐽 dir.  
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O halde ∀𝑡 ∈ 𝐽, 𝑟(𝑡) ≤ 𝛿𝑒𝑘
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼  dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: 𝑅(𝑡) = 𝛿 + ∫ 𝑘𝑟(𝑠)(𝑠 − 𝑎)𝛼−1𝑑𝑠 = 𝛿 + 𝐼𝛼
𝑎(𝑘𝑟(𝑠))

𝑡

𝑎
(𝑡) tanımlayalım. 

 

O halde 𝑅(𝑎) = 𝛿 ve 𝑅(𝑡) ≥ 𝑟(𝑡), 

 

𝑇𝛼
𝑎𝑅(𝑡) − 𝑘𝑅(𝑡) = 𝑘𝑟(𝑡) − 𝑘𝑅(𝑡) ≤ 𝑘𝑟(𝑡) − 𝑘𝑟(𝑡) = 0                                                 (2.33) 

 

dır. (2.33) ile 𝐾(𝑡) = 𝑒−𝑘
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼   çarpalım. Teorem 2.2.3’deki Zincir kuralı yardımıyla  

 

𝑇𝛼
𝑎𝐾(𝑡) = −𝑘𝐾(𝑡) olduğu görülür. Çarpım kuralını kullanırsak 

 

𝑇𝛼
𝑎(𝐾(𝑡)𝑅(𝑡)) ≤ 0.  

 

𝐾(𝑡)𝑅(𝑡), (𝑎, 𝑏) üzerinde diferansiyellenebilir olduğundan, Lemma 2.3.6 dan   

 

𝐼𝛼
𝑎𝑇𝛼

𝑎(𝐾(𝑡)𝑅(𝑡)) = 𝐾(𝑡)𝑅(𝑡) − 𝐾(𝑎)𝑅(𝑎) = 𝐾(𝑡)𝑅(𝑡) − 𝛿 ≤ 0                                  (2.34) 

                                                                                           

elde edilir. Buradan  

 

𝑟(𝑡) ≤ 𝑅(𝑡) ≤
𝛿

𝐾(𝑡)
= 𝛿𝑒𝑘

(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼                                                                                                 (2.35)                                                                                                                                  

 

ispat tamamlandı.  
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3. KESİRLİ MERTEBEDEN KONFORM KALKULÜS 

 3.1. Kısmi İntegrasyon  

Teorem 3.1.1.  𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ iki fonksiyon öyle ki 𝑓𝑔 türevlenebilir olsun. O 

halde 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑇𝛼
𝑎(𝑔)(𝑥)𝑑𝛼(𝑥, 𝑎) = 𝑓𝑔|𝑎

𝑏 − ∫ 𝑔(𝑥)𝑇𝛼
𝑎𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
(𝑓)(𝑥)𝑑𝛼(𝑥, 𝑎)                                  (3.1) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

 

Önerme 3.1.1. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonlar olsun. O halde 

 

∫ (𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑡)( 𝐼𝑏 𝛼 )

𝑏

𝑎
(𝑥)𝑑𝛼(𝑡, 𝑎)                                                   (3.2) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: Tanımdan 

 

∫ (𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) = ∫ (∫ (𝑥 − 𝑎)𝛼−1

𝑡

𝑎
𝑓(𝑥) 𝑑𝑥) 𝑔(𝑡)(𝑏 − 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

𝑏

𝑎
                    

 

elde edilir. İntegrallerin sırası değiştirilerek, 

 

∫ (𝐼𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) = ∫ 𝑓(𝑥)( 𝐼𝑏 𝛼 𝑔)(𝑥)𝑑𝛼(𝑥, 𝑎)

𝑏

𝑎
  

 

bulunur.  

 

Teorem 3.1.2. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ   diferansiyellenebilir fonksiyonlar 

olsun. O halde  

 

∫ (𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) = ∫ 𝑓(𝑡)( 𝑇𝑏 𝛼 𝑔)

𝑏

𝑎
(𝑡)𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) |𝑎

𝑏                       (3.3) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 
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İspat: Önerme 2.3.3’den ve 𝑔 diferansiyellenebilir olduğundan, 

 

∫ (𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎

𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) 

 

= ∫ (𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡) 𝐼𝑏 𝛼

𝑏

𝑎
𝑇𝑏 𝛼 𝑔(𝑡)𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) + 𝑔(𝑏) ∫ (𝑇𝛼

𝑎𝑓)(𝑡)𝑑𝛼(𝑡, 𝑎)
𝑏

𝑎
                                (3.4) 

 

elde edilir. Önerme 3.1.1 uygulanırsa 

 

∫ (𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) = ∫ (𝐼𝛼

𝑎𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)

𝑏

𝑎
𝑇𝑏 𝛼 𝑔(𝑡)𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) + 𝑔(𝑏)(𝐼𝛼

𝑎𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑎)       (3.5) 

 

bulunur. O halde  

 

Lemma 2.3.6 da 𝐼𝛼
𝑎𝑇𝛼

𝑎(𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎) ve 

 

Önerme 2.3.3 de  𝐼𝑏 𝛼 𝑇𝑏 𝛼 (𝑔)(𝑡) = 𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑏)   

 

yerine koyarsak ve 𝑓 ve 𝑔’nin diferansiyellenebilirliği göz önüne alındığında ispat 

tamamlanır. 

 

Uyarı 3.1.1. Teorem 3.1.1 ve ya Teorem 3.1.2 𝛼 → 1 alınırsa adi kalkulüs için 

kısmi integrasyon formülü elde edilir. Burada  

 

 𝛼 → 1 iken 𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) → 𝑑𝑡, 𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) → 𝑑𝑡, 𝑇𝛼
𝑎𝑓(𝑡) → 𝑓′(𝑡), 𝑇𝑏 𝛼 𝑓(𝑡) → −𝑓′(𝑡)  

 

olur (Abdeljawad, 2014). 

Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3 içinde bazı diferansiyellenebilirlik şartları lazımdır. 

Şimdi kısmi integrasyon formülleri geçerli olduğu bazı fonksiyon uzaylarını tanımlayalım.  

 

Tanım 3.1.1. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve [𝑎, 𝑏] bir aralık olmak üzere, 

 

𝐼𝛼([𝑎, 𝑏]) = {𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ: 𝑓(𝑥) = (𝐼𝛼
𝑎𝜓)(𝑥) + 𝑓(𝑎), 𝑏𝑎𝑧𝚤 𝜓 ∈ 𝐿𝛼(𝑎)}  

ve 
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𝐼𝛼 ([𝑎, 𝑏]) = {𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ: 𝑔(𝑥) = ( 𝐼𝑏 𝛼 𝜑)(𝑥) + 𝑔(𝑏), 𝑏𝑎𝑧𝚤 𝜑 ∈ 𝐿𝛼(𝑏)}. 

 

𝐿𝛼(𝑎) = {𝜓: [𝑎, 𝑏] → ℝ: ∃(𝐼𝛼
𝑎𝜓)(𝑥), ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}  

 

ve 

 

𝐿𝛼(𝑏) = {𝜑: [𝑎, 𝑏] → ℝ: ∃( 𝐼𝑏 𝛼 𝜑)(𝑥), ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}  

 

ile tanımlanır (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 3.1.1. 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonlar ve 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. O halde 

 

a) Eğer 𝑓 sol (𝑔 sağ) 𝛼 − 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑦𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟 ise,  

 

𝑓 ∈ 𝐼𝛼([𝑎, 𝑏]), (𝑔 ∈ 𝐼𝛼 ([𝑎, 𝑏])) dir. 

 

b) 𝜓 fonksiyonu sürekli olmak üzere, eğer  𝑓 ∈ 𝐼𝛼([𝑎, 𝑏]) ve 

 

 𝑓(𝑥) = (𝐼𝛼
𝑎𝜓)(𝑥) + 𝑓(𝑎) ise,  𝜓(𝑥) = 𝑇𝛼

𝑎𝑓(𝑥) ve (𝐼𝛼
𝑎𝑇𝛼

𝑎𝑓)(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) dir. 

 

c) 𝜑 fonksiyonu sürekli olmak üzere, eğer  𝑔 ∈ 𝐼𝛼 ([𝑎, 𝑏]) ile  

 

𝑔(𝑥) = ( 𝐼𝑏 𝛼 𝜑)(𝑥) + 𝑔(𝑏) ise 𝜑(𝑥) = 𝑇𝛼
𝑏 𝑔(𝑥) ve ( 𝐼𝑏 𝛼 𝑇𝑏 𝛼 𝑔)(𝑥) = 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑏) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: 

 (a)’nın ispatını Lemma 2.3.6 ve Önerme 2.3.3’de 𝜓(𝑡) = 𝑇𝛼
𝑏𝑓 ve 𝜑(𝑡) = 𝑇𝑏 𝛼 𝑔 

seçerek yapabiliriz. 

 

(b)’nin ispatını Lemma 2.3.1 ve sabit fonksiyonun sol 𝛼 − 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑖 sıfırdır.  

 

(c)’nin ispatın Lemma 2.3.2 ve sabit fonksiyonun sağ 𝛼 − 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑖 sıfırdır. 
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Teorem 3.1.3. 0 < 𝛼 ≤ 1 olsun. 𝑓, 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ fonksiyonlar olsun öyle ki 

 𝑓 ∈ 𝐼𝛼([𝑎, 𝑏]) ile 𝜓(𝑡) sürekli ve 𝑔 ∈ 𝐼𝛼 ([𝑎, 𝑏]) ile 𝜑(𝑡) sürekli olsun. O halde 

 

∫ (𝑇𝛼
𝑎𝑓)(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝛼(𝑡, 𝑎) =

𝑏

𝑎
∫ 𝑓(𝑡)
𝑏

𝑎
( 𝑇𝛼
𝑏 𝑔(𝑡)) 𝑑𝛼(𝑏, 𝑡) + 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)|𝑎

𝑏                        (3.7)                                                                                      

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

3.2. Kesirli Kuvvet Serisi Açılımları  

Teorem 3.2.1. 𝑓 fonksiyonu bir 𝑡0 noktasının komşuluğunda 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

sonsuz  α − 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑦𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟 fonksiyon olsun. O zaman  𝑓 kesirli kuvvet serisi 

açılımına 

 

𝑓(𝑡) = ∑
(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑘)
(𝑡0)−(𝑡−𝑡0)

𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞
𝑘=0 , 𝑡0 < 𝑡 < 𝑡0 + 𝑅

1
𝛼, 𝑅 > 0.                                        (3.8) 

 

sahiptir. Burada (𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑘)
(𝑡0), 𝑘 defa kesirli türevin uygulanması anlamındadır 

(Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: Kabul edelim ki 

 

𝑓(𝑡) = 𝑐0 + 𝑐1(𝑡 − 𝑡0)
𝛼 + 𝑐2(𝑡 − 𝑡0)

2𝛼 + 𝑐3(𝑡 − 𝑡0)
3𝛼 +⋯,  𝑡0 < 𝑡 < 𝑡0 + 𝑅

1
𝛼, 𝑅 > 0  

 

dır. O halde, 𝑓(𝑡0) = 𝑐0dır. 𝑓 için 𝑇𝛼
𝑡0 uygularsak ve 𝑡0 değerini hesaplarsak 

 

(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)(𝑡0) = 𝑐1𝛼 olduğu görülür. Buradan 

 

 𝑐1 =
(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)(𝑡0)

𝛼
 dir. Tümevarım kullanılarak  𝑇𝛼

𝑡0 , 𝑓 𝑛 −defa uygulanarak ve 𝑡0  

 

hesaplanırsa, 

 

(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑛)
(𝑡0) = 𝑐𝑛𝛼(2𝛼)… (𝑛𝛼) = 𝑐𝑛𝛼

𝑛𝑛!                                                                   (3.9) 
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ve buradan 𝑐𝑛 =
(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑛)
(𝑡0)

𝛼𝑛𝑛!
  

 

elde edilir. Buradan (3.8) elde edildi ve ispat tamamlandı. 

 

Önerme 3.2.1. (Kesirli Taylor Eşitsizliği): Farz edelim ki, 𝑓 fonksiyonu 

𝑡0 noktasının bir komşuluğu 0 < 𝛼 ≤ 1 için sonsuz 𝛼 − 𝑑𝑖𝑓𝑒𝑟𝑎𝑛𝑠𝑖𝑦𝑦𝑒𝑙𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟 

fonksiyon olsun ve (3.8) Taylor kuvvet serisi açılımına sahip ve |(𝑇𝛼
𝑎𝑓)𝑛+1| ≤ 𝑀, 𝑀 > 0,

𝑏𝑎𝑧𝚤 𝑛 ∈ ℕ olsun. O halde  

 

∀(𝑡0, 𝑡0 + 𝑅), |𝑅𝑛
𝛼(𝑡)| ≤

𝑀

𝛼𝑛+1(𝑛+1)!
(𝑡 − 𝑡0)

𝛼(𝑛+1)                                                        (3.10) 

 

dır. Burada  

𝑅𝑛
𝛼(𝑡) = ∑

(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑘)
(𝑡0)(𝑡−𝑡0)

𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞
𝑘=𝑛+1 = 𝑓(𝑥) − ∑

(𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑘)
(𝑡0)(𝑡−𝑡0)

𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

𝑛
𝑘=0  dır.                                                                                                                                 

 

İspat adi kalkulüsde 𝐼𝛼
𝑡0 benzer şekilde hesaplanır (Abdeljawad, 2014). 

 

Örnek 3.2.1. 0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere  𝑓(𝑡) = 𝑒
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼  göz önüne alalım. 

𝑓(𝑡) fonksiyonu açıktır ki 𝑡0 da diferansiyellenebilir değildir. Dolayısıyla  𝑡0 civarında 

Taylor kuvvet serisi açılımına sahip değildir. Bununla birlikte ∀𝑛, (𝑇𝛼
𝑡0𝑓)

(𝑛)
= 1 

ve buradan  

 

𝑓(𝑡) = ∑
(𝑡−𝑡0)

𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞
𝑘=0                                                                                                        (3.11) 

 

dır. Bölüm testi bu serinin [𝑡0, ∞) aralığında 𝑓 yakınsadığını gösterir (Abdeljawad, 2014). 

 

Örnek 3.2.2. Fonksiyonlar 𝑔(𝑡) = sin
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼
 ve ℎ(𝑡) = cos

(𝑡−𝑡0)
𝛼

𝛼
, 0 < 𝛼 ≤ 1 için 

𝑡 = 𝑡0 civarında Taylor kuvvet sersi açılımlarına sahip değillerdir çünkü orada 

diferansiyellenebilir değiller. Bununla birlikte (3.8) denklemi yardımıyla 

 

𝑇𝛼
𝑡0 sin

(𝑡−𝑡0)
𝛼

𝛼
= cos

(𝑡−𝑡0)
𝛼

𝛼
 ve  𝑇𝛼

𝑡0 cos
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼
= −sin

(𝑡−𝑡0)
𝛼

𝛼
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ve 

 

sin
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼
= ∑ (−1)𝑘

(𝑡−𝑡0)
(2𝑘+1)𝛼

𝛼(2𝑘+1)(2𝑘+1)!

∞
𝑘=0 , 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)                                                       (3.12)  

 

ve                                                                                          

 

cos
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼
= ∑ (−1)𝑘

(𝑡−𝑡0)
(2𝑘)𝛼

𝛼(2𝑘)(2𝑘)!

∞
𝑘=0 , 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)                                                            (3.13) 

 

olduğu görülür (Abdeljawad, 2014). 

 

Örnek 3.2.3. Fonksiyon 𝑓(𝑥) =
1

1−𝑡
𝛼

𝛼

 0 < 𝛼 ≤ 1 için 𝑡 = 0 Taylor kuvvet serisi 

açılımına sahip değildir çünkü diferansiyellenebilir değildir. Bununla birlikte, (3.8) 

denklemi yardımıyla görebiliriz ki, 

 

1

1−𝑡
𝛼

𝛼

= ∑ 𝑡𝛼𝑘 ,   𝑡 ∈ [0,1)∞
𝑘=0                                                                                             (3.14)                                                                                                                                       

 

dir. Daha genel olarak, 

 

1

1−
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼

= ∑ (𝑡 − 𝑡0)
𝛼𝑘,   𝑡 ∈ [𝑡0, 𝑡0 + 1)

∞
𝑘=0                                                                  (3.15) 

 

ifadesi yazılabilir (Abdeljawad, 2014). 

      

Uyarı 3.2.1.  𝑓 fonksiyonu (−∞, 𝑎) üzerinde tanımlı ve 𝑎 da diferansiyellenebilir 

değilse o zaman  0 < 𝛼 ≤ 1  için 𝑎 noktasında 𝑇𝛼
𝑎   sağdan konform kesirli mertebe 

türevi araştırırız. Ve bazı (𝑎 − 𝑅, 𝑎), 𝑅 > 0 aralığı üzerinde kesirli Taylor seri açılımı için 

kullanılır. 

Örneğin, 
(𝑎−𝑡)

𝛼

𝛼

, sin
(𝑎−𝑡)

𝛼

𝛼

 ve buna benzer fonksiyonlar (Abdeljawad, 2014). 
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3.3. Kesirli Laplace Dönüşümleri 

Tanım 3.3.1.  𝑡0 ∈ ℝ, 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓: [𝑡0, ∞) → ℝ olsun. O halde 𝑓 

fonksiyonunun 𝛼. mertebeden kesirli Laplace dönüşümü, 

 

𝐿𝛼
𝑡0{𝑓(𝑡)}(𝑠) = 𝐹𝛼

𝑡0(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼 𝑓(𝑡)𝑑𝛼(𝑡, 𝑡0) = ∫ 𝑒−𝑠
(𝑡−𝑡0)

𝛼

𝛼
∞

𝑡0

∞

𝑡0
𝑓(𝑡)(𝑡, 𝑡0)

𝛼−1𝑑𝑡       

                                                                                                                                        (3.16) 

ile tanımlanır (Abdeljawad, 2014). 

 

Teorem 3.3.1. 𝑎 ∈ ℝ, 0 < 𝛼 ≤ 1 ve 𝑓: [𝑎,∞) → ℝ diferansiyellenebilir fonksiyon 

olsun. O halde 

 

𝐿𝛼
𝑎 {𝑇𝛼(𝑓)(𝑡)}(𝑠) = 𝑠𝐹𝛼(𝑠) − 𝑓(𝑎)                                                                                (3.17) 

 

dir (Abdeljawad, 2014). 

 

İspat: Teorem 2.2.2’nin (6). maddesinden ve adi kısmi integrasyon tanım gereği 

ispatlanır. 

 

Örnek 3.3.1. Konform kesirli başlangıç değer problemini göz önüne alırsak: 

 

(𝑇𝛼
𝑎𝑦)(𝑡) = 𝜆𝑦(𝑡), 𝑦(𝑎) = 𝑦0, 𝑡 > 𝑎,                                                                            (3.18) 

 

burada çözüm (𝑎,∞) üzerinde diferansiyellenebilir olduğunu kabul edelim. 𝐼𝛼
𝑎 operatörünü 

yukarıdaki denkleme uygulanırsa 

 

𝑦(𝑡) = 𝑦0 + 𝜆(𝐼𝛼
𝑎𝑦)(𝑡)                                                                                                   (3.19) 

 

elde edilir. O zaman 

 

𝑦𝑛+1 = 𝑦0 + 𝜆(𝐼𝛼
𝑎𝑦𝑛)(𝑡), 𝑛 = 0,1,2, … ,                                                                         (3.20) 

 

𝑛 = 0, 𝑦1 = 𝑦0 + 𝜆𝑦0
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼
= 𝑦0 (1 + 𝜆

(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼
)                                                          (3.21) 
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olduğu görülür. 

 

𝑛 = 1, 𝑦2 = 𝑦0 [1 + 𝜆
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼
+ 𝜆2

(𝑡−𝑎)2𝛼

𝛼(2𝛼)
]                                                                     (3.22) 

 

olduğu görülür. Tümevarımla devam edersek, 

 

𝑦𝑛 = 𝑦0∑
𝜆𝑘(𝑡−𝑎)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

𝑛
𝑘=0                                                                                                    (3.23) 

 

sonucu elde edilir. 𝑛 → ∞ limit alınırsa   

 

 𝑦(𝑡) = 𝑦0∑
𝜆𝑘(𝑡−𝑎)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞
𝑘=0                                                                                                (3.24) 

 

olur (Abdeljawad, 2014). 

 

Lemma 3.3.1. 𝑓: [𝑡0, ∞) → ℝ fonksiyon olsun öyle ki 𝐿𝛼
𝑡0{𝑓(𝑡)}(𝑠) = 𝐹𝛼

𝑡0(𝑠) 

mevcut olsun. O halde 

 

𝐹𝛼
𝑡0(𝑠) = ℒ {𝑓 (𝑡0 + (𝛼𝑡)

1
𝛼)} (𝑠)                                                                                    (3.25) 

 

olur. Burada  

 

ℒ{𝑔(𝑡)}(𝑠) = ∫ 𝑒−𝑠𝑡𝑔(𝑡) 𝑑𝑡
∞

0
 olur (Abdeljawad, 2014). 

 

Örnek 3.3.2. Bu örnekte bazı fonksiyonlar için kesirli Laplace dönüşümlerini 

hesapladık (Abdeljawad, 2014). 

 

1. 𝐿𝛼
𝑡0{1}(𝑠) =

1

𝑠
, 𝑠 > 0. 

2. 𝐿𝛼
𝑡0{𝑡}(𝑠) =  ℒ {𝑡0 + (𝛼𝑡)

1
𝛼} (𝑠) =

𝑡0

𝑠
+ 𝛼

1
𝛼
Γ(1+1

𝛼
)

𝑠
1+
1
𝛼

, 𝑠 > 0.  

3. 𝐿𝛼
0 {𝑡𝑝}(𝑠) =

𝛼
𝑝
𝛼

𝑠
1+
𝑝
𝛼

Γ(1 + 1

𝛼
), 𝑠 > 0. 
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4. 𝐿𝛼
0 {𝑒

𝑡𝛼

𝛼 } (𝑠) =
1

𝑠−1
, 𝑠 > 1. 

5. 𝐿𝛼
0 {sin𝜔

𝑡𝛼

𝛼
} (𝑠) =  ℒ{sin𝜔𝑡}(𝑠) =

1

𝜔2+𝑠2
. 

6. 𝐿𝛼
0 {cos𝜔

𝑡𝛼

𝛼
} (𝑠) =  ℒ{cos𝜔𝑡}(𝑠) =

𝑠

𝜔2+𝑠2
. 

7. 𝐿𝛼
𝑡0 {𝑒−𝑘

(𝑡−𝑡0)
𝛼

𝛼 𝑓(𝑡)} (𝑠) = ℒ {𝑒−𝑘𝑡𝑓(𝑡0 + (𝛼𝑡)
1
𝛼)} (𝑠) 

 

Örneğin, 

 

𝐿𝛼
0 {𝑒−𝑘𝑡

𝑡𝛼

𝛼 𝑠𝑖𝑛
𝑡𝛼

𝛼
} (𝑠) = ℒ{𝑒−𝑘𝑡 sin 𝑡}(𝑠) =

1

(𝑠 + 𝑘)2 + 1
   

 

ve  

 

𝐿𝛼
𝑡0 {𝑒𝜆

(𝑡−𝑡0)
𝛼

𝛼 } = ℒ{𝑒𝜆𝑡} =
1

𝑠−𝜆
 dir. 

 

Örnek 3.3.3. Konform kesirli başlangıç değer problemi,   

 

(𝑇𝛼
𝑎𝑦)(𝑡) = 𝜆𝑦(𝑡), 𝑦(𝑎) = 𝑦0, 𝑡 > 𝑎                                                                             (3.26) 

 

göz önüne alalım. Burada çözüm, (𝑎,∞) aralığı üzerinde diferansiyellenebilir olsun. 𝐿𝛼
𝑎  ve 

(3.17) eşitliğini kullanarak  

 

𝐿𝛼
𝑎 {𝑦(𝑡)}(𝑠) =

𝑦0

𝑠−𝜆
                                                                                                          (3.27) 

 

elde edilir. Buradan 𝑦(𝑡) = 𝑦0𝑒
𝜆
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 dir. 

 

Son olarak, (konform) kesirli lineer sistemlerin çözümünü ifade etmek için kesirli temel 

üstel matrisi kullanalım. 

 

𝑇𝛼
𝑎𝐲(𝑡) = 𝐴𝐲(𝑡) + 𝐟(𝑡), 0 < 𝛼 ≤ 1                                                                               (3.28) 
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sistemini göz önüne alalım. Burada 𝐲, 𝐟: [𝑎, 𝑏) → ℝ𝑛 vektör fonksiyonlar ve 𝐴 𝑛 ×

𝑛 tipinde matrisdir. (3.28) tanımlanan kesirli homojen olmayan sistemlerin genel çözümü 

 

𝐲(𝑡) = 𝑒𝐴
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 𝐜 + ∫ 𝑒
𝐴
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼
𝑡

𝑎
𝑒−𝐴

(𝑠−𝑎)𝛼

𝛼 𝐟(𝑠)(𝑠 − 𝑎)1−𝛼𝑑𝑠,                                           (3.29)  

 

ile verilir. Burada  

 

𝑒𝐴
(𝑡−𝑎)𝛼

𝛼 = ∑
𝐴𝑘(𝑡−𝑎)𝑘𝛼

𝛼𝑘𝑘!

∞
𝑘=0   

 

ve 𝐜 sabit vektördür (Abdeljawad, 2014). 

3.4. Wronskian Ve Kesirli Lagrange (Green) Özdeşliği  

0 < 𝛼 ≤ 1 olmak üzere,  

 

𝑇𝛼𝑇𝛼(𝑓) + 𝑃(𝑥)𝑇𝛼(𝑓) + 𝑄(𝑥)𝑓 = 0                                                                             (3.30) 

 

denklemini ele alalım. 

 

Tanım 3.4.1. 0 < 𝛼 ≤ 1 ve (3.30) denklemini sağlayan 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonlarının 

wronskian’ı       

           

𝑊𝛼[𝑓, 𝑔] = |
𝑓 𝑔

𝑇𝛼(𝑓) 𝑇𝛼(𝑔)
| = 𝑓𝑇𝛼(𝑔) − 𝑔𝑇𝛼(𝑓)                                                         (3.31) 

 

ile tanımlanır (Abu Hammad ve Khahil, 2014). 

 

Teorem 3.4.1. 𝑊𝛼[𝑓, 𝑔] = 𝑒
−𝐼𝛼(𝑃) (Abu Hammad ve Khahil, 2014). 

 

İspat: 𝑊𝛼[𝑓, 𝑔] üzerine 𝑇𝛼 operatörünü uygulayalım 

 

𝑇𝛼(𝑊𝛼[𝑓, 𝑔]) = 𝑇𝛼(𝑓𝑇𝛼(𝑔) − 𝑔𝑇𝛼(𝑓)) 

 

= 𝑇𝛼(𝑓)𝑇𝛼(𝑔) + 𝑓𝑇𝛼𝑇𝛼(𝑔) − 𝑇𝛼(𝑔)𝑇𝛼(𝑓) + 𝑔𝑇𝛼𝑇𝛼(𝑓). 



28 

 

Fakat, 𝑓 ve 𝑔  fonksiyonları (3.30) denklemini sağlar. Buradan 

 

𝑇𝛼𝑇𝛼(𝑓) = −𝑃(𝑥)𝑇𝛼(𝑓) − 𝑄(𝑥)𝑓 ve 𝑇𝛼𝑇𝛼(𝑔) = −𝑃(𝑥)𝑇𝛼(𝑔) − 𝑄(𝑥)𝑔  

 

elde edilir. O zaman  

 

𝑇𝛼(𝑊𝛼[𝑓, 𝑔]) = −𝑃(𝑥)(𝑓𝑇𝛼(𝑔) − 𝑔𝑇𝛼(𝑓) ) = −𝑃(𝑥)𝑊𝛼[𝑓, 𝑔] dir. 

 

 Böylece  
𝑇𝛼(𝑊𝛼[𝑓,𝑔])

𝑊𝛼[𝑓,𝑔]
= −𝑃(𝑥) dir.  

 

Sonuç olarak, 𝑊𝛼[𝑓, 𝑔] = 𝐼𝛼(−𝑃(𝑥)) elde edilir. 

Şimdi 𝐿(𝑓, 𝛼) = 𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)𝑇𝛼

𝑎𝑓) + 𝑞(𝑥)𝑓 konform kesirli mertebeden Sturm-

Liouville denklemini ele alalım. 

 

Teorem 3.4.2. (Kesirli Lagrange Özdeşliği): [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓 ve 𝑔, 

2𝛼 − 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖 𝑡ü𝑟𝑒𝑣𝑙𝑒𝑛𝑒𝑏𝑖𝑙𝑖𝑟 fonksiyonlar olsun. O zaman aşağıdaki özdeşlik sağlanır, 

 

∫ (𝑔𝐿(𝑓, 𝛼) − 𝑓𝐿(𝑔, 𝛼))𝑑𝛼(𝑥)
𝑏

𝑎
= [𝑝(𝑥)(𝑔(𝑇𝛼

𝑎𝑓) − 𝑓(𝑇𝛼
𝑎𝑔))]|𝑎

𝑏                                (3.32) 

 

(Al-Refai ve Abdeljawad, 2017). 

 

İspat:  

𝑔𝐿(𝑓, 𝛼) − 𝑓𝐿(𝑔, 𝛼) = 𝑔𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)(𝑇𝛼

𝑎𝑓)) + 𝑞(𝑥)𝑓𝑔 − 𝑓𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)(𝑇𝛼

𝑎𝑔)) − 𝑞(𝑥)𝑓𝑔 

 

= 𝑔𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)(𝑇𝛼

𝑎𝑓)) − 𝑓𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)(𝑇𝛼

𝑎𝑔))                                                                  

 

elde edilir.  3. bölümdeki konform kesirli türev için kısmi integrasyon formülü 

kullanılarak, 

 

∫ (𝑔𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)(𝑇𝛼

𝑎𝑓) − 𝑓𝑇𝛼
𝑎(𝑝(𝑥)(𝑇𝛼

𝑎𝑔))𝑑𝛼(𝑥)
𝑏

𝑎

 

= 𝑝(𝑥)𝑔(𝑇𝛼
𝑎𝑓)|𝑎

𝑏 −∫ 𝑝(𝑥)𝑇𝛼
𝑎(𝑓)𝑇𝛼

𝑎(𝑔)𝑑𝛼(𝑥)
𝑏

𝑎
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−𝑝(𝑥)𝑓(𝑇𝛼
𝑎𝑔)|𝑎

𝑏 +∫ 𝑝(𝑥)𝑇𝛼
𝑎(𝑓)𝑇𝛼

𝑎(𝑔)𝑑𝛼(𝑥)
𝑏

𝑎

 

= [𝑝(𝑥)(𝑔(𝑇𝛼
𝑎𝑓) − (𝑓(𝑇𝛼

𝑎𝑔))|𝑎
𝑏], 

 

elde edilir. 

3.5. Genelleştirilmiş Konform Türev 

Buraya kadar verilen konform türev tanımında 𝛼 → 0 alındığında birim operatör 

elde edilememektedir. Buradan hareketle birim operatörü elde etmek amacıyla yeni bir 

konform kesirli türev tanımı Anderson ve Ulness (Anderson ve Ulness, 2015) tarafından 

verilmiştir. 

3.5.1. Tanımlar  

Tanım 3.5.1.1. (Konform Diferansiyel Operatörü): 𝛼 ∈ [0,1] olsun. Bir 𝑇𝛼 

diferansiyel operatörü konformdur ancak ve ancak 𝑇0 özdeşlik operatörü ve 𝑇1 klasik 

diferansiyel operatördür. Özellikle, diferansiyellenebilir fonksiyon 𝑓 = 𝑓(𝑡), 𝑇𝛼 konform 

ancak ve ancak 

 

𝑇0(𝑓)(𝑡) = 𝑓(𝑡)  

 

ve 

 

𝑇1(𝑓)(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
𝑓(𝑡) = 𝑓′(𝑡) dir. 

 

Bu bağlamda  

 

𝑇𝛼𝑓(𝑡) = 𝑡
1−𝛼𝑓′(𝑡)                                                                                                                     (3.33) 

 

ile verilen operatör konform değildir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Tanım 3.5.1.2. (Konform Türevlerin Sınıfı): 𝛼 ∈ [0,1] ve 

𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) fonksiyonu sürekli olsun, öyle ki 
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lim𝛼→0+ 𝜅1(𝛼, 𝑡) = 1, lim𝛼→0+ 𝜅0(𝛼, 𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ ℝ, 

 

lim𝛼→1− 𝜅1(𝛼, 𝑡) = 0, lim𝛼→1− 𝜅0(𝛼, 𝑡) = 1, ∀𝑡 ∈ ℝ,                                                  (3.34) 

 

𝜅1(𝛼, 𝑡) ≠ 0, 𝛼 ∈ [0,1), 𝜅0(𝛼, 𝑡) ≠ 0, 𝛼 ∈ (0,1], ∀𝑡 ∈ ℝ  

 

dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

Eğer  𝑓 fonksiyonu 𝑡’de diferansiyellenebilir ve 𝑓′(𝑡) ≔
𝑑

𝑑𝑡
𝑓 olursa 

 

𝑇𝛼(𝑓)(𝑡) = 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑓(𝑡) + 𝜅0(𝛼, 𝑡)𝑓′(𝑡)                                                                      (3.35) 

 

ile tanımlanan 𝑇𝛼 diferansiyel operatörü konformdur (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Tanım 3.5.1.3. (Kısmi Konform Türev): 𝛼 ∈ [0,1] ve 𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) 

sürekli fonksiyonlar ve (3.34) sağlasın. 𝑓:ℝ2 → ℝ bir fonksiyon olsun öyle ki herhangi bir 

𝑠 ∈ ℝ için,  
𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑠) var olsun. Bu durumda kısmi diferansiyel operatörü  

 

𝑇𝛼
𝑡𝑓(𝑡, 𝑠) = 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑓(𝑡, 𝑠) + 𝜅0(𝛼, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑠),                                                           (3.36) 

 

ile tanımlanır (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Tanım 3.5.1.4. (Konform Üstel Fonksiyon): α ∈ (0,1] ve 𝑝: [𝑠, 𝑡] → ℝ, 

𝑠, 𝑡 ∈ ℝ, 𝑠 ≤ 𝑡  fonksiyonu sürekli olsun. 𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) sürekli fonksiyonlar 

olsun ve (3.34) eşitliklerini sağlasın. 𝑝 𝜅0⁄  ve 𝜅1 𝜅0⁄  ile [𝑠, 𝑡] aralığı üzerinde Riemann 

integrallenebilir fonksiyon olsunlar. O zaman (3.35)’deki 𝑇𝛼’ya göre üstel fonksiyon  

 

𝑒𝑝(𝑡, 𝑠): = 𝑒
∫
𝑝(𝜏)−𝜅1(𝛼,𝜏)

𝜅0(𝛼,𝜏)

𝑡
𝑠 𝑑𝜏,   

𝑒0(𝑡, 𝑠) ≔ 𝑒
−∫

𝜅1(𝛼,𝜏)

𝜅0(𝛼,𝜏)
𝑑𝜏

𝑡
𝑠                                                        (3.37)  

 

ile tanımlanır (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Lemma 3.5.1.1. (Temel Türevler): 𝛼 ∈ [0,1] olsun ve (3.35) deki gibi tanımlanan 

konform diferansiyel operatörü 𝑇𝛼 verilsin. 𝑝: [𝑠, 𝑡] → ℝ fonksiyonu sürekli olsun.  
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𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) sürekli fonksiyonlar olsunlar ve (3.34) eşitliklerini sağlasınlar, 

𝑝 𝜅0⁄  ve 𝜅1 𝜅0⁄  fonksiyonları [𝑠, 𝑡] üzerinde Riemann integrallenebilir fonksiyonlar 

olsunlar. Varsayalım ki 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları diferansiyellenebilir olsunlar. O zaman 

 

i. 𝑇𝛼[𝑎𝑓 + 𝑏𝑔] = 𝑎𝑇𝛼[𝑓] + 𝑏𝑇𝛼[𝑔], ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ; 

 

ii. 𝑇𝛼𝑐 = 𝑐𝜅1(𝛼,∙), ℎ𝑒𝑟 𝑠𝑎𝑏𝑖𝑡 𝑖ç𝑖𝑛 𝑐 ∈ ℝ; 

 

iii. 𝑇𝛼[𝑓𝑔] = 𝑓𝑇𝛼[𝑔] + 𝑔𝑇𝛼[𝑓] − 𝑓𝑔𝜅1(𝛼,∙); 

 

iv. 𝑇𝛼[𝑓 𝑔⁄ ] =
𝑔𝑇𝛼[𝑓]−𝑓𝑇𝛼[𝑔]

𝑔2
+
𝑓

𝑔
𝜅1(𝛼,∙); 

 

v. 𝛼 ∈ (0,1] ve sabit 𝑠 ∈ ℝ için, (3.37)de verilen üstel fonksiyon 𝑒𝑝(𝑡, 𝑠) sağlar, 

 

𝑇𝛼
𝑡[𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)] = 𝑝(𝑡)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠);                                                                                           (3.38) 

 

vi. 𝛼 ∈ (0,1] ve (3.37)de verilen üstel fonksiyonu 𝑒0 için, 

 

𝑇𝛼 [∫
𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
] = 𝑓(𝑡);                                                                                            (3.39) 

 

dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: (i) ve (ii) maddeleri (3.35)den kolaylıkla ispatlanabilir.  

(iii) ispatlamak için (3.35)den faydalanırsak (değişkeni yok ederek),  

 

𝑇𝛼[𝑓𝑔] = 𝜅0(𝑓𝑔
′ + 𝑓′𝑔) + 𝜅1𝑓𝑔 = (𝑓𝜅0𝑔

′ + 𝑓𝜅1𝑔) + (𝑔𝜅0𝑓
′ + 𝑔𝜅1𝑓) − 𝑓𝑔𝜅1 

 

= 𝑓(𝑇𝛼𝑔) + 𝑔(𝑇𝛼𝑓) − 𝑓𝑔𝜅1  

 

elde edilir. 

(iv)’ün ispatı da benzer şekilde ihmal edilerek yapılabilir.  

(v)’in ispatı, (3.36) kısmi türevi 𝑒𝑝 uygulanarak, (3.37) kullanılarak  
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𝑇𝛼
𝑡𝑒𝑝(𝑡, 𝑠) = 𝜅0(𝛼, 𝑡) (

𝑝(𝑡)𝜅1(𝛼,𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)
) 𝑒𝑝(𝑡, 𝑠) + 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)  

  

= (𝑝(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡))𝑒𝑝(𝑡, 𝑠) + 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠) = 𝑝(𝑡)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠). 

 

elde edilir. Son olarak (vi) için, (3.35) ve (3.37) tekrar kullanılarak  

 

𝑇𝛼 [∫
𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
] = 𝜅0(𝛼, 𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
(∫

𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠) + 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠  

 

= 𝜅0(𝛼, 𝑡) (
−𝜅1(𝛼,𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)
∫

𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠 +

𝑓(𝑡)𝑒0(𝑡,𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)
) + 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠  

 

= −𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫
𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠 + 𝑓(𝑡) + 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠  

 

= 𝑓(𝑡) elde edilir. 

 

Tanım 3.5.1.5. (İntegraller): 𝛼 ∈ (0,1] ve 𝑡0 ∈ ℝ olsun. (3.37) ve Lemma 

3.5.1.1’deki (v) ve (vi) özelliklerinden 

 

∫𝑇𝛼𝑓(𝑡)𝑑𝛼𝑡 = 𝑓(𝑡) + 𝑐𝑒0(𝑡, 𝑡0), 𝑐 ∈ ℝ  

 

ilkel fonksiyonu tanımlanır. Benzer biçimde, [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde 𝑓’nin integral tanımı, 

 

∫ 𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
≔ ∫

𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠, 𝑑𝛼𝑠 ≔

1

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠;                                              (3.40) 

 

ile tanımlanır. Burada (3.37)den  

 

𝑒0(𝑡, 𝑠) = 𝑒
−∫

𝜅1(𝛼,𝜏)
𝜅0(𝛼,𝜏)
𝑡
𝑠 𝑑𝜏

= 𝑒−∫ 𝜅1(𝛼,𝜏)𝑑𝛼𝜏
𝑡
𝑠  dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

Lemma 3.5.1.2. (Temel İntegraller): 𝛼 ∈ (0,1] olsun, konform diferansiyel 

operatörü 𝑇𝛼 (3.35) de, integral (3.40) da verilsin. 𝜅0,𝜅1 sürekli fonksiyonlar olsunlar ve 

(3.34) eşitliğini sağlasınlar. Burada 𝑓 ve 𝑔 fonksiyonları diferansiyellenebilir olsunlar. O 

halde 
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i. 𝑓’nin belirli integralinin türevi,  

 

𝑇𝛼 [∫ 𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
] = 𝑓(𝑡) ile verilir. 

 

ii. 𝑓’nin türevinin belirli integrali,  

 

∫ 𝑇𝛼[𝑓(𝑠)]𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
= 𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)|𝑠=𝑎

𝑡 ≔ 𝑓(𝑡) − 𝑓(𝑎)𝑒0(𝑡, 𝑎) ile verilir. 

 

iii. Parçalı integrasyon formülü,  

 

∫ 𝑓(𝑡)𝑇𝛼[𝑔(𝑡)]𝑒0(𝑏, 𝑡)𝑑𝛼𝑡
𝑏

𝑎

 

 

= 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑒0(𝑏, 𝑡)|𝑡=𝑎
𝑏 − ∫ 𝑔(𝑡)(𝑇𝛼[𝑓(𝑡)] −

𝑏

𝑎
𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑓(𝑡))𝑒0(𝑏, 𝑡)𝑑𝛼𝑡 ile verilir. 

 

iv. Bir integralin diferansiyeli için Leibniz kuralı (3.36) kullanılarak 

 

𝑇𝛼 [∫ 𝑓(𝑡, 𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
] = ∫ (𝑇𝛼

𝑡[𝑓(𝑡, 𝑠)] − 𝜅1(𝛼, 𝑡))𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
+ 𝑓(𝑡, 𝑡) ile verilir.  

 

Eğer 𝑒0 olmasaydı,   

 

𝑇𝛼 [∫ 𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
] = 𝑓(𝑡, 𝑡) + ∫ 𝑇𝛼

𝑡[𝑓(𝑡, 𝑠)]𝑑𝛼𝑠
𝑏

𝑎
 bulunur (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: (i)’nin ispatı (3.39) ve (3.40)dan doğrudan elde edilir. Lemma 3.5.1.1 

(ii)’sinde 𝑐 = 1 kullanılırsa, burada (ii), (iii)nin özel halidir.  

(iii)nin ispatı, Lemma 3.5.1.1 (iii)si ve (3.40) integral tanımından yararlanılır. 

(iii)nin ikinci ifadesi için (3.35), (3.40) ve 𝛼 ≠ 0 kullanılarak  

 

𝑓′(𝑡)𝑑𝑡 =
𝑇𝛼𝑓(𝑡)−𝜅1(𝛼,𝑡)𝑓(𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)
𝑑𝑡 = (𝑇𝛼𝑓(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑓(𝑡))𝑑𝛼𝑡  

 

elde edilir. 
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(iv)’ün ispatı 𝛼 = 1 kullanılarak Leibniz kuralıyla  

 

𝑇𝛼 [∫ 𝑓(𝑡, 𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
] = 𝑇𝛼 [∫

𝑓(𝑡,𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠]  

 

= 𝜅0(𝛼, 𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
∫

𝑓(𝑡,𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
+ 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑡,𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
    

 

= 𝜅0(𝛼, 𝑡) ∫
𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
(
−𝜅1(𝛼,𝑡)𝑓(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑡)
+

𝜕

𝜕𝑡
𝑓(𝑡, 𝑠)) 𝑑𝑠 +𝑓(𝑡, 𝑡) + 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑡,𝑠)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)

𝑡

𝑎
𝑑𝑠  

 

= ∫ (𝑇𝛼
𝑡[𝑓(𝑡, 𝑠)] − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑓(𝑡, 𝑠))𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑎
+ 𝑓(𝑡, 𝑡) elde edilir. 

 

(iv)’ün ikinci ifadenin ispatı için, 𝑒0(𝑡, 𝑠) integral ifadesi yok olursa  

 

𝑇𝛼 [∫ 𝑓(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎

] = 𝑇𝛼 [∫
𝑓(𝑡, 𝑠)

𝜅0(𝛼, 𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎

] 

 

= 𝜅0(𝛼, 𝑡)
𝑑

𝑑𝑡
∫

𝑓(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
+ 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
  

 

= 𝜅0(𝛼, 𝑡) [
𝑓(𝑡,𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)
+ ∫

𝜕
𝜕𝑡
𝑓(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
] + 𝜅1(𝛼, 𝑡) ∫

𝑓(𝑡,𝑠)

𝜅0(𝛼,𝑠)
𝑑𝑠

𝑡

𝑎
  

 

= 𝑓(𝑡, 𝑡) + ∫ 𝑇𝛼
𝑡[𝑓(𝑡, 𝑠)]𝑑𝛼𝑠

𝑏

𝑎
  elde edilir. 

 

Lemma 3.5.1.3. (Sabitlerin Değişimi): 𝜅0ve 𝜅1 fonksiyonları (3.34) eşitliklerini 

sağlasınlar. 𝑓, 𝑝: [𝑡0, ∞) → ℝ sürekli olsun, 𝑒𝑝 (3.37)deki gibi tanımlansın ve 𝑢0 ∈ ℝ 

olsun. O halde  

 

 𝑇𝛼𝑢(𝑡) − 𝑝(𝑡)𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑢(𝑡0) = 𝑢0, 

 

başlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

𝑢(𝑡) = 𝑢0𝑝(𝑡)𝑒𝑝(𝑡, 𝑡0) + ∫ 𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)                                           (3.41) 
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ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015).  

  

 İspat: (3.41)deki 𝑢 verilsin. Lemma 3.5.1.1 (v) ve Lemma 3.5.1.2 (iv) 

kullanılarak, 

 

𝑇𝛼𝑢(𝑡) = 𝑢0𝑒𝑝(𝑡, 𝑡0) + 𝑒𝑝(𝑡, 𝑡)𝑓(𝑡) + ∫ 𝑝(𝑡)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
= 𝑝(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡)  

 

elde edilir. 

3.5.2. Taylor Serileri 

𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) fonksiyonları sürekli olsun öyle ki (3.34) deki şartları 

sağlasınlar. 𝛼 = 1 ve 𝑛 ∈ ℕ0,  

 

ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) =
1

𝑛!
(𝑡 − 𝑠)𝑛  

 

polinomları verilsin. ℎ𝑛: ℝ
2 → ℝ, 𝑛 ∈ ℕ0 yardımıyla  

 

ℎ0(𝑡, 𝑠) ≡ 1, ∀𝑡, 𝑠 ∈ ℝ                                                                                                    (3.42)   

 

ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ𝑛−1(𝜏, 𝑠)𝑑𝛼𝜏
𝑡

𝑠
, 𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑡, 𝑠 ∈ ℝ                                                           (3.43) 

 

fonksiyonlarını tanımlayalım. Lemma 3.5.1.1 (ii) ve Lemma 3.5.1.2 (iv) den 

 

𝑇𝛼
𝑡ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) = ℎ𝑛−1(𝑡, 𝑠) + 𝜅1(𝛼, 𝑡)ℎ𝑛(𝑡, 𝑠)                                                                    (3.44) 

 

elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Lemma 3.5.2.1. 𝑛 ∈ ℕ olsun. 𝑓, n defa diferansiyellenebilir ve 𝑝𝑘 fonksiyonları 

0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1, 𝑏𝑎𝑧𝚤 𝑡 ∈ ℝ de diferansiyellenebilir ve 

 

𝑇𝛼𝑝𝑘+1(𝑡) = 𝑝𝑘(𝑡) + 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑝𝑘+1(𝑡), ∀𝑘, 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 2                                           (3.45) 

 

olsunlar. O zaman 𝑡 noktasında 
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𝑇𝛼[∑ (−1)𝑘𝑝𝑘(𝑇𝛼)
𝑘𝑓𝑛−1

𝑘=0 ] = (−1)𝑛−1𝑝𝑛−1(𝑇𝛼)
𝑛𝑓 + (𝑇𝛼𝑝0 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝0)𝑓  

 

elde  edilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: Lemma 3.5.1.1 (i) ve (iii) ve (3.45) kullanılarak 

 

𝑇𝛼[∑ (−1)𝑘𝑝𝑘(𝑇𝛼)
𝑘𝑓𝑛−1

𝑘=0 ] = ∑ (−1)𝑘𝑇𝛼
𝑛−1
𝑘=0 [𝑝𝑘(𝑇𝛼)

𝑘𝑓]  

 

= ∑ (−1)𝑘𝑛−1
𝑘=0 {𝑝𝑘(𝑇𝛼)

𝑘+1𝑓 + (𝑇𝛼𝑝𝑘 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝𝑘)(𝑇𝛼)
𝑘𝑓}  

 

= ∑ (−1)𝑘𝑛−2
𝑘=0 𝑝𝑘(𝑇𝛼)

𝑘+1𝑓 + (−1)𝑛−1𝑝𝑛−1(𝑇𝛼)
𝑛𝑓  

 

+∑ (−1)𝑘𝑛−1
𝑘=0 ((𝑇𝛼𝑝𝑘 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝𝑘)(𝑇𝛼)

𝑘𝑓) + ((𝑇𝛼𝑝0 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝0)𝑓)  

 

= ∑ (−1)𝑘𝑛−2
𝑘=0 𝑝𝑘(𝑇𝛼)

𝑘+1𝑓 + (−1)𝑛−1𝑝𝑛−1(𝑇𝛼)
𝑛𝑓  

 

+∑ (−1)𝑘+1𝑛−2
𝑘=0 ((𝑇𝛼𝑝𝑘+1 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝𝑘+1)(𝑇𝛼)

𝑘+1𝑓) + ((𝑇𝛼𝑝0 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝0)𝑓)  

 

= (−1)𝑛−1𝑝𝑛−1(𝑇𝛼)
𝑛𝑓 + ((𝑇𝛼𝑝0 − 𝜅1(𝛼, . )𝑝0)𝑓) buluruz. 

 

Teorem 3.5.2.2. (Taylor Formulü): 𝑛 ∈ ℕ ve 𝑓, [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde 𝑛  defa 

diferansiyellenebilir olduğunu varsayalım. 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑡0, ∞) ve ℎ𝑘 fonksiyonları (3.42) ve 

(3.43)de tanımlansın, yani  

 

ℎ0(𝑡, 𝑠) ≡ 1 ve 𝑘 ∈ ℕ0 için, ℎ𝑘+1(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ𝑘(𝜏, 𝑠)𝑑𝛼𝜏
𝑡

𝑠
 

 

olsun. O halde 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) için, 

 

𝑓(𝑡) = 𝑒0(𝑡, 𝑠)∑(−1)𝑘
𝑛−1

𝑘=0

ℎ𝑘(𝑠, 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑘𝑓(𝑠) 

+(−1)𝑛−1 ∫ ℎ𝑛−1(𝜏, 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑛𝑓(𝜏)𝑒0(𝑡, 𝜏)𝑑𝛼𝜏

𝑡

𝑠
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elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: (3.44) ve Lemma 3.5.2.1den 

 

𝑇𝛼[∑ (−1)𝑘ℎ𝑘(. , 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑘𝑓𝑛−1

𝑘=0 ](𝜏) = (−1)𝑛−1ℎ𝑛−1(𝜏, 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑛𝑓(𝜏), ∀𝜏 ∈ [𝑡0, ∞)  

 

elde edilir. Yukarıdaki denklemi 𝑠’den 𝑡’ye integrallersek ve Lemma 3.5.1.2 (ii) yi 

kullanırsak  

 

(−1)𝑛−1 ∫ ℎ𝑛−1(𝜏, 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑛𝑓(𝜏)𝑒0(𝑡, 𝜏)𝑑𝛼𝜏

𝑡

𝑠
  

 

= ∫ 𝑇𝛼[∑ (−1)𝑘𝑛−1
𝑘=0 ℎ𝑘(. , 𝑡)(𝑇𝛼)

𝑘𝑓]
𝑡

𝑠
(𝜏)𝑒0(𝑡, 𝜏)𝑑𝛼𝜏  

 

= ∑ (−1)𝑘ℎ𝑘(𝜏, 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑘𝑓(𝜏)𝑒0(𝑡, 𝜏)|𝜏=𝑠

𝑡𝑛−1
𝑘=0   

 

= 𝑓(𝑡) − ∑ (−1)𝑘ℎ𝑘(𝑠, 𝑡)(𝑇𝛼)
𝑘𝑓(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)

𝑛−1
𝑘=0  elde edilir. 

 

Örnek 3.5.2.1. 𝛼 ∈ (0,1], 𝜔0, 𝜔1 ∈ (0,∞), 𝜅1 fonksiyonu (3.34) sağlasın ve 

𝜅0(𝛼, 𝑡) ≡ αω0
1−𝛼 alalım, (3.40) denklemiyle, 

 

𝑑𝛼𝜏 =
1

𝜅0(𝛼,𝜏)
𝑑𝜏 =

1

αω0
1−𝛼 

𝑑𝜏  

 

elde edilir.  (3.42) denkleminde  ℎ0(𝑡, 𝑠) ≡ 1 alırsak, (3.43) göre ℎ1 hesaplarsak 

 

ℎ1(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ0(𝜏, 𝑠)
𝑡

𝑠
𝑑𝛼𝜏 =

1

αω0
1−𝛼 

∫ 1
𝑡

𝑠
𝑑𝜏 =

𝑡−𝑠

αω0
1−𝛼  

 

elde edilir. Buna ek olarak  

 

ℎ2(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ1(𝜏, 𝑠)
𝑡

𝑠
𝑑𝛼𝜏 =

1

2!
(
𝑡−𝑠

αω0
1−𝛼)

2

  

 

bulunur. Genelleştirirsek,  
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ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) =
1

𝑛!
(
𝑡 − 𝑠

αω0
1−𝛼)

𝑛

 

 

elde edilir.  

Dikkat edersek 𝛼 = 1 alınırsa beklendiği gibi, ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) =
1

𝑛!
(𝑡 − 𝑠)𝑛 olur 

(Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Örnek 3.5.2.2. 𝛼 ∈ (0,1], 𝜔0, 𝜔1 ∈ (0,∞), 𝜅1 fonksiyonu (3.34) sağlasın ve  

 

𝜅0(𝛼, 𝑡) = α(ω0𝑡)
1−𝛼, 𝑡 ∈ [0,∞)  

 

olsun. (3.40) dan, 

 

𝑑𝛼𝜏 =
𝜏𝛼−1

α(ω0𝑡)1−𝛼
𝑑𝜏  

 

elde edilir. ℎ0(𝑡, 𝑠) ≡ 1 başlarsak  

 

ℎ1(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ0(𝜏, 𝑠)
𝑡

𝑠
𝑑𝛼𝜏 =

1

αω0
1−𝛼 

∫ 𝜏𝛼−1
𝑡

𝑠
𝑑𝜏 =

𝑡𝛼−𝑠𝛼

α2ω0
1−𝛼  

ve 

ℎ2(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ1(𝜏, 𝑠)
𝑡

𝑠
𝑑𝛼𝜏 =

1

2!
(
𝑡𝛼−𝑠𝛼

α2ω0
1−𝛼)

2

  

 

elde edilir. Bu şekilde devam edersek, 

 

 ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) =
1

𝑛!
(
𝑡𝛼−𝑠𝛼

α2ω0
1−𝛼)

𝑛

  

 

bulunur. 𝛼 = 1 için,  

 

ℎ𝑛(𝑡, 𝑠) =
1

𝑛!
(𝑡 − 𝑠)𝑛 dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Örnek 3.5.2.3. 𝜅0(𝛼, 𝑡) = 𝑡
1−𝛼 cos2(𝜋

2
(1−𝛼)𝑡𝛼) ve  𝜅1(𝛼, 𝑡) = sin

2(𝜋
2
(1−𝛼)𝑡𝛼)  
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olsun. Bu fonksiyonlar (3.34) sağladığı kolayca gösterilebilir. ℎ0 ≡ 1 ve olduğu açıktır 

 

ℎ1(𝑡, 𝑠) = ∫
𝜏𝛼−1𝑑𝜏

cos2(𝜋
2
(1−𝛼)𝜏𝛼)

𝑡

𝑠
. 

 

olduğu açıktır. 𝑢 = 𝜏𝛼 , 𝑑𝑢 = 𝛼𝜏𝛼−1𝑑𝜏 yazarsak 

 

ℎ1(𝑡, 𝑠) =
1

𝛼
∫

𝑑𝑢

cos2(𝜋
2
(1−𝛼)𝑢)

𝑡𝛼

𝑠𝛼
=
tan(𝜋

2
(1−𝛼)𝑡𝛼)−tan(𝜋

2
(1−𝛼)𝑠𝛼)

𝛼(1−𝛼)𝜋
2

  

 

elde edilir. 

 𝜒 ≡ (1 − 𝛼)
𝜋

2
 ve limit 𝜒 → 0+(𝛼 → 1) alınırsa düzenli polinomların elde edildiği 

kolayca ispatlanır. İlk olarak, serilerin açılımları,  

 

ℎ1(𝑡, 𝑠) =
tan𝜒𝑡𝛼−tan𝜒𝑠𝛼

𝛼𝜒
=
𝜒𝑡𝛼−𝜒𝑠𝛼

𝛼𝜒
+ 𝒪[𝜒]2  

 

ile verilir. O halde 

 

 lim𝜒→0+(𝛼→1) ℎ1(𝑡, 𝑠) = 𝑡 − 𝑠  

 

dir. ℎ𝑛(𝑡, 𝑠), bir önceki örnekden biraz daha fazla karmaşıktır, fakat yine de çözüme 

uygundur. İlk olarak, 

 

ℎ2(𝑡, 𝑠) = ∫ ℎ1(𝜏, 𝑠)𝑑𝛼𝜏
𝑡

𝑠
=

1

𝛼𝜒
∫

(tan𝜒𝜏𝛼−tan𝜒𝑠𝛼)𝜏𝛼−1𝑑𝜏

cos2𝜒𝜏𝛼

𝑡

𝑠
  

 

dır. Yeniden, 𝑢 = 𝜏𝛼 , 𝑑𝑢 = 𝛼𝜏𝛼−1𝑑𝜏 uygulanırsa 

 

ℎ2(𝑡, 𝑠) =
1

2𝛼2𝜒
∫

tan𝜒𝑢−tan𝜒𝑠𝛼𝑑𝑢

cos2𝜒𝑢

𝑡𝛼

𝑠𝛼
  

 

=
1

2𝛼2𝜒2
(sec2 𝜒𝑡𝛼 − sec2 𝜒𝑠𝛼 −2 tan𝜒𝑡𝛼 tan 𝜒𝑠𝛼 + 2(tan𝜒𝑠𝛼)2)  

 

elde edilir. Sonuç olarak, 
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 lim𝜒→0+(𝛼→1) ℎ2(𝑡, 𝑠) = lim𝜒→0+(𝛼→1)
1

2𝛼2𝜒2
(1 − 1 +(𝜒𝑡𝛼)2 − (𝜒𝑠𝛼)2 − 2𝜒𝑡𝛼𝜒𝑠𝛼 

+2(𝜒𝑠𝛼)2 + 𝒪[𝜒4]) 

= lim
𝜒→0+(𝛼→1)

1

2𝛼2𝜒2
((𝜒𝑡𝛼)2 − 2𝜒𝑡𝛼𝜒𝑠𝛼 + (𝜒𝑠𝛼)2 + 𝒪[𝜒4]) 

= lim
𝜒→0+(𝛼→1)

1

2𝛼2
((𝑡𝛼 − 𝑠𝛼)2 + 𝒪[𝜒2]) 

=
1

2
(𝑡 − 𝑠)2 

 

dir. Bu örnek için üstel fonksiyonu dikkate alalım. Buradan, 

 

𝑒𝜆(𝑡, 𝑠) = 𝑒
∫
𝜆−𝜅1(𝛼,𝜏)

𝜅0(𝛼,𝜏)
𝑑𝜏

𝑡
𝑠  integrali hesaplayalım, 

 

∫
𝜆−𝜅1(𝛼,𝜏)

𝜅0(𝛼,𝜏)
𝑑𝜏

𝑡

𝑠
= ∫

𝜆−sin2(𝜋
2
(1−𝛼)𝜏𝛼)

𝜏1−𝛼 cos2(𝜋
2
(1−𝛼)𝜏𝛼)

𝑑𝜏
𝑡

𝑠
 =

(𝜆−1) tan(𝜋
2
(1−𝛼)𝑡𝛼)

𝛼(1−𝛼)𝜋
2

+
𝑡𝛼

𝛼
+ 𝐶 

 

elde edilir. Burada 𝐶 sabiti,  

 

𝐶 = −
(𝜆−1) tan(𝜋

2
(1−𝛼)𝑠𝛼)

𝛼(1−𝛼)𝜋
2

−
𝑠𝛼

𝛼
  

ile verilir. Böylece,  

 

𝑒𝜆(𝑡, 𝑠) = 𝐴𝑒

(𝜆−1) tan(
𝜋
2
(1−𝛼)𝑡𝛼)

𝛼(1−𝛼)
𝜋
2

+
𝑡𝛼

𝛼
 , 𝐴 = 𝑒𝐶 elde edilir. 

 

Özel durumda, 𝑒1(𝑡, 𝑠) = 𝐴𝑒
𝑡𝛼

𝛼  dir. 𝜒 ≡ (1 − 𝛼)
𝜋

2
 alınırsa, 

 

lim
𝜒→0+(𝛼→1)

𝑒𝜆(𝑡, 𝑠) = lim
𝜒→0+(𝛼→1)

𝐴𝑒
(𝜆−1)

𝜒𝑡𝛼

𝛼𝜒
+
𝑡𝛼

𝛼
+𝒪[𝜒2]

= 𝐴𝑒𝜆𝑡  

 

elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015). 
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3.5.3. İkinci Mertebeden Lineer Konform Türevler  

Önemli matematik denklemleri, matematiksel fizik, matematiksel biyoloji, fiziksel 

kimya ve mühendislikte sabit katsayılı ikinci dereceden lineer homojen adi diferansiyel 

denklemi  

 

𝑎𝑦′′(𝑡) + 𝑏𝑦′(𝑡) + 𝑐𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ ℝ ile verilir. 

 

Yay kütle sisteminde, 𝑎 kütle, 𝑏 sönüm katsayısı ve 𝑐 yay sabitidir. Bu bölümde 

(3.34) kullanarak sabit katsayılı ikinci dereceden lineer homojen adi diferansiyel denklem 

araştırmalarına paralel olarak, 

 

𝑎𝑇𝛼𝑇𝛼𝑦(𝑡) + 𝑏𝑇𝛼𝑦(𝑡) + 𝑐𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)  

 

denklemini ele alacağız. Ek olarak, ilgili Cauchy-Euler tipi konform denklem, 

 

𝑎𝑡𝑇𝛼[𝑡𝑇𝛼𝑦(𝑡)] + 𝑏𝑡𝑇𝛼𝑦(𝑡) + 𝑐𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞), 𝑡0 > 0 

 

incelenecektir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.3.1. (Sabit Katsayılı Konform Diferansiyel Denklemler):  

𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) sürekli fonksiyonlar ve (3.34) sağlasınlar ve 𝑇𝛼 (3.35) deki gibi 

verilsin. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ ve 𝛼 ∈ (0,1] olsun. (3.37) den sabit 𝜆 için,  

 

𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) = 𝑒
∫

𝜆−𝜅1(𝛼,𝜏)

𝜅0(𝛼,𝜏)

𝑡
𝑡0

𝑑𝜏  
= 𝑒

∫ (𝜆−𝜅1(𝛼,𝜏))𝑑𝛼𝜏
𝑡
𝑡0   

 

elde edilir. O zaman  

 

𝑎𝑇𝛼𝑇𝛼𝑦(𝑡) + 𝑏𝑇𝛼𝑦(𝑡) + 𝑐𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)                                                           (3.46) 

 

sabit katsayılı homojen konform diferansiyel denklemi  

 

𝑎𝜆2 + 𝑏𝜆 + 𝑐 = 0                                                                                                           (3.47) 
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yardımcı denklemine sahiptir ve 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ için (3.46) denkleminin genel çözümü:  

 

1. Eğer 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ (3.47) nin farklı iki kökü ise,  

 

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆1(𝑡, 𝑡0) + 𝑐2𝑒𝜆2(𝑡, 𝑡0) dir. 

 

2. Eğer 𝜆 = −
𝑏

2𝑎
 (3.47) nin tekrarlanan kökü varsa,   

 

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) + 𝑐2𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) ∫ 1
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 dir. 

 

3. Eğer 𝜆 = 𝜁 ∓ 𝒾β (3.47) nin kompleks kökü varsa, 

 

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜁(𝑡, 𝑡0) cos (∫ 𝛽
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠) + 𝑐2𝑒𝜁(𝑡, 𝑡0) sin (∫ 𝛽

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠) dir. 

 

(Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: . 𝜆 kompleks sabit olmak üzere, 

 

𝑦 = 𝑦(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) = 𝑒
∫

𝜆−𝜅1(𝛼,𝜏)

𝜅0(𝛼,𝜏)

𝑡
𝑡0

𝑑𝜏  
  

 

çözümü ile başlayalım. Bu 𝑦 çözümünü (3.46) da yerine koyarsak 𝛼 = 1 klasik 

durumundaki gibi (3.47) yardımcı denklemi elde edilir. Böylece üç farklı durum oluşur.  

Eğer yardımcı denklem iki gerçel ve farklı köke sahipse (i) de verildiği gibi genel 

çözüm üstel fonksiyonların lineer kombinasyonudur.  

 

Varsayalım ki 𝜆 ∈ ℝ, (3.47) nin katlı kökü olsun, yani 𝜆 = −
𝑏

2𝑎
 dir. O halde  

 

𝑦1(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) = 𝑒− 𝑏
2𝑎
(𝑡, 𝑡0)  

  

(3.46) nın bir çözümüdür. 𝛼 = 1 iken 𝑦2 = 𝑡𝑦1 ikinci lineer bağımsız bir çözüm olduğunu 

biliyoruz, ayrıca  
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𝑦2(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0)ℎ1(𝑡, 𝑡0) = 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) ∫ 1
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 dir. 

 

Böylelikle, (3.35) yada (3.44)den  

 

𝑇𝛼𝑦2(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) (1 + 𝜆 ∫ 1𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
), 𝑇𝛼𝑇𝛼𝑦2(𝑡) = 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) (2𝜆 + 𝜆

2 ∫ 1𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
)  

 

elde edilir. 

 

𝜆 = −𝑏 (2𝑎)⁄  ile 𝑎𝑇𝛼𝑇𝛼𝑦2(𝑡) + 𝑏𝑇𝛼𝑦2(𝑡) + 𝑐𝑦2(𝑡)  

 

kontrol edersek 

 

𝑎𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) (2𝜆 + 𝜆
2 ∫ 1𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
) + 𝑏𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) (1 + 𝜆 ∫ 1𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
) + 𝑐𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0) ∫ 1

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠  

 

= 𝑒𝜆(𝑡, 𝑡0)(𝑎𝜆
2 + 𝑏𝜆 + 𝑐) ∫ 1

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 = 0  

 

elde edilir. Burada 𝜆 yardımcı polinomun sıfırıdır. 

Son olarak, varsayalım ki (3.47) nin kökleri 𝜆 = 𝜁 ∓ 𝒾β biçimindeki kompleks 

sayılar olsun. O zaman Euler formülü (3.37) ile (3.47) nin kompleks değerli çözümü  

 

𝑦(𝑡) = 𝑒(𝜁+𝒾β)(𝑡, 𝑡0) = 𝑒𝜁(𝑡, 𝑡0) (cos (∫ 𝛽𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
) + 𝒾 sin (∫ 𝛽𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
))  

 

dir. Bu ifadenin gerçel ve imajiner(sanal) parçaları (3.46) denkleminin lineer bağımsız 

çözümleridir. 

 

Teorem 3.5.3.2. (Cauchy-Euler Konform Diferansiyel Denklemler):  

𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) fonksiyonları sürekli ve (3.34) sağlasın ve (3.35) deki 𝑇𝛼 

verilsin. 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ ve 𝛼 ∈ (0,1] olsun. O halde  

 

𝑎𝑡𝑇𝛼[𝑡𝑇𝛼𝑦(𝑡)] + 𝑏𝑡𝑇𝛼𝑦(𝑡) + 𝑐𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞), 𝑡0 > 0                                        (3.48)     
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homojen Cauchy Euler konform diferansiyel denklemi (3.47) yardımcı denklemine sahiptir 

ve 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ için (3.48) denkleminin genel çözümü: 

 

1. Eğer 𝜆1, 𝜆2 ∈ ℝ, (3.47) nin farklı iki kökü ise, 

 

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆1 𝑡⁄
(𝑡, 𝑡0) + 𝑐2𝑒𝜆2 𝑡⁄

(𝑡, 𝑡0) dir. 

 

2. Eğer 𝜆 = −
𝑏

2𝑎
, (3.47) nin tekrarlanan kökü varsa,  

  

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜆 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) + 𝑐2𝑒𝜆 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) ∫ 𝑠−1
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 dir. 

 

3. Eğer 𝜆 = 𝜁 ∓ 𝒾β (3.47) nin kompleks kökü varsa, 

 

𝑦(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜁 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) cos (𝛽 ∫ 𝑠−1
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠) + 𝑐2𝑒𝜁 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) sin (𝛽 ∫ 𝑠−1

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠) dır. 

 

(Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: 𝜆 kompleks sabit olmak üzere 

 

𝑦 = 𝑦(𝑡) = 𝑒𝜆 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) 

 

çözümü ile başlayalım. Bu 𝑦 çözümünü (3.46) da yerine koyarsak 𝛼 = 1 klasik 

durumundaki gibi (3.47) yardımcı denklemi elde edilir. Böylece üç farklı durum oluşur. 

Eğer yardımcı denklem iki gerçel ve farklı köke sahipse, sonuç (i) de açıktır. Varsayalım 

𝜆 ∈ ℝ, (3.47) nin katlı kökü olsun, yani 𝜆 = −
𝑏

2𝑎
 dır. O halde 

 

𝑦1(𝑡) = 𝑒𝜆 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0), (3.46) bir çözümüdür. Düzenlersek   

 

𝑦2(𝑡) = 𝑦1(𝑡) ∫ 𝑠−1
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 elde edilir. Buradan da (ii), 𝑦1çözümü ve 𝜆 = −

𝑏

2𝑎
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𝑎𝑡𝑇𝛼[𝑡𝑇𝛼𝑦2(𝑡)] + 𝑏𝑡𝑇𝛼𝑦2(𝑡) + 𝑐𝑦2(𝑡) = 2𝑎𝑡𝑇𝛼𝑦1(𝑡) + 𝑎𝑡𝑇𝛼[𝑡𝑇𝛼𝑦1(𝑡)]∫ 𝑠−1
𝑡

𝑡0

𝑑𝛼𝑠 

+𝑏𝑦1(𝑡) + (𝑏𝑡𝑇𝛼𝑦1(𝑡)) ∫ 𝑠−1
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 + 𝑐𝑦1(𝑡) ∫ 𝑠−1

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 = 0  

 

elde edilir. Son olarak, varsayalım ki (3.47) nin kökleri 𝜆 = 𝜁 ∓ 𝒾β biçimindeki kompleks 

sayılar olsun. O zaman (3.48) in kompleks değerli çözümü  

 

𝑦(𝑡) = 𝑒(𝜁+𝒾β) 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) = 𝑒𝜁 𝑡⁄ (𝑡, 𝑡0) (cos (𝛽 ∫ 𝑠−1𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
) + 𝒾 sin (𝛽 ∫ 𝑠−1𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
))  

 

elde edilir. Tekrardan gerçel ve imajiner(sanal) parçaları (3.48) in lineer bağımsız 

çözümleridir. 

3.5.4. Self-Adjoint Konform Denklemler  

𝛼 ∈ [0,1] ve 𝑇𝛼 da (3.35) ifadesindeki gibi olsun. Bu bölümde  

 

 𝐿𝑥(𝑡) = 𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1(𝛼, . )𝑥)](𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) = 0                                                (3.49) 

 

formal self-adjoint denklemini inceleyelim (Anderson ve Ulness, 2015). 

Varsayalım ki [𝑡0, ∞) üzerinde 𝑝, 𝑞 sürekli ve 𝑝(𝑡) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) olsun. 𝔻 

kümesini 𝑥: [𝑡0, ∞) → ℝ fonksiyonların kümesi olarak tanımlayalım öyle ki  

𝑇𝛼𝑥: [𝑡0, ∞) → ℝ sürekli ve 𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1(𝛼, . )𝑥)]: [𝑡0, ∞) → ℝ sürekli olsun. 𝑥 ∈ 𝔻 

fonksiyonuna 𝐿𝑥(𝑡) = 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) denklemini sağlarsa (3.49) ın çözümüdür. 𝜅0 ve 

𝜅1 fonksiyonları (3.34) sağlasın, 𝑇𝛼 (3.35) deki gibi verilsin ve integral (3.40) daki 

tanımlansın (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.4.1. Varsayalım ki 𝜅0 ve 𝜅1 fonksiyonları (3.34) sağlasın. 𝛼 ∈ (0,1] ve 

𝑇𝛼 (3.35) deki gibi verilsin. [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde 𝑝, 𝑞, 𝑓 sürekli, 𝑝(𝑡) ≠ 0 ve 𝑥0, 𝑥1 ∈ ℝ 

sabitleri verilsin. O halde,  

 

𝐿𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑇𝛼  𝑥(𝑡0) = 𝑥1  

 

başlangıç değer problemi [𝑡0, ∞) üzerinde tek çözümü vardır (Anderson ve Ulness, 2015). 
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İspat: 𝐿𝑥 = 𝑓 bir vektör denklemine denk olarak yazalım 𝛼 = 1 için standart 

argümanları kullanalım. 𝑥, 𝐿𝑥 = 𝑓 denkleminin bir çözümü olsun ve  

 

𝑦(𝑡) ≔ 𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡)), 

 

𝑇𝛼𝑥(𝑡) = 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡) +
1

𝑝(𝑡)
𝑦(𝑡) olsun.  

 

(3.49) da tanımlanan 𝐿 için, 𝑥 fonksiyonu 𝐿𝑥 = 𝑓 denkleminin bir çözümü olduğundan 

  

𝑇𝛼𝑦(𝑡) = −𝑞(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡)  

 

elde edilir. Buradan 𝑧(𝑡) ≔ [
𝑥(𝑡)

𝑦(𝑡)
] yazılırsa 𝑧 fonksiyonu  

 

 𝑇𝛼𝑧(𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑧(𝑡) + 𝑏(𝑡), 𝐴(𝑡) = [
𝜅1(𝛼, 𝑡) 1 𝑝(𝑡)⁄

−𝑞(𝑡) 0
], 𝑏(𝑡) = [

0
𝑓(𝑡)

]  

 

vektör denkleminin bir çözümü olur. (3.35)deki 𝑇𝛼 tanımından, 

 

𝑧′(𝑡) = [
0 1

𝜅0(𝛼,𝑡)𝑝(𝑡)

−𝑞(𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)

−𝜅1(𝛼,𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)

] 𝑧(𝑡) + [
0
𝑓(𝑡)

𝜅0(𝛼,𝑡)

]  

 

elde edilir. Buradaki tüm fonksiyonlar sürekli olduğundan istenen sonuç (𝛼 = 1) standart 

ispatından gelir.    

 

Örnek 3.5.4.1. Varsayalım ki 𝜅0, 𝜅1 fonksiyonları (3.34) sağlasın öyle ki [0,∞) 

aralığı üzerinde 𝜅1 diferansiyellenebilir olsun. 𝛼 ∈ (0,1] ve  𝑥0, 𝑥1 ∈ ℝ verilsin. Eğer  

 

𝑝(𝑡) ≔ 𝑒2𝜅1 (𝑡, 0) = 𝑒0(0, 𝑡), 𝑞(𝑡) ≔ (1 + 𝑇𝛼𝜅1(𝛼, 𝑡))𝑝(𝑡), 𝑡 ∈ [0,∞)  

 

olursa (3.49) denklemi 𝑇𝛼𝑇𝛼𝑥 + 𝑥 = 0 denklemine indirgenir.  

 

𝑇𝛼𝑇𝛼𝑥 + 𝑥 = 0, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑇𝛼𝑥(0) = 𝑥1  
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başlangıç değer probleminin tek çözümü Teorem 3.5.3.1 yardımıyla 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒0(𝑡, 0) cos (∫ 1𝑑𝛼𝑠
𝑡

0
) + 𝑥1𝑒0(𝑡, 0)sin (∫ 1𝑑𝛼𝑠

𝑡

0
)  

 

ile verilir. Eğer  

 

𝜔0, 𝜔1 ∈ (0,∞) ve  𝜅0(𝛼, 𝑡) ≡ αω0
1−𝛼, 𝜅1(𝛼, 𝑡) ≡ (1 − α)ω1

𝛼 

 

olursa (3.37) ve (3.40) denklemlerinden  

 

𝑒0(𝑡, 0) = 𝑒
(1−1

𝛼
)ω0

𝛼−1ω1
𝛼𝑡, 𝑑𝛼𝑠 =

1

𝜅0(𝛼,𝜏)
𝑑𝑠 =

1

αω0
1−𝛼 

𝑑𝑠, ∫ 1𝑑𝛼𝑠
𝑡

0
=

𝑡

αω0
1−𝛼   

 

elde edilir. Böylelikle, bu örnek için çözüm 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒
(1−1

𝛼
)ω0

𝛼−1ω1
𝛼𝑡 cos (

𝑡

αω0
1−𝛼) + 𝑥1𝑒

(1−1
𝛼
)ω0

𝛼−1ω1
𝛼𝑡 sin (

𝑡

αω0
1−𝛼)  

 

dir. Beklendiği gibi 𝛼 → 1, 𝑥(𝑡) → 𝑥0 cos 𝑡 + 𝑥1 sin 𝑡 dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.4.2. (Mertebenin İndirgenmesi): Varsayalım ki 𝜅0, 𝜅1 fonksiyonları 

(3.34) eşitliklerini sağlasınlar. Eğer 𝑦1, (3.49) lineer homojen denklemin çözümü yani eğer 

𝐿𝑦1 = 0 ise, 

 

𝑦2(𝑡) = 𝑦1(𝑡) ∫
1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
, 𝑌1(𝑠):= 2𝜅1(𝛼, 𝑠) − 2

𝑇𝛼𝑦1(𝑠)

𝑦1(𝑠)
                                (3.50) 

 

ifadesi (3.49)un ikinci lineer bağımsız çözümüdür. Burada 𝑒𝑌1 (3.37) deki gibi tanımlanır 

(Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: (3.49) atfen 𝑦1fonksiyonu 𝐿𝑦 = 0’ın bir çözümü olsun ve 𝑦2, (3.50) formun 

da alınsın. Lemma 3.5.1.1 kullanılarak, 

 

𝑇𝛼𝑦2(𝑡) = 𝑦1(𝑡)𝑇𝛼 ∫
1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
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+(𝑇𝛼𝑦1(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑦1(𝑡))∫
1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0

 

 

=
𝑦1(𝑡)

𝑝(𝑡)
𝑒𝑌1(𝑡, 𝑎) + (𝑇𝛼𝑦1(𝑡)) ∫

1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
   

 

dir. O halde 

 

𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑦2(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑦2(𝑡)) 

 

= 𝑦1(𝑡)𝑒𝑌1(𝑡, 𝑎) + 𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑦1(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑦1(𝑡)) ∫
1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
  

 

dir. Öyle ki  

 

𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑦2 − 𝜅1𝑦2)] = 𝑦1𝑌1𝑒𝑌1 + 𝑒𝑌1(𝑇𝛼𝑦1 − 𝜅1𝑦1) 

 

+𝑝(𝑇𝛼𝑦1 − 𝜅1𝑦1) (
1

𝑝
𝑒𝑌1 + 𝜅1∫

1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0

) 

 

−[𝑞𝑦1 + 𝜅1𝑝(𝑇𝛼𝑦1 − 𝜅1𝑦1)] ∫
1

𝑝(𝑠)
𝑒𝑌1(𝑠, 𝑎)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
  

 

dir. O halde  

 

𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑦2 − 𝜅1𝑦2)] 

 

= −𝑞𝑦2 + (𝑦1 (2𝜅1 − 2
𝑇𝛼𝑦1
𝑦1
) + 𝑇𝛼𝑦1 − 𝜅1𝑦1) 𝑒𝑌1 + 𝑝(𝑇𝛼𝑦1 − 𝜅1𝑦1) (

1

𝑝
𝑒𝑌1 + 0) 

 

= −𝑞𝑦2  

 

dir. Burada (3.50) 𝑌1formu kullanıldı. 
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Teorem 3.5.4.3. Varsayalım ki 𝜅0, 𝜅1 fonksiyonları (3.34) eşitliklerini 

sağlasınlar. [0,∞) aralığı üzerinde 𝜅1 diferansiyellenebilir ve  𝑎. 𝑏: [𝑡0, ∞) → ℝ sürekli 

fonksiyonlar olsun.  O zaman  

 

𝑇𝛼𝑇𝛼𝑥 + 𝑎(𝑡)𝑇𝛼𝑥 + 𝑏(𝑡)𝑥 = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)                                                                  (3.51) 

 

denklemi 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) için, 

 

𝑝(𝑡) = 𝑒𝑎+2𝜅1(𝑡, 𝑡0),  

                                                                                                                                        (3.52) 

𝑞(𝑡) = 𝑝(𝑡)(𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑎(𝑡) + 𝑏(𝑡) + 𝑇𝛼𝜅1(𝛼, 𝑡))                     

 

(3.49) daki Self-Adjoint formunda yazılabilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: Varsayalım ki 𝑥 (3.51)in bir çözümü olsun. (3.52) den  

 

𝑝𝑎 = 𝑇𝛼𝑝 + 2𝑝𝜅1, 𝑝𝑏 = 𝑞 − 𝑝𝑎𝜅1 − 𝑝𝑇𝛼𝜅1 = 𝑞 − 𝑇𝛼(𝑝𝜅1) + 𝑝𝜅1
2                           (3.53) 

 

elde edilir. (3.51) in her iki tarafını 𝑝 ile çarpıp ve (3.53)ü kullanarak, 

 

0 = 𝑝𝑇𝛼𝑇𝛼𝑥 + 𝑝𝑎𝑇𝛼𝑥 + 𝑝𝑏𝑥 

 

=  𝑝𝑇𝛼(𝑇𝛼𝑥) + (𝑇𝛼𝑝 − 2𝑝𝜅1)𝑇𝛼𝑥 + (𝑞 − 𝑇𝛼(𝑝𝜅1) + 𝑝𝜅1
2)𝑥 

 

= 𝑝𝑇𝛼(𝑇𝛼𝑥) + (𝑇𝛼𝑥)(𝑇𝛼𝑝 − 𝑝𝜅1) − 𝑝𝜅1𝑇𝛼𝑥 + (𝑞 − 𝑇𝛼(𝑝𝜅1) + 𝑝𝜅1
2)𝑥 

 

= 𝑇𝛼[𝑝𝑇𝛼𝑥] − 𝑇𝛼[𝑝𝜅1𝑥] + 𝑞𝑥  

 

elde edilir. 𝑇𝛼 lineerliğiyle (3.52)de verilen 𝑝, 𝑞 ile bu denklem 𝐿𝑥 = 0 self-adjoint 

formundadır. 
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Tanım 3.5.4.1. (Wronskian): 𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) sürekli fonksiyonlar ve 

(3.34) eşitliklerini sağlasınlar. 𝑥, 𝑦: [𝑡0, ∞) → ℝ, [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde 

diferansiyellenebilir ise, 𝑥 ve 𝑦 konform wronskian’ı 

 

𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) = 𝑑𝑒𝑡 (
𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡)

𝑇𝛼𝑥(𝑡) 𝑇𝛼𝑦(𝑡)
), 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)                                                        (3.54) 

 

ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Tanım 3.5.4.2. (Lagrange Parantezleri): 𝑥, 𝑦: [𝑡0, ∞) → ℝ, [𝑡0, ∞) aralığı 

üzerinde diferansiyellenebilir olsun. 𝑥 ve 𝑦 Lagrange parantezleri  

 

 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) için, {𝑥: 𝑦}(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡)  

 

ile verilir. Burada 𝑊, (3.54) de verilen Wronskiandır (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.4.4. (Lagrange Özdeşliği): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝔻, 

 

𝑥(𝑡)𝐿𝑦(𝑡) − 𝑦(𝑡)𝐿𝑥(𝑡) = 𝑇𝛼{𝑥: 𝑦}(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: Konform çarpım kuralından, [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde 

 

𝑇𝛼{𝑥: 𝑦} = 𝑇𝛼[𝑥𝑝(𝑇𝛼𝑦 − 𝜅1𝑦) − 𝑦𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1𝑥)] 

 

= 𝑥𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑦 − 𝜅1𝑦)] + 𝑝(𝑇𝛼𝑦 − 𝜅1𝑦)(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1𝑥) 

 

−𝑦𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1𝑥)] − 𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1𝑥)(𝑇𝛼𝑦 − 𝜅1𝑦) 

 

= 𝑥𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑦 − 𝜅1𝑦)] − 𝑦𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1𝑥)] 

 

= 𝑥{𝑞𝑦 + 𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑦 − 𝜅1𝑦)]} − 𝑦{𝑞𝑥 + 𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1𝑥)]} 

 

= 𝑥𝐿𝑦 − 𝑦𝐿𝑥 dir. 
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Sonuç 3.5.4.1. (Abel Formulü): Eğer  𝑥 ve 𝑦 her ikisini de (3.49) denklemini 

çözerse, 

 

𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) =
𝑐𝑒0(𝑡,𝑡0)

𝑝(𝑡)
, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) 

 

dir. Burada 𝑐 ∈ ℝ sabittir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: Varsayalım ki 𝑥 ve 𝑦 her ikisi de (3.49) denklemini sağlasın. Lagrange 

özdeşliği ile  

 

𝑇𝛼{𝑥: 𝑦} = 0, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dır. 

 

Buradan {𝑥, 𝑦}(𝑡), 𝑇𝛼 göre sabit olmalıdır. Yani  

 

{𝑥, 𝑦}(𝑡) = 𝑐𝑒0(𝑡, 𝑡0), 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dir.  

 

Sonuç 3.5.4.2. Eğer 𝑥 ve 𝑦 her ikisi de  (3.49) denklemini çözerse, ya 

 

𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) ≡ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) olur  

 

ya da 

 

𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dir.  

 

Birinci durum 𝑥 ve 𝑦’nin [𝑡0, ∞) üzerinde lineer bağımlı olduğu durum için geçerlidir. 

İkinci durum 𝑥 ve 𝑦’nin  [𝑡0, ∞) üzerinde lineer bağımsız olduğu durum için geçerlidir. 

Dikkat edelim ki 𝛼 ≡ 1 iken bu sonuçlar sağlanır (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: Varsayalım ki 𝑥 ve 𝑦 her ikisinide (3.49),  çözsün. Abel formülüyle 3.5.4.1  

 

𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) =
𝑐𝑒0(𝑡,𝑡0)

𝑝(𝑡)
, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞)  
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elde edilir. Eğer  𝑥 ve 𝑦 lineer bağımlı ise, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) üzerinde 𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) ≡ 0 olduğu 

açıktır. Bunun yanı sıra ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde 𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡) ≡ 0 ise, o halde 

 

0 = 𝑥𝑇𝛼𝑦 − 𝑦𝑇𝛼𝑥 = 𝑥(𝜅0𝑦
′ + 𝜅1𝑦) − 𝑦(𝜅0𝑥

′ + 𝜅1𝑥) = 𝜅0(𝑥𝑦
′ − 𝑥′𝑦),  

 

böylece 𝑥 ve 𝑦 lineer bağımlıdır. 

 

Uyarı 3.5.4.1. İki sürekli fonksiyonun konform iç çarpımı  

 

〈𝑦, 𝑧〉 = ∫ 𝑦(𝑡)𝑧(𝑡)𝑒0(𝑏, 𝑡)𝑑𝛼𝑡
𝑏

𝑎
  

 

ile tanımlanır. 𝑥 ve 𝑦 Langange parantezi ile tanımlanmıştı. 

 

{𝑥: 𝑦}(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dır. 

 

Lagrange özdeşliği (Teorem 3.5.4.4) integrali alınarak ve iç çarpım notasyonunu 

kullanırsak  

〈𝑥, 𝐿𝑦〉 − 〈𝑦, 𝐿𝑥〉 = ∫ 𝑇𝛼{𝑥: 𝑦}(𝑡)𝑒0(𝑏, 𝑡)𝑑𝛼𝑡
𝑏

𝑎

 

 

= {𝑥: 𝑦}(𝑏) − {𝑥: 𝑦}(𝑎)𝑒0(𝑏, 𝑎) 

 

= 𝑝(𝑏)𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑏) − 𝑝(𝑎)𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑎)𝑒0(𝑏, 𝑎)  

 

elde edilir. (3.49) denklemi yukarıda verilen iç çarpıma göre formal self-adjointdir. Yani 𝑥 

ve 𝑦 fonksiyonları 

 

𝑝(𝑏)𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑏) = 𝑝(𝑎)𝑊(𝑥, 𝑦)(𝑎)𝑒0(𝑏, 𝑎)   

 

self-adjoint sınır koşullarını sağlarsa 

 

〈𝑥, 𝐿𝑦〉 = 〈𝑦, 𝐿𝑥〉 özdeşliği sağlanır (Anderson ve Ulness, 2015). 
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Tanım 3.5.4.3. (Cauchy Fonksiyonu): ∀𝑠 ∈ [𝑡0, ∞) için,  

𝑥: [𝑡0, ∞) × [𝑡0, ∞) → ℝ fonksiyonu 

 

𝐿𝑥(. , 𝑠) = 0, 𝑥(𝑠, 𝑠) = 0, 𝑇𝛼𝑥(𝑠, 𝑠) =
1

𝑝(𝑠)
  

 

başlangıç değer probleminin çözümü ise 𝑥 fonksiyonuna (3.49) denklemini sağladığı için 

Cauchy fonksiyonu denir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Örnek 3.5.4.2. (3.49) da  𝑞 = 0 alınırsa,  

 

𝑇𝛼[𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡))] = 0  

 

denklemi için Cauchy fonksiyonu 

 

𝑥(𝑡, 𝑠) = ∫
𝑒0(𝜏,𝑠)

𝑝(𝜏)
𝑑𝛼𝜏

𝑡

𝑠
, ∀𝑡, 𝑠 ∈ [𝑡0, ∞) ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.4.5. Eğer 𝑢 ve 𝑣  (3.49) denkleminin lineer bağımsız çözümleri ise 

(3.49) için 𝑥(𝑡, 𝑠) Cauchy fonksiyonu  

 

𝑥(𝑡, 𝑠) =
𝑢(𝑠)𝑣(𝑡)−𝑣(𝑠)𝑢(𝑡)

𝑝(𝑠)[𝑢(𝑠)𝑇𝛼𝑣(𝑠)−𝑣(𝑠)𝑇𝛼𝑢(𝑠)]
, 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑡0, ∞)                                                           (3.55) 

 

ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: (3.55) denklemin sağ tarafı 𝑦(𝑡, 𝑠) olarak tanımlansın. Dikkat edersek her bir 

sabit 𝑠 için, 𝑦(. , 𝑠), 𝑢 ve 𝑣 çözümlerinin lineer kombinasyonudur ve (3.49) çözümleridir. 

Açıktır ki 𝑦(𝑠, 𝑠) = 0 Ayrıca  

 

𝑇𝛼𝑦(𝑡, 𝑠) =
𝑢(𝑠)𝑇𝛼𝑣(𝑡)−𝑣(𝑠)𝑇𝛼𝑢(𝑡)

𝑝(𝑠)[𝑢(𝑠)𝑇𝛼𝑣(𝑠)−𝑣(𝑠)𝑇𝛼𝑢(𝑠)]
  

 

elde edilir. (3.54)de verilen Wronskian tanımı kullanılarak,  
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𝑇𝛼𝑦(𝑠, 𝑠) =
𝑊(𝑢,𝑣)(𝑠)

𝑝(𝑠)𝑊(𝑢,𝑣)(𝑠)
=

1

𝑝(𝑠)
  

 

bulunur. Başlangıç değer problemlerinin çözümünün tekliğinden (Teorem 3.5.4.1), her bir 

sabit 𝑠 için,  

 

𝑥(𝑡, 𝑠) = 𝑦(𝑡, 𝑠) bulunur. 

 

Teorem 3.5.4.6. (Sabitlerin Değişimi Formülü): Farz edelim ki 𝑎 ∈ [𝑡0, ∞) ve 

[𝑡0, ∞) üzerinde 𝑓 süreklidir. 𝑥(𝑡, 𝑠), (3.49) için Cauchy fonksiyonu olsun. O zaman 

 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) ifadesi  

 

𝐿𝑥 = 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑎) = 0, 𝑇𝛼𝑥(𝑎) = 0   

 

başlangıç değer probleminin çözümüdür (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: 𝑥(𝑡, 𝑠), (3.49) için Cauchy fonksiyonu olsun ve  

 

𝑥(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
, 𝑥(𝑎) = 0   

 

olsun. 𝑥 için 𝑇𝛼 konform türev alınırsa ve Lemma 3.5.1.2 (iv) kullanılırsa 

 

𝑇𝛼𝑥(𝑡) = 𝑥(𝑡, 𝑡)𝑓(𝑡) + ∫ 𝑇𝛼[𝑥(𝑡, 𝑠)]𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
= ∫ 𝑇𝛼[𝑥(𝑡, 𝑠)]𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑎
  

 

elde edilir. Dikkat edilirse integral de 𝑇𝛼, 𝑡 değişkenine göre türevi göstermektedir. Bu 

yüzden  

 

𝑇𝛼𝑥(𝑎) = 0 dır. Buradan  

 

𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡)) = ∫ 𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡, 𝑠) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡, 𝑠))𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
  

 

elde edilir ve Lemma 3.5.1.2 (iv) kullanılarak 
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𝑇𝛼[𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡))] 

 

= 𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡, 𝑡) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡, 𝑡))𝑓(𝑡) 

 

+∫ 𝑇𝛼[𝑝(𝑡)(𝑇𝛼𝑥(𝑡, 𝑠) − 𝜅1(𝛼, 𝑡)𝑥(𝑡, 𝑠))]𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎

 

 

= 𝑓(𝑡) + ∫ (−𝑞(𝑡)𝑥(𝑡, 𝑠))𝑓(𝑠)
𝑡

𝑎

𝑑𝛼𝑠 

 

= 𝑓(𝑡) − 𝑞(𝑡)𝑥(𝑡)  

 

elde edilir. Sonuç olarak, 

 

 𝐿𝑥(𝑡) = 𝑓(𝑡) dir. 

 

Sonuç 3.5.4.3. Farz edelim ki 𝑎 ∈ [𝑡0, ∞) ve [𝑡0, ∞) aralığı üzerinde 𝑓 

süreklidir. 𝑥(𝑡, 𝑠), (3.49) için Cauchy fonksiyonu olsun. O halde  

 

𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) + ∫ 𝑥(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑎
, 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) fonksiyonu  

 

𝐿𝑥 = 𝑓(𝑡), 𝑥(𝑎) = 𝐴, 𝑇𝛼𝑥(𝑎) = 𝐵  

 

başlangıç değer probleminin bir çözümüdür. Burada 𝐴 ve 𝐵 sabitlerdir ve 𝑢 fonksiyonu  

 

𝐿𝑢 = 0, 𝑢(𝑎) = 𝐴, 𝑇𝛼𝑢(𝑎) = 𝐵  

 

başlangıç değer probleminin bir çözümüdür (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.4.7. (Başlangıç Değer Problemleri için Karşılaştırma Teoremi):  

Varsayalım ki (3.49) için  𝑥 Cauchy fonksiyonu 

 

 𝑡 ≥ 𝑠 için 𝑥(𝑡, 𝑠) ≥ 0 koşulunu sağlasın. Eğer 𝑢, 𝑣 ∈ 𝔻 fonksiyonları  
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𝐿𝑢(𝑡) ≥ 𝐿𝑣(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏],  

 

𝑢(𝑎) = 𝑣(𝑎), 𝑇𝛼𝑢(𝑎) = 𝑇𝛼𝑣(𝑎) 

 

koşullarını sağlıyorlarsa, 

 

 𝑢(𝑡) ≥ 𝑣(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: 𝑢 ve 𝑣 teoremin ifadesindeki gibi olsun. 

 

𝜔(𝑡): = 𝑢(𝑡) − 𝑣(𝑡), ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde alınırsa  

 

ℎ(𝑡) ≔  𝐿𝜔(𝑡) ≔ 𝐿𝑢(𝑡) − 𝐿𝑣(𝑡) ≥ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]  

 

bulunur. Sonuç olarak,  

 

𝐿𝜔(𝑡) = ℎ(𝑡), 𝜔(𝑎) = 𝑇𝛼𝜔(𝑎) = 0  

 

başlangıç değer probleminin çözümüdür. Sabitlerin değişimi formülünden (Teorem 

3.5.4.6)   

 

𝜔(𝑡) = ∫ 𝑥(𝑡, 𝑠)ℎ(𝑠)𝑑𝛼𝑠 ≥ 0
𝑡

𝑎
  

 

elde edilir. 

3.5.5 Sturm-Liouville Problemleri  

𝛼 ∈ [0,1] ve  𝑇𝛼 (3.35) deki gibi olsun. Bu bölümde  

 

𝑇𝛼[𝑝(𝑇𝛼𝑥 − 𝜅1(𝛼, . )𝑥)](𝑡) + (𝜆𝑟(𝑡) + 𝑞(𝑡))𝑥(𝑡) = 0                                                 (3.56) 

 

Sturm-Liouville konform diferansiyel denklemini ele alalım. Varsayalım ki [𝑡0, ∞) 

üzerinde 𝑝, 𝑞, 𝑟 gerçel ve sürekli fonksiyonlar  

 



57 

 

𝑝(𝑡) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) ve 𝑟(𝑡) ≥ 0   

 

olsun. (3.49) kullanılarak, denklem (3.56) 

 

𝐿𝑥 = −𝜆𝑟(𝑡)𝑥  olarak ifade edilir. Şimdi  

 

 𝐿𝑥 = −𝜆𝑟(𝑡)𝑥 

 

𝜁𝑥(𝑎) − 𝛽𝑇𝛼𝑥(𝑎) = 0                                                                                                    (3.57) 

 

 𝛾𝑥(𝑏) − 𝛿𝑇𝛼𝑥(𝑏) = 0                                                              

 

Sturm-Liouville problemini ele alalım. Burada 𝜁, 𝛽, 𝛾, 𝛿 reel sabitleri 

 

𝜁2 + 𝛽2 > 0, 𝛾2+𝛿2 > 0  

 

koşulunu sağlar (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Örnek 3.5.5.1. 𝜅0,𝜅1: [0,1] × ℝ → [0,∞) fonksiyonları sürekli ve (3.34) sağlasınlar 

ve 𝜅1(𝛼, 𝑡) ≡ 𝜅1(𝛼) reel sabit olsun (3.57)de 𝑝(𝑡) ≡ 1, ℓ > 0 ve 2𝜁 = 𝜅1(𝛼) verilsin. 

(3.57) Sturm-Liouville probleminde yani 

 

𝑇𝛼𝑇𝛼𝑥(𝑡) − 2𝜁𝑇𝛼𝑥(𝑡) + 𝜆𝑥(𝑡) = 0, 𝑥(0) = 0 = 𝑥(ℓ)  

 

için özikililer bulalım. Teorem 3.5.3.1 ile çözümler 𝑒𝑚(𝑡, 0) formunu alır. Burada  𝑚  

 

𝑚2 − 2𝜁𝑚 + 𝜆 = 0, 𝑚 = 𝜁 ∓ √𝜁2 − 𝜆 

 

yardımcı denklemin bir köküdür. Eğer 

 

 𝜆 < 𝜁2ise, 𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜁+√𝜁2−𝜆(𝑡, 0) + 𝑐2𝑒𝜁−√𝜁2−𝜆(𝑡, 0) 

 

dir. Sınır koşulları 𝑐1 = 0 = 𝑐2 olmasını gerektirir. Bu durumda özdeğer yoktur. Eğer 



58 

 

𝜆 = 𝜁2ise, 𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜁(𝑡, 0) + 𝑐2𝑒𝜁(𝑡, 0) ∫ 1𝑑𝛼𝑠
𝑡

0
 

 

dir. Sınır koşullarından 𝑐1 = 0 = 𝑐2 elde edilir. Bu durumda da özdeğer yoktur. Eğer  

 

𝜆 > 𝜁2 ise, 𝑥(𝑡) = 𝑐1𝑒𝜁(𝑡, 0) cos (∫ √𝜆 − 𝜁2𝑑𝛼𝑠
𝑡

0
) + 𝑐2𝑒𝜁(𝑡, 0) sin (∫ √𝜆 − 𝜁2𝑑𝛼𝑠

𝑡

0
) 

 

dir. 𝑥(0) = 0 sınır koşulundan 𝑐1 = 0 ve 𝑥(ℓ ) = 0 koşulundan 

 

(∫ √𝜆 − 𝜁2𝑑𝛼𝑠
𝑡

0
) = 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ ℕ  

 

elde edilir. 𝜆’ya göre çözersek  

 

𝜆 = 𝜆𝑛 = 𝜁2 + (
𝑛𝜋

∫ 1𝑑𝛼𝑠
ℓ
0

)

2

, 𝑛 ∈ ℕ özdeğerleri ve 

 

𝑥(𝑡) = 𝑥𝑛(𝑡) = 𝑒𝜁(𝑡, 0) sin (
𝑛𝜋∫ 1𝑑𝛼𝑠

𝑡
0

∫ 1𝑑𝛼𝑠
ℓ
0

)  

 

karşılık gelen öz fonksiyonları elde edilir.  

 

𝛼 = 1(𝜁 = 0) için, (𝜆𝑛, 𝑥𝑛) = ((𝑛𝜋 ℓ⁄ )2, sin(𝑛𝜋𝑡 ℓ⁄ ))  

 

bilinen özikiliye indirgenir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Teorem 3.5.5.1. (3.57) Sturm-Liouville problemindeki bütün özdeğerler gerçel ve 

basittir. Yöndeş her bir özdeğere karşılık gerçel değerli bir öz fonksiyon vardır. (3.57) 

denkleminin farklı özdeğerlerine karşılık gelen öz fonksiyonları 𝑟 ve 𝑒0 fonksiyonlarına 

göre ortogonaldir. Yani farklı öz değerlere karşılık gelen 𝑥1 ve 𝑥2 fonksiyonları için 

 

∫ 𝑥1(𝑡)
𝑏

𝑎
𝑥2(𝑡)𝑟(𝑡)𝑒0(𝑏, 𝑡)𝑑𝛼𝑡 = 0   

 

dır (Anderson ve Ulness, 2015). 
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3.5.6 Gronwall Eşitsizliği  

Bu bölüme karşılaştırma teoremi ile başlayacağız, bu bölüm boyunca 𝛼 ∈ (0,1], 

𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) aralığında ve 𝜅0, 𝜅1 fonksiyonları (3.34) eşitliklerini sağlasınlar (Anderson ve 

Ulness, 2015). 

 

Lemma 3.5.6.1.  [𝑡0, ∞) üzerinde 𝑝, 𝑦, 𝑓 sürekli fonksiyonlar ve 𝑒𝑝 (3.37)deki gibi 

tanımlansın. O halde 

 

𝑇𝛼𝑦(𝑡) ≤ 𝑝(𝑡)𝑦(𝑡) + 𝑓(𝑡), ∀ 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) ise, 

 

𝑦(𝑡) ≤ 𝑦(𝑡0)𝑒𝑝(𝑡, 𝑡0) + ∫ 𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑓(𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
, ∀ 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞  dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: Konform iç çarpım kuralını (Lemma 3.5.1.1 (iii)) kullanılırsa 

 

𝑇𝛼[𝑦(𝑡)𝑒𝜅1−𝑝(𝑡, 𝑡0)] = [𝑇𝛼𝑦(𝑡) − 𝑝(𝑡)𝑦(𝑡)]𝑒𝜅1−𝑝(𝑡, 𝑡0)  

 

elde edilir. 𝑒0(𝑡, 𝑠) çarpıp her iki tarafın integrali alınırsa, Lemma 3.5.1.2 (ii) yardımıyla 

 

𝑦(𝑠)𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡0)𝑒0(𝑡, 𝑠)|𝑠=𝑡0
𝑡 = ∫ [𝑇𝛼𝑦(𝑠) − 𝑝(𝑠)𝑦(𝑠)]𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡0)𝑒0(𝑡, 𝑠)

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠  

 

𝑦(𝑡)𝑒𝜅1−𝑝(𝑡, 𝑡0) − 𝑦(𝑡0)𝑒0(𝑡, 𝑡0) ≤ ∫ 𝑓(𝑠)𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡0)𝑒0(𝑡, 𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠  

 

elde edilir. Öyle ki  

 

 𝑦(𝑡) ≤  𝑦(𝑡0)
𝑒0(𝑡,𝑡0)

𝑒𝜅1−𝑝(𝑡,𝑡0)
+ ∫ 𝑓(𝑠)

𝑒𝜅1−𝑝(𝑠,𝑡0)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝑒𝜅1−𝑝(𝑡,𝑡0)

𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 

 

bulunur. (3.37) yardımıyla 

 

𝑒0(𝑡,𝑡0)

𝑒𝜅1−𝑝(𝑡,𝑡0)
= 𝑒𝑝(𝑡, 𝑡0) ve  

𝑒𝜅1−𝑝(𝑠,𝑡0)𝑒0(𝑡,𝑠)

𝑒𝜅1−𝑝(𝑡,𝑡0)
= 𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)  

 

elde edilir.   
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Teorem 3.5.6.1. (Gronwall Eşitsizliği): [𝑡0, ∞) üzerinde 𝑝, 𝑦, 𝑓 sürekli 

fonksiyonlar ve 𝑝 ≥ 0 olsun. O zaman 

 

𝑦(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) + ∫ 𝑝(𝑠)𝑦(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠, ∀ 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) ise, 

 

𝑦(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) + ∫ 𝑝(𝑠)𝑓(𝑠)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠, ∀ 𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dir (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

İspat: 𝑧(𝑡) = ∫ 𝑝(𝑠)𝑦(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠 alırsak 𝑧(𝑡0) = 0 olur. Lemma 3.5.1.2 

(i)den  

 

𝑇𝛼𝑧(𝑡) = 𝑝(𝑡)𝑦(𝑡) ≤ 𝑝(𝑡)[𝑓(𝑡) + 𝑧(𝑡)] = 𝑝(𝑡)𝑓(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑧(𝑡)  

 

elde edilir. Lemma 3.5.6.1 ile 

 

𝑧(𝑡) ≤  ∫ 𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑝(𝑠)𝑓(𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠  

 

elde edilir. 𝑦(𝑡) ≤ 𝑓(𝑡) + 𝑧(𝑡) olduğundan teorem elde edilir. 

 

Sonuç 3.5.6.1. [𝑡0, ∞) üzerinde 𝑝, 𝑦 sürekli fonksiyonlar  ve 𝑝 ≥ 0 olsun. O zaman 

 

𝑦(𝑡) ≤ ∫ 𝑝(𝑠)𝑦(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) ise, 

 

𝑦(𝑡) ≤ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) olur (Anderson ve Ulness, 2015). 

 

Sonuç 3.5.6.2. [𝑡0, ∞) üzerinde 𝑝, 𝑦 sürekli fonksiyonlar , 𝑝 ≥ 0 ve 𝛿 ∈ ℝ olsun. O 

halde 

  

𝑦(𝑡) ≤ 𝛿 + ∫ 𝑝(𝑠)𝑦(𝑠)𝑒0(𝑡, 𝑠)
𝑡

𝑡0
𝑑𝛼𝑠, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) ise, 

 

𝑦(𝑡) ≤ 𝛿𝑒𝑝(𝑡, 𝑡0) + 𝛿 ∫ 𝜅1(𝛼, 𝑠)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
, ∀𝑡 ∈ [𝑡0, ∞) dir (Anderson ve Ulness, 

2015). 
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İspat: İlk olarak  

 

𝑒𝑝(𝑡, 𝑠) = 𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡)𝑒0(𝑡, 𝑠)                                                                                         (3.58) 

 

dir. Teorem 3.5.6.1 𝑓(𝑡) = 𝛿 alırsak ve Teorem 3.5.1.1 (v) kullanırsak, (3.58) ifadesinden 

 

𝑦(𝑡) ≤ 𝛿 [1 + ∫ 𝑝(𝑠)𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
]  

 

= 𝛿 [1 − ∫ (𝜅1(𝛼, 𝑠) − 𝑝(𝑠))𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠 + ∫ 𝜅1(𝛼, 𝑠)𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0
]  

 

= 𝛿 [1 − ∫ 𝑇𝛼𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡)𝑒0(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠 + ∫ 𝜅1(𝛼, 𝑠)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0

𝑡

𝑡0
]  

 

= 𝛿 [1 − 𝑒𝜅1−𝑝(𝑠, 𝑡)𝑒0(𝑡, 𝑠)|𝑠=𝑡0

𝑠=𝑡
+ ∫ 𝜅1(𝛼, 𝑠)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠

𝑡

𝑡0
]  

 

= 𝛿 [𝑒𝜅1−𝑝(𝑡, 𝑡0)𝑒0(𝑡, 𝑡0) + ∫ 𝜅1(𝛼, 𝑠)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
]  

 

= 𝛿𝑒𝑝(𝑡, 𝑡0) + 𝛿 ∫ 𝜅1(𝛼, 𝑠)𝑒𝑝(𝑡, 𝑠)𝑑𝛼𝑠
𝑡

𝑡0
  

 

elde edilir. 
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI 

Bu bölümde kesirli mertebeden konform Sturm –Liouville operatörü ele alınacaktır. 

Bu operatör için sınır değer uzayı inşa edilecektir. Bu kavram yardımıyla kesirli 

mertebeden konform Sturm–Liouville operatörü için tüm maksimal disipatif, akretif ve 

kendine eş genişlemeleri elde edilmiştir. 

Denklemden operatöre geçiş yapmak için, 

 

(𝑓, 𝑔) ≔ ∫ 𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)̅̅ ̅̅ ̅̅𝑏

𝑎
𝑑𝛼𝑡, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝛼

2 (𝑎, 𝑏),  

 

iç çarpımı yardımıyla  𝐿𝛼
2 (𝑎, 𝑏) Hilbert uzayını tanımlayalım (Allahverdiev, vd., 2019).  

𝑝(𝑥) ile 𝑞(𝑥) reel değerli sürekli ve [𝑎, 𝑏] aralığı üzerinde konform kesirli 

integrallenebilir fonksiyonlar olmak üzere  

 

𝑙𝑦 = −𝑇𝛼(𝑝(𝑥)𝑇𝛼𝑦) + 𝑞(𝑥)𝑦, 𝐿𝛼
2 (𝑎, 𝑏)                                                                           (4.1)    

 

Sturm-Liouville ifadesini göz önüne alalım.  

Şimdi maksimal ve minimal operatörün tanım kümelerini verelim, 

 

𝐷𝑚𝑎𝑥 = {
𝑦 ∈ 𝐿𝛼

2 [𝑎, 𝑏]: 𝑦 𝑣𝑒 (𝑝𝑇𝛼)(𝑦), [𝑎, 𝑏]ü𝑧𝑒𝑟𝑖𝑛𝑑𝑒 𝑚𝑢𝑡𝑙𝑎𝑘 𝑠ü𝑟𝑒𝑘𝑙𝑖 

𝑣𝑒 𝑙(𝑦) ∈ 𝐿𝛼
2 (𝑎, 𝑏)

}. 

 

𝐷𝑚𝑖𝑛 = {𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥: 𝑦(𝑎) = (𝑝𝑇𝛼)(𝑎) = 0, 𝑦(𝑏) = (𝑝𝑇𝛼)(𝑏) = 0}. 

 

𝐿𝑚𝑎𝑥𝑦 = 𝑙𝑦 ile 𝐷𝑚𝑎𝑥 üzerinde 𝐿𝑚𝑎𝑥 maksimal operatörünü tanımlayalım.  

Eğer 𝐿𝑚𝑎𝑥 operatörü 𝐷𝑚𝑖𝑛 kümesine kısıtlanırsa 𝐿𝑚𝑖𝑛 minimal operatör elde edilir.  

𝐿𝑚𝑖𝑛
∗ = 𝐿𝑚𝑎𝑥 ve 𝐿𝑚𝑖𝑛 kapalı simetrik operatörüdür (Naimark,1968). 

∀𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 için, Green formülü;  

 

(𝑙𝑦, 𝑧) − (𝑦, 𝑙𝑧) = 𝑝(𝑥)𝑧(𝑥)𝑇𝛼(𝑦(𝑥)) − 𝑝(𝑥)𝑦(𝑥)𝑇𝛼(𝑧(𝑥)) 

                              

= [𝑝(𝑥) (𝑧(𝑥)𝑇𝛼(𝑦(𝑥)) − 𝑦(𝑥)𝑇𝛼(𝑧(𝑥)))]
𝑎

𝑏
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= [𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧](𝑎)  

 

ile verilir. Burada 

 

[𝑦, 𝑧](𝑥) = 𝑝(𝑥) (𝑧(𝑥)𝑇𝛼(𝑦(𝑥)) − 𝑦(𝑥)𝑇𝛼(𝑧(𝑥))) 

 

ile tanımlanır.  

 

Tanım 4.1. 𝐻 Hilbert uzay, Γ1,Γ2: 𝐷(𝑀
∗) → 𝐻 lineer dönüşümler olsun. 

1) ∀𝑓, 𝑔 ∈ 𝐷(𝑀∗) için (𝑀∗𝑓, 𝑔)ℋ − (𝑓,𝑀
∗𝑔)ℋ = (Γ1𝑓, Γ2𝑔)𝐻 − (Γ1𝑓, Γ2𝑔)𝐻. 

 

2) Herhangi bir 𝐹1, 𝐹2 ∈ 𝐻 için bir 𝑓 ∈ 𝐷(𝑀∗) vektörü vardır öyleki 

 

 Γ1𝑓 = 𝐹1 ve Γ2𝑓 = 𝐹2 olur. 

 

Koşullarını sağlayan (𝐻, Γ1,Γ2) üçlüsüne ℋ Hilbert uzayı üzerinde eşit indis defektli 𝑀 

kapalı simetrik operatörünün sınır değer uzayı denir. 

Şimdi 

  

𝛤1, 𝛤2: 𝐷𝑚𝑎𝑥 → ℂ2, 𝛤1𝑦 = (
−𝑦(𝑎)
𝑦(𝑏)

) , 𝛤2𝑦 = (
𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑦(𝑎))

𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑦(𝑏))
)                                                 (4.2)                                                                               

 

dönüşümlerini tanımlayalım. 

 

Teorem 4.1. (4.2) ile tanımlanan  (ℂ2, Γ1, Γ2) üçlüsü 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün bir sınır 

değer uzayıdır.  

 

İspat: ∀𝑦, 𝑧 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 için 

 

(𝛤1𝑦 − 𝛤2𝑧)ℂ2 − (𝛤2𝑦 − 𝛤1𝑧)ℂ2 

 

 = ((
−𝑦(𝑎)

𝑦(𝑏)
) , (

𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑧(𝑎))

𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑧(𝑏))
))

ℂ2

− ((
𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑦(𝑎))

𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑦(𝑏))
) , (

−𝑧(𝑎)

   𝑧(𝑏)
))

ℂ2
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= (−𝑦(𝑎) (𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑧(𝑎)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

+ 𝑦(𝑏) (𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑧(𝑏)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

) 

 

  −(−𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑦(𝑎))(𝑧(𝑎))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑦(𝑏))(𝑧(𝑏))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) 

 

 = 𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑦(𝑎))(𝑧(𝑎))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑦(𝑎) (𝑝(𝑎)𝑇𝛼(𝑧(𝑎)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

 

 

 +𝑦(𝑏) (𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑧(𝑏)))
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

− 𝑝(𝑏)𝑇𝛼(𝑦(𝑏))(𝑧(𝑏))̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

= [𝑦, 𝑧](𝑏) − [𝑦, 𝑧](𝑎) = (𝐿𝑚𝑎𝑥𝑦, 𝑧) − (𝑦, 𝐿𝑚𝑎𝑥𝑧)  

 

Green özdeşliği yardımıyla elde edildi. Böylelikle sınır değeri uzayının tanımının ilk 

koşulunu kanıtladık. Şimdi sınır değer uzayının tanımının ikinci koşulunu kanıtlayacağız. 

 

𝑢 = (
𝑢1
𝑢2
) , 𝑣 = (

𝑣1
𝑣2
) ∈ ℂ2 

 

𝑦(𝑡) = 𝛼1(𝑡)𝑢1 + 𝛼2(𝑡)𝑣1+𝛼3(𝑡)𝑢2 + 𝛼4(𝑡)𝑣2 ∈ 𝐻, 

 

vektör değerli fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlasın. 

 

𝛼1
[0](𝑎) = 1   𝑇𝛼1(𝑎) = 0               𝛼1

[0](𝑏) = 1   𝑇𝛼1(𝑏) = 0  

 

𝛼2
[0](𝑎) = 1   𝑇𝛼2(𝑎) = 0 

 
𝛼2
[0](𝑏) = 1   𝑇𝛼2(𝑏) = 0 

 

𝛼3
[0](𝑎) = 1   𝑇𝛼3(𝑎) = 0 

 
𝛼3
[0](𝑏) = 1   𝑇𝛼3(𝑏) = 0 

 

𝛼4
[0](𝑎) = 1   𝑇𝛼4(𝑎) = 0  

 
𝛼4
[0](𝑏) = 1   𝑇𝛼4(𝑏) = 0 

        

Bu durumda bu fonksiyon 𝐷𝑚𝑎𝑥 kümesine aittir ve  

 

Γ1𝑦 = 𝑢 , Γ2𝑦 = 𝑣  

 

olduğu açıktır. 
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Sonuç 4.1. 𝐾, ℂ2 uzayında büzülme operatörü ise 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün 

 

(𝐾 − 𝐼)Γ1𝑦 + 𝑖(𝐾 + 𝐼)Γ2𝑦 = 0                                                                                        (4.3) 

ve  

(𝐾 − 𝐼)Γ1𝑦 − 𝑖(𝐾 + 𝐼)Γ2𝑦 = 0                                                                                        (4.4) 

 

koşullarını sağlayan 𝑦 ∈ 𝐷𝑚𝑎𝑥 fonksiyonlarının kümesine kısıtlanması sırasıyla 𝐿𝑚𝑖𝑛 

operatörünün maksimal disipatif ve maksimal akretif genişlemesidir. 

Tersine 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif 

genişlemeleri (4.3) ve (4.4) koşulları yardımıyla verilir. K büzülme operatörü genişleme ile 

tek türlü belirlenir. 

Eğer (4.3) ve (4.4) ifadesindeki K operatörü izometrik olursa 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün 

maksimal simetrik genişlemesini, eğer üniter olursa 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün kendine eş 

genişlemesini verir. 𝐿𝑚𝑖𝑛 operatörünün disipatif genişlemelerinin genel formu 

 

𝐾(Γ1𝑦 + 𝑖Γ2𝑦) = (Γ1𝑦 − 𝑖Γ2𝑦, Γ1𝑦 + 𝑖Γ2𝑦) ∈ 𝐷(𝐾)  

 

𝐾(Γ1𝑦 − 𝑖Γ2𝑦) = (Γ1𝑦 + 𝑖Γ2𝑦, Γ1𝑦 − 𝑖Γ2𝑦) ∈ 𝐷(𝐾)  

 

koşulu ile verilir. Burada 𝐾 operatörü 𝑓 ∈ 𝐷(𝐾) için,  

 

‖𝐾𝑓‖ ≤ ‖𝑓‖ 

 

koşulunu sağlayan lineer operatördür.  
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5. SONUÇ 

Bu tez çalışmasında, konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville operatör ele 

alınmıştır. Bu operatör için sınır değer uzayı inşa edildi. Sınır koşulları yardımıyla tüm 

maksimal disipatif, akretif ve kendine eş genişlemeleri elde edilmiştir. Elde edilen sonuçlar 

orijinal olup literatüre katkısı olacaktır. Bu çalışmanın devamı olarak singüler durumda 

konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville operatörünün genişlemeleri yapılabilir.  
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