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Bu calismada ilk olarak konunun tarihsel gelisimi ifade edildi ve c¢alismada
kullanilan bazi tanim ve temel sonuglar verildi.

Ucgiincii boliimde, kesirli mertebeden kalkuliisiin temel tanim ve dzellikleri verildi.

Son olarak, kesirli mertebeden konform Sturm-Liouville operatoriiniin maximal

disipatif, akretif, kendine es genislemeler sinir kosullar1 cinsinden verilmistir.
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In this study, firstly historical development of the topic is mentioned and some
definitions and main results used in the work are given.

In the third section, basic definitions and properties of conformable fractional
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1. GIRIS

Kesirli mertebeden kalkuliis bilimin teorik ve uygulamali alanlarinda ve
miihendislikteki arastirmacilarinin yakin zamanlarda ¢ok ilgisini ¢ekmeye baslamistir.

Kesirli mertebe kavrami keyfi mertebeden tiirev ve integrali ifade eder. Bu kesirli

mertebeden tlirev kavramu ilk olarak L’Hospital’in Leibniz’e sordugu n = 1/2 igin Zx—i ne

demektir sorusuyla literatiire girmistir. O zamandan giiniimiize pek ¢ok arastirmaci kesirli

mertebeden tiire tanimini ortaya koymustur. Bunlardan en popiiler olanlari,

1. Riemann-Liouville a € [n — 1,n) i¢in f’nin & mertebeden tiirevi,

—_ 1 dv et fx)
T(H(t) = I(n—a) dt™ fa (t—x)a—n+1 dx,

2. Caputo a € [n — 1,n) igin f’nin @ mertebeden tiirevi,

1t M
Ta(f) (t) = F(n—a) fa (t_x)a—n+1 dx’

dir. Bu tanimlardaki kesirli mertebeden tiirevlerin bildigimiz adi tiirevin belli bash
ozelliklerini (iki fonksiyonun ¢arpimini tiirevi, boliimiiniin tlirevi, bileske fonksiyonlar i¢in
zincir kurali gibi) saglamamasi matematikcileri yeni kesirli mertebeden tiirev tanimi
arayigina itmistir. Bu amacla Khalil ve arkadaslar1 (Khalil, vd., 2014) konform kesirli tiirev
ve konform kesirli integrali tamimlamiglardir. Yaptiklart bu tanimlama bilinen adi
tirevdeki limit formuna dayanmaktadir. Konform kesirli mertebe tiirev igin adi tiirevin
temel ozellikleri (¢arpimin tiirevi, toplamin tiirevi, boliimiin tiirevi, ortalama deger teoremi,
Rolle teoremi) ispatlamiglardir. Daha sonra Abdeljawad (Abdeljawad, 2015) bu yeni
konform kesirli mertebeden kalkuliis teoresini gelistirerek zincir kurali, tistel fonksiyonlar,
gronwall esitligi, kismi integrasyon, Taylor kuvvet serisi agilimi, Laplace doniigiimiiniin
konform kesirli kalkuliis versiyonlarini vermistir. Anderson ve Ulness (Anderson ve
Ulness,2015) konform kesirli tiirev kavramini biraz daha genellestirerek birim operatorii

iceren bir yap1 ortaya koymustur.



Simetrik operatorlerin genisleme teorisi ile ilgili ilk sonuglar J. von Neumann (von
Neumann, 1929) tarafindan elde edilmistir. J. von Neumann hangi kosullarda simetrik
operatorlerin kendine es genislemeye sahip oldugu ve bu genislemenin nasil olacagini
gostermistir. Rellich (Rellich, 1951), Krein (Krein, 1947, 1952), Vishik (Vishik, 1952),
Birman (Birman, 1956), Phillips (Phillips, 1959) simetrik operatorlerin kendine es
genislemeleri iizerinde ¢alisan matematikg¢ilerden bazilaridir. Lineer bagmtilar yardimiyla
simetrik operatorlerin genislemesiyle ilgili ilk sonuglar Rofe-Beketov (Rofe-Beketov,
1969) tarafindan elde edildi. Bu metodu kullanarak simetrik diferansiyel operatorlerin
kendine es genislemeleri sinir kosullari cinsinden ifade eden matematikgiler: Gorbachuk ve
Gorbachuk (Gorbachuk ve Gorbachuk, 1984), Bairamogly (Bairamogly, 1984),
Allahverdiev (Allahverdiev,1995, 2013, 2014, 2016, 2019) ve Kholkin (Kholkin, 1981)
dir.

Disipatif lineer bagmntilar kullanilarak operatdr katsayili simetrik diferansiyel
operatorlerin disipatif ve kendine es genislemeleri Gorbachuk, Kochubei ve Rybak
(Gorbachuk, vd., 1972) tarafindan verildi. Daha sonralari birbirinden bagimsiz olarak Bruk
(Bruk, 1976) ve Kochubei (Kochubei, 1975) tarafindan sinir deger uzayr kavrami
yardimiyla simetrik operatorlerin disipatif, akretif, kendine es ve diger genislemeleri
yapildi. Simetrik operatorlerin genislemesi ile ilgili daha ayrintili bilgi i¢in bkz.:
Gorbachuk, Gorbachuk ve Kochubei (Gorbachuk, vd., 1989).

Bu tez c¢alismasinda, konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville denklemi ele
alimmustir. Bu denklem icin sinir deger uzay: insa edildi. Smir kosullar1 yardimiyla tiim

maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir.



2. MATERYAL VE YONTEM

2.1. Temel Kavramlar

Tamm 2.1.1. Lineer uzaylarda tanimli olan doniisiimlere operator denir (Kreyszig,
1978).

Tamm 2.1.2. U, bir kompleks lineer uzay olmak tizere her uv€ U ve A € K her
icin asagidaki sartlar1 saglayan ve (u,v) ile gosterilen kompleks sayisina U ve Vv

elemanlarmin i¢ carpimi ve U lineer uzayina da i¢ ¢arpim uzayi denir:

1. wuw)=0@wmu)=0<u=0
2. (w,v)=muw

3. (Au,v) = A(u,v)

4

o (ug Fuy,v) = (ug,v) + (uy, v).

Ayrica verilen bu ézellikler gozoniinde bulundurularak (u, Av) = A(u, v) ve

(u, v, + v3) = (U, v1) + (u, v,) 6zellikleri de verilebilir (Akhiezer ve Glazman, 1963).

Tanim 2.1.3. Bir (U, (.,.)) i¢ ¢carpim uzayi,
el = (ww) /2 @1

normuna gore tam ise, yani (U, (.,.)) icindeki her Cauchy dizisi U’ nun bir up noktasina

yakinsak ise bu i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.4. Bir U i¢ ¢arpim uzay1

lull = v (w,w) (2.2)

ifadesi bir norm tanimladigindan, bu i¢ carpim uzayr bu norma gore lineer normlu uzay
olur.
Sayilabilir, tam ortonormal sistem igeren bir i¢ ¢arpim uzayina Hilbert Uzay1 denir

ve genellikle H ile gosterilir (Naimark, 1968).



Tamm 2.1.5. Hilbert uzayi iizerinde tanimlanan bir T lineer operatdrii verilsin.
Vu € H igin, ||Tu| < k||ul| (2.3)

esitsizligi saglanacak sekilde bir k sayisi varsa T ye smirli lineer operator denir. Bu k
sayilarinin en kiigiigiine T sinirli operatoriiniin normu denir ve ||T|| ile gosterilir.

T operatdriiniin normu alternatif olarak

ITul
ITll = sup=r—== sup [ITul 24

wzo Ul g2
esitligi ile de hesaplanabilir (Kreyszig, 1978).

Tamm 2.1.6. H bir Hilbert uzay1 ve T bu uzayda bir lineer operator olmak iizere, T

nin tanim kiimesi D(T), H Hilbert uzayinda yogun olsun. Her h,t € D(T) igin,
(Th,t) = (h,T"t) (2.5)

esitligini saplayan T* operatoriine T’ nin eslenik operatorii denir. Bu esitligi saglayan
t € H vektorler kiimesine T’ nin tanim kiimesi denir ve K(T*) ile gosterilir. T* operatorii

asagidaki esitlikleri saglar:

i. (T)'=T
i. (AT)* =AT*
ii. (T+L)=T"+L
iv. (T)" =LT
v. Tl =I|IT|| (T stnurl iken)

(Naimark, 1968).

Tammm 2.1.7. T* =T ise, T’ ye kendine es operator adi verilir (Akhiezer ve
Glazman, 1963).



Tamim 2.1.8. A lineer operatoriiniin D(A) tanim kiimesi H Hilbert uzayinda yogun

olmak iizere,

Vf € D(A), Im(Af,f) =0 (2.6)
ise, A lineer operatoriine disipatif (dissipative) operator denir.

Vf € D(A), Im(Af,f) <0 (2.7)

ise, A lineer operatoriine akretif(acceretive) operatér denir (Gorbachuc ve Gorbachuk,
1991).

A lineer operatoriine akretif(acceretive) operatordiir ancak ve ancak A
disipatif(dissipative) operatordiir.

Eger A disipatif(akretif) operatorii kendinden farkli disipatif (akretif) genislemeye
sahip degilse A operatériine maksimal disipatif (akretif) operator denir.

Disipatif operatorler daima kapanabilir. Disipatif operatorlerin kapanist da

disipatifdir. Maksimal disipatif operatorler daima kapalidir.

2.2. Konform Kesirli Tiirevler

Tanmim 2.2.1. Mertebesi ae(0,1) olmak tizere f:[0,00) -» R fonksiyonunun
konform kesirli tiirevi

(Tuf)(®) = lim, o LEEITO 5 28)

ile tanimlamir. Eger f, a > 0 icin (0,a) araliginda o-tiirevienebilir ve lim,_ g+ f@ (t)
limiti varsa, 0 zaman £ @ (0) = lim,_ o+ f@ (¢) ile tamimlamr (Khalil vd., 2014).

Bir fonksiyonu a = 0 mertebeden tiirevi fonksiyonun kendisine esit degildir.
Gergekten de

RT flt+et)-f(@) _ ;. flt(+a)]-rt) . 1+& .
(Tof) () = lim,_y ————= = lim,_,, —————* lim,_,, — dir.
£ 1+¢ £

Yukaridaki denklemdeki birinci ¢arpan mertebesi 1 olan kuantum tiireve karsilik gelir,

ikinci ¢arpan ise oo gider (Ortigueira ve Tenreiro Machado, 2014).

5



Teorem 2.2.1. a€(01], t, >0 olsun. Eger f:[0,00) = R fonksiyonu ¢,
noktasinda a-tiirevlenebilirse o0 halde t, noktasinda f siireklidir (Khalil vd., 2014).

Ispat: Oncelikle

1-a)_
fto +etd™) — f(to) =L “"*“08 )=1) o cgitliginden

f(to+ety™*)—f(to)

&

limg_>0 [f(to + gté_a) - f(to)] = hms_,o hmg_)o &

elde edilir. h = et} ™% olarak secersek,

limp,o[f (£ + 1) — £ ()] = f©(£0).0

elde edilir. Bu esitlikten de

lim;_,o f(ty + h) = f(ty) bulunur. Yani t, noktasinda f stireklidir.

Teorem 222. a€(0,1] ve f,g fonksiyonlar1 t >0 noktasinda o-

diferansiyellenebilir olsun. O halde asagidaki 6zellikler saglanir:
1. T,(af +bg) = aT,(f) + bT,(g),Va, beR.
2. T,(tP) = ptP~* Vp € R.
3. T,(A) = 0, her sabit fonksiyon f(t) = A.

4. Ta(fg) = fTa(g) + gTa(f)'

5. To (£) = W

6. Ayrica f tiirevlenebilirse, o zaman T, (f)(t) = t1~¢ Z—’: (t).

(Khalil vd., 2014).



Ispat: (1)-(3) 6zellikler tammdan direk elde edilir. Onemli olanlardan (4) ve (6)’y1
ispat edelim. Simdi, sabit t > 0 igin,

ft+et' Mgt +et'™ )~ f (t)g(t))

&

To(f9)(®) = hgn<

= lim
£-0

(f (t+et'™ gt +et'™*) — f(Ogt +et'™*) + f()g(t + et ™) — f (t)g(t))

&

gt +et'=*) —g(t)

= lim
-0

(f(t +et179) — £ (1)

. g(t+ etl‘“)> + f(t) };ifé

= To(f)(®) lim,_,o g(t + et*~%) + f()T,(g)(¢) dir.

g, t’de siirekli oldugundan lim,_, g(t + et1~%) = g(t) dir. Bu (4)’iin ispatin1 tamamlar.
(5) de benzer yontemle ispatlanir.

(6) ispat etmek icin Tanim 2.2.1 deki h = £17% segersek ve € = t*"h olur. O halde

h—0

fl+e™) - f(t)) i

1m
&

<f(t+h)—f(t)>

To(N(®) = 15n< —

= 17 limy,_o ((22LE) = -2 2L (1) dir.
h dt
Simdi baz1 fonksiyonlarin konform kesirli tiirevini verelim:

1. T,(e?) = cx'%e*, c € R.

2. T,(sinbx) = bx'"%coshx, b € R.
3. T,(coshx) = —bx"*sinbx, b € R.
4. T, (3t9)=1.

.1 1
5 T, sm—t“)=cos—t“.
a (24

o
!

a

(cosl t“) = — sin%t“.

eet") = ea"”. (Khalil vd., 2014).

~
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Tanim 2.2.2. Mertebesi 0 < a < 1olan f:[a, o) — R fonksiyonu a noktasindaki

soldan konform kesirli tiirevi,

(TEF)(E) = lim, o LT O 2.9)

&

ile tanimlanir. a = 0 oldugunda T, ile gosterilir. Eger (a, b) tizerinde (T, f)(t) varsa

(Te f)(@) = lim,_+ (Tg' f)(¢) dir.

Mertebesi 0 < a <1olan f:(—o,b] = Rfonksiyonu b noktasindaki sagdan

konform kesirli tiirevi,

BTF(E) = lim —,_o =" I/© (2.10)

&

ile tantmlanir. Eger (a, b) iizerinde (2T f)(t) varsa, o halde
BT F)(b) = lim,_,,- (2T £)(t)’dir (Abdeljawad, 2014).

Tanmm 2.2.3. « € (n,n + 1] ve f = a —n alalm. f:[a, o) - R fonksiyonunun

(f ™ (t) mevcut olan) a noktasindaki . mertebeden soldan kesirli tiirevi,
(TEH)(®) = (TFF™) (@)

ile tammlanir. Burada a =0 yazdigimiz zaman T, olur. f fonksiyonunun (f(t)

mevcut olan) b noktasindaki a. mertebeden sagdan kesirli tiirevi,
BTH®) = (D™ (FTF™)(0) ile tanimlanir (Abdeljawad, 2014).
Dikkat edelirse, @ = n + 1 olursa 0 zaman g = 1 ve f'in kesirli tirevi ™V (t)

olur. Ayrica n =0 (veya a € (0,1) ) oldugunda B = a olur ve Tanim 2.2.2 elde edilir
(Abdeljawad, 2014).



Teorem 2.2.3. (Zincir Kural): 0 < a <1 olmak iizere, f,g:(a, o) > R
fonksiyonlar1 soldan «a — tiirevlenebilir ve h(t) = f(g(t)) olsun. Bu durumda

h(t) fonksiyonu soldan a — tiirevienebilirdir ve

vt t #a, g(t) # 0, (T¢h)(6) = (T (g®)- (T¢g)®g®)** (2.11)
dir. Eger
t = aise, (T¢h)(a) = lim_o+(TE(9D). (TEH D g®)* " (212)

dir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: Tammdau =t +&(t —a)'™® almir ve g fonksiyonunun siirekliligi
kullanilirsa

flgw) - flg®) [

u—t

(Th)(6) = lim

i JI@) ~fg®) 9w —9®
u-t gw) —g(t) u-t u-—t

flgw) - flg®)

= om0 (G —g) O Te9®-9O™

= (T¢N(9®). TEg) () g(®)* (2.13)
elde edilir.
Onerme 2.2.1. f:[a, ) — o fonksiyonu (a, o) araliginda iki defa tiirevlenebilir

olsun. a ve B sayilarmi 0 < a,f < 1ve 1 <a+ f < 2 olacak sekilde tanimlayalim. O
halde

(TETEE) = Tgopf(®) + (1= Bt — ) PTEf (1) (2.14)

dir (Abdeljawad, 2014).



Ispat: f fonksiyonunun iki defa tiirevlenebilir olusunu ve kesirli ¢carpimin tiirevi

kuralint kullanirsak

TETEN® = 79 [P~ P (1)

= ) + (- )~ @) FF (D)

= 25/ (0 + (1= )t~ @) PTEF (1) @215
elde edilir. Dikkat edersek, (2.14) de @, § — 1 alinirsa

TZTpf () = T,f (t) = f"(¢) elde edilir.

Konform kesirli tiirev herhangi bir a ve f icin T, Tg(f)(t) # T4 (f)(t) indeks
kuralina sahip degildir: (2.8) denklemi iki defa uygulanirsa

f[t+st1‘“+(st1_ﬁ)1_ﬁ]_f(t+st1_5)—f(t+st1‘“)+f(t)

TaTﬁ(f)(t) = lim,_,o * Ta+ﬁ(f)(t)

g2

oldugu goriiliir (Ortigueira ve Tenreiro Machado, 2014).

Varsayalim ki f: [a,0) » R,n — 1 < a < n dyle ki f™(t) siirekli olsun. O halde,

(TEN)(®) = (T 1-nf @ V)©) = (= )" (D)

ve boylelikle

(TEf)(a) = lim,, ,+(t — a)® ¢ f @ (t) = 0 elde edilir.

Benzer sekilde, f: (—, b] — R siirekli ve f ™ (t) sagdan durum yerine

bTF)(B) = lime,-(b — )" f™(¢t) = 0 dir (Abdeljawad, 2014).
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0<a<1ilene{123,..}, n’inci mertebeden soldan(sagdan) dizisel konform

kesirli tlirev tanimi sirastyla,

MWTaf(t) = TETE - TEf (1) (2.16)
n—defa

ve

PTUM f () = BTET - BT (), (2.17)
n—-defa

ile verilir (Abdeljawad, 2014).
Eger, 0 <a <2 ve f:[a,0) > R siirekli, iki kez tiirevlenebilirse dogrudan

hesaplamalar gosterir ki,

—a)(t—a)72f () + (t — a)?2%f"(t) ise t > a,

(@) pa — maga _ (@
TP = TETEF@ = { perz e

dir. Benzer sekilde, 0 < a < > ve f: (—,b] - R sagdan durum igin siirekli, iki kez

tiirevlenebilirse dogrudan hesaplamalar gosterir ki,

a)(b —)172%F(t) + (b — £)272%f"(t) ise t > b,

) _ _ (-
") = erarF@ = { ise t = b,

dir.

2.3. Konform Kesirli Integraller

Tamm 2.3.1. 0 < a < 1 olsun.

Ue) = [, f)da (x,a) = [ (x — )% f(x)dx,

a = 0 yazdigimizda da(x) olur. Benzer sekilde,

Q) = [ fOdab,x) = [ (b — x)** f(x)dx,

11



ile tamimlanan I¢ ve 2I operatorlerine f fonksiyonunun konform soldan ve sagdan kesirli

integrali denir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.1. Farz edelim ki 0 < @ < 1 ve f:[a, ) — R siirekli olsun. O zaman
vVt > a, TZf(t) = f(t) dir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.2. Farz edelim ki 0 <a <1 ve f:(—o,b] = R siirekli olsun. O
zaman

vt < b, BTLIf (t) = f(t) dir (Abdeljawad, 2014).

Tanim 2.3.2. @ € (n,n + 1] olsun. o mertebeden soldan kesirli integral
USFIE®) = By (¢ = )P ) = = [7(t = 0™ (x — @) f () dx (2.18)

ile tanimlanir (Abdeljawad, 2014).

Dikkat edersek, a =n+1ise, f =a —n=n+1—n =1 olur. Buradan da

UEF)(®) = (AL afI(E) = = [1(t = )" () dx
elde edilir (Abdeljawad, 2014).

Hatirlarsak, a noktasinda mertebesi @ > 0 olan soldan Riemann- Liouville kesirli

integrali

1 t
WN© =3 [ €= fs)ds (2.19)

ile tanimlaniyordu. Bu tanimdan goriiyoruz ki
()@ = L)) igin,a =n+ 1,n = 0,1,2, ... dir (Abdeljawad, 2014).

Ornek 2.3.1. Hatirlarsak,

(14t = * D) = T (x — )% @, > 0 id

12



(t —a)* fonksiyonunun mertebesia € (n,n+ 1] olan  (konform) kesirli integrali

hesaplayabiliriz. Ger¢ekten u € R, a + ¢ — n > 0 igin,

ra+up—n)

U5(t = @) = (a6 = @00 = e

(x — a)**# (2.20)

elde edilir (Abdeljawad, 2014).
Benzer olarak, sagdan (konform) kesirli integralini bulabiliriz. Yani u € R,

a+pu—n>0igin,

a+u—n)

I_'(a+—‘u+1)(b - X)a+u (221)

(G1(b — ")) = (a31(b — FH* 1) (x) =

bulunur (Abdeljawad, 2014).

Onerme 2.3.1. f:[a, ») — R bir fonksiyonve 0 < a,u < 1 é6ylekil < a+pu <2

olsun. O halde
t

t# 1 t
(elaf)O = 5 Ua)O + 5 (v )~ [ e peas (2.22)

0

dir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: integrallerin sirasin1 degistirelim

(Taruf) (@) = (Is* ™ 72£(s)) () (2.23)

O zaman

(I1.f)(® = (ftlf(s)s“ 1ds) e ldt,

J f(s)s* 1 <]t1t”_1dt1> ds

J f(s)s* 1[——— ds
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tH 1 t ~
=— () +ﬁl(1“+”f)(t) - tf ST f(s)ds|. m (2.24)

U

elde edilir. Eger (2.22) formiiliinde o, u — 1 giderse (I, 1, f)(t) = (I,f)(t) olur.

Riemann sagdan ve soldan kesirli integrali tizerindeki(Qf(t) = f(a+ b —1t),
f:[a, b] = R) Q-operatérinii hatirlayalim:
QIGf (1) = J1Qf (t) (2.25)
dir. ¢ € (n,n + 1] aldigimizda,
QIEF(®) = Qliyy ((t — )* (1) = . 31((0 — O™ f(a+ b —1))
= G1Qf (®), (2.26)

elde edilir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.3. Varsayalim ki @ € (n,n + 1], f:[a, ) = R bir fonksiyon &yle ki
£ (¢t) siireklidir. O halde

vVt > a, T¢I2f(t) = f(t) dir (Abdeljawad, 2014).
Ispat: Tanimdan
TeIEf(E) = 7§ (;7 zgfm)
=13 (077 G a)ﬁ-lfm)
= T3 (I8¢t — P () (2.27)

elde edilir. Yani

TgI¢f () = Tglg f(t) Lemma 2.3.1 kullanilarak istenilen sonug elde edilir.
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Lemma 2.3.4. f: (=, b] = R fonksiyon olsun &yle ki f™(t), « € (n,n + 1] igin
stireklidir. O halde

vVt < b, BTRIf(t) = f(¢) dir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.5. f,h:[a, ) - R fonksiyonlari olsun dyle ki t > a var T¢ var

(a, o) iistiinde f tiirevlenebilir ve
TEf(t) = (t — a)*~%h(t) dir. O zaman
Vvt > a, h(t) = f'(t) dir (Abdeljawad, 2014).

Sonu¢ 2.3.1. f:[a,b) = R fonksiyon olsun oéyle ki b >t > aigin (ISTS)f(t)
mevcut olsun. O halde f(t), (a, b) tizerinde tiirevlenebilirdir (Abdeljawad, 2014).

Lemma 2.3.6. 0 < a < 1ve f:[a,b) = R tiirevlenebilir 0 < a < 1 olsun. O halde
Vvt > a, IETZ(f)(t) = f(t) — f(a) (2.28)
dir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: f diferansiyellenebilir oldugunda Teorem 2.2.2’deki yardimiyla

18TS(F)(8) = f (x — )" T, () () dx

a

- j (x — @) (x — T (Wdx = £(8) - (@) 2.29)

elde edilir.

Onerme 232, a€(mn+1], f:la,©) >R, t>a i¢in (n+1)defa

diferansiyellenebilir olsun. O halde
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(k) —a)k
vt >a, IGT(F)(@) = f(t) — Xizo %

elde edilir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: Tanimdan Teorem 2.2.1°deki elde edilir,
IETE(N®) = I ((E - P T (D))
= I8 (¢~ )F e~ ) FF (o)
= I fTD (0.

O halde kismi integrasyonla istenilen sonug elde edilir.

Onerme 2.33. a€(nn+1], f:(—o,b] >R, t<b igin

diferansiyellenebilir olsun. O halde

O
k! '

n
-1
Vt<bigin, QT =f(t) - Z D
k=0
Ozel olarak, n = 0 yada 0 < a < 1 ise,

BIBT(F)(£) = f(£) — £(b) dir (Abdeljawad, 2014).

Simdi Gronwall esitliginin kesirli versiyonunu ispatlayacagiz.

(2.30)

(2.31)

(n+ 1) defa

(2.32)

Teorem 2.3.1. r,] = [a, b] aralig1 iizerinde siirekli, negatif olmayan fonksiyon

olsun. 6 ve k negatif olmayan sabitler olmak {izere,

r(t) <6+ fat kr(s)(s —a)*'ds , t €] dir.
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—a)“

O halde vt € ], r(t) < 5eX% dir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: R(t) = 6 + fat kr(s)(s —a)* t'ds =6 + Ig(kr(s)) (t) tammlayalim.
O halde R(a) = 6 ve R(t) = r(t),
TAR(t) — kR(t) = kr(t) — kR(t) < kr(t) —kr(t) =0 (2.33)
dir. (2.33) ile K(t) = e_k% carpalim. Teorem 2.2.3°deki Zincir kurali yardimiyla
TZK(t) = —kK(t) oldugu goriiliir. Carpim kuralini kullanirsak
TE(K()R()) < 0.
K(t)R(t), (a, b) tizerinde diferansiyellenebilir oldugundan, Lemma 2.3.6 dan
ISTE(K(OR®)) = K(O)R() —K(a)R(a) = K(OR(t) —6 <0 (2.34)
elde edilir. Buradan

S _
O

k(t_a)a

r(t) <R() < Se (2.35)

ispat tamamlandi.
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3. KESIiRLi MERTEBEDEN KONFORM KALKULUS

3.1. Kismi integrasyon

Teorem 3.1.1. f,g:[a,b] » R iki fonksiyon Oyle ki fg tiirevlenebilir olsun. O
halde

[7 FOTE(@) @ da(x,a) = fgl - J; gEITE (F)(x)da(x, a) (31)
dir (Abdeljawad, 2014).

Onerme 3.1.1. 0 < a < 1 ve f, g: [a, b] = R fonksiyonlar olsun. O halde
[UgH®a® da(b,0) = J; FO(Pla ) ()da(t,a) (3.2)
dir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: Tanimdan

[UgH®g® da(ta) = [ (f1(x — % f(x) dx) g(O)(b — ) d,
elde edilir. integrallerin siras1 degistirilerek,

S2Uer)®g® da(b,0) = 2 F@) (Pl 9)(®)da(x, @)

bulunur.

Teorem 3.1.2. 0 <a <1 ve f,g:[a,b] > R diferansiyellenebilir fonksiyonlar

olsun. O halde

[N ®g(®) do(t,a) = [ FO( *Ta g) (Oda(b,t) + f()g(t) | (3.3)

dir (Abdeljawad, 2014).
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Ispat: Onerme 2.3.3’den ve g diferansiyellenebilir oldugundan,
b
| aen@o© detea
a

= [PTEH® Ply Ty 9(Oda(t, @) + g(b) [P(TEF)(O)dg(t, @) (34)

elde edilir. Onerme 3.1.1 uygulanirsa

[PTeH®g®) do(t,) = [LULTEN®) "Ta 9(Oda(b,t) + gBIULTEN(@  (35)
bulunur. O halde

Lemma 2.3.6 da ISTS(F)(t) = £(t) — f(a) ve

Onerme 2.3.3 de I, *T, (g)(t) = g(t) — g(b)

yerine koyarsak ve f ve g’nin diferansiyellenebilirligi géz 6niine alindiginda ispat

tamamlanir.

Uyan 3.1.1. Teorem 3.1.1 ve ya Teorem 3.1.2 @ — 1 alinirsa adi kalkuliis i¢in

kismi integrasyon formiilii elde edilir. Burada
a > 1ikendy(t,a) - dt,dy(b,t) - dt, TEf(t) - ' (), °T, f(t) > —f'(t)
olur (Abdeljawad, 2014).
Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.3 i¢inde bazi diferansiyellenebilirlik sartlar1 lazimdir.

Simdi kismi integrasyon formiilleri gegerli oldugu bazi fonksiyon uzaylarini tanimlayalim.

Tamm 3.1.1. 0 < a < 1 ve [a, b] bir aralik olmak iizere,

Io([a,b]) = {f:[a,b] = R: f(x) = (Ig)(x) + f(a), bazt Y € L, (a)}

ve
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ol ([a,b]) = {g:[a,b] = R: g(x) = ("I ¢)(x) + g(b), bazi ¢ € Lo (b)}.
Lo(a) = {¥: [a, b] - R:3(Ig) (x), Vx € [a,b]}
ve
Lo(b) = {p:[a,b] » R:3( I, ¢)(x),Vx € [a,b]}
ile tanimlanir (Abdeljawad, 2014).
Lemma 3.1.1. f, g: [a, b] » R fonksiyonlar ve 0 < a < 1 olsun. O halde

a) Eger f sol (g sag) a — diferansiyellenebilir ise,

f € I([a, b)), (g € “I(la,b])) dir.
b) 1 fonksiyonu siirekli olmak iizere, eger f € I,([a, b]) ve
fO) = Ugp)(x) + f(a) ise, P(x) = T/ f(x) ve (g T f)(x) = f(x) — f(a) dir.
c) ¢ fonksiyonu siirekli olmak iizere, eger g € “I([a, b]) ile
g) = (L, @) (x) + g(b) ise p(x) = °T, g(x) ve (°lo "Ty g)(x) = g(x) — g(b)
dir (Abdeljawad, 2014).
Ispat:
(a)’nmn ispatim Lemma 2.3.6 ve Onerme 2.3.3°de y(t) = T2f ve ¢(t) = °T, g
secerek yapabiliriz.

(b)’nin ispatin1 Lemma 2.3.1 ve sabit fonksiyonun sol a — tiirevi sifirdir.

(c)’nin ispatin Lemma 2.3.2 ve sabit fonksiyonun sag a — tirevi sifirdir.
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Teorem 3.1.3.0 < a < 1 olsun. f, g: [a, b] = R fonksiyonlar olsun dyle ki
f € 1,([a,b]) ile Y(t) sirekli ve g € ,I([a, b]) ile ¢(t) siirekli olsun. O halde

[[TEH g0 da(t,a) = [} F©) ( To g(©)) da(b,t) + F()g ()13 (37)

dir (Abdeljawad, 2014).

3.2. Kesirli Kuvvet Serisi Acilimlari

Teorem 3.2.1. f fonksiyonu bir t, noktasinin komsulugunda 0 < @ < 1 igin
sonsuz o — diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. O zaman f kesirli kuvvet serisi

acilimina

x)
(12°F) " (to)-(t-t)*@
akk!

(O =Y, , to<t<to+Re R>0. (3.8)

k
sahiptir. Burada (T, f )( )(to), k defa kesirli tiirevin uygulanmas: anlamindadir

(Abdeljawad, 2014).

Ispat: Kabul edelim ki
@) =co+ci(t—t)*+ c(t —tg)** + c3(t —tg)3% + -+, to <t <ty + R&,R > 0
dir. O halde, f(ty) = codir. f igin Tof" uygularsak ve t, degerini hesaplarsak
(Tof0 f )(to) = ¢, oldugu goriiliir. Buradan

(r20f)(t0)

¢ = dir. Tiimevarim kullanilarak T,.°, f n —defa uygulanarak ve t,
hesaplanirsa,

to )] n
(T,°f) "(to) = cra(2a) ...(na) = cya™! (3.9)
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(12) ™ tto)

amn!

ve buradan c¢,, =

elde edilir. Buradan (3.8) elde edildi ve ispat tamamlandi.

Onerme 3.2.1. (Kesirli Taylor Esitsizligi): Farz edelim ki, f fonksiyonu
tonoktasinin bir komsulugu 0 <a <1 igin sonsuz «a — diferansiyyellenebilir
fonksiyon olsun ve (3.8) Taylor kuvvet serisi agilimina sahip ve |(T2f)"*| < M, M > 0,
bazin € N olsun. O halde

V(to, to + R), |[RE ()| < — )+ D (3.10)

= (
antl(n+1)!

dir. Burada

(k)
A IGE
akk!

(1207) " o) e-to)ke
akk! d

Ry (t) = Xk=n+1 = f(x) = Xk=o

1r.

Ispat adi kalkuliisde If{o benzer sekilde hesaplanir (Abdeljawad, 2014).

(t=t)®
Ornek 3.21. 0<a <1 olmak iizere f(t) =e = g6z Oniline alalim.

f(t) fonksiyonu agiktir ki t, da diferansiyellenebilir degildir. Dolayisiyla t, civarinda

Taylor kuvvet serisi agilimma sahip degildir. Bununla birlikte Vvn, (chof)(n) =1

ve buradan

) =y, (3.11)

akk!
dir. Bolim testi bu serinin [, 00) araliginda f yakinsadigini gosterir (Abdeljawad, 2014).

(e- (t-

Ornek 3.2.2. Fonksiyonlar g(t) = sin—2— " ve h(t) = cos—— 0 <a<1igin

t = tycivarinda Taylor kuvvet sersi ac;lllmlarlna sahip deglllerdlr ciinkii orada
diferansiyellenebilir degiller. Bununla birlikte (3.8) denklemi yardimiyla
(t—to)® (t—to)® (t=t)* _ sin (t-to)®

to _: t
T,° sin—— = cos——ve T,° cos—— =
a a a
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ve

(t—to)(2k+1)a
ak+1) (2K +1)!’

. (t—tg)”* .
sin=—"— = 3L, (- D"

t € [to, ) (3.12)

ve

(t=to)®0e
aR (2K’

(t=t0)® _ oo
cos—— = i (- D"

t € [ty, ) (3.13)

oldugu goriiliir (Abdeljawad, 2014).

1

Ornek 3.2.3. Fonksiyon f(x) = 0<a<1igint=0 Taylor kuvvet serisi

=
acilimina sahip degildir ¢linkii diferansiyellenebilir degildir. Bununla birlikte, (3.8)

denklemi yardimiyla gorebiliriz ki,

— = N t®*, tE€[0,1) (3.14)

-z

dir. Daha genel olarak,

1 (00}
PEGETLA Yicolt — to)™, t € [to,to+ 1) (3.15)

a

ifadesi yazilabilir (Abdeljawad, 2014).

Uyan 3.2.1. f fonksiyonu (—oo,a) iizerinde tamimh ve a da diferansiyellenebilir
degilse 0 zaman 0 < a <1 i¢in a noktasinda “T, sagdan konform kesirli mertebe
tiirevi arastiririz. Ve bazi (a — R, a), R > 0 araligi iizerinde kesirli Taylor seri agilimi igin
kullanilir.

_na _na
(a-t) sin (a-t)

Ornegin, ve buna benzer fonksiyonlar (Abdeljawad, 2014).
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3.3. Kesirli Laplace Doniisiimleri

Tamm 331 t,ERO0<a<1 ve f:[ty,0) =R olsun. O haldef

fonksiyonunun a. mertebeden kesirli Laplace doniistimii,

to to o) _Sw co _sw a—1
Le{fOXs) =E () = [, e« f(Oda(t,ito) = [, e« f(B)(t, )" d,

(3.16)
ile tanimlanir (Abdeljawad, 2014).

Teorem 3.3.1. a € R,0< a <1 ve f:[a, o) - R diferansiyellenebilir fonksiyon

olsun. O halde
LEAT(/(@)}(s) = sE(s) — f(@) (3.17)
dir (Abdeljawad, 2014).

Ispat: Teorem 2.2.2’nin (6). maddesinden ve adi kismi integrasyon tanim geregi

ispatlanir.
Ornek 3.3.1. Konform kesirli baslangi¢ deger problemini goz oniine alirsak:
(Tey)(@©) = y(6), y(a) = yo,t > a, (3.18)

burada ¢6ziim (a, ) tizerinde diferansiyellenebilir oldugunu kabul edelim. I operatoriinii

yukaridaki denkleme uygulanirsa

y() = yo + 2Uzy) (1) (3.19)

elde edilir. O zaman

Y1 = Yo + AUgy) (), n =012, ..., (3.20)

t-a)*
— =

yo (1+2525) (3.21)

a

n=0,y; =y,+ Ay
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oldugu goriiliir.

2 (t_a)za

n=1y, =y [1+252L +2 = (3.22)
oldugu goriiliir. Tiimevarimla devam edersek,

Yo = Yo Dfimg (3.23)
sonucu elde edilir. n = oo limit alinirsa

V() = yo Bt e (3.24)

olur (Abdeljawad, 2014).

Lemma 3.3.1. f:[ty, ) » R fonksiyon olsun oyle ki LO{f(£)}(s) = FL°(s)

mevcut olsun. O halde

E(s) = £{f (to + ()2} ) (3.25)
olur. Burada
L{g(O}(s) = [, e~Stg(t) dt olur (Abdeljawad, 2014).

Ornek 3.3.2. Bu &rekte bazi fonksiyonlar icin kesirli Laplace doniisiimlerini
hesapladik (Abdeljawad, 2014).

1. Lof1)(s) = %,s > 0.

2. L9(e}(s) = L{to+ (a0} () = 2+ a2 5 > 0

s Ta

p
3. L9{tP}(s) = —5T(1+2),s > 0.
s«
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4. L% {e%} (s) = i,s > 1.
5. LY {sin %} (s) = L{sinwt}(s) = m
6. L2 {c }(s) = Licos wt}(s) =

[ = cfe st + (@} ()

ve
A(t tO) A o 1 -
L(x { } L{e t} = dir.

Ornek 3.3.3. Konform kesirli baslangig deger problemi,

(TZy)(©) = Ay(t),y(a) = yo,t > a (3.26)

g6z Oniine alalim. Burada ¢6ziim, (a, o) aralig1 izerinde diferansiyellenebilir olsun. LY, ve

(3.17) esitligini kullanarak

L)) = 2 (3:27)

(t-a)%

elde edilir. Buradan y(¢t) = y,e? « dir.

Son olarak, (konform) kesirli lineer sistemlerin ¢6ziimiinii ifade etmek icin kesirli temel

ustel matrisi kullanalim.

T2y(t) = Ay(t) +f(t),0<a <1 (3.28)

26



sistemini g6z Oniine alalim. Burada y,f:[a,b) - R™ vektor fonksiyonlar ve A n X

n tipinde matrisdir. (3.28) tanimlanan kesirli homojen olmayan sistemlerin genel ¢oziimii

(t-a)* (t-a)* _(s=a

)a
y(t) = e* « c+f;e“ a e " a f(s)(s—a)l"%ds, (3.29)

ile verilir. Burada

A(t_a)a ZOO Ak(t_a)ka
4 = _—
€ k=0 gk

ve c sabit vektordiir (Abdeljawad, 2014).

3.4. Wronskian Ve Kesirli Lagrange (Green) Ozdesligi

0 < a <1 olmak iizere,
ToTo(f) + PO)T,(f) + Q(x)f =0 (3.30)
denkleminti ele alalim.

Tanim 3.4.1. 0 < a <1 ve (3.30) denklemini saglayan f ve g fonksiyonlarinin

wronskian’1

Welf.g1 = |y by 7| = £ - T @3

ile tammlanir (Abu Hammad ve Khahil, 2014).
Teorem 3.4.1. W, [f, g] = e« (Abu Hammad ve Khahil, 2014).
Ispat: W, [f, g] iizerine T, operatdriinii uygulayalim

TeWelf, g1) = Ta(fTa(9) — 9Ta ()

= To()Ta(9) + fTaTo(9) = Ta (DT (f) + gTaTa (f).
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Fakat, f ve g fonksiyonlar1 (3.30) denklemini saglar. Buradan
ToTo(f) = =P(O)Ta(f) — Q) f ve T, T, (g) = —P(x)T,(g) — Q(x)g
elde edilir. O zaman

Ta(Wa[f'g]) = _P(x)(fTa(g) - gTa(f)) = _P(x)Wa[f' g] dir.

- Ta(Welf.g]) _ .
Boylece Wolrol P(x) dir.

Sonug olarak, W, [f, g] = Ia(—P(x)) elde edilir.
Simdi L(f,a) = T¢(p)TLf) +q(x)f konform Kesirli mertebeden Sturm-

Liouville denklemini ele alalim.

Teorem 3.4.2. (Kesirli Lagrange Ozdesligi): [a, b] aralig1 iizerinde f ve g,

2a — siirekli turevlenebilir fonksiyonlar olsun. O zaman asagidaki 6zdeslik saglanir,

[2(gL(f, @) = FL(g, @) da(x) = [p(x)(g(TEf) — FTEGNIIL (3.32)
(Al-Refai ve Abdeljawad, 2017).

Ispat:
gL(f, @) = fL(g, @) = gTZ(p()(TEf)) + g fg — fTL(p(X) (T 9)) — q(x)f g

= gT¢(PC)(TEN)) — fTE(p () (T4 )

elde edilir. 3. bolimdeki konform kesirli tiirev igin kismi integrasyon formiilii

kullanilarak,

b
[ greweoaen - i) daw

b
= p()g(TEf)| — f P(OTA(TE(g)da(x)
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b
—pCOFTEGE + f P(TE(FTE(g)da(x)
= [p()(G(TEf) — (FTEgI2],

elde edilir.

3.5. Genellestirilmis Konform Tiirev

Buraya kadar verilen konform tiirev taniminda a« — 0 alindiginda birim operator
elde edilememektedir. Buradan hareketle birim operatorii elde etmek amaciyla yeni bir
konform kesirli tiirev tanimi1 Anderson ve Ulness (Anderson ve Ulness, 2015) tarafindan

verilmistir.

3.5.1. Tanimlar

Tanmim 3.5.1.1. (Konform Diferansiyel Operatorii): « € [0,1] olsun. Bir T,
diferansiyel operatoric konformdur ancak ve ancak T, 6zdeslik operatorii ve T; klasik
diferansiyel operatordiir. Ozellikle, diferansiyellenebilir fonksiyon f = f(t), T, konform

ancak ve ancak

To(f)(®) = f(O)

ve

Ty (f)(t) = 2 () = £'(t) dir.

Bu baglamda

Tof () = t'74f'(2) (3.33)
ile verilen operator konform degildir (Anderson ve Ulness, 2015).

Tanim 3.5.1.2. (Konform Tiirevlerin Sinifi): « € [0,1] ve

Ko K1:[0,1] X R — [0, 00) fonksiyonu siirekli olsun, dyle ki

29



lim,_ o+ k1 (a, t) = 1, lim,_ o+ ko(a,t) =0, Vt € R,
limg,_;- k1 (a, t) =0, limg_,- ko(a, t) =1, Vt € R, (3.34)
ki(a,t) #0,a € [0,1),ky(a,t) # 0, € (0,1],Vt ER

dir (Anderson ve Ulness, 2015).

Eger f fonksiyonu t’de diferansiyellenebilir ve f'(t) = % f olursa

Ta(F)(@) = 11 (a, ) f () + Ko (@, O) ' (E) (3.35)
ile tanimlanan T, diferansiyel operatorii konformdur (Anderson ve Ulness, 2015).

Tanmm 3.5.1.3. (Kismi Konform Tiirev): a € [0,1] Ve kg k;:[0,1] X R — [0, o0)

siirekli fonksiyonlar ve (3.34) saglasin. f: R? - R bir fonksiyon olsun 6yle ki herhangi bir

s € Rigin, % f (¢, s) var olsun. Bu durumda kismi diferansiyel operatorii

]
Taf (£,5) = K1 (@, Of (t,5) + Ko(a, ) 5 f (L, 5), (3.36)
ile tanimlanir (Anderson ve Ulness, 2015).

Tamim 3.5.1.4. (Konform Ustel Fonksiyon): a € (0,1] ve p: [s, t] = R,
s,t ER,s <t fonksiyonu siirekli olsun. kg x4:[0,1] X R — [0, ) siirekli fonksiyonlar
olsun ve (3.34) esitliklerini saglasin. p/k, Ve ki /K, ile [s,t] aralig1 iizerinde Riemann

integrallenebilir fonksiyon olsunlar. O zaman (3.35)’deki T, ’ya gore iistel fonksiyon

ftp (D-k1(a7)

T _ftzcl(a,-r)
ep(t,s):=e™ @i " gi(t,s)=e

S ko (a,T) T (337)

ile tanimlanir (Anderson ve Ulness, 2015).

Lemma 3.5.1.1. (Temel Tiirevler): « € [0,1] olsun ve (3.35) deki gibi tanimlanan

konform diferansiyel operatorii T, verilsin. p: [s, t] = R fonksiyonu siirekli olsun.

30



Ko K1:[0,1] X R — [0, 00) siirekli fonksiyonlar olsunlar ve (3.34) esitliklerini saglasinlar,
p/ko Ve k;/k, fonksiyonlar1 [s,t] tlizerinde Riemann integrallenebilir fonksiyonlar

olsunlar. Varsayalim ki f ve g fonksiyonlari diferansiyellenebilir olsunlar. O zaman
i. Tulaf +bgl = aT,[f] + bT,lg],Va,b € R;
ii. T,c=cky(a,), her sabiticinc € R;
i, Tolfgl = fTalgl + gTlf] - fgri(a,);

. Talf1-fTalg] .
v, Tolf/g] = TS+ L (a);

V. a € (0,1] ve sabit s € R igin, (3.37)de verilen iistel fonksiyon e, (t, s) saglar,

Tiep(t,s)] = p(Dey(t, ); (3.38)

vi. a € (0,1] ve (3.37)de verilen iistel fonksiyonu e, i¢in,

Te | [ B ds| = F ) (3:39)

a ko(as)
dir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: (i) ve (ii) maddeleri (3.35)den kolaylikla ispatlanabilir.
(iii) ispatlamak igin (3.35)den faydalanirsak (degiskeni yok ederek),

Tolfgl = ko(fg' + f'9) + kifg = (frog’ + fr1g) + (gkof' + grif) — fgKs

= f(Teg) + g(Taf) — fgK4

elde edilir.
(iv)’lin ispat1 da benzer sekilde ihmal edilerek yapilabilir.

(v)’in ispat1, (3.36) kismi tiirevi e,, uygulanarak, (3.37) kullamlarak
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p(O)Kq(a,t)

Ko (@) ) ep(t,s) + k1(a, e, (t,s)

Tyep(t,s) = ko(a,t) (

= (p(6) — k1(a, 1) )y (t, 5) + k1 (@, Dey(t, 5) = p(De, (¢, s).

elde edilir. Son olarak (vi) i¢in, (3.35) ve (3.37) tekrar kullanilarak

[ tf(S)eo(tS) ] _ Ko(a’ t)%(ftf(s)e‘)(ts) ds) + Kl(a £) J-tf(S)eo(tS) ds

Ko(a,s) a ko(a,s) Ko(a,s)

= iy (a, ) (—m(a,t) ft f(s)eo(t,s) ds + M) (@, £) ft f()eo(t,s) ds

Kolat) “a ko(a,s) Ko(a,t) Ko(a,s)

= —k;(a,t) ftwd QO + Ry () [FLO2E g

Ko(a,s)
= f(t) elde edilir.

Tammm 3.5.1.5. (Integraller): « € (0,1] vet, € R olsun. (3.37) ve Lemma
3.5.1.1°deki (v) ve (vi) 6zelliklerinden

J Taf (©)dat = f(t) + ceo(t, ty), c ER

ilkel fonksiyonu tanimlanir. Benzer bigimde, [a, b] aralig1 tizerinde f’nin integral tanimu,

‘ s)eo(t,s)dys = twds‘ dys =
a

a ky(a,s) Ko(a,s)

(3.40)

ile tanimlanir. Burada (3.37)den

tkq(a,1)

— T _(t .
eo(t,s) = e k@™ = ¢~ Js ¥1(@Ddat gir (Anderson ve Ulness, 2015).

Lemma 3.5.1.2. (Temel Integraller): « € (0,1] olsun, konform diferansiyel
operatorii T, (3.35) de, integral (3.40) da verilsin. k4 siirekli fonksiyonlar olsunlar ve
(3.34) esitligini saglasinlar. Burada f ve g fonksiyonlari diferansiyellenebilir olsunlar. O
halde
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i, fnin belirli integralinin tiirevi,
To | [} F(S)eo(t, )das| = £(2) ile verilir.

ii.  f’nin tirevinin belirli integrali,
fat Te[f(9)]eo(t, $)das = f(s)eo(t, $)|é=a = f() — f(@)eo(t, ) ile verilir,

iii.  Pargali integrasyon formiilii,
b

| rordg@lests, ot

a

= f()g(®)eo(b, 2= — f:g(t)(Ta [f ()] — 1 (@, ©)f (£))eo (b, t)d ot ile verilir.
iv.  Birintegralin diferansiyeli i¢in Leibniz kurali (3.36) kullanilarak
To | f2 £t $)eo(t $)das| = [L(TELF(6 )] = 1 (@, 1) )eo(t, $)dqs + £ (2, ) ile verilir.
Eger ey olmasaydi,
T, [f;f(t, s)das] = f(t,t) + f; TL[f (t, s)]dgs bulunur (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: (i)’nin ispat1 (3.39) ve (3.40)dan dogrudan elde edilir. Lemma 3.5.1.1
(i1)’sinde ¢ = 1 kullanilirsa, burada (ii), (iii)nin 6zel halidir.

(ii)nin ispati, Lemma 3.5.1.1 (iii)si ve (3.40) integral tanimindan yararlanilir.
(iii)nin ikinci ifadesi igin (3.35), (3.40) ve a # 0 kullanilarak

f'(@©dt = TEZEITD 41 = (T,£(6) = k1 (@, O (D)dgt

Ko(a,t)

elde edilir.
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(iv)’ln ispat1 @ = 1 kullanilarak Leibniz kuraliyla

To 17 £(6:5)e0(t $)das| = T [ [ L2252 s

Ko(a,s)

_ K'O(CZ t) ftf(ts)eo(ts)d n K'l(a t) ftf(ts)eo(ts)d

a  ko(a,s) Ko(a,s)

a ky(a,s) Ko(a,t) Ko(a,s)

= 1o (a, ) ft eo(t,s) (—Kl(a,t)f(t,s) n atf(t S)) ds +£(t,t) + K, (a, £) ftf(ts)eo(ts)d

= fat(Taf[f(t, )] — ki (a, )f (t,5))eo(t,s)dys + f (¢, t) elde edilir.

(iv)’tin ikinci ifadenin ispati igin, ey(t, s) integral ifadesi yok olursa

‘ 3 f(t,s)
T, Ua f(t,s)dasl = Tal Ko (@, 5) sl

t f(t.s) t f(s)
= reo(a, ) 3 [, T ds + (@, 0) [, 225 d

a
21t
= ko(a,t) ACD +ftatf( S)d + K, (a t)f RACONFR

Ko(a,t) a ko(a,s) Ko(a,s)

F@&0) + [ THF(E,5)]dgs elde edilir.

Lemma 3.5.1.3. (Sabitlerin Degisimi): x,ve k; fonksiyonlar1 (3.34) esitliklerini
saglasmlar. f,p:[tg, ) > R siirekli olsun, e, (3.37)deki gibi tanimlansin ve u, € R

olsun. O halde
Tou(t) —p(Ou(t) = (1), u(ty) = uy,

baslangi¢ deger probleminin tek ¢coziimii

u(®) = uop(6)ep (6, t0) + f,. €p(6,5)f (5)das, t € [to, ) (3.41)
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ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: (3.41)deki wu verilsin. Lemma 3.5.1.1 (v) ve Lemma 3.5.1.2 (iv)

kullanilarak,

Tau(t) = uge, (L, to) + ep(t, 1) f(¢) + ftto p(D)ey(t,s)f (s)des = p(O)u(t) + f (1)

elde edilir.

3.5.2. Taylor Serileri

Ko K1:[0,1] X R — [0,00) fonksiyonlar: siirekli olsun oyle ki (3.34) deki sartlar

saglasinlar. « = 1 ve n € Ny,
1
h,(t,s) = ~ (t—s)"

polinomlari verilsin. h,: R? - R, n € N, yardimiyla

ho(t,s) =1,Vt,s €R (3.42)
h,(t,s) = fst hn,_1(1,8)d,Tt, n€N, Vt,s ER (3.43)
fonksiyonlarini tanimlayalim. Lemma 3.5.1.1 (ii) ve Lemma 3.5.1.2 (iv) den

TEh,(t,s) = hy_1(t,s) + Ky (a, t)hy(t,5) (3.44)
elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015).

Lemma 3.5.2.1. n € N olsun. f, n defa diferansiyellenebilir ve p;, fonksiyonlari

0 <k <n-—1,baztt € R de diferansiyellenebilir ve
ToPi+1(0) = P () + k1 (@, )pg41(0), YV, 0 <k < —2 (3.45)

olsunlar. O zaman t noktasinda
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TR0 (D P (T f1 = (=) '0p_s (T)™f + (Tapo — K1 (@, )P0) f
elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: Lemma 3.5.1.1 (i) ve (iii) ve (3.45) kullanilarak
Ta[ R (=1 i (Ta) 1 = ZR2b(—1)* T [p1e (Ta) ]
= TR0 i (T) f + (Tap — (@, )i (T)f)
= TR0 pe(TFf + (~ )" s (T f
+ ZRT8 1" (Tapic = 12 (@, Dp) T)*F ) + (Tapo = 11 (@, )Po)f)
= TR0 pe(T ) + (— )" s (T f
+ P31 (it = 10(@ IPert) T2 F ) + (Tapo = 1 (@, )po)f)

= (D" 1 (TO™f + ((Tepo — Kk1(a, . )po)f) buluruz.

Teorem 3.5.2.2. (Taylor Formulii): n € N ve f, [t,, ©) aralig1 iizerinde n defa
diferansiyellenebilir oldugunu varsayalim. t,s € [ty, ) ve h; fonksiyonlar1 (3.42) ve

(3.43)de tanimlansin, yani
ho(t,s) = 1vek € Ny igin, hyy1(6,5) = [ R (T,5)dqT
olsun. O halde t € [t,, ) igin,
n—-1
£ = e0(t,5) ) (~D* (5, O THF(5)
k=0
(=D [ Ry (7, (T) " f (Deg (t, ) d T

36



elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: (3.44) ve Lemma 3.5.2.1den
Ta[XR=0(= D e (., ) (T)*f1(0) = (=1 M1 (7, ) (Te)" £ (7), V1 € [to, )

elde edilir. Yukaridaki denklemi s’den t’ye integrallersek ve Lemma 3.5.1.2 (ii) i

kullanirsak

(D™ [ e (2, (T (Deg(t, D dT

= [ TZP5 (-1 hie, ) (T)* f] (Deo(t, Ddgr
= YITA(—D*he (5, ) (T f(Deo (6, Ty

= () — P2 (=1)*hy (s, (T F(s)eo (t, 5) elde edilir.

Ornek 3.5.2.1. a € (0,1], wg, w; € (0,0), K, fonksiyonu (3.34) saglasmn ve

Ko(a,t) = awy~* alalim, (3.40) denklemiyle,

1 1
d,t = dt = ——dr
a Ko (a,T) awg ™%

elde edilir. (3.42) denkleminde h,(t,s) = 1 alirsak, (3.43) gore h, hesaplarsak

hy(t,s) = [ ho(7,5) dgT = ﬁ [ildr=—=

awg

elde edilir. Buna ek olarak

_ 2
hz(t, S) = fst h]_(T; S) daT = %(%)

W
bulunur. Genellestirirsek,

37



1/t—s\"
hn(tjs)zﬁ 1-a

awg

elde edilir.
Dikkat edersek a =1 alinirsa beklendigi gibi, h,(t,s) =%(t—s)” olur

(Anderson ve Ulness, 2015).
Ornek 3.5.2.2. a € (0,1], wgy, w; € (0, 0), k; fonksiyonu (3.34) saglasin ve
Ko(a, t) = a(wet)™%, t € [0, )

olsun. (3.40) dan,

T(Z—l

a® = Groppa 47

elde edilir. hy(t,s) = 1 baslarsak

ot _ 1 t_a-1 S i
hy(t,s) = [ ho(t,5) doT = e J el dr = Zal "
ve
hat,s) = [ ha(r,s) dyt = & (=22’

2(6:5) = J (@.5) dat = 5 (5575)

elde edilir. Bu sekilde devam edersek,

1 [ t%—s*\"
n(t:) = 2 ()
bulunur. & = 1 i¢in,
h,(t,s) = %(t — s)™ dir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ornek 3.5.2.3. ko (a, t) = t1¢ cosz(ga—a)t“) ve k,(a,t) = Sil’lz(g(l—a)t“)
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olsun. Bu fonksiyonlar (3.34) sagladigi kolayca gosterilebilir. hy, = 1 ve oldugu agiktir

% 14t

cos?(F(1-a)r®)’

hy(t,s) =[]

oldugu agiktir. u = 7%, du = at* dr yazarsak

ft“ du _ tan(Z(1-a)t®)—tan(F(1-a)s%)
s* cos?(F(-au) a(1-a)%

hi(t,s) = =

elde edilir.
x=>01- a)g ve limit y - 0% (a — 1) alinirsa diizenli polinomlarin elde edildigi

kolayca ispatlanir. Ilk olarak, serilerin agilimlari,

tan yt%—tan ys*  yt%—ys®
hl(tls) = ax = ax +0[X]2

ile verilir. O halde

dir. h,(t,s), bir onceki ornekden biraz daha fazla karmasiktir, fakat yine de ¢oziime

uygundur. Ik olarak,

ft (tan yt%—tan ys%)t* ldr

h,(t,s) = fst hy(t,s)d,T = é

s cos? yt@
dir. Yeniden, u = 7%, du = at* 'dt uygulanirsa

ft“ tan yu—tan ys®du

1
hz(t,S) - 2(12)(

s cos? yu

= 20;%2 (sec? yt* — sec? ys® — 2 tan yt% tan ys® + 2(tan ys%)?)

elde edilir. Sonug olarak,
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. . 1
hmx—>0+(a—>1) h2 (t: S) = llm){—)O"’(a—)l) W (1 -1 +(Xta)2 -

+2(xs)* + 0[)(4])

— l ta 2 a a a2 4
Mﬂaﬂ)z(x 22 (D7 = 2xt%xs™ + (rs®)™ + Olx"])
_ T ((+a _ a2 2
)(—>Ol+(a'—>1) 2a2 ((t S ) * 0[)( D
=—(t— 2
2( 5)

dir. Bu 6rnek i¢in tstel fonksiyonu dikkate alalim. Buradan,

It/'l—K1(a’.T) .
$ k0@ " Integrali hesaplayalim,

e,(t,s) =e

J-tl—kl(a,r) _ ft A-sin?(Z(1-a)T*) (- 1) tan(Z(1-a)t%)

5 Kkola,T) s rl—“cosz(g(l—a)r“) - a(l- a)n

elde edilir. Burada C sabiti,

C=_ (1-1) tan(%(l—a)s“) s

a(l—a)g a

ile verilir. Boylece,

(A-1) tan(F(1-a)t%) @
f3 ' age
e,(t,s) =Ade 93 “ A = eC elde edilir.

Ozel durumda, e, (t,s) = Ae'w dir. y=(01- a)g alinirsa,

a a
(,1—1)%#7“;[;(2]

lim e;(t,s)= lim Ae = Ae™

x>0t (a-1) x—-0t(a-1)

elde edilir (Anderson ve Ulness, 2015).
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3.5.3. ikinci Mertebeden Lineer Konform Tiirevler

Onemli matematik denklemleri, matematiksel fizik, matematiksel biyoloji, fiziksel
kimya ve miihendislikte sabit katsayili ikinci dereceden lineer homojen adi diferansiyel

denklemi
ay"(t) + by'(t) + cy(t) = 0, t € Rile verilir.

Yay kiitle sisteminde, a kiitle, b sonlim katsayist ve ¢ yay sabitidir. Bu bdliimde
(3.34) kullanarak sabit katsayili ikinci dereceden lineer homojen adi diferansiyel denklem
arastirmalarina paralel olarak,
aT,T,y(t) + bT,y(t) + cy(t) =0, t € [ty, )
denklemini ele alacagiz. Ek olarak, ilgili Cauchy-Euler tipi konform denklem,
atT,[tT,y(t)] + btT,y(t) + cy(t) = 0,t € [ty, ™), t; > 0
incelenecektir (Anderson ve Ulness, 2015).

Teorem 3.5.3.1. (Sabit Katsayilh Konform Diferansiyel Denklemler):

Ko K1:[0,1] X R — [0, 00) siirekli fonksiyonlar ve (3.34) saglasinlar ve T, (3.35) deki gibi

verilsin. a, b, c € Rve a € (0,1] olsun. (3.37) den sabit A igin,

t A-kq1(a,7) t
fto Ko(la‘r) dr _ efto(l—xl(a,r))da‘r

e, (t, ty) =e

elde edilir. O zaman

aT,T,y(t) + bT,y(t) + cy(t) =0, t € [ty, =) (3.46)

sabit katsayil homojen konform diferansiyel denklemi

a2 +bl+c=0 (3.47)
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yardimc1 denklemine sahiptir ve ¢y, ¢, € R i¢in (3.46) denkleminin genel ¢6ziimii:
1. Eger 44,4, € R (3.47) nin farkl iki kokii ise,

y(t) = crey, (L, tg) + caey, (¢, to) dir.
2. Egerd=— % (3.47) nin tekrarlanan kokii varsa,

y(t) = cye5(t, to) + cae3(t, o) ft’; 1d,s dir.
3. Eger A = { + 4P (3.47) nin kompleks kokii varsa,

y(@) = creq(t, to) cos (ftl; B das) + cpeq(t, tp) sin (f:o B das) dir.

(Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: . 1 kompleks sabit olmak iizere,

ft A-k1(a,T)

to ko(a) dt

y=y() =et ty) =e

¢oziimii ile baglayalim. Bu y ¢oziimiini (3.46) da yerine koyarsak ¢ =1 klasik
durumundaki gibi (3.47) yardime1 denklemi elde edilir. Boylece ti¢ farkli durum olusur.
Eger yardimci denklem iki gergel ve farkli kdke sahipse (i) de verildigi gibi genel

¢oziim istel fonksiyonlarin lineer kombinasyonudur.
Varsayalim ki 4 € R, (3.47) nin katli kokii olsun, yani 1 = —2% dir. O halde
y1(8) = eyt to) = e_%(t, to)

(3.46) nin bir ¢oziimiidiir. « = 1 iken y, = ty; ikinci lineer bagimsiz bir ¢6ziim oldugunu

biliyoruz, ayrica
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v,(6) = e;(t, to)hy (8, to) = e3(t, o) ftto 1d,s dir.

Boylelikle, (3.35) yada (3.44)den

Toy2(6) = ex(tto) (1+ 2 f) 1dys), TaToy2(8) = ea(t, t0) (22 + 22 f 1d,s)
elde edilir.

A =—b/2a) ile aT,T,y,(t) + bT,y,(t) + cy,(t)

kontrol edersek

ae;(t, to) (27L + A2 ft’; 1das) + bey (t, to) (1 + 2 ftto 1das) + cep(t, ty) ftto 1dys
= e,(t, ty)(al? + bA + ¢) ftto 1d,s =0

elde edilir. Burada A yardimci polinomun sifiridir.

Son olarak, varsayalim ki (3.47) nin kokleri A = { + 48 bigimindeki kompleks

sayilar olsun. O zaman Euler formiilii (3.37) ile (3.47) nin kompleks degerli ¢oziimii

y(t) = erip)(t, to) = ez (t, o) (cos (ftz ﬁdas) + 4 sin (ftto ﬁdas))

dir. Bu ifadenin gergel ve imajiner(sanal) pargalart (3.46) denkleminin lineer bagimsiz

¢Ozlimleridir.
Teorem 3.5.3.2. (Cauchy-Euler Konform Diferansiyel Denklemler):
Ko,K1:[0,1] X R — [0,00) fonksiyonlar: siirekli ve (3.34) saglasm ve (3.35) deki T,

verilsin. a, b, c € R ve a € (0,1] olsun. O halde

atT, [tT,y(t)] + btT,y(t) + cy(t) =0, t € [ty, ©),to > 0 (3.48)
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homojen Cauchy Euler konform diferansiyel denklemi (3.47) yardimci denklemine sahiptir

Ve ¢4, ¢, € Rigin (3.48) denkleminin genel ¢oziimii:
1. Eger 14,4, € R, (3.47) nin farkl: iki kokii ise,

y(t) = C1e/‘11/t(t» to) + c2€3,,,.(t, to) dir.

2. Egerd=— %, (3.47) nin tekrarlanan kokii varsa,

t _ )
y(t) = cie;,:(t, to) + ce,¢ (L, tp) fto s 1d,s dir.

3. Eger A = { + 4P (3.47) nin kompleks kokii varsa,

y(t) = creq/.(t, ty) cos (ﬁ ftz s71 das) + cae¢ (¢, t) sin (ﬂ ftto st das) dir.
(Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: 2 kompleks sabit olmak iizere
y =y() = ey(t, to)
¢oziimii ile baglayalim. Bu y ¢oziimiini (3.46) da yerine koyarsak ¢ =1 klasik

durumundaki gibi (3.47) yardimci denklemi elde edilir. Boylece ii¢ farkli durum olusur.

Eger yardimci denklem iki gergel ve farkli koke sahipse, sonug (i) de agiktir. Varsayalim

1 € R, (3.47) nin katlt kokii olsun, yani 2 = — = dir. O halde

y1(t) = ey (t, tp), (3.46) bir ¢dziimiidiir. Diizenlersek

Y2(t) = y1(t) J 57" dgs elde edilir. Buradan da (ii), y; ¢oziimii ve 4 = —
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t
atTy [tTay, (0] + btT,y, () + ¢y, (t) = 2atT,y () + atT,[tT,y,(t)] f s7hdgys

to

+by; () + (btT,y1 (1)) ftz s7ld,s + cy,(t) ftto sTld,s=0

elde edilir. Son olarak, varsayalim ki (3.47) nin kokleri A = ¢ + 4 bigimindeki kompleks

sayilar olsun. O zaman (3.48) in kompleks degerli ¢oziimii

y(@) = eripy/e(t to) = ez e(t, to) (cos (,B ftl; S‘ldas) + 4 sin (,8 ftto s‘ldas))

elde edilir. Tekrardan gergel ve imajiner(sanal) pargalart (3.48) in lineer bagimsiz

¢Oziimleridir.

3.5.4. Self-Adjoint Konform Denklemler

a € [0,1] ve T, da (3.35) ifadesindeki gibi olsun. Bu boliimde

Lx(t) = To[p(Tex — K1(a, )0)](8) + q()x(t) = 0 (3.49)

formal self-adjoint denklemini inceleyelim (Anderson ve Ulness, 2015).

Varsayalim ki [ty, o) tizerinde p,q sirekli ve p(t) # 0, Vt € [ty, ) olsun. D
kiimesini x: [ty, ©) — R fonksiyonlarin kiimesi olarak tanimlayalim dyle ki
T, x: [ty, ) = R siirekli ve T,[p(T,x — ki(a,.)x)]: [ty,©) = R siirekli olsun. x € D
fonksiyonuna Lx(t) = 0, Vt € [ty, ) denklemini saglarsa (3.49) 1n ¢6ziimudir. k, ve
Kk, fonksiyonlar1 (3.34) saglasin, T, (3.35) deki gibi verilsin ve integral (3.40) daki

tanimlansin (Anderson ve Ulness, 2015).
Teorem 3.5.4.1. Varsayalim ki k, ve k, fonksiyonlar1 (3.34) saglasin. « € (0,1] ve

T, (3.35) deki gibi verilsin. [t,, ) aralig: tizerinde p, q, f stirekli, p(t) # 0 ve xy, x; € R
sabitleri verilsin. O halde,

Lx(t) = f(t), x(to) = X0, T x(to) = x4

baslangi¢ deger problemi [t,, o) {izerinde tek ¢6ziimii vardir (Anderson ve Ulness, 2015).

45



Ispat: Lx = f bir vektor denklemine denk olarak yazalim a = 1igin standart

argiimanlari kullanalim. x, Lx = f denkleminin bir ¢6ziimii olsun ve
y(t) = p()(Tex(t) — ky(a, £)x(t)),
T,x(t) = iy (o, )x(t) + % y(t) olsun.

(3.49) da tanimlanan L i¢in, x fonksiyonu Lx = f denkleminin bir ¢6ziimii oldugundan
Tay () = —q(®)x(®) + f(t)

x(t)

elde edilir. Buradan z(t ::[
20 = {y0)

] yazilirsa z fonksiyonu

T,2(t) = A(Dz(t) + b(®), A(®) = [Ki%) 1/}3@]’ b(t) = [f?o]

vektor denkleminin bir ¢oziimii olur. (3.35)deki T, tanimindan,

0 S 0
Ko (a,t)p(t)
z'(t) = [—q(t) —Kl(a,t)]Z(t) + [&l

Ko (a,t) Ko(a,t) Ko(a,t)

elde edilir. Buradaki tiim fonksiyonlar siirekli oldugundan istenen sonug¢ (a = 1) standart

ispatindan gelir.

Ornek 3.5.4.1. Varsayalim ki k, x; fonksiyonlar1 (3.34) saglasin dyle ki [0, o)

aralig1 lizerinde k, diferansiyellenebilir olsun. a € (0,1] ve x,, x; € R verilsin. Eger
p(t) = ey, (£,0) = €90, ), q(8) = (1 + Tyks (, 1)) (1), t € [0, 00)
olursa (3.49) denklemi T, T,x + x = 0 denklemine indirgenir.

T Tox +x =0,x(0) = xg, Tpx(0) = x;
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baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii Teorem 3.5.3.1 yardimiyla

x(t) = xpe,(t, 0) cos (fot 1das) + x120(t, 0)sin (fot 1das)
ile verilir. Eger
wo, w1 € (0,0) Ve ky(a,t) = awd™%, Kk (a,t) = (1 — ) w?

olursa (3.37) ve (3.40) denklemlerinden

1
Ko (a,T)

t

1=V e 142t _ _ 1 t _
eo(t,0) = e(1-@@8 T 0ft g o = ds = e ds, [, 1des = e

elde edilir. Boylelikle, bu 6rnek igin ¢6ziim

_1),a-1,a t 1)@l t
x(t) = xpe(1@08 wit cos( 1_a) + x,e(1m@of eft sm( 1_a)
amg awg

dir. Beklendigi gibi @ = 1, x(t) — x, cost + x; sint dir (Anderson ve Ulness, 2015).

Teorem 3.5.4.2. (Mertebenin Indirgenmesi): Varsayalim ki x,, k; fonksiyonlari
(3.34) esitliklerini saglasinlar. Eger y;, (3.49) lineer homojen denklemin ¢éziimii yani eger

Ly; = 0 ise,

y, () = y,(t) fttoﬁey1 (s,a)dgs, Yi(s):= 2K, (a, s) — 2%31/—25(;) (3.50)

ifadesi (3.49)un ikinci lineer bagimsiz ¢oziimiidiir. Burada ey, (3.37) deki gibi tanimlanir

(Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: (3.49) atfen y, fonksiyonu Ly = 0’1n bir ¢6ziimii olsun ve y,, (3.50) formun

da alinsin. Lemma 3.5.1.1 kullanilarak,

t 1
Ty (t) = y1 (DT, fto 205 ey, (s,a)dgys
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+(Tey1 (8) — K1 (e, t)yl(t)) (s, @)dys

PGS )e“

_Y (t) t 1

dir. O halde

p(t)(Tay2 (t) — K1 (@, D)y, (1))

= 71y, (t,@) + PO (Tey1 (®) = 11 (@, DY1 (D) [ s ev, (5, e
dir. Oyle ki

Tulp(Toy, — k1y2)] = yiYiey, + ey, (Toy: — K1y1)

t

76 )eyl(s ,a)d, s)

1
+0(Tey: — K1Y1) <5 ey, + k

—[qy: + k1p(Teyr — 13’1)]f e )eyl (s,a)dys
dir. O halde

Ta [p(TayZ - Klyz)]

Tay1

1

1
=—qy; + <3’1 <2K1 —2 > + Toy1 — K1}’1> ey, + p(Tey1 — K1Y1) ( ey, + 0)

=—qy;

dir. Burada (3.50) Y; formu kullanild.
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Teorem 3.5.4.3. Varsayalim ki k,, k; fonksiyonlar1 (3.34) esitliklerini
saglasinlar. [0, 00) aralig1 tizerinde k,; diferansiyellenebilir ve a.b: [ty, ) = R siirekli
fonksiyonlar olsun. O zaman
T Tpx + a(t)Tyx + b(t)x = 0, t € [ty, ) (3.51)

denklemi t € [t,, o) i¢in,

p(t) = €a+21, (t, to),

(3.52)
q(@) = p(O) (k1 (@, a(t) + b(t) + Tyky(a,t))
(3.49) daki Self-Adjoint formunda yazilabilir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: Varsayalim ki x (3.51)in bir ¢dziimii olsun. (3.52) den
pa = T,p + 2pkq, pb = q — pak, — pTaky = q — T,(pky) + prc,? (3.53)

elde edilir. (3.51) in her iki tarafin1 p ile garpip ve (3.53)ii kullanarak,

0 =pT,Tyx + paT,x + pbx

= pTo(Tyx) + (Typ — 2pky)Tyx + (q — T, (pky) + picy®)x

= pTy(Tyx) + (Tpx)(Typ — pky) — piTyx + (q — To(piy) + iy ®)x

= To[pTex] — Tolprix] + qx

elde edilir. T, lineerligiyle (3.52)de verilen p,q ile bu denklem Lx = 0 self-adjoint

formundadir.
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Tanmm 3.5.4.1. (Wronskian): kg x4:[0,1] X R — [0, 00) siirekli fonksiyonlar ve
(3.34)  esitliklerini  saglasinlar.  x,y:[tg, ) > R, [ty, ) araligi  lizerinde

diferansiyellenebilir ise, x ve y konform wronskian’

x(t)  y()

Tax(t) Tay(t))’ L € [to, ) (3.54)

W(x,y)(t) = det(

ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015).

Tanmm 3.5.4.2. (Lagrange Parantezleri): x,y:[ty, ) = R, [ty, o) aralig

tizerinde diferansiyellenebilir olsun. x ve y Lagrange parantezleri

t € [to, o) igin, {x: y}(t) = p(OW (x,y)(t)

ile verilir. Burada W, (3.54) de verilen Wronskiandir (Anderson ve Ulness, 2015).
Teorem 3.5.4.4. (Lagrange Ozdesligi): x,y € D,

x(O)Ly(t) — y(t)Lx(t) = T {x: y}(t), t € [t,, ) dir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: Konform garpim kuralindan, [t,, ) aralig1 iizerinde

Tolx:y} = Tolxp(Toy — k1y) — yp(Tex — k1))

= xTa[p(Tey — k1)1 + p(Toy — k1Y) (ToX — K1X)

—YTalp(Tax — k12)] = p(Tax — k1) (Toy — k1Y)

= xTa[p(Tay — k1)) = yTo[p(Tex — K12)]

= x{qy + To[p(Toy — k10)1} — ¥{ax + Ta[p(Tex — k12013

= xLy — yLx dir.
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Sonu¢ 3.5.4.1. (Abel Formulii): Eger xvey her ikisini de (3.49) denklemini

gozerse,

W) (6) = <45, vt € [to, o)

dir. Burada ¢ € R sabittir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: Varsayalim ki x vey her ikisi de (3.49) denklemini saglasin. Lagrange

0zdesligi ile
T {x:y} =0, t € [ty, o) dur.
Buradan {x, y}(t), T, gore sabit olmalidir. Yani
{x,y}(t) = cep(t, ty), t € [ty, ) dir.
Sonug 3.5.4.2. Eger x ve y her ikisi de (3.49) denklemini ¢ozerse, ya
W(x,y)(t) =0, Vt € [ty, o) olur
ya da
W(x,y)(t) # 0, Vt € [ty, ) dir.
Birinci durum x ve y’nin [ty, o) iizerinde lineer bagimli oldugu durum igin gegerlidir.
Ikinci durum x ve y’nin [ty, ) iizerinde lineer bagimsiz oldugu durum igin gecerlidir.

Dikkat edelim ki @ = 1 iken bu sonuglar saglanir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: Varsayalim ki x ve y her ikisinide (3.49), ¢ozsiin. Abel formiiliiyle 3.5.4.1

(t.to)
W (x, y)(t) == 5%, Vt € [to,0)
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elde edilir. Eger x vey lineer bagimli ise, Vt € [t,, ) lizerinde W (x,y)(t) = 0 oldugu

agiktir. Bunun yani sira Vt € [t,, ) araligi iizerinde W (x, y)(t) = 0 ise, o halde
0 = xTpy — ¥Tax = x(koy' + k1Y) — y(Kox' + K1X) = Ko(xy' — X'y),
boylece x ve y lineer bagimlidir.

Uyan 3.5.4.1. iki siirekli fonksiyonun konform i¢ ¢arpimi

b
(v,2) = [, ¥(£)z(t)eo (b, t)dqat
ile tanimlanir. x ve y Langange parantezi ile tanimlanmisti.
{x:y}(@) = p(OW (x, ) (D), t € [to, ) dur.

Lagrange 0zdesligi (Teorem 3.5.4.4) integrali alinarak ve i¢ c¢arpim notasyonunu

kullanirsak

b
(x, Ly) — (7, Lx) = f T, 0y} (D) eo (b, ) dgt

= {x:y}(b) — {x: y}(a)eo (b, a)
=p(W (x,y)(b) — p(@)W (x,y)(a)eo (b, a)

elde edilir. (3.49) denklemi yukarida verilen i¢ ¢arpima goére formal self-adjointdir. Yani x

ve y fonksiyonlari

(D)W (x,y)(b) = p(@)W (x, y)(a)ey(b,a)
self-adjoint sinir kosullarini saglarsa

(x,Ly) = (y, Lx) 6zdesligi saglanir (Anderson ve Ulness, 2015).
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Tamim 3.5.4.3. (Cauchy Fonksiyonu): Vs € [t,, ) igin,

x: [ty, ) X [ty, ) — R fonksiyonu

Lx(.,s) =0,x(s,s) =0, Tox(s,s) = ﬁ

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii ise x fonksiyonuna (3.49) denklemini sagladigi igin

Cauchy fonksiyonu denir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ornek 3.5.4.2. (3.49) da g = 0 almirsa,
Talp(®) (Tex(8) — ky(a, £)x(8))] = 0

denklemi i¢in Cauchy fonksiyonu

x(t,s) = fst e;((rr’)s) d,T, Vt, s € [t ) ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015).

Teorem 3.5.4.5. Egeru ve v (3.49) denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ise

(3.49) i¢in x(t, s) Cauchy fonksiyonu

_ u(s)v(e)-v(s)ult)
x(t,s) = e TrG ey U € [to, o0) (3.55)

ile verilir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: (3.55) denklemin sag tarafi y(t, s) olarak tanimlansin. Dikkat edersek her bir
sabit s i¢in, y(.,s), u ve v ¢dztimlerinin lineer kombinasyonudur ve (3.49) ¢oztimleridir.

Aciktir ki y(s,s) = 0 Ayrica

u(s)Tav(t)—v(s)Teu(t)
(&) [u(S)Tav(s)—v(s)Tau(s)]

Tay(t; 5) =

elde edilir. (3.54)de verilen Wronskian tanimi kullanilarak,
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W 1

T,y(s,s) = pEOWY)(S)  p(s)

bulunur. Baslangi¢ deger problemlerinin ¢dziimiiniin tekliginden (Teorem 3.5.4.1), her bir

sabit s igin,
x(t,s) = y(t,s) bulunur.

Teorem 3.5.4.6. (Sabitlerin Degisimi Formiilii): Farz edelim ki a € [ty, ) ve

[to, o) lizerinde f siireklidir. x(t, s), (3.49) i¢in Cauchy fonksiyonu olsun. O zaman
x(t) = f;x(t, S)f(s)dgs, t € [to, ) ifadesi
Lx = f(t), x(a) =0,Tyx(a) =0
baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiidiir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: x(t,s), (3.49) igin Cauchy fonksiyonu olsun ve
x(t) = f:x(t, S)f(s)dgs, x(a) =0
olsun. x igin T, konform tiirev alinirsa ve Lemma 3.5.1.2 (iv) kullanilirsa
T,x(6) = x(& OF (O + [L Ta[x (6, )If (5)des = [} Ta[x(t, )1f (5)dgs

elde edilir. Dikkat edilirse integral de T,, t degiskenine gore tiirevi gostermektedir. Bu

yiizden

T,x(a) = 0 dir. Buradan

() (Tax(8) — 11 (2, )x(8)) = [ p(E)(Tax(t, 5) = Ky (@, )x(t, 5))f (5)das

elde edilir ve Lemma 3.5.1.2 (iv) kullanilarak
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To[p () (Tax (£) — K1 (@, )x(D))]

= p(O)(Tpx(t, ©) — 1y (@, )x(t, 1)) £ (©)

+ f To[p(0) (Tax(t, 5) — 1(@ Dx(t, )] (5)des

= f() + f (~q(Ox(t,))f (5) dgs

= f(t) —q(®)x(t)
elde edilir. Sonug olarak,
Lx(t) = f(¢t) dir.

Sonu¢ 3.5.4.3. Farz edelim ki a € [ty, ) Ve [ty o) araligi iizerinde f

stireklidir. x(t, s), (3.49) i¢in Cauchy fonksiyonu olsun. O halde

x(8) = u(®) + [, x(t,5)f(s)dgs, t € [to, ) fonksiyonu

Lx = f(t),x(a) = A, Tyx(a) =B

baslangi¢ deger probleminin bir ¢6ziimiidiir. Burada A ve B sabitlerdir ve u fonksiyonu
Lu=0,u(a) =4, T,u(a) =B

baslangi¢ deger probleminin bir ¢oziimiidiir (Anderson ve Ulness, 2015).

Teorem 3.5.4.7. (Baslangic Deger Problemleri icin Karsilastirma Teoremi):
Varsayalim ki (3.49) i¢in x Cauchy fonksiyonu

t = sicin x(t,s) = 0 kosulunu saglasin. Eger u, v € D fonksiyonlar1
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Lu(t) = Lv(t), Vt € [a, b],

u(a) = v(a), T,u(a) = T,v(a)

kosullarini sagliyorlarsa,

u(t) = v(t), vt € [a, b] dir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: u ve v teoremin ifadesindeki gibi olsun.

w(t):=u(t) — v(t), Vt € [a, b] aralig1 lizerinde alinirsa

h(t) == Low(t) :== Lu(t) — Lv(t) = 0, Vt € [a, b]

bulunur. Sonug olarak,

Lw(t) = h(t), w(a) = Tyw(a) =0

baslangi¢ deger probleminin ¢6ziimidiir. Sabitlerin degisimi formiiliinden (Teorem

3.5.4.6)
w(t) = fatx(t, s)h(s)d,s =0

elde edilir.

3.5.5 Sturm-Liouville Problemleri

a € [0,1] ve T, (3.35) deki gibi olsun. Bu béliimde

Tolp(Tox — k1 (a, . )0)](©) + (Ar(t) + q(©))x(£) =0 (3.56)

Sturm-Liouville konform diferansiyel denklemini ele alalim. Varsayalim ki [tg, o0)

tizerinde p, q, r gergel ve stirekli fonksiyonlar
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p(t) #0,Vt € [ty,0) ver(t) =0
olsun. (3.49) kullanilarak, denklem (3.56)
Lx = —Ar(t)x olarak ifade edilir. Simdi
Lx = —Ar(t)x
{x(a) = fTax(a) =0 (3.57)
yx(b) — 8T,x(b) =0
Sturm-Liouville problemini ele alalim. Burada ¢, 5, y, § reel sabitleri
{2+ B%2>0,y%2+6%2>0
kosulunu saglar (Anderson ve Ulness, 2015).
Ornek 3.5.5.1. ko ky:[0,1] X R - [0, ) fonksiyonlari siirekli ve (3.34) saglasimlar
ve kq(a,t) = Kk, (a) reel sabit olsun (3.57)de p(t) =1,¢ >0 ve 2{ = k,(a) verilsin.
(3.57) Sturm-Liouville probleminde yani

T Tax(t) —2{Tyx(t) + Ax(t) = 0, x(0) = 0 = x(¥)

i¢in ozikililer bulalim. Teorem 3.5.3.1 ile ¢6ziimler e, (t, 0) formunu alir. Burada m
m2—2im+A=0m={FJ(? -1

yardime1 denklemin bir kokiidiir. Eger

A < (Zise, x(t) = cleGm(t, 0) + czez_m(t, 0)

dir. Sinir kosullari ¢; = 0 = ¢, olmasini gerektirir. Bu durumda 6zdeger yoktur. Eger
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A = (%ise, x(t) = cre7(t,0) + cpe7(t, 0) fot 1d,s

dir. Sinir kosullarindan ¢; = 0 = ¢, elde edilir. Bu durumda da 6zdeger yoktur. Eger
A > (% ise, x(t) = cre.(t,0) cos (fot A— (Zdas) + c2e¢(t,0) sin (fot A — (Zdas)
dir. x(0) = 0 sinir kosulundan ¢; = 0 ve x(£ ) = 0 kosulundan

(fotmdas) =nr,n €N

elde edilir. A’ya gore ¢ozersek

2
A:An:{2+< K ) ,n € N 6zdegerleri ve

f(f 1dgs

x(£) = x,(t) = e¢(t,0) sin <M>

Jy 1dgs
karsilik gelen 6z fonksiyonlar elde edilir.
a = 1(¢ = 0) i¢in, (A, x,,) = ((nr/£)?, sin(nmt/£))
bilinen 6zikiliye indirgenir (Anderson ve Ulness, 2015).
Teorem 3.5.5.1. (3.57) Sturm-Liouville problemindeki biitiin 6zdegerler gergel ve
basittir. Yondes her bir 6zdegere karsilik gergel degerli bir 6z fonksiyon vardir. (3.57)

denkleminin farkli 6zdegerlerine karsilik gelen 6z fonksiyonlari r ve e, fonksiyonlarina

gore ortogonaldir. Yani farkl 6z degerlere karsilik gelen x; ve x, fonksiyonlari i¢in

f: x1(t) %, (D1 (H)eg(b, t)dgt = 0

dir (Anderson ve Ulness, 2015).
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3.5.6 Gronwall Esitsizligi

Bu boliime karsilastirma teoremi ile baslayacagiz, bu boliim boyunca a € (0,1],
t € [ty, ) araliginda Ve K, k; fonksiyonlari (3.34) esitliklerini saglasinlar (Anderson ve
Ulness, 2015).

Lemma 3.5.6.1. [t,, %) lizerinde p,y, f siirekli fonksiyonlar ve e, (3.37)deki gibi

tanimlansin. O halde

Tay(®) < p(O)y () + f(1), V t € [to, ) ise,

y(t) < y(to)ey(t, tp) + f; e, (t,s)f(s)dgs, Vt € [ty, 00 dir (Anderson ve Ulness, 2015).
Ispat: Konform i¢ ¢arpim kuralini (Lemma 3.5.1.1 (iii)) kullanilirsa

Ta[y(©)ex, -t to)] = [Ty () = p(O)y(©)]ey, (¢t to)

elde edilir. ey (¢, s) carpip her iki tarafin integrali alinirsa, Lemma 3.5.1.2 (ii) yardimiyla

Y(S)ew,—p (5, todeo(t, iy, = [ [Tay(s) = p(S)y(S)]ew, (5, to)eo(t, 5) des

y(©)ex,—p(t to) — y(toeo(t, to) < ftto f(s)ew,—p(s, to)eg(t,s) dgs
elde edilir. Oyle ki

eo(t,to) t ex1-p(Sto)eo(t,s)
< _eo(tto) ZK17p > 0JF0RER)
y(t) < y(ty) exr—p(L.L0) + fto f(s) ey —p(E.00) dgs

bulunur. (3.37) yardimiyla

eo(t,to) ex,—p(Sito)eo(t,s)
——2_=e (tt,) ve +———""=1¢ (t,s
exe;—p(t,to) p(t:to) ex—p(t,to) p(L,5)
elde edilir.
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Teorem 3.5.6.1. (Gronwall Esitsizligi): [ty, o) tlzerinde p,y,f siirekli

fonksiyonlar ve p > 0 olsun. O zaman
() < F©) + [ p(s)y(s)eo(t,s) das, V t € [to,0) ise,
y(@) < f(t) + ftz p(s)f(s)ey(t,s) dys, Vt € [ty, o) dir (Anderson ve Ulness, 2015).

Ispat: z(t) = fti)p(s)y(s)eo(t,s) d,s alirsak z(t,) =0 olur. Lemma 3.5.1.2
(i)den

Toz(t) = p(®y (@) < pOIf @) +2(O] = p(Of () + p(O)z(t)
elde edilir. Lemma 3.5.6.1 ile
2(6) < [} ep(t,5)p(8)f () das
elde edilir. y(t) < f(t) + z(t) oldugundan teorem elde edilir.
Sonug 3.5.6.1. [t,, =) lizerinde p, y siirekli fonksiyonlar ve p > 0 olsun. O zaman
y(©) < [ p()y()eo(t, s) dos, Vi € [to, ) ise,
y(t) <0, Vt € [ty, o) olur (Anderson ve Ulness, 2015).

Sonug 3.5.6.2. [t,, ) lizerinde p, y siirekli fonksiyonlar , p = 0 ve § € R olsun. O
halde

y(6) <8+ [ p(8)y(s)eo(t, s) des, VE € [to, ) ise,

y(t) < Sey(t, to) + Sftto Kki(a,s)ey(t,s)dys, Vt € [ty, ) dir (Anderson ve Ulness,

2015).
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Ispat: ilk olarak
ep(t,s) = ey, p(s, t)e(t, s) (3.58)

dir. Teorem 3.5.6.1 f(t) = & alirsak ve Teorem 3.5.1.1 (v) kullanirsak, (3.58) ifadesinden
y(t) <6 [1 + fttop(s)e,cl_p(s, t)eg(t, s)das]
=4 _1 - ftto(lcl(a, s) = p(s))ex,—p(s, t)eg(t,s)dys + f; Kk1(a,s)e,, (s, t)eg(t, s)das]

=8|1- ftt; T, —p (s, )eg(t, s)dys + ftz Kk1(a, s)ey(t, s)das]

i s=t t
=0 |1 — e, —p(s, Deo(t, s)|s=t0 + fto K1 (a, s)ey(t, s)das]

[ t
= & |exy-p(t, todeo(t to) + . 11 (e, $)ey (& s)das]
t
= 8e,(t,to) + 6ft0 K1(a, 5)e,(t,5)dgs

elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde kesirli mertebeden konform Sturm —Liouville operatorii ele alinacaktir.
Bu operator i¢in smir deger uzayir insa edilecektir. Bu kavram yardimiyla kesirli
mertebeden konform Sturm-Liouville operatérii ig¢in tiim maksimal disipatif, akretif ve
kendine es genislemeleri elde edilmistir.

Denklemden operatore gecis yapmak igin,

f.9) = [L f(©)g(®) dat, f, g € L2(a,b),

ic carpmi yardimiyla L2 (a, b) Hilbert uzayini tammlayalim (Allahverdiev, vd., 2019).
p(x) ile q(x) reel degerli siirekli ve [a,b] araligi lizerinde konform kesirli

integrallenebilir fonksiyonlar olmak tizere

ly = =T,(p(x)T,y) + q(x)y, L% (a, b) (4.1)

Sturm-Liouville ifadesini g6z 6niine alalim.

Simdi maksimal ve minimal operatoriin tanim kiimelerini verelim,

Dmax

{y € L[a, b]:y ve (pT,) (), [a, bliizerinde mutlak sirekli }
ve l(y) € L%(a, b) '

Dinin = {¥ € Dpax:y(a) = (pTy)(a) = 0,y(b) = (pT,)(b) = 0}.
Laxy = ly ile Dy, tizerinde L,y ,, maksimal operatoriinii tanimlayalim.
Eger L, operatorii D,,;, kiimesine kisitlanirsa L,,;,, minimal operator elde edilir.

Lonin" = Lmax V& Lmin kapali simetrik operatoriidiir (Naimark,1968).

VY,Z € Dpqx 1¢in, Green formiilii;
(ly,2) = (1,12) = p()2(N) T, (y(x)) — p()y ()T (2(x))

b
a

= [p) (20T (y®) ~ yITa(2)) )]
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= [y,2z](b) — [y, z](a)

ile verilir. Burada

[y, 21(x) = p() (2()Te (y () = y ()T (2()))

ile tanimlanir.

Tamm 4.1. H Hilbert uzay, I'; I,: D(M*) — H lineer déniisiimler olsun.
1) vf,g € DM ig¢in (M*f, @)y — (f M" @3 = (Iif, 129y — (ILf, 129D

2) Herhangi bir Fy, F, € H igin bir f € D(M™*) vektort vardir 6yleki
Flf - Fl ve sz - FZ O|Ur
Kosullarini saglayan (H,T;I3) tglisiine H Hilbert uzay: iizerinde esit indis defektli M
kapali simetrik operatoriiniin sinir deger uzayi denir.

Simdi

: 2 _ (@ _ (P@To(y(@)
[ T3 Dnax = €, Ty = (367) By = (o) (.2)

dontistimlerini tanimlayalim.

Teorem 4.1. (4.2) ile tammlanan (C?,Ty,T,) tigliisii L,y,;, operatdriiniin bir smir

deger uzayidir.
Ispat: Vy,z € D,y igin

(y — Lz)ce — (Ly — [1Z) 2

(—y(a)> (P(a)Ta(Z(a))> _ <P(a)Ta(y(a))> <—Z(a)>
y(®) ) \p(b)T,(2(b)) p(DT(y(1))) '\ z(b)

c? c?

63



= (@ (p@Ta(2(@))) + y(B) (p(OIT (2(1)) )

~(-p(@T(y(@) (@) + PO T, (y(B))(2(b)))

= p(OTe(y(@) Z(@) - ¥(@) (p()Tu(2()))

+y(b) (P(0)Ta(2(1)) ) = (W) (y(6)) 2(B))

= [yr z|(b) — [y» z](a) = (Lmaxyr2) — ) Lnax2)

Green Ozdesligi yardimiyla elde edildi. Boylelikle sinir degeri uzaymin taniminin ilk

kosulunu kanitladik. Simdi sinir deger uzayinin taniminin ikinci kosulunu kanitlayacagiz.

Uy _ ("1
w= (uz)’v P (vz) €C
y(t) = a1 (Duy + ax (v +az(Hu, + au(t)v, € H,

vektor degerli fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglasin.

O_’EO] (a)=1 Ta1 (@) =0 aEO] b)=1 Tal (b)=0
O_’go] (a)=1 Ta2 (@) =0 ago] b)=1 TOlz (b)=0
ago] (@=1 Tu(@=0 ago] (b)=1 Ta(d)=0

CZA[LO](CL) =1 Ta4(a) =0 aA[LO](b) =1 Ta4(b) =0

Bu durumda bu fonksiyon Dy, kiimesine aittir ve
Ly=u,lLy=v

oldugu agiktir.
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Sonug 4.1. K, C? uzayinda biiziilme operatdrii ise L,y;, operatoriiniin

(K-Dhhy+i(K+DLy=0 (4.3)
ve
(K-DIhy—i(K+DLLy=0 (4.4)

kosullarim1 saglayan y € D,,,, fonksiyonlarmmin kiimesine kisitlanmasi sirasiyla L,
operatdriiniin maksimal disipatif ve maksimal akretif genislemesidir.

Tersine L,,;, operatorinin keyfi maksimal disipatif ve maksimal akretif
genislemeleri (4.3) ve (4.4) kosullar1 yardimiyla verilir. K biiziilme operatorii genisleme ile
tek tiirlii belirlenir.

Eger (4.3) ve (4.4) ifadesindeki K operatorii izometrik olursa L,,;, operatoriiniin
maksimal simetrik genislemesini, eger Uniter olursa L,,;, Operatoriiniin kendine es

genislemesini verir. L,y,;, operatoriiniin disipatif genislemelerinin genel formu

KTy + ilLy) = (Ihy — ilby, Iy + ilLy) € D(K)

KTy — ily) = (hy + ilLy, [y — ilLy) € D(K)

kosulu ile verilir. Burada K operatorii f € D(K) igin,

IKAI < NIfl

kosulunu saglayan lineer operatordiir.
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5. SONUC

Bu tez c¢alismasinda, konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville operator ele
alinmistir. Bu operatdr i¢in siir deger uzayi insa edildi. Sinir kosullar1 yardimiyla tiim
maksimal disipatif, akretif ve kendine es genislemeleri elde edilmistir. Elde edilen sonuglar
orijinal olup literatiire katkisi olacaktir. Bu ¢alismanin devami olarak singiiler durumda

konform kesirli mertebeden Sturm-Liouville operatoriiniin genislemeleri yapilabilir.
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