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DANIŞMAN:
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ÖZET

Bu tez beş bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giriş kısmına ayrılmıştır.

İkinci bölümde, diğer bölümlerde kullanılacak olan özel fonksiyonların tanımları ve bazı özel-

likleri verilmiştir.

Üçüncü bölümde, gamma, beta ve hipergeometrik fonksiyonlarının çeşitli genelleştirmeleri ile

ilgili yapılmış olan bazı çalışmalardan bahsedilmiştir.

Dördüncü bölümde, Prabhakar fonksiyonu yardımıyla gamma ve beta fonksiyonları için yeni

genelleştirmeler tanımlanmıştır. Ardından, yeni genelleştirilmiş beta fonksiyonu kullanılarak Gauss

hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonları için de yeni genelleştirmeler verilmiştir. Ay-

rıca, bu genelleştirilmiş fonksiyonların bazı özellikleri incelenmiştir.

Beşinci bölümde, elde edilen bulgular özetlenerek ileriki çalışmalar için çeşitli öneriler sunul-

muştur.
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunulmuştur.

Simgeler Açıklama

Γ(x) : Gamma fonksiyonu

B(x, y) : Beta fonksiyonu

(α)n : Pochhammer sembolü

2F1(a, b; c; z) : Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Φ(b; c; z) : Konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Eα(z) : Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Eα,β(z) : İki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

Eγ
α,β(z) : Prabhakar fonksiyonu

M[f(x) :s] : Mellin dönüşümü

M−1[F (s) :x] : Ters Mellin dönüşümü

Γp(x) : Genişletilmiş gamma fonksiyonu

Bp(x, y) : Genişletilmiş beta fonksiyonu

Fp(a, b; c; z) : Genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonu

Φp(b; c; z) : Genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonu
EΓ

(α,β;γ)
p (x) : E-gamma fonksiyonu

EB
(α,β;γ)
p (x, y) : E-beta fonksiyonu

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z) : E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

EΦ
(α,β;γ)
p (b; c; z) : E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

H(t) : Heaviside fonksiyonu

δ(t) : Dirac delta fonksiyonu

vi



1. GİRİŞ

Uygulamalı matematiğin önemli çalışma alanlarından birisi olan özel fonksi-

yonlar genellikle has olmayan integraller ya da sonsuz seriler yardımıyla tanımlanırlar

[1, 2, 4, 13-16, 21, 33]. Matematiksel fizik, olasılık teorisi ve diğer alanlarda pek çok

uygulamalara sahip olmaları nedeniyle, en önemli özel fonksiyonlar arasında gamma,

beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonları yer almaktadır.

Bu özel fonksiyonların tanımları ve bu tez de kullanılacak olan bazı özellikleri ikinci

bölümde verilmiştir.

Literatür incelendiğinde 1994, 1997 ve 2004 yıllarında Chaudhry ve arkadaşları

tarafından yapılan çalışmalardan [6-8] ilham alınarak, gamma, beta, Gauss hipergeo-

metrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarının çeşitli genelleştirmeleri ile ilgili

2011 yılından itibaren yapılan çok sayıda yayına rastlanmaktadır. Bu çalışmalardan

bazılarına üçüncü bölümde değinilmiştir [9, 11, 12, 17, 20, 26, 28, 30-32, 34, 37].

Ayrıca belirtelim ki 2010 yılında Özarslan ve Özergin tarafından yapılan çalış-

mayı [24] takiben, Appell, Lauricella ve Srivastava fonksiyonları gibi çok değişkenli

hipergeometrik fonksiyonlarının genelleştirmeleri ile kesirli türev ve integral operatör-

lerinin genelleştirmeleri üzerine yapılan çalışmaların da oldukça popüler hale geldiği

görülmektedir [3, 5, 10, 12, 18, 25, 35, 36].

Özel fonksiyonların genelleştirmeleri üzerine yapılan çalışmalar, uygulama alan-

larının genişlemesi açısından büyük öneme sahiptir ve bu konu üzerine yapılan çalış-

maların sayısı da gün geçtikçe artmaktadır.

Bu sebeple, yukarıda kısmen bahsedilen yayınlardan da esinlenerek, bu tez

çalışmasının dördüncü bölümünde gamma, beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent

hipergeometrik fonksiyonlarının yeni genelleştirmeleri tanımlanmıştır. Ayrıca tanım-

lanan yeni genelleştirilmiş fonksiyonlar için bazı integral temsilleri, Mellin dönüşüm-

leri, türev formülleri, toplam formülleri ve indirgeme bağıntıları elde edilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, tez çalışmasının ilerleyen bölümlerinde kullanılacak olan özel

fonksiyonların tanımları ve bazı özellikleri verilecektir.

Tanım 2.1. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu,

Γ(x)=

∫ ∞
0

tx−1e−tdt, x>0 (2.1)

genelleştirilmiş integrali ile tanımlanır [1].

Gamma fonksiyonuna

Γ(x+ 1)=x!, x>−1

özelliğinden dolayı genelleştirilmiş faktöriyel fonksiyonu da denir. Ayrıca

Γ(x+ 1)=xΓ(x), x>0

eşitliği de sağlanır [1].

Belirtelim ki, x∈C olması durumunda (2.1) integraliRe(x)>0 için yakınsaktır

[33].

Tanım 2.2. (Beta Fonksiyonu) B(x, y) ile gösterilen beta fonksiyonu,

B(x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, x>0, y>0 (2.2)

genelleştirilmiş integrali ile tanımlanır [1].

Diğer taraftan (2.2) de t=sin2 θ ve t= u
1+u

dönüşümleri yapılırsa sırasıyla

B(x, y)=2

∫ π
2

0

(sinθ)2x−1(cosθ)2y−1dθ, x>0, y>0 (2.3)

ve

B(x, y)=

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
du, x>0, y>0

2



elde edilir [1]. Gamma fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasında

B(x, y)=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, x, y 6=0,−1,−2,. . . (2.4)

şeklinde bir ilişki vardır [33]. Ayrıca (2.4) eşitliğinden kolaylıkla görülebilir ki

B(x, y)=B(y, x)

olup, bu eşitlik beta fonksiyonunun simetri özelliği olarak adlandırılır [33].

Belirtelim ki, x, y ∈ C olması durumunda (2.2) integraliRe(x)>0 veRe(y)>0

için yakınsaktır [33].

Tanım 2.3. (Pochhammer Sembolü) α kompleks bir sayı ve n sıfır ya da pozitif tam-

sayı olmak üzere Pochhammer sembolü

(α)n=

α(α + 1) . . . (α + n− 1) ,n∈N
1 ,n=0

şeklinde tanımlanır [33].

Pochhammer sembolü, gamma fonksiyonu yardımıyla

(α)n=
Γ(α + n)

Γ(α)
, α 6=0,−1,−2,. . .

biçiminde de verilir [33]. Ayrıca, Pochhammer sembolü

(a)n+m=(a)m(a+m)n (2.5)

özelliğine de sahiptir [33].

Tanım 2.4. (Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu) a, b, c ∈C ve c 6= 0,−1,−2,. . . ol-

mak üzere Gauss hipergeometrik fonksiyonu

2F1(a, b; c; z)=
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

zn

n!
, |z|<1

şeklinde tanımlanır [33]. Bazen 2F1(a, b; c; z) yerine F(a, b; c; z) gösterimi de kul-

lanılır.

3



Pochhammer sembolü ile beta fonksiyonu arasındaki

(b)n
(c)n

=
Γ(b+ n)

Γ(b)

Γ(c)

Γ(c+ n)

Γ(c− b)
Γ(c− b)

=
B(b+n, c−b)
B(b, c−b)

, (Re(c)>Re(b)>0) (2.6)

özelliğinden [1] yararlanılarak Gauss hipergeometrik fonksiyonu

F(a, b; c; z)=
∞∑
n=0

(a)n
B(b+n, c−b)
B(b, c−b)

zn

n!
, |z|<1 (2.7)

(Re(c)>Re(b)>0)

şeklinde de yazılabilir Ayrıca Gauss hipergeometrik fonksiyonu

F(a, b; c; z)=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−adt (2.8)

(arg |1− z|<π, Re(c)>Re(b)>0)

integral temsiline sahiptir [33].

Tanım 2.5. (Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonu) b, c ∈ C ve c 6= 0,−1,−2,. . .

olmak üzere konfluent hipergeometrik fonksiyonu

1F1(b; c; z)=Φ(b; c; z)=
∞∑
n=0

(b)n
(c)n

zn

n!
, |z|<∞

şeklinde tanımlanır [33].

Pochhammer sembolü ile beta fonksiyonu arasındaki (2.6) özelliğinden yarar-

lanılarak konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Φ(b; c; z)=
∞∑
n=0

B(b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
(2.9)

(Re(c)>Re(b)>0)

biçiminde de yazılabilir. Ayrıca konfluent hipergeometrik fonksiyonu

Φ(b; c; z)=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztdt (2.10)

(Re(c)>Re(b)> 0)

integral temsiline sahiptir [33].
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Gamma, beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyon-

ları hakkında daha fazla bilgi için [1, 2, 4, 13, 14, 21-23, 27, 33] nolu referanslara

bakılabilir.

Tanım 2.6. (Mellin Dönüşümü) (0,∞) aralığında tanımlı reel değerli bir f fonksiyo-

nunun Mellin dönüşümü,

M[f(x) :s]=F (s)=

∫ ∞
0

xs−1f(x)dx, s ∈ C

şeklinde tanımlanır. [19].

Ayrıca Mellin dönüşümü,

M[f(x) :s]=F (s)⇒M[f
′
(x) :s]=−(s− 1)F (s− 1) (2.11)

özelliğini sağlar [19].

Tanım 2.7. (Ters Mellin Dönüşümü) F fonksiyonun ters Mellin dönüşümü

M−1[F (s) :x]=f(x)=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
x−sF (s)ds, c = Re(s)

şeklinde tanımlanır [19].

Tanım 2.8. (Mittag-Leffler Fonksiyonları) Bir parametreli ve iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonları sırasıyla

Eα(z)=
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ 1)
, α∈C, Re(α)>0

ve

Eα,β(z)=
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
, α, β∈C, Re(α)>0

şeklinde tanımlanır [16].

Tanım 2.9. (Prabhakar Fonksiyonu) Üç parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak

da bilinen Prabhakar fonksiyonu

Eγ
α,β(z)=

∞∑
n=0

(γ)n
Γ(αn+ β)

zn

n!
, α, β, γ∈C, Re(α)>0

şeklinde tanımlanır [29].
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1971 yılında Prabhakar tarafından tanımlanan bu fonksiyonun bazı özel durum-

ları şunlardır:

E1
α,β(z)=

∞∑
n=0

(1)n
Γ(αn+ β)

zn

n!
=
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ β)
=Eα,β(z)

E1
α,1(z)=

∞∑
n=0

(1)n
Γ(αn+ 1)

zn

n!
=
∞∑
n=0

zn

Γ(αn+ 1)
=Eα(z)

E1
1,1(z)=

∞∑
n=0

(1)n
Γ(n+ 1)

zn

n!
=
∞∑
n=0

zn

n!
=ez

E2
1,2(z)=

∞∑
n=0

(2)n
Γ(n+ 2)

zn

n!
=
∞∑
n=0

zn

n!
=ez

Eγ
1,β(z)=

Φ(γ; β; z)

Γ(β)
.

Ayrıca, Prabhakar fonksiyonunun m. basamaktan türevi

dm

dzm
[
Eγ
α,β(z)

]
=(γ)mE

γ+m
α,β+αm(z) (2.12)

biçimindedir [29].

Mittag-Leffler fonksiyonları hakkında daha fazla bilgi için [15, 16, 19, 21, 23,

27, 29] nolu referanslara bakılabilir.
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3. GENELLEŞTİRİLMİŞ ÖZEL FONKSİYONLAR

Bu bölümde gamma, beta ve hipergeometrik fonksiyonlarının çeşitli genelleştir-

meleri üzerine yapılmış bazı çalışmalara değinilecektir.

3.1. GAMMA FONKSİYONUNUN GENELLEŞTİRMELERİ

1994 yılında, Chaudhry ve Zubair klasik gamma fonksiyonuna e−
p
t düzenleyici

çarpanını ekleyerek genişletilmiş gamma fonksiyonunu,

Γ(x; p)=

∫ ∞
0

tx−1e(−t−
p
t )dt, Re(p)>0 (3.1)

şeklinde tanımlamışlar ve tanım kümesini tüm kompleks düzleme genişletmişlerdir [6].

p=0 için genişletilmiş gamma fonksiyonu, klasik gamma fonksiyonuna indirgenir.

Son yıllarda pek çok araştırmacı, gamma fonksiyonunun (3.1) deki genişletilme-

sinden esinlenerek çeşitli genelleştirilmiş gamma fonksiyonları tanımlamışlardır. Bun-

lardan bazıları şunlardır:

Özergin ve arkadaşları [26]

Γ(α,β)
p (x)=

∫ ∞
0

tx−11F1

(
α; β;−t− p

t

)
dt

(Re(α)>0, Re(β)>0, Re(p)>0, Re(x)>0),

Parmar [28]

Γ(α,β;m)
p (x)=

∫ ∞
0

tx−11F1

(
α; β;−t− p

tm

)
dt

(Re(α)>0, Re(β)>0, Re(p)>0, Re(x)>0, Re(m)>0),

Çetinkaya ve arkadaşları [11]

Γ(α,β;κ,µ)
p,q (x)=

∫ ∞
0

tx−11F1

(
α; β;−t

κ

p
− q

tµ

)
dt

(min{Re(p), Re(q), Re(α), Re(β), Re(κ), Re(µ)}>0, Re(x)>0),

7



Şahin ve arkadaşları [37]

Γ(κ,µ)
p,q (x)=

∫ ∞
0

tx−1e(−
tκ

p
− q
tµ )dt

(Re(p)>0, Re(q)>0, Re(κ)>0, Re(µ)>0).

3.2. BETA FONKSİYONUNUN GENELLEŞTİRMELERİ

1997 yılında, Chaudhry ve arkadaşları, genişletilmiş beta fonksiyonu için ilk

olarak gamma fonksiyonunda kullanılan e−
p
t düzenleyici çarpanını eklemeyi düşün-

müşler fakat beta fonksiyonu için önemli olan simetri özelliğini bozacağını görmüşler-

dir. Bu yüzden klasik beta fonksiyonuna e−
p

t(1−t) düzenleyici çarpanını ekleyerek

genişletilmiş beta fonksiyonunu,

B(x, y; p) :=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1e(−
p

t(1−t))dt, Re(p)>0 (3.2)

şeklinde tanımlamışlar ve tanım kümesini tüm kompleks düzleme genişletmişlerdir

[7]. p=0 için genişletilmiş beta fonksiyonu, klasik beta fonksiyonuna indirgenir.

Son yıllarda pek çok araştırmacı, beta fonksiyonunun (3.2) deki genişletilmesin-

den esinlenerek çeşitli genelleştirilmiş beta fonksiyonları tanımlamışlardır. Bunlardan

bazıları şunlardır:

Özergin ve arkadaşları [26]

B(α,β)
p (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−11F1

(
α; β;

−p
t(1− t)

)
dt

(Re(p)>0, Re(x)>0, Re(y)>0, Re(α)>0, Re(β)>0),

Lee ve arkadaşları [20]

B(x, y; p;m)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1exp
[
− p

tm(1− t)m

]
dt

(Re(p)>0, m>0),
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Parmar [28]

B(α,β;m)
p (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−11F1

(
α; β;− p

tm(1− t)m

)
dt

(Re(p)>0, Re(x)>0, Re(y)>0, Re(α)>0, Re(β)>0, Re(m)>0),

Choi ve arkadaşları [9]

B(x, y; p, q)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1exp
(
−p
t
− q

1− t

)
dt

(Re(p)>0, Re(q)>0),

Srivastava ve arkadaşları [34]

B(α,β;κ,µ)
p (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−11F1

(
α; β;− p

tκ(1− t)µ

)
dt(

Re(p) = 0; min{Re(x), Re(y), Re(α), Re(β)}>0; min{Re(κ), Re(µ)}>0
)
,

Goswami ve arkadaşları [17]

B(α,β)
p,q (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−11F1

(
α; β;−p

t
− q

1− t

)
dt

(min{Re(p), Re(q)}>0; p=q=0, min{Re(x), Re(y)}>0; α∈C, β∈C \ Z−0 ),

Shadab ve arkadaşları [32]

Bp
α(x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1Eα
(
− p

t(1− t)

)
dt

(α∈R+
0 , Re(p)≥0),

Rahman ve arkadaşları [30]

Bλ;m
p (ς, β)=

∫ 1

0

zς−1(1− z)β−1Eλ

(
− p

zm(1− z)m

)
dz

(Re(ς)>0, Re(β)>0, Re(p)≥0, λ, m>0),

Rahman ve arkadaşları [31]

Bλ
p,q(δ1, δ2)=

∫ 1

0

zδ1−1(1− z)δ2−1Eλ

(
−p
z

)
Eλ

(
− q

1− z

)
dz

(Re(δ1)>0, Re(δ2)>0, p, q≥0, Re(λ)>0),

9



Çetinkaya ve arkadaşları [11, 12]

B(α,β;κ,µ)
p,q (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−11F1

(
α; β;− p

tκ
− q

(1− t)µ

)
dt

(min{Re(p), Re(q), Re(α), Re(β), Re(κ), Re(µ)}>0,min{Re(x), Re(y)}>0),

Şahin ve arkadaşları [37]

B(κ,µ)
p,q (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1e(−
p
tκ
− q

(1−t)µ )dt

(Re(p)>0, Re(q)>0, Re(κ)>0, Re(µ)>0).

3.3. HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLARIN GENELLEŞTİRMELERİ

2004 yılında, Chaudhry ve arkadaşları, (2.7) ve (2.9) eşitliklerinde paydaki

beta fonksiyonu yerine (3.2) genişletilmiş beta fonksiyonunu kullanarak genişletilmiş

Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarını

Fp(a,b; c; z)=
∞∑
n=0

(a)n
B(b+ n, c− b; p)

B(b, c− b)
zn

n!
(3.3)

(p=0; |z|<1; Re(c)>Re(b)>0)

ve

Φp(b; c; z)=
∞∑
n=0

B(b+ n, c− b; p)
B(b, c− b)

zn

n!
(3.4)

(p=0; Re(c)>Re(b)>0)

şeklinde tanımlamışlardır [8]. Ayrıca, p= 0 olması durumunda (3.3) ve (3.4) sırasıyla

klasik Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarına indirgenir.

Bu fikirden esinlenerek, (2.7) ve (2.9) eşitliklerininde paydaki beta fonksiyonu

yerine bir önceki kısımda bahsedilen genelleştirilmiş beta fonksiyonlarının kullanıl-

masıyla, sırasıyla aşağıdaki genelleştirilmiş Gauss hipergeometrik ve konfluent hiper-

geometrik fonksiyonları tanımlanmıştır. Bunlar:
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Özergin ve arkadaşları [26]

F(α,β)
p (a, b; c; z)=

∞∑
n=0

(a)n
B

(α,β)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

ve

Φ(α,β)
p (b; c; z)=

∞∑
n=0

B
(α,β)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
,

Lee ve arkadaşları [20]

Fp(a, b; c; z;m)=
∞∑
n=0

B(b+ n, c− b; p;m)

B(b, c− b)
(a)n

zn

n!

(p≥0, m>0, |z|<1; Re(c)>Re(b)>0)

ve

Φp(b; c; z;m)=
∞∑
n=0

B(b+ n, c− b; p;m)

B(b, c− b)
zn

n!

(p≥0, m>0, Re(c)>Re(b)>0),

Parmar [28]

F(α,β;m)
p (a, b; c; z)=

∞∑
n=0

(a)n
B

(α,β;m)
p (b+ n, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

(p≥0; |z|<1; Re(c)>Re(b)>0, Re(α)>0, Re(β)>0, Re(m)>0)

ve

Φ(α,β;m)
p (b; c; z)=

∞∑
n=0

B
(α,β;m)
p (b+ n, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

(p≥0; Re(c)>Re(b)>0, Re(α)>0, Re(β)>0, Re(m)>0),

Choi ve arkadaşları [9]

Fp,q(a, b; c; z)=
∞∑
n=0

B(b+ n, c− b; p, q)
B(b, c− b)

(a)n
zn

n!

(p=0, q=0, |z|<1; Re(c)>Re(b)>0)
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ve

Φp,q(b; c; z)=
∞∑
n=0

B(b+ n, c− b; p, q)
B(b, c− b)

zn

n!

(p=0, q=0; Re(c)>Re(b)>0),

Srivastava ve arkadaşları [34]

F(α,β;κ,µ)
p (a, b; c; z)=

∞∑
n=0

(a)n
B

(α,β;κ,µ)
p (b+ n, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

(|z|<1; min{Re(α), Re(β), Re(κ), Re(µ)}>0;Re(c)>Re(b)>0; Re(p)=0),

Goswami ve arkadaşları [17]

F(α,β)
p,q (a, b; c; z)=

∞∑
n=0

(a)n
B

(α,β)
p,q (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

(p, q∈R+
0 ; |z|<1; Re(c)>Re(b)>0; α∈C, β∈C\Z−0 )

ve

Φ(α,β)
p,q (b; c; z)=

∞∑
n=0

B
(α,β)
p,q (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

(p, q∈R+
0 ; Re(c)>Re(b)>0; α∈C, β∈C\Z−0 ),

Shadab ve arkadaşları [32]

Fp,α(a, b; c; z)=
∞∑
k=0

(a)kB
p
α(b+ k, c− b)
B(b, c− b)

zk

k!

(α∈R+, p∈R+
0 , |z|<1, Re(c)>Re(b)>0)

ve

Φp,α(b; c; z)=
∞∑
k=0

Bp
α(b+ k, c− b)
B(b, c− b)

zk

k!

(α∈R+, p∈R+
0 , Re(c)>Re(b)>0),

Rahman ve arkadaşları [30]

Fλ;mp (ς1, ς2; ς3; z)=
∞∑
n=0

(ς1)n
Bλ;m
p (ς2 + n, ς3 − ς2)
B(ς2, ς3 − ς2)

zn

n!

(p≥0, m, λ>0, Re(ς3)>Re(ς2)>0, |z|<1)
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ve

Φλ;m
p (ς2; ς3; z)=

∞∑
n=0

Bλ;m
p (ς2 + n, ς3 − ς2)
B(ς2, ς3 − ς2)

zn

n!

(p≥0, m, λ>0, Re(ς3)>Re(ς2)>0),

Rahman ve arkadaşları [31]

Fλp,q(δ1, δ2; δ3; z)=
∞∑
n=0

(δ1)n
Bλ
p,q(δ2 + n, δ3 − δ2)
B(δ2, δ3 − δ2)

zn

n!

(p, q≥0, λ>0, Re(δ3)>Re(δ2)>0, |z|<1)

ve

Φλ
p,q(δ2; δ3; z)=

∞∑
n=0

Bλ
p,q(δ2 + n, δ3 − δ2)
B(δ2, δ3 − δ2)

zn

n!

(p, q≥0, λ>0, Re(δ3)>Re(δ2)>0),

Çetinkaya ve arkadaşları [11]

F(α,β;κ,µ)
p,q (a, b; c; z)=

∞∑
n=0

(a)n
B

(α,β;κ,µ)
p,q (b+ n, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

(min{Re(p), Re(q), Re(α), Re(β), Re(κ), Re(µ)}>0, |z|<1, Re(c)>Re(b)>0)

ve

Φ(α,β;κ,µ)
p,q (b; c; z)=

∞∑
n=0

B
(α,β;κ,µ)
p,q (b+ n, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

(min{Re(p), Re(q), Re(α), Re(β), Re(κ), Re(µ)}>0, Re(c)>Re(b)>0),

Şahin ve arkadaşları [37]

F(κ,µ)
p,q (α, β; γ; z)=

∞∑
n=0

(α)n
B

(κ,µ)
p,q (β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

zn

n!
, |z|<1

(min{Re(p), Re(q), Re(κ), Re(µ)}>0, Re(γ)>Re(β)>0)

ve

Φ(κ,µ)
p,q (β; γ; z)=

∞∑
n=0

B
(κ,µ)
p,q (β + n, γ − β)

B(β, γ − β)

zn

n!

(min{Re(p), Re(q), Re(κ), Re(µ)}>0, Re(γ)>Re(β)>0).
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Yukarıda bahsedilen tüm bu çalışmalardan esinlenerek tez çalışmasının sonraki

bölümünde Prabhakar fonksiyonu yardımıyla yeni genelleştirilmiş özel fonksiyonlar

tanımlanacak ve bu fonksiyonların sağladığı bazı özellikler incelenecektir.
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4. PRABHAKAR FONKSİYONU İLE TANIMLANAN

GENELLEŞTİRİLMİŞ ÖZEL FONKSİYONLAR

Bu bölümde, Tanım 2.9 da verilen

Eγ
α,β(z)=

∞∑
n=0

(γ)n
Γ(αn+ β)

zn

n!
, α, β, γ∈C, Re(α)>0 (4.1)

Prabhakar fonksiyonu yardımıyla gamma, beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent

hipergeometrik fonksiyonları genelleştirilecek ve genelleştirilen bu fonksiyonların in-

tegral temsilleri, Mellin dönüşümleri, türev formülleri, toplam formülleri ve indirgeme

bağıntıları gibi çeşitli özellikleri incelenecektir. Bu bölüm boyunca kısalık açısın-

dan Prabhakar fonksiyonu yardımıyla tanımlanan genelleştirilmiş gamma, beta, Gauss

hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonları sırasıyla E-gamma, E-beta,

E-Gauss hipergeometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu olarak adlandırıla-

caktır. Bu bölüm boyunca aksi belirtilmedikçe k,m,n∈N; α, β, γ, a, b, c, p, x, y, z∈C;

Re(p)>0, Re(x)>0, Re(y)>0, Re(c)>Re(b)>0 ve Re(α)>0 olarak alınacaktır.

4.1. E-GAMMA FONKSİYONU

Tanım 4.1. E-gamma fonksiyonu

EΓ(α,β;γ)
p (x) :=

∫ ∞
0

tx−1Eγ
α,β

(
−t− p

t

)
dt (4.2)

şeklinde tanımlanır.

E-gamma fonksiyonu, p = 0 ve α = β = γ = 1 (ya da α = 1, γ = β = 2)

olması halinde (2.1) klasik gamma fonksiyonuna, p 6= 0 ve α = β = γ = 1 (ya da

α=1, γ= β = 2) olması halinde (3.1) genişletilmiş gamma fonksiyonuna indirgenir.
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Teorem 4.2. E-gamma fonksiyonu

EΓ(α,β;γ)
p (x)EΓ(α,β;γ)

p (y)=4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

r2(x+y)−1(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1

×Eγ
α,β

(
−r2 cos2 θ− p

r2 cos2 θ

)
Eγ
α,β

(
−r2 sin2 θ− p

r2 sin2 θ

)
drdθ (4.3)

bağıntısını sağlar.

İspat. E-gamma fonksiyonunun (4.2) integral temsilinde t=η2 dönüşümü yapılırsa

EΓ(α,β;γ)
p (x)=2

∫ ∞
0

η2x−1Eγ
α,β

(
−η2− p

η2

)
dη

elde edilir. Dolayısıyla

EΓ(α,β;γ)
p (y)=2

∫ ∞
0

ξ2y−1Eγ
α,β

(
−ξ2− p

ξ2

)
dξ

yazılabilir. Bu iki ifade taraf tarafa çarpılırsa

EΓ(α,β;γ)
p (x)EΓ(α,β;γ)

p (y)=4

∫ ∞
0

∫ ∞
0

η2x−1ξ2y−1Eγ
α,β

(
−η2− p

η2

)
Eγ
α,β

(
−ξ2− p

ξ2

)
dηdξ

bulunur. Burada η=r cos θ, ξ=r sin θ kutupsal koordinatlara geçilirse

EΓ(α,β;γ)
p (x)EΓ(α,β;γ)

p (y)=4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

r2(x+y)−1(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1

×Eγ
α,β

(
−r2 cos2 θ− p

r2 cos2 θ

)
Eγ
α,β

(
−r2 sin2 θ− p

r2 sin2 θ

)
drdθ

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.3. (4.3) eşitliğinde, p 6= 0 ve α= β = γ = 1 (ya da α= 1, γ = β = 2) alınırsa,

genişletilmiş gamma ile genişletilmiş beta fonksiyonu arasındaki ilişki [7],

Γp(x)Γp(y) = 2

∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

B
(
x, y;

p

r2

)
bulunur.

Gerçekten de (4.3) eşitliğinde, p 6= 0 ve α=β= γ= 1 (ya da α= 1, γ=β= 2)

alınırsa

Γp(x)Γp(y)=4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

r2(x+y)−1(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1e(−r
2 cos2 θ− p

r2 cos2 θ
)

× e(−r
2 sin2 θ− p

r2 sin2 θ
)drdθ
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Γp(x)Γp(y)=2

∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

(
2

∫ π
2

0

(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1e(−
p

r2 cos2 θ sin2 θ
)dθ

)
dr

olup, Chaudhry ve arkadaşları [7] tarafından verilen

B(x, y; b) = 2

∫ π
2

0

(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1e(−bsec
2 θ csc2 θ)dθ

integral temsili kullanılırsa

Γp(x)Γp(y) = 2

∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

B
(
x, y;

p

r2

)
istenilen sonuca ulaşılır.

Sonuç 4.4. (4.3) eşitliğinde, p= 0 ve α= β = γ = 1 (ya da α= 1, γ = β = 2) alınırsa,

klasik gamma ile klasik beta arasındaki ilişki [1],

B(x, y)=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

elde edilir.

Gerçekten de (4.3) eşitliğinde, p= 0 ve α=β= γ= 1 (ya da α= 1, γ=β= 2)

alınırsa,

Γ(x)Γ(y)=4

∫ π
2

0

∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1drdθ

=2

(∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

dr

)(
2

∫ π
2

0

(cos θ)2x−1(sin θ)2y−1dθ

)
olup, (2.3) integral temsili kullanılırsa

Γ(x)Γ(y)=2B(x, y)

∫ ∞
0

r2(x+y)−1e−r
2

dr

elde edilir. Son integralde r2 = t dönüşümü uygulanırsa

Γ(x)Γ(y)=B(x, y)

∫ ∞
0

t(x+y)−1e−tdt

=B(x, y)Γ(x+ y)

bulunur. Böylece

B(x, y)=
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)

arzulanan sonuç elde edilir.
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4.2. E-BETA FONKSİYONU

Tanım 4.5. E-beta fonksiyonu

EB(α,β;γ)
p (x, y) :=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt (4.4)

şeklinde tanımlanır.

E-beta fonksiyonu, p=0 ve β=1 (ya da β=2) olması halinde (2.2) klasik beta

fonksiyonuna, p 6= 0 ve α= β = γ = 1 (ya da α= 1, γ = β = 2) olması halinde (3.2)

genişletilmiş beta fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.6. E-beta fonksiyonu

i) EB(α,β;γ)
p (x, y)=2

∫ π
2

0

(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1Eγ
α,β(−p sec2 θ csc2 θ)dθ

ii) EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
Eγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

iii) EB(α,β;γ)
p (x, y)=21−x−y

∫ 1

−1
(1 + u)x−1(1− u)y−1Eγ

α,β

(
− 4p

(1− u2)

)
du

iv) EB(α,β;γ)
p (x, y)=(c− a)1−x−y

∫ c

a

(u− a)x−1(c− u)y−1Eγ
α,β

(
− p(c− a)2

(u− a)(c− u)

)
du

integral temsillerine sahiptir.

İspat. (4.4) integral temsilinde

i) t=sin2 θ dönüşümü ile,

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∫ π
2

0

2 sin θ cos θ(sin θ)2x−2(1− sin2 θ)y−1

×Eγ
α,β

(
− p

(sin2 θ)(1− sin2 θ)

)
dθ

=2

∫ π
2

0

(sin θ)2x−1(cos θ)2y−1 Eγ
α,β(−p sec2 θ csc2 θ)dθ
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ii) t= u
1+u

dönüşümü ile,

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∫ ∞
0

1

(1 + u)2

(
u

1 + u

)x−1(
1− u

1 + u

)y−1
Eγ
α,β

[
−p
(

2 + u+
1

u

)]
du

=

∫ ∞
0

ux−1

(1 + u)x+y
Eγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

iii) t= 1+u
2

dönüşümü ile,

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

1

2

∫ 1

−1

(
1 + u

2

)x−1(
1− 1 + u

2

)y−1
Eγ
α,β

(
− 4p

(1− u2)

)
du

=21−x−y
∫ 1

−1
(1 + u)x−1(1− u)y−1 Eγ

α,β

(
− 4p

(1− u2)

)
du

iv) t= u−a
c−a dönüşümü ile,

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∫ c

a

1

c− a

(
u− a
c− a

)x−1(
1− u− a

c− a

)y−1
Eγ
α,β

(
− p(c− a)2

(u− a)(c− u)

)
du

=(c−a)1−x−y
∫ c

a

(u−a)x−1(c−u)y−1 Eγ
α,β

(
− p(c− a)2

(u− a)(c− u)

)
du

elde edilir.

Teorem 4.7. Re(x)>m ve Re(y)>m olmak üzere, E-beta fonksiyonu

dm

dpm
[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]
=(−1)m(γ)m

EB(α,β+mα;γ+m)
p (x−m, y−m) (4.5)

türev formülünü sağlar.

İspat. (1.Yol) Tümevarım yöntemi kullanılarak yapılır. (4.4) ün her iki yanının p

parametresine göre türevi alınırsa

d

dp

[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 d
dp

{
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)}
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 d
dp


∞∑
n=0

(γ)n
Γ(αn+ β)

(
− p
t(1−t)

)n
n!

dt
=−

∫ 1

0

tx−2(1− t)y−2
∞∑
n=1

(γ)n
Γ(αn+ β)

(
− p
t(1−t)

)n−1
(n− 1)!

dt
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bulunur. Bu son eşitlikte n yerine n + 1 konulduktan sonra Pochhammer sembolünün

(2.5) özelliği dikkate alınırsa

d

dp

[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]
=−

∫ 1

0

tx−2(1− t)y−2
∞∑
n=0

(γ)n+1

Γ(αn+ α + β)

(
− p
t(1−t)

)n
n!

dt

=−γ
∫ 1

0

tx−2(1− t)y−2
∞∑
n=0

(γ + 1)n
Γ(αn+ α + β)

(
− p
t(1−t)

)n
n!

dt

=−γ
∫ 1

0

tx−2(1− t)y−2Eγ+1
α,β+α

(
− p

t(1− t)

)
dt

=−γ EB(α,β+α;γ+1)
p (x− 1, y − 1) (4.6)

sonucuna ulaşılır. O halde m=1 için (4.5) türev formülü doğrudur.

Şimdi (4.5) türev formülünün m=k için geçerli olduğunu kabul edelim, yani

dk

dpk
[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]
=(−1)k(γ)k

EB(α,β+kα;γ+k)
p (x−k, y−k) (4.7)

eşitliği sağlansın. (4.7) eşitliğinin her iki yanının p paramatresine göre türevi alınır ve

(4.6) kullanılırsa

dk+1

dpk+1

[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]

=
d

dp

[
(−1)k(γ)k

EB(α,β+kα;γ+k)
p (x−k, y−k)

]
=(−1)k(γ)k

d

dp

[
EB(α,β+kα;γ+k)

p (x− k, y − k)
]

= (−1)k+1(γ)k(γ + k)EB(α,β+(k+1)α;γ+k+1)
p (x−k−1, y−k−1)

=(−1)k+1(γ)k+1
EB(α,β+(k+1)α;γ+k+1)

p (x−(k + 1), y−(k + 1))

elde edilir ki, bu da (4.5) türev formülünün m=k+1 için de doğru olduğunu gösterir.

Böylece ispat tamamlanır.

(2.Yol) Şimdi E-Beta fonksiyonun p parametresine göre m. basamaktan türevinin is-

patının ikinci yolu olarak

dm

dpm
{pn} =

Γ(n+ 1)

Γ(n−m+ 1)
pn−m, n ≥ m (4.8)

eşitliğinden yararlanacağız [22]. (4.4) eşitliğinin her iki yanının p parametresine göre
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m. basamaktan türevi alınır ve Prabhakar fonksiyonunun (4.1) tanımı kullanılırsa

dm

dpm
[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 d
m

dpm

{
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)}
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1 d
m

dpm


∞∑
n=0

(γ)n
Γ(αn+ β)

(
− p
t(1−t)

)n
n!


=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1
∞∑
n=0

(−1)n(γ)n
Γ(αn+ β)tn(1− t)nn!

dm

dpm
{pn}

bulunur. Bu son eşitlikte, (4.8) dikkate alındıktan sonra n yerine n+m yazılırsa

dm

dpm
[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1
∞∑
n=m

(−1)n(γ)n
Γ(αn+ β)tn(1− t)nn!

Γ(n+ 1)

Γ(n−m+ 1)
pn−m

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1
∞∑
n=0

(−1)n+m(γ)n+m
Γ(α(n+m) + β)tn+m(1− t)n+m

pn

Γ(n+ 1)

elde edilir. Pochhammer sembolünün (2.5) özelliğinden yararlanılıp gerekli işlemler

yapılırsa

dm

dpm
[
EB(α,β;γ)

p (x, y)
]

= (−1)m
∫ 1

0

tx−m−1(1− t)y−m−1
∞∑
n=0

(−1)n(γ)m(γ +m)n
Γ(αn+ αm+ β)tn(1− t)n

pn

Γ(n+ 1)

= (−1)m(γ)m

∫ 1

0

tx−m−1(1− t)y−m−1
∞∑
n=0

(−1)n(γ +m)n
Γ(αn+ αm+ β)tn(1− t)n

pn

n!

= (−1)m(γ)m

∫ 1

0

tx−m−1(1− t)y−m−1
∞∑
n=0

(γ +m)n
Γ(αn+ αm+ β)

(
− p
t(1−t)

)n
n!

=(−1)m(γ)m

∫ 1

0

tx−m−1(1− t)y−m−1Eγ+m
α,β+αm

(
− p

t(1− t)

)
dt

=(−1)m(γ)m
EB(α,β+mα;γ+m)

p (x−m, y−m)

bulunur. O halde ispat tamamlanır.
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Teorem 4.8. E-beta fonksiyonunun p parametresi üzerinden Mellin dönüşümü

M
[
EB(α,β;γ)

p (x, y) :s
]
=B(x+ s, y + s)EΓ

(α,β;γ)
0 (s), Re(s)>0

şeklindedir.

İspat. Mellin dönüşümü tanımından

M
[
EB(α,β;γ)

p (x, y) :s
]
=

∫ ∞
0

ps−1 EB(α,β;γ)
p (x, y)dp

olup, (4.4) integral temsilinin dikkate alınmasıyla

M
[
EB(α,β;γ)

p (x, y) :s
]
=

∫ ∞
0

ps−1
[∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

]
dp

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1
[∫ ∞

0

ps−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dp

]
dt

(4.9)

şeklinde yazılabilir. Diğer taraftan Eγ
α,β

(
− p
t(1−t)

)
fonksiyonunun p parametresi üze-

rinden Mellin dönüşümü, p= t(1−t)u değişken değiştirmesi yapılmasıyla ve E-gamma

fonksiyonunun (4.2) tanımı göz önüne alınmasıyla

M

[
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
:s

]
=

∫ ∞
0

ps−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dp

= ts(1− t)s
∫ ∞
0

us−1Eγ
α,β(−u)du

= ts(1− t)s EΓ
(α,β;γ)
0 (s), Re(s)>0 (4.10)

olarak bulunur. (4.10) eşitliğinin (4.9) da yerine yazılmasıyla∫ ∞
0

ps−1 EB(α,β;γ)
p (x, y)dp=EΓ

(α,β;γ)
0 (s)

∫ 1

0

tx+s−1(1− t)y+s−1dt

=B(x+ s, y + s)EΓ
(α,β;γ)
0 (s)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 2.7 de verilen ters Mellin dönüşümü ve Teorem 4.8 göz önüne alınırsa

aşağıdaki sonuç açıktır.
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Sonuç 4.9. E-beta fonksiyonunun bir başka integral temsili de

EB(α,β;γ)
p (x, y) =

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
B(x+ s, y + s) EΓ

(α,β;γ)
0 (s)p−sds, Re(s)>0

şeklindedir.

Teorem 4.10. E-beta fonksiyonu

EB(α,β;γ)
p (x, y)=EB(α,β;γ)

p (x, y + 1) + EB(α,β;γ)
p (x+ 1, y)

indirgeme bağıntısını sağlar.

İspat. (4.4) integral temsilinin kullanılmasıyla kolayca

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tx(1− t)y
[

1

t(1− t)

]
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tx(1− t)y
[
(1− t)−1 + t−1

]
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

[
tx(1− t)y−1 + tx−1(1− t)y

]
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tx(1− t)y−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

+

∫ 1

0

tx−1(1− t)yEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=EB(α,β;γ)
p (x+ 1, y) + EB(α,β;γ)

p (x, y + 1)

elde edilir ki bu istenilendir.

Teorem 4.11. E-beta fonksiyonu

EB(α,β;γ)
p (x, 1− y)=

∞∑
n=0

(y)n
n!

EB(α,β;γ)
p (x+ n, 1), Re(y)<1

toplam formülünü sağlar.

İspat. E-beta fonksiyonunun (4.4) integral temsilinden

EB(α,β;γ)
p (x, 1− y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)−yEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt
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eşitliği yazılabilir. Bu son eşitlikte

(1− t)−y=
∞∑
n=0

(y)n
tn

n!
, |t|<1

seri açılımı [1] kullanılırsa

EB(α,β;γ)
p (x, 1− y)=

∫ 1

0

tx−1

(
∞∑
n=0

(y)n
tn

n!

)
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
∞∑
n=0

(y)n
n!

∫ 1

0

tx+n−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
∞∑
n=0

(y)n
n!

EB(α,β;γ)
p (x+ n, 1)

bulunur.

Teorem 4.12. E-beta fonksiyonu

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∞∑
n=0

EB(α,β;γ)
p (x+ n, y + 1)

toplam formülünü sağlar.

İspat. (1− t)y−1 ifadesinin

(1− t)y−1 =(1− t)y
∞∑
n=0

tn, |t|<1

şeklinde yazılabileceği (4.4) integral temsilinde dikkate alınırsa

EB(α,β;γ)
p (x, y)=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tx−1(1− t)y
(
∞∑
n=0

tn

)
Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
∞∑
n=0

∫ 1

0

tx+n−1(1− t)yEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
∞∑
n=0

EB(α,β;γ)
p (x+ n, y + 1)

elde edilir.
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Lemma 4.13. λ, µ∈C ve Re(x+ λ)>0 , Re(µ)>0 olmak üzere,

M

[
tλ(1− t)µ−1H(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:x

]
= EB(α,β;γ)

p (x+ λ, µ) (4.11)

Mellin dönüşüm formülü sağlanır. Burada

H(1− t)=

 0 ,t>1 ise

1 ,t<1 ise
(4.12)

şeklinde tanımlanan Heaviside fonksiyonudur [9, 23].

İspat. Mellin dönüşümünün ve Heaviside fonksiyonunun tanımlarının kullanılmasıyla

M

[
tλ(1−t)µ−1H(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:x

]
=

∫ ∞
0

tx−1tλ(1− t)µ−1H(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tx+λ−1(1− t)µ−1H(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

+

∫ ∞
1

tx+λ−1(1− t)µ−1H(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tx+λ−1(1− t)µ−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=EB(α,β;γ)
p (x+ λ, µ)

olduğu görülür.

Teorem 4.14. Re(x)>1 ve Re(y)>1 olmak üzere, E-beta fonksiyonu

y EB(α,β;γ)
p (x+1, y)− x EB(α,β;γ)

p (x, y + 1)

= pγ EB(α,α+β;γ)
p (x− 1, y − 1)− 2pγ EB(α,α+β;γ)

p (x, y − 1)

indirgeme bağıntısını sağlar.

İspat. f (α,β;γ)(t : y; p) fonksiyonunu

f (α,β;γ)(t : y; p)=(1− t)y−1H(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
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şeklinde tanımlayalım. f (α,β;γ)(t : y; p) fonksiyonunun türevi, δ Dirac delta fonksi-

yonu ile H Heaviside fonksiyonu arasındaki [23]
d

dt
H(1− t)=−δ(1− t)

ilişkisinin ve (2.12) nin m = 1 özel durumuna karşılık gelen
d

dz

[
Eγ
α,β(z)

]
=γEγ+1

α,β+α(z)

türev formülünün kullanılmasıyla,
d

dt
{f (α,β;γ)(t : y; p)}= −(y − 1)(1− t)y−2H(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
− (1− t)y−1δ(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
+
pγ(1− 2t)

t2(1− t)2
(1− t)y−1H(1− t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
olarak elde edilir. t 6= 1 için δ(1− t)=δ(t− 1)=0 olduğu göz önüne alınır ve bu son

eşitliğin her iki tarafına t parametresi üzerinden Mellin dönüşümü uygulanırsa

M

[
d

dt
{f (α,β;γ)(t : y; p)} :x

]
= −(y−1) M

[
(1−t)y−2H(1−t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:x

]
+ pγ M

[
t−2(1−t)y−3H(1−t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
:x

]
− 2pγ M

[
t−1(1−t)y−3H(1−t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
:x

]
(4.13)

bulunur. Diğer taraftan (4.11) den

M
[
f (α,β;γ)(t : y; p) :x

]
= EB(α,β;γ)

p (x, y)

olup, (2.11) özelliğinden de

M

[
d

dt

{
f (α,β;γ)(t : y; p)

}
:x

]
=−(x− 1) EB(α,β;γ)

p (x− 1, y) (4.14)

eşitliği yazılabilir. O halde (4.13) ün sol ve sağ yanında sırasıyla (4.14) ve (4.11)

dikkate alınarak

−(x− 1) EB(α,β;γ)
p (x− 1, y) = −(y − 1) EB(α,β;γ)

p (x, y − 1)

+ pγ EB(α,α+β;γ+1)
p (x− 2, y − 2)

− 2pγ EB(α,α+β;γ+1)
p (x− 1, y − 2)
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elde edilir. Sonuç olarak x yerine x+ 1 ve y yerine y + 1 yazılırsa

y EB(α,β;γ)
p (x+ 1, y)− x EB(α,β;γ)

p (x, y + 1)

= pγ EB(α,α+β;γ+1)
p (x− 1, y − 1)− 2pγ EB(α,α+β;γ+1)

p (x, y − 1)

bulunur. O halde ispat tamamlanmış olur.

4.3. E-HİPERGEOMETRİK FONKSİYONLAR

Bu bölümde, (2.7) ve (2.9) eşitliklerinde paydaki beta fonksiyonu yerine E-beta

fonksiyonu yazılarak E-Gauss hipergeometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksi-

yonları tanımlanacak ve özellikleri incelenecektir.

4.3.1. E-Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu

Tanım 4.15. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z) :=

∞∑
n=0

(a)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
, |z|<1 (4.15)

şeklinde tanımlanır.

E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu, p = 0 ve β = 1 (ya da β = 2) olması

halinde (2.7) klasik Gauss hipergeometrik fonksiyonuna, p 6=0 ve α=β=γ=1 (ya da

α=1, γ=β=2) olması halinde (3.3) genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonuna

indirgenir.

Teorem 4.16. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1−t)c−b−1(1−zt)−aEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

(4.16)

integral temsiline sahiptir.
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İspat. (4.15) eşitliğinde E-beta fonksiyonunun (4.4) integral temsili kullanılırsa

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∞∑
n=0

(a)n
zn

n!

∫ 1

0

tb+n−1(1−t)c−b−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
1

B(b, c−b)

∫ 1

0

tb−1(1−t)c−b−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

) ∞∑
n=0

(a)n
(zt)n

n!
dt

olarak bulunur. Burada
∞∑
n=0

(a)n
(zt)n

n!
=(1− zt)−a

serisel ifadesinden yararlanılırsa

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−aEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.17. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

i) EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

ub−1(1 + u)a−c[1 + u(1− z)]−a

×Eγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

ii) EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=

2

B(b, c− b)

∫ π
2

0

(sin v)2b−1(cosv)2c−2b−1(1−z sin2 v)−a

×Eγ
α,β

(
−p sec2 v csc2 v

)
dv

iii) EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=

2

B(b, c− b)

∫ ∞
0

(sinh v)2b−1(cosh v)2a−2c+1

×(cosh2 v − z sinh2 v)−aEγ
α,β

(
−p cosh2 v coth2 v

)
dv

integral temsillerine sahiptir.

İspat. (4.16) integral temsilinde

i) t= u
1+u

dönüşümü ile,

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

1

(1 + u)2

(
u

1 + u

)b−1(
1− u

1 + u

)c−b−1[
1− z u

1 + u

]−a
× Eγ

α,β

[
−p
(

2 + u+
1

u

)]
du
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EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

ub−1(1 + u)a−c[1 + u(1− z)]−aEγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

ii) t=sin2 v dönüşümü ile,

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ π
2

0

2 sin v cos v(sin v)2b−2(1− sin2 v)c−b−1(1− z sin2 v)
−a

×Eγ
α,β

(
− p

(sin2 v)(1− sin2 v)

)
dv

=
2

B(b, c− b)

∫ π
2

0

(sin v)2b−1(cosv)2c−2b−1(1−z sin2 v)−aEγ
α,β

(
−p sec2 v csc2 v

)
dv

iii) t=tanh2 v dönüşümü ile,

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

2
sinh v

cosh3 v
(tanh v)2b−2(1− tanh2 v)c−b−1(1− z tanh2 v)

−a

×Eγ
α,β

(
− p

(tanh2 v)(1− tanh2 v)

)
dv

=
2

B(b, c− b)

∫ ∞
0

(sinh v)2b−1(cosh v)2a−2c+1(cosh2 v − z sinh2 v)−a

×Eγ
α,β

(
−p cosh2 v coth2 v

)
dv

elde edilir.

Teorem 4.18. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu aşağıdaki türev formülünü sağlar:

dm

dzm
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]
=

(a)m(b)m
(c)m

EF(α,β;γ)
p (a+m, b+m; c+m; z). (4.17)

İspat. (1.Yol) Bu eşitlik m üzerinden tümevarım yapılarak ispatlanır. Pochhammer

sembolü ve beta fonksiyonunun

(a)n+1 = a(a+ 1)n (4.18)

ve

B(b, c− b) =
c

b
B(b+ 1, c− b) (4.19)
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özellikleri dikkate alınarak, (4.15) eşitliğinin her iki yanının z değişkenine göre türevi

alınırsa

d

dz

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

=
d

dz

{
∞∑
n=0

(a)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

}

=
∞∑
n=1

(a)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn−1

(n− 1)!

=
∞∑
n=0

(a)n+1

EB
(α,β;γ)
p (b+ n+ 1, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

=
ab

c

∞∑
n=0

(a+ 1)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n+ 1, c+ 1− (b+ 1))

B(b+ 1, c+ 1− (b+ 1))

zn

n!

=
ab

c
EF(α,β;γ)

p (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (4.20)

sonucuna ulaşılır. O halde m=1 için (4.17) türev formülü doğrudur.

Şimdi (4.17) türev formülünün m=k için geçerli olduğunu kabul edelim, yani

dk

dzk
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]
=

(a)k(b)k
(c)k

EF(α,β;γ)
p (a+ k, b+ k; c+ k; z)

sağlansın. Son eşitliğin her iki yanının z değişkenine göre türevi alınır ve (4.20) kul-

lanılırsa

dk+1

dzk+1

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

=
(a)k(b)k

(c)k

d

dz

[
EF(α,β;γ)

p (a+ k, b+ k; c+ k; z)
]

=
(a)k(b)k

(c)k

(a+ k)(b+ k)

(c+ k)
EF(α,β;γ)

p (a+ k + 1, b+ k + 1; c+ k + 1; z)

=
(a)k+1(b)k+1

(c)k+1

EF(α,β;γ)
p (a+k +1, b+k+1; c+k+1; z)

elde edilir ki bu da (4.17) türev formülünün m= k+ 1 için doğru olduğunu gösterir.

Böylece ispat tamamlanır.

(2.Yol) (4.15) eşitliğinin her iki yanının z değişkenine göre m. basamaktan türevi alı-

nırsa

dm

dzm
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

=
dm

dzm

{
∞∑
n=0

(a)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

}

=
∞∑
n=0

(a)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b) n!

dm

dzm
{zn}
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şeklinde yazılabilir. Burada

dm

dzm
{zn} =

Γ(n+ 1)

Γ(n−m+ 1)
zn−m, n ≥ m

eşitliği [22] kullanılırsa

dm

dzm
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

=
∞∑
n=m

(a)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b) n!

Γ(n+ 1)

Γ(n−m+ 1)
zn−m

=
∞∑
n=0

(a)n+m
EB

(α,β;γ)
p (b+ n+m, c− b)

B(b, c− b)
zn

Γ(n+ 1)

bulunur. (2.5) ve (2.6) özelliklerinden yararlanılarak gerekli işlemler yapılırsa

dm

dzm
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

=
∞∑
n=0

(a)m(a+m)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n+m, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

=
∞∑
n=0

(a)m(a+m)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n+m, c− b)
B(b+m, c− b)

B(b+m, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

=(a)m

∞∑
n=0

(a+m)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n+m, c− b)
B(b+m, c− b)

(b)m
(c)m

zn

n!

=
(a)m(b)m

(c)m

∞∑
n=0

(a+m)n
EB

(α,β;γ)
p (b+ n+m, c− b)
B(b+m, c− b)

zn

n!

=
(a)m(b)m

(c)m
EF(α,β;γ)

p (a+m, b+m; c+m; z)

sonucuna ulaşılır. O halde ispat tamamlanır.

Teorem 4.19. Re(s)>0 olmak üzere, E-Gauss hipergeometrik fonksiyonunun p para-

metresi üzerinden Mellin dönüşümü

M
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z) :s
]
=

EΓ
(α,β;γ)
0 (s)B(b+ s, c+ s− b)

B(b, c− b)
F(a, b+ s; c+ 2s; z)

şeklindedir.

İspat. Mellin dönüşümü tanımından

M
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z) :s
]

=

∫ ∞
0

ps−1 EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)dp
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olup, (4.16) integral temsilinin dikkate alınmasıyla

M
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z) :s
]

=

∫ ∞
0

ps−1
[

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−aEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

]
dp

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a
[∫ ∞

0

ps−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dp

]
dt

(4.21)

şeklinde yazılabilir. (4.10) ile verilen∫ ∞
0

ps−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dp= ts(1− t)s EΓ

(α,β;γ)
0 (s), Re(s)>0

eşitliği (4.21) de yerine yazıldıktan sonra, (2.8) integral temsili göz önünde tutulursa

M
[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z) :s
]
=

EΓ
(α,β;γ)
0 (s)

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+s−1(1−t)c+s−b−1(1−zt)−adt

=
EΓ

(α,β;γ)
0 (s)

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+s−1(1− t)c+2s−(b+s)−1(1− zt)−adt

=
EΓ

(α,β;γ)
0 (s)B(b+ s, c+ s− b)

B(b, c− b)
F(a, b+ s; c+ 2s; z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Tanım 2.7 ve Teorem 4.19 birlikte dikkate alındığında aşağıdaki sonuç açıktır.

Sonuç 4.20. Re(s)>0 olmak üzere, E-Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bir başka

integral temsili de

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

EΓ
(α,β;γ)
0 (s)B(b+ s, c+ s− b)

B(b, c− b)
F(a, b+ s; c+ 2s; z)p−sds

şeklindedir.

Teorem 4.21. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)=(1− z)−a EF(α,β;γ)

p

(
a, c− b; c; z

z − 1

)
(4.22)

dönüşüm formülünü sağlar.
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İspat. (4.16) integral temsilinde t=1−u dönüşümü yapılırsa

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

(1− u)b−1uc−b−1[1− z(1− u)]−aEγ
α,β

(
− p

u(1− u)

)
du

elde edilir. Burada

[1− z(1− u)]−a=(1− z)−a
(

1− z

z − 1
u

)−a
eşitliği ve beta fonksiyonunun simetri özelliği dikkate alınırsa

EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z)

=
(1− z)−a

B(b, c− b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1
(

1− z

z − 1
u

)−a
Eγ
α,β

(
− p

u(1− u)

)
du

=
(1− z)−a

B(c− b, b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1
(

1− z

z − 1
u

)−a
Eγ
α,β

(
− p

u(1− u)

)
du

=(1− z)−a EF(α,β;γ)
p

(
a, c− b; c; z

z − 1

)
bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.22. (4.22) eşitliğinde z yerine sırasıyla 1− 1

z
ve

z

1 + z
yazılırsa

EF(α,β;γ)
p

(
a, b; c; 1− 1

z

)
=za EF(α,β;γ)

p (a, c− b; c; 1− z)

ve

EF(α,β;γ)
p

(
a, b; c;

z

1 + z

)
=(1 + z)a EF(α,β;γ)

p (a, c− b; c;−z)

dönüşüm formülleri elde edilir.

Teorem 4.23. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

∆a

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]
=
bz

c
EF(α,β;γ)

p (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z) (4.23)

bağıntısını sağlar. Burada ∆a,

∆a

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]
= EF(α,β;γ)

p (a+ 1, b; c; z)− EF(α,β;γ)
p (a, b; c; z) (4.24)

şeklinde tanımlanan bir fark operatörüdür.
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İspat. (4.24) eşitliğinde (4.16) integral temsili kullanılırsa

∆a

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

= EF(α,β;γ)
p (a+ 1, b; c; z)− EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a−1 Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

− 1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(1− zt)−a Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
z

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb(1− t)c−b−1(1− zt)−a−1 Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
bz

c

1

B(b+ 1, c− b)

∫ 1

0

tb(1−t)c−b−1(1−zt)−a−1 Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
bz

c
EF(α,β;γ)

p (a+ 1, b+ 1; c+ 1; z)

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

(4.20) ve (4.23) eşitliklerinin dikkate alınmasıyla aşağıdaki sonuç açıktır.

Sonuç 4.24. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

z
d

dz

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]
=a∆a

[
EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)
]

bağıntısını sağlar.

Lemma 4.25. λ, µ∈C ve Re(b+ λ)>0 , Re(µ)>0 olmak üzere,

M

[
tλ(1− t)µ−1(1− zt)−aH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
: b

]
= B(b+ λ, µ) EF(α,β;γ)

p (a, b+ λ; b+ λ+ µ; z) (4.25)

Mellin dönüşümü formülü sağlanır.

İspat. Mellin dönüşümünün ve Heaviside fonksiyonunun tanımlarının ve de (4.16)

integral temsilinin kullanılmasıyla
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M

[
tλ(1− t)µ−1(1− zt)−aH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
: b

]
=

∫ ∞
0

tb−1tλ(1− t)µ−1(1− zt)−aH(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tb+λ−1(1− t)µ−1(1− zt)−aEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

= B(b+ λ, µ) EF(α,β;γ)
p (a, b+ λ; b+ λ+ µ; z)

olduğu görülür.

Teorem 4.26. Re(b)> 2 ve Re(c)>Re(b + 2) olmak üzere, E-Gauss hipergeometrik

fonksiyonu

(b− 1)B(b− 1, c− b+ 1) EF(α,β;γ)
p (a, b− 1; c; z)

= (c− b− 1)B(b, c− b− 1) EF(α,β;γ)
p (a, b; c− 1; z)

− azB(b, c− b) EF(α,β;γ)
p (a+ 1, b; c; z)

− pγB(b− 2, c− b− 2) EF(α,α+β;γ+1)
p (a, b− 2; c− 4; z)

+ 2pγB(b− 1, c− b− 2) EF(α,α+β;γ+1)
p (a, b− 1; c− 3; z)

indirgeme bağıntısını sağlar.

İspat. f (α,β;γ)
a,b,c (t : z; p) fonksiyonunu

f
(α,β;γ)
a,b,c (t : z; p)=(1− t)c−b−1(1− zt)−aH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
şeklinde tanımlayalım. f (α,β;γ)

a,b,c (t : z; p) fonksiyonunun türevi, δ Dirac delta fonksi-

yonu ile H Heaviside fonksiyonu arasında [23] nolu referansda verilen

d

dt
H(1− t)=−δ(1− t)

ilişkisinin ve (2.12) nin m = 1 özel durumuna karşılık gelen

d

dz

[
Eγ
α,β(z)

]
=γEγ+1

α,β+α(z)
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türev formülünün kullanılmasıyla,

d

dt
{f (α,β;γ)

a,b,c (t : z; p)} = −(c−b−1)(1−t)c−b−2(1−zt)−aH(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
+ az(1− t)c−b−1(1− zt)−a−1H(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
−(1−t)c−b−1(1−zt)−aδ(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
+
pγ(1−2t)

t2(1−t)2
(1−t)c−b−1(1−zt)−aH(1−t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
olarak elde edilir. Bu son eşitliğin her iki yanına t parametresi üzerinden Mellin

dönüşümü uygulanırsa

M

[
d

dt

{
f
(α,β;γ)
a,b,c (t : z; p)

}
:b

]
= −(c− b− 1)M

[
(1− t)c−b−2(1− zt)−aH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
+ az M

[
(1− t)c−b−1(1− zt)−a−1H(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
+ pγ M

[
t−2(1− t)c−b−3(1− zt)−aH(1− t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
− 2pγ M

[
t−1(1− t)c−b−3(1− zt)−aH(1− t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
(4.26)

bulunur. Diğer taraftan (4.25) den

M
[
f
(α,β;γ)
a,b,c (t : z; p) :b

]
= B(b, c− b) EF(α,β;γ)

p (a, b; c; z)

olup, (2.11) özelliğinden de

M

[
d

dt

{
f
(α,β;γ)
a,b,c (t : z; p)

}
:b

]
= −(b− 1)B(b− 1, c− b+ 1) EF(α,β;γ)

p (a, b− 1; c; z)

(4.27)

eşitliği yazılabilir. Böylece (4.26) nın sol ve sağ yanında sırasıyla (4.27) ve (4.25)

dikkate alınarak
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−(b− 1)B(b− 1, c− b+ 1) EF(α,β;γ)
p (a, b− 1; c; z)

= −(c− b− 1)B(b, c− b− 1) EF(α,β;γ)
p (a, b; c− 1; z)

+ azB(b, c− b) EF(α,β;γ)
p (a+ 1, b; c; z)

+ pγB(b− 2, c− b− 2) EF(α,α+β;γ+1)
p (a, b− 2; c− 4; z)

− 2pγB(b− 1, c− b− 2) EF(α,α+β;γ+1)
p (a, b− 1; c− 3; z)

istenilen sonuca ulaşılır.

4.3.2. E-Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonu

Tanım 4.27. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z) :=

∞∑
n=0

EB
(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!
(4.28)

şeklinde tanımlanır.

E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu, p = 0 ve β = 1 (ya da β = 2) olması

halinde (2.9) klasik konfluent hipergeometrik fonksiyonuna, p 6= 0 ve α = β = γ = 1

(ya da α =1, γ = β = 2) olması halinde (3.4) genişletilmiş konfluent hipergeometrik

fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.28. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt (4.29)

integral temsiline sahiptir.
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İspat. (4.28) de E-beta fonksiyonunun (4.4) integral temsili kullanılırsa

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∞∑
n=0

zn

n!

∫ 1

0

tb+n−1(1− t)c−b−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

) ∞∑
n=0

(zt)n

n!
dt

olarak bulunur. Burada
∞∑
n=0

(zt)n

n!
=ezt

serisel ifadesi kullanılırsa

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.29. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

i) EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

ez

B(b, c− b)

∫ ∞
0

ub−1(1 + u)−ce−
z

1+uEγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

ii) EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

2ez

B(b, c− b)

∫ π
2

0

(sin v)2b−1(cosv)2c−2b−1e−z cos
2 v

×Eγ
α,β

(
−p sec2 v csc2 v

)
dv

iii) EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

2

B(b, c− b)

∫ ∞
0

(sinh v)2b−1(cosh v)1−2cez tanh
2 v

×Eγ
α,β

(
−p cosh2 v coth2 v

)
dv

integral temsillerine sahiptir.

İspat. (4.29) integral temsilinde

i) t= u
1+u

dönüşümü ile,

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

1

(1 + u)2

(
u

1 + u

)b−1(
1− u

1 + u

)c−b−1
ez(

u
1+u)

× Eγ
α,β

[
−p
(

2 + u+
1

u

)]
du
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EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

1

(1 + u)2

(
u

1 + u

)b−1(
1

1 + u

)c−b−1
ez(1−

1
1+u)

× Eγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

=
ez

B(b, c− b)

∫ ∞
0

ub−1(1 + u)−c e−
z

1+u Eγ
α,β

[
−p
(
2 + u+ u−1

)]
du

ii) t=sin2 v dönüşümü ile,

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ π
2

0

2 sin v cos v(sin v)2b−2(1− sin2 v)c−b−1ez sin
2 v

×Eγ
α,β

(
− p

(sin2 v)(1− sin2 v)

)
dv

=
2ez

B(b, c− b)

∫ π
2

0

(sin v)2b−1(cosv)2c−2b−1e−z cos
2 vEγ

α,β

(
−p sec2 v csc2 v

)
dv

iii) t=tanh2 v dönüşümü ile,

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)

=
1

B(b, c− b)

∫ ∞
0

2
sinh v

cosh3 v
(tanh v)2b−2(1− tanh2 v)c−b−1ez tanh

2 v

×Eγ
α,β

(
− p

(tanh2 v)(1− tanh2 v)

)
dv

=
2

B(b, c− b)

∫ ∞
0

(sinh v)2b−1(cosh v)1−2c ez tanh
2 v Eγ

α,β

(
−p cosh2 v coth2 v

)
dv

elde edilir.

Teorem 4.30. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu aşağıdaki türev formülünü sağlar:

dm

dzm
[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]
=

(b)m
(c)m

EΦ(α,β;γ)
p (b+m; c+m; z). (4.30)

İspat. Bu eşitlik m üzerinden tümevarım yapılarak ispatlanır. (4.28) eşitliğinin her iki

yanının z değişkenine göre türevi alınır ve (4.19) özelliği kullanılırsa
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d

dz

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=
d

dz

{
∞∑
n=0

EB
(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn

n!

}

=
∞∑
n=1

EB
(α,β;γ)
p (b+ n, c− b)
B(b, c− b)

zn−1

(n− 1)!

=
∞∑
n=0

EB
(α,β;γ)
p (b+ n+ 1, c− b)

B(b, c− b)
zn

n!

=
b

c

∞∑
n=0

EB
(α,β;γ)
p (b+ n+ 1, c+ 1− (b+ 1))

B(b+ 1, c+ 1− (b+ 1))

zn

n!

=
b

c
EΦ(α,β;γ)

p (b+ 1; c+ 1; z) (4.31)

sonucuna ulaşılır. Bu m=1 için (4.30) türev formülünün sağlandığını gösterir.

Şimdi de (4.30) türev formülünün m= k için geçerli olduğunu kabul edelim,

yani

dk

dzk
[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]
=

(b)k
(c)k

EΦ(α,β;γ)
p (b+ k; c+ k; z)

sağlansın. Son eşitliğin her iki yanının z değişkenine göre türevi alınır ve (4.31) kul-

lanılırsa

dk+1

dzk+1

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=
(b)k
(c)k

d

dz

[
EΦ(α,β;γ)

p (b+ k; c+ k; z)
]

=
(b)k
(c)k

(b+ k)

(c+ k)
EΦ(α,β;γ)

p (b+ k + 1; c+ k + 1; z)

=
(b)k+1

(c)k+1

EΦ(α,β;γ)
p (b+ k + 1; c+ k + 1; z)

elde edilir ki, bu da (4.30) türev formülünün m=k+1 için de doğru olduğunu gösterir.

Böylece ispat tamamlanır.

Ayrıca belirtelim ki bu teoremin ispatı, Teorem 4.18 in ikinci yoluna benzer

şekilde tümevarım yapılmadan da verilebilir.
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Teorem 4.31. Re(s)> 0 olmak üzere, E-konfluent fonksiyonunun p parametresi üze-

rinden Mellin dönüşümü

M
[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z) :s
]
=

EΓ
(α,β;γ)
0 (s)B(b+ s, c+ s− b)

B(b, c− b)
Φ(b+ s; c+ 2s; z)

şeklindedir.

İspat. Mellin dönüşümü tanımından

M
[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z) :s
]

=

∫ ∞
0

ps−1 EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)dp

olup, (4.29) integral temsilinin kullanılmasıyla

M
[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z) : s
]

=

∫ ∞
0

ps−1
[

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

]
dp

=
1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1ezt
[∫ ∞

0

ps−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dp

]
dt

(4.32)

sonucuna ulaşılır. (4.10) ile verilen∫ ∞
0

ps−1Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dp = ts(1− t)s EΓ

(α,β;γ)
0 (s), Re(s)>0

eşitliği, (4.32) de yerine yazıldıktan sonra (2.10) integral temsili dikkate alınırsa

M
[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z) :s
]
=

EΓ
(α,β;γ)
0 (s)

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+s−1(1− t)c+s−b−1eztdt

=
EΓ

(α,β;γ)
0 (s)

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb+s−1(1− t)c+2s−(b+s)−1eztdt

=
EΓ

(α,β;γ)
0 (s)B(b+ s, c+ s− b)

B(b, c− b)
Φ(b+ s; c+ 2s; z)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Sonuç 4.32. Re(s)>0 olmak üzere, E-konfluent hipergeometrik fonksiyonun bir başka

integral temsili de

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

EΓ
(α,β;γ)
0 (s)B(b+s, c+s− b)

B(b, c− b)
Φ(b+s; c+2s; z)p−sds

şeklindedir.
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Teorem 4.33. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)=ez EΦ(α,β;γ)

p (c− b; c;−z)

dönüşüm formülünü sağlar.

İspat. (4.29) ile verilen

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z) =

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

integral temsilinde, t=1−u dönüşümü yapılırsa

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z) =

1

B(b, c− b)

∫ 1

0

(1− u)b−1uc−b−1e(z(1−u))Eγ
α,β

(
− p

u(1− u)

)
du

elde edilir. Burada beta fonksiyonunun simetri özelliği dikkate alınırsa

EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z) =

ez

B(c− b, b)

∫ 1

0

uc−b−1(1− u)b−1e−uzEγ
α,β

(
− p

u(1− u)

)
du

=ez EΦ(α,β;γ)
p (c− b; c;−z)

bulunur. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.34. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

b∆b

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)
]
+c∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]
=0 (4.33)

bağıntısını sağlar.

İspat. Fark operatörünün tanımı yardımıyla (4.33) eşitliğinin sol tarafı

b∆b

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+1; z)
]
+c∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=b EΦ(α,β;γ)
p (b+ 1; c+ 1; z)− b EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)

+ c EΦ(α,β;γ)
p (b; c+ 1; z)− c EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z) (4.34)

şeklinde yazılabilir. Bu son eşitlikte (4.29) integral temsilinin kullanılmasıyla
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b∆b

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)
]
+c∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=
b

B(b+ 1, c− b)

∫ 1

0

tb(1− t)c−b−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

− b

B(b, c− b+ 1)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−beztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

+
c

B(b, c− b+ 1)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−beztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

− c

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

olarak bulunur. Diğer taraftan

B(b, c− b+ 1) =
c− b
c

B(b, c− b)

B(b+ 1, c− b) =
b

c
B(b, c− b)

eşitliklerinin kullanılmasıyla

b∆b

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)
]
+c∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=
c

B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1− t)c−b−1(t− 1)eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

+
c(c− b)

(c− b)B(b, c− b)

∫ 1

0

tb−1(1−t)c−beztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt=0

elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.

Teorem 4.35. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu
d

dz

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]
=
b

c
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)−∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

bağıntısını sağlar.

İspat. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonunun (4.31) türev formülünün ve fark

operatörünün tanımının kullanılmasıyla
d

dz

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=
b

c
EΦ(α,β;γ)

p (b+ 1; c+ 1; z)

=
b

c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b+ 1; c+ 1; z)− EΦ(α,β;γ)
p (b; c+ 1; z) + EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)
]

=
b

c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z) + ∆b

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)
]]
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elde edilir. Son eşitlikte, (4.33) bağıntısından yararlanılmasıyla

d

dz

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

=
b

c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)− c

b
∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]]

=
b

c
EΦ(α,β;γ)

p (b; c+ 1; z)−∆c

[
EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)
]

sonucuna varılır. O halde ispat tamamlanır.

Lemma 4.36. λ, µ ∈ C ve Re(b+ λ)>0 , Re(µ)>0 olmak üzere,

M

[
tλ(1− t)µ−1eztH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
= B(b+ λ, µ) EΦ(α,β;γ)

p (b+ λ; b+ λ+ µ; z) (4.35)

Mellin dönüşüm formülü sağlanır.

İspat. Mellin dönüşümünün ve Heaviside fonksiyonunun tanımlarının ve de (4.29)

integral temsilinin kullanılmasıyla

M

[
tλ(1−t)µ−1eztH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
=

∫ ∞
0

tb−1tλ(1− t)µ−1eztH(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=

∫ 1

0

tb+λ−1(1− t)µ−1eztEγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
dt

=B(b+ λ, µ) EΦ(α,β;γ)
p (b+ λ; b+ λ+ µ; z)

olduğu görülür.

Teorem 4.37. Re(b)>2 ve Re(c)>Re(b+ 2) olmak üzere, E-konfluent hipergeomet-

rik fonksiyonu aşağıdaki indirgeme bağıntısını sağlar:

(b− 1)B(b− 1, c− b+ 1) EΦ(α,β;γ)
p (b− 1; c; z)

= (c− b− 1)B(b, c− b− 1) EΦ(α,β;γ)
p (b; c− 1; z)

− zB(b, c− b) EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)

− pγB(b− 2, c− b− 2) EΦ(α,α+β;γ+1)
p (b− 2; c− 4; z)

+ 2pγB(b− 1, c− b− 2) EΦ(α,α+β;γ+1)
p (b− 1; c− 3; z)
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İspat. f (α,β;γ)
b,c (t : z; p) fonksiyonunu

f
(α,β;γ)
b,c (t : z; p)=(1− t)c−b−1eztH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
şeklinde tanımlayalım. Bu fonksiyonunun türevi,

d

dt
{f (α,β;γ)

b,c (t : z; p)} = −(c− b− 1)(1− t)c−b−2eztH(1− t)Eγ
α,β

(
− p

t(1− t)

)
+ z(1− t)c−b−1eztH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
− (1− t)c−b−1eztδ(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
+
pγ(1− 2t)

t2(1− t)2
(1− t)c−b−1eztH(1− t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
olarak elde edilir. Bu son eşitliğin her iki tarafına t parametresi üzerinden Mellin

dönüşümü uygulanırsa

M

[
d

dt
{f (α,β;γ)

b,c (t : z; p)} :b

]
= −(c− b− 1) M

[
(1− t)c−b−2eztH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
+ z M

[
(1− t)c−b−1eztH(1− t)Eγ

α,β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
+ pγ M

[
t−2(1− t)c−b−3eztH(1− t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
− 2pγ M

[
t−1(1− t)c−b−3eztH(1− t)Eγ+1

α,α+β

(
− p

t(1− t)

)
:b

]
(4.36)

bulunur. Diğer taraftan (4.35) den

M
[
f
(α,β;γ)
b,c (t : z; p) :b

]
= B(b, c− b) EΦ(α,β;γ)

p (b; c; z)

olup, (2.11) özelliğinden de

M

[
d

dt
{f (α,β;γ)

b,c (t : z; p)} :b

]
= −(b−1)B(b−1, c−b+1) EΦ(α,β;γ)

p (b−1; c; z) (4.37)

eşitliği yazılabilir. O halde (4.36) nın sol ve sağ yanında sırasıyla (4.37) ve (4.35)

dikkate alınarak
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−(b− 1)B(b− 1, c− b+ 1) EΦ(α,β;γ)
p (b− 1; c; z)

= −(c− b− 1)B(b, c− b− 1) EΦ(α,β;γ)
p (b; c− 1; z)

+ zB(b, c− b) EΦ(α,β;γ)
p (b; c; z)

+ pγB(b− 2, c− b− 2) EΦ(α,α+β;γ+1)
p (b− 2; c− 4; z)

− 2pγB(b− 1, c− b− 2) EΦ(α,α+β;γ+1)
p (b− 1; c− 3; z)

istenilen sonuca ulaşılır.
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu tez çalışmasında, Prabhakar fonksiyonu yardımıyla E-gamma ve E-beta

fonksiyonları tanımlanmış ve ardından E-beta fonksiyonu kullanılarak E-Gauss hiper-

geometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksiyonlarının tanımları da verilmiştir. Ay-

rıca bu fonksiyonlar için bazı integral temsilleri, Mellin dönüşümleri, türev formülleri,

toplam formülleri ve indirgeme bağıntıları elde edilmiştir. Literatürde yer almayan bu

sonuçlar (muhtemelen) orjinaldir.

Prabhakar fonksiyonu yardımıyla genelleştirilen bu fonksiyonların özel durum-

ları incelendiğinde p= 0 ve β= 1 (ya da β= 2) alınması durumunda E-beta, E-Gauss

hipergeometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksiyonlarının, sırasıyla klasik beta,

Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarına indirgendiği ve tez

içerisinde elde edilen tüm sonuçların klasik fonksiyonlar için elde edilen sonuçlarla

çakıştığı görülür. Ayrıca p 6=0 ve α=β=γ=1 (ya da α=1, γ=β=2) seçilmesi duru-

munda ise E-gamma fonksiyonunun (3.1) genişletilmiş gamma fonksiyonuna, E-beta

fonksiyonunun (3.2) genişletilmiş beta fonksiyonuna, E-Gauss hipergeometrik fonksi-

yonunun (3.3) genişletilmiş Gauss hipergeometrik fonksiyonuna ve E-konfluent hiper-

geometrik fonksiyonunun (3.4) genişletilmiş konfluent hipergeometrik fonksiyonuna

indirgendiği ve yine tez çalışmasında elde edilen sonuçların [6], [7] ve [8] nolu refe-

ranslarla verilen yayınlardaki sonuçlarla örtüştüğü gözlemlenebilir.

İlerleyen çalışmalarda, E-beta fonksiyonu kullanılarak Appell, Lauricella, Sri-

vastava ve Horn fonksiyonları gibi çok değişkenli hipergeometrik fonksiyonlar için de

yeni genelleştirmeler tanımlanabilir ve bunların çeşitli özellikleri incelenebilir. Ayrıca,

bu fonksiyonlar yardımıyla kesirli türev ve integral operatörleri tanımlanabilir. Bu

operatörler yardımıyla bazı özel fonksiyonlar için doğurucu fonksiyon ilişkileri elde

edilebilir.
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generalizations of gamma, beta and related functions, Journal of Inequalites and

Special Functions, 2018, (Baskıda).

51



ÖZGEÇMİŞ
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