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OZET

Bu tez bes boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim giris kismina ayrilmigtir.

Ikinci boliimde, diger boliimlerde kullanilacak olan &zel fonksiyonlarin tanimlar1 ve bazi 6zel-

likleri verilmisgtir.

Uciincii boliimde, gamma, beta ve hipergeometrik fonksiyonlarmin ¢esitli genellestirmeleri ile

ilgili yapilmig olan bazi caligmalardan bahsedilmisgtir.

Dordiincii boliimde, Prabhakar fonksiyonu yardimiyla gamma ve beta fonksiyonlari i¢in yeni
genellestirmeler tanimlanmistir.  Ardindan, yeni genellestirilmis beta fonksiyonu kullanilarak Gauss
hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlar1 i¢in de yeni genellestirmeler verilmigtir. Ay-

rica, bu genellestirilmis fonksiyonlarin bazi 6zellikleri incelenmistir.

Besinci boliimde, elde edilen bulgular 6zetlenerek ileriki ¢aligmalar icin ¢esitli oneriler sunul-

mustur.
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stimii, Mittag-Leffler fonksiyonu, Prabhakar fonksiyonu.
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ABSTRACT

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, the definitions and some properties of special functions that will be used

in other chapters are given.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler

Bu calismada kullanilmis baz1 simgeler agiklamalart ile birlikte asagida sunulmustur.

Aciklama
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: Beta fonksiyonu

: Pochhammer sembolii

: Gauss hipergeometrik fonksiyonu

: Konfluent hipergeometrik fonksiyonu

: Bir parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

: Iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu

: Prabhakar fonksiyonu

: Mellin doniisiimii

: Ters Mellin doniigiimii

: Genigletilmis gamma fonksiyonu

: Genigletilmis beta fonksiyonu

: Genisletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonu
: Genigletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonu
: E-gamma fonksiyonu

: E-beta fonksiyonu

: E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

: E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

: Heaviside fonksiyonu

: Dirac delta fonksiyonu

vi



1. GIRIS

Uygulamali matematigin 6nemli ¢alisma alanlarindan birisi olan 6zel fonksi-
yonlar genellikle has olmayan integraller ya da sonsuz seriler yardimiyla tanimlanirlar
[1, 2, 4, 13-16, 21, 33]. Matematiksel fizik, olasilik teorisi ve dier alanlarda pek cok
uygulamalara sahip olmalar1 nedeniyle, en 6nemli 6zel fonksiyonlar arasinda gamma,
beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlar: yer almaktadir.
Bu 6zel fonksiyonlarin tanimlar1 ve bu tez de kullanilacak olan baz1 6zellikleri ikinci

boliimde verilmistir.

Literatiir incelendiginde 1994, 1997 ve 2004 yillarinda Chaudhry ve arkadaglari
tarafindan yapilan caligmalardan [6-8] ilham alinarak, gamma, beta, Gauss hipergeo-
metrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarinin cesitli genellestirmeleri ile ilgili

2011 yilindan itibaren yapilan ¢ok sayida yayina rastlanmaktadir. Bu calismalardan

bazilarina iiglincii boliimde deginilmistir [9, 11, 12, 17, 20, 26, 28, 30-32, 34, 37].

Ayrica belirtelim ki 2010 yilinda Ozarslan ve Ozergin tarafindan yapilan calis-
may1 [24] takiben, Appell, Lauricella ve Srivastava fonksiyonlar1 gibi cok degiskenli
hipergeometrik fonksiyonlarinin genellestirmeleri ile kesirli tiirev ve integral operator-
lerinin genellestirmeleri iizerine yapilan calismalarin da oldukga popiiler hale geldigi

goriilmektedir [3, 5, 10, 12, 18, 25, 35, 36].

Ozel fonksiyonlarin genellestirmeleri iizerine yapilan caligmalar, uygulama alan-
larinin geniglemesi agisindan biiyiik 6neme sahiptir ve bu konu iizerine yapilan calig-

malarin sayis1 da giin gectik¢e artmaktadir.

Bu sebeple, yukarida kismen bahsedilen yayinlardan da esinlenerek, bu tez
calismasinin dordiincii boliimiinde gamma, beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent
hipergeometrik fonksiyonlariin yeni genellestirmeleri tanimlanmigtir. Ayrica tanim-
lanan yeni genellestirilmis fonksiyonlar i¢in bazi integral temsilleri, Mellin doniisiim-

leri, tiirev formiilleri, toplam formiilleri ve indirgeme bagintilar1 elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismasinin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan 6zel

fonksiyonlarin tanimlar1 ve bazi 6zellikleri verilecektir.

Tanmim 2.1. (Gamma Fonksiyonu) Gamma fonksiyonu,
['(x) :/ t"te7tdt, x>0 .1)
0

genellestirilmis integrali ile tanimlanir [1].

Gamma fonksiyonuna
MNez+1)=z!, z>-1
ozelliginden dolay1 genellestirilmis faktoriyel fonksiyonu da denir. Ayrica
I(z+1)=2l(z), x>0
esitligi de saglanir [1].

Belirtelim ki, 2 € C olmasi durumunda (2.1) integrali Re(z) > 0 igin yakinsaktir
[33].

Tanim 2.2. (Beta Fonksiyonu) B(z, y) ile gosterilen beta fonksiyonu,
1
B(:E,y):/ t" M1 —t)rtdt, x>0, y>0 (2.2)
0

genellestirilmis integrali ile tanimlanir [1].

Diger taraftan (2.2) de t=sin?6 ve t = T4 dontsiimleri yapilirsa sirastyla

™

B(x,y):2/Z(SinQ)Qm_l(COSG)QZ’_ldQ, x>0, y>0 2.3)
0

ve

e ¢] ua:—l
B = —d >0, y>0
(2, y) /0 Tt 70y



elde edilir [1]. Gamma fonksiyonu ile beta fonksiyonu arasinda

I'(z)I'(y)
I(z+vy)’

seklinde bir iligki vardir [33]. Ayrica (2.4) esitliginden kolaylikla goriilebilir ki

B(z,y)= z, y£0,—1,—2,. .. (2.4)

B(x,y)=DB(y, z)

olup, bu esitlik beta fonksiyonunun simetri 6zelligi olarak adlandirilir [33].

Belirtelim ki, z, y € C olmas1 durumunda (2.2) integrali Re(z)>0 ve Re(y)>0
icin yakinsaktir [33].

Tamm 2.3. (Pochhammer Sembolii) oo kompleks bir say1 ve n sifir ya da pozitif tam-

say1 olmak iizere Pochhammer sembolii

ala+1)...(e+n—-1) neN
1 ,n=0

()=
seklinde tanimlanir [33].

Pochhammer sembolii, gamma fonksiyonu yardimiyla

I'(a+n)
(o)

biciminde de verilir [33]. Ayrica, Pochhammer sembolii

(@)= a#0,—1,—-2,...
(a)n-i-m = <a>m(a + m)n (2.5)

ozelligine de sahiptir [33].

Tanim 2.4. (Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu) a,b,c € C ve ¢ #0,—1,—2,... ol-

mak iizere Gauss hipergeometrik fonksiyonu

oF1(a,b;¢;2)= Z (@)n(b)n 2

n=0 (C>n H’

|z| <1

seklinde tanimlanir [33]. Bazen 9F;(a,b;c; z) yerine F(a, b;c; z) gosterimi de kul-

lanilir.



Pochhammer sembolii ile beta fonksiyonu arasindaki

() T(+n) T(c) T(c—0b) _ B(b+n,c—b)
(),  T(®) T(c+n)T(c—b) B(b,c—b)

, (Re(c)>Re(b)>0) (2.6)

ozelliginden [1] yararlanilarak Gauss hipergeometrik fonksiyonu

= (b b) z
F(a,b;c; 2) ZO %Cb))m’ |z] <1 (2.7)
(Re(c)> Re(b)>0)

seklinde de yazilabilir Ayrica Gauss hipergeometrik fonksiyonu

1
F(a,b;c;z)= ’ b)/ 71— )N (1 — 2t)at (2.8)
0

B(b,c —
(arg |1 — z| <7, Re(c)> Re(b)>0)

integral temsiline sahiptir [33].

Tanim 2.5. (Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonu) b,c € C ve ¢ # 0,—1,—-2,...

olmak iizere konfluent hipergeometrik fonksiyonu
1Fi(b;62)=P(b;¢;2) =) ———, |z|<o0
seklinde tanimlanir [33].

Pochhammer sembolii ile beta fonksiyonu arasindaki (2.6) 6zelliginden yarar-

lanilarak konfluent hipergeometrik fonksiyonu

(b; ¢; z)—go B(Blj(—ll;nc,_C;)b)Z_’: (2.9)
(Re(c) > Re(b)>0)

biciminde de yazilabilir. Ayrica konfluent hipergeometrik fonksiyonu

1 1
(b c;2)= ) /0 1L =) e at (2.10)

B(b,c—
(Re(c) > Re(b) > 0)

integral temsiline sahiptir [33].



Gamma, beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyon-
lar1 hakkinda daha fazla bilgi i¢in [1, 2, 4, 13, 14, 21-23, 27, 33] nolu referanslara
bakilabilir.

Tanim 2.6. (Mellin Déniisiimii) (0, co) araliginda taniml reel degerli bir f fonksiyo-

nunun Mellin doniisiimii,

seklinde tanimlanir. [19].

Ayrica Mellin doniisiimii,
Mf(x):s]=F(s) = Mf (x):s]=—(s = DF(s = 1) (2.11)
ozelligini saglar [19].
Tanim 2.7. (Ters Mellin Doniisiimii) /' fonksiyonun ters Mellin doniisiimii

c+i00
M F(s): 2] = f(x) L/ x °F(s)ds, ¢= Re(s)

- 21

—100

seklinde tanimlanir [19].

Tanim 2.8. (Mittag-Leffler Fonksiyonlar1) Bir parametreli ve iki parametreli Mittag-

Leffler fonksiyonlar: sirasiyla

oo n
Ea(Z):nZ:O m, OZGC, RQ(OZ)>O
ve
oo n
Eaﬁ(z)—Zm, a,eC, Re(a)>0

n=0

seklinde tanimlanir [16].

Tamm 2.9. (Prabhakar Fonksiyonu) Uc parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu olarak

da bilinen Prabhakar fonksiyonu

[e.9] n

(V)n

Fed =2 Fan+

n=0

a,B,7€C, Re(a)>0

seklinde tanimlanir [29].



1971 yilinda Prabhakar tarafindan tanimlanan bu fonksiyonun bazi 6zel durum-

lar1 sunlardir:

= 1) 2" 2"
El _ ( n Il N
i nZ:o ['(an + B) n! nZ:o ['(an + pB) 5(2)
> 1) P 2"
El = ( = - =L
21(2) ; I'(an+1) n! I'(an+1) (2)
= ), =z 2"
El — ( n — o2
1(2) HZ:()F(n—i-l)n' — nl ‘
> 2), 2" 2"
E2 — ( n ~ Z 2
12(2) ;%F(R‘FQ) o o ©
(7; 8 2)
E’Y
1,B(z) F(B)
Ayrica, Prabhakar fonksiyonunun m. basamaktan tiirevi
am "
o [Bap(2)] = (B o (2) (2.12)
bicimindedir [29].

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 hakkinda daha fazla bilgi i¢in [15, 16, 19, 21, 23,
27, 29] nolu referanslara bakilabilir.



3. GENELLESTIRILMIS OZEL FONKSIYONLAR

Bu boliimde gamma, beta ve hipergeometrik fonksiyonlarinin ¢esitli genellestir-

meleri lizerine yapilmis bazi ¢aligmalara deginilecektir.
3.1. GAMMA FONKSIYONUNUN GENELLESTiRMELERI

1994 yilinda, Chaudhry ve Zubair klasik gamma fonksiyonuna e~ ¢ diizenleyici

carpanini ekleyerek genigletilmis gamma fonksiyonunu,
[(z;p) :/ tmfle(_t_g)dt, Re(p)>0 3.1
0

seklinde tanimlamislar ve tanim kiimesini tiim kompleks diizleme genisletmislerdir [6].

p=0 i¢in genisletilmis gamma fonksiyonu, klasik gamma fonksiyonuna indirgenir.

Son yillarda pek ¢ok arastirmaci, gamma fonksiyonunun (3.1) deki genisletilme-
sinden esinlenerek cesitli genellestirilmis gamma fonksiyonlar1 tanimlamiglardir. Bun-
lardan bazilar1 sunlardir:

Ozergin ve arkadaslar1 [26]
N YIR R a p
I 5>(x)_/0 t 11F1<a,5, —t — ¥>dt
(Re(a) >0, Re(B)>0, Re(p)>0, Re(x)>0),
Parmar [28]

Fé""ﬁ?m)(x) :/0 4R <oz; B;—t — t%)dt

(Re(a) >0, Re(B)>0, Re(p)>0, Re(x)>0, Re(m)>0),

Cetinkaya ve arkadaglar1 [11]
o,B5k, > r—1 .. tﬁ q
F;(),qﬁ 'u)(l'):/o t lFl(a’B’_;_t_ﬂ dt
(min{Re(p), Re(q), Re(a), Re(B), Re(k), Re(p)} >0, Re(x) >0),



Sahin ve arkadaglar1 [37]

(Re(p) >0, Re(q) >0, Re(k) >0, Re(u) >0).
3.2. BETA FONKSIYONUNUN GENELLESTIRMELERI]

1997 yilinda, Chaudhry ve arkadaslari, genigletilmis beta fonksiyonu icin ilk
olarak gamma fonksiyonunda kullamlan e~ * diizenleyici ¢arpanmi eklemeyi diisiin-
miisler fakat beta fonksiyonu i¢in 6nemli olan simetri 6zelligini bozacagin gormiigler-
dir. Bu yiizden klasik beta fonksiyonuna e T diizenleyici carpanimi ekleyerek

genisletilmis beta fonksiyonunu,

1

B(fc,y;p):z/o =11 — tprteC T dt,  Re(p)>0 (3.2)

seklinde tanimlamiglar ve tanim kiimesini tiim kompleks diizleme genisletmislerdir

[7]. p=0 icin genisletilmis beta fonksiyonu, klasik beta fonksiyonuna indirgenir.

Son yillarda pek ¢ok arastirmaci, beta fonksiyonunun (3.2) deki genigletilmesin-
den esinlenerek cesitli genellestirilmis beta fonksiyonlar: tanimlamiglardir. Bunlardan
bazilar1 sunlardir:

Ozergin ve arkadaslar1 [26]

Bzga’ﬁ)(x,y)Z/O A Rt 3 <a;ﬁ;ﬁ)dt
(Re(p) >0, Re(x)>0, Re(y)>0, Re(a)>0, Re(5)>0),

Lee ve arkadaslar1 [20]

1
B(z,y;pym)= [ t" 11—tV ! N P
)= [ e enp |- ]

(Re(p)>0, m>0),



Parmar [28]

1
Béa’ﬂ;m)(%w:/o "1 =) (06;5; —ﬁ) dt
(Re(p) >0, Re(x)>0, Re(y)>0, Re(ar)>0, Re(S)>0, Re(m)>0),

Choi ve arkadaglar [9]

Srivastava ve arkadaglar1 [34]
1
Bl()a’ﬁ;“’”)(a:, Y) :/0 M1 -t (a; B; —ﬁ)dt
(Re(p) = 0; min{Re(z), Re(y), Re(a), Re(B8)}>0; min{Re(r), Re(p)}>0),

Goswami ve arkadaslari [17]

1
BZ(D?:]”B)<£L',y) :/ t‘ril(l — t)yillFl (Oé; ﬂ, —g — %t) dt
o _
(min{ Re(p), Re(q)}>0; p=q=0, min{Re(z), Re(y)}>0; acC, pcC\ Z,;),
Shadab ve arkadaglar1 [32]

Bg(x,y):/o tx‘l(l—t)y‘lEa<—t(1p_t))dt
(a€Ry, Re(p)>0),

Rahman ve arkadaglar [30]

B?"”(g,ﬁ)z/ol 271 - 2)PE, (—L)m)dz

21—z

(Re(s) >0, Re(B)>0, Re(p)>0, A, m>0),

Rahman ve arkadaglar1 [31]

1
B;q(al,@):/ 21711 — z)‘;TlE,\(—g) EA(—l f Z)dz

0

(Re(01)>0, Re(d2) >0, p, ¢=0, Re(A)>0),

9



Cetinkaya ve arkadaglar1 [11, 12]

B[()?;ﬂ;n,u)(x?y):/o tw—l(l - t)y_llFl (a; B; —t% — f _qt)/ﬁ)dt
(min{Re(p), Re(q), Re(a), Re(B), Re(k), Re(p)} >0, min{Re(x), Re(y)}>0),

Sahin ve arkadaglar1 [37]
(K,12) 1 (&~ w)
K, _ z—1 -1 |~ ir—a=pF
Bl (x,y)/ot (1 — )l maim) gy

(Re(p) >0, Re(q) >0, Re(k) >0, Re(u) >0).
3.3. HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLARIN GENELLESTIRMELERI

2004 yilinda, Chaudhry ve arkadaslari, (2.7) ve (2.9) esitliklerinde paydaki
beta fonksiyonu yerine (3.2) genisletilmis beta fonksiyonunu kullanarak genisletilmis

Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarini

= B(b+n, ¢ —b;p) 2"
Fplab;c;2)=> (a)n B e i (3.3)
n=0 ! ’

(p=20; |z| <1; Re(c)>Re(b)>0)

veE

[e.e]

B(b+n, ¢—b;p) 2"
o (b; ¢ 2) Z Bl e bl (3.4)

n=

(p20; Re(c)> Re(b)>0)

seklinde tanimlamislardir [8]. Ayrica, p =0 olmasi durumunda (3.3) ve (3.4) sirasiyla

klasik Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarina indirgenir.

Bu fikirden esinlenerek, (2.7) ve (2.9) esitliklerininde paydaki beta fonksiyonu
yerine bir onceki kisimda bahsedilen genellestirilmis beta fonksiyonlarinin kullanil-
mastyla, sirasiyla asagidaki genellestirilmis Gauss hipergeometrik ve konfluent hiper-

geometrik fonksiyonlar: tanimlanmigtir. Bunlar:

10



Ozergin ve arkadaslari [26]

o0

(o, (b+nc—b)
F) Ma,b; ;) Z Blb,c—b) o

veE

> B(a”g)(b—l—n c—0b)z"
OB (bh: ¢ 2) = P J ol
b (bi2) HZ:; Bb,c—b)

Lee ve arkadaslar1 [20]

> Bb+n c— bp;m)<a) 2
= B(b, ¢ —b) "

b(a, by c;zim)=

(p>0, m>0, |z|<1; Re(c)> Re(b)>0)

ve
= B(b+n, c—b;p;m) 2"
o (b: .
6% m) ; B(b, ¢c— ) n!
(p>0, m>0, Re(c)> Re(b)>0),
Parmar [28]
= B(aﬂm)(b—l—n c—1b)z2"
Flofm) (a, by c; 2) = —
(a.5¢:2) Z B(b,c—b) n!
n=0
(p>0; |z| <1; Re(c)>Re(b)>0, Re(a)>0, Re(S)>0, Re(m)>0)
ve

= B (b4 —b) 2"
PlBm) (p. o o) — P J il
b (bieiz) ; Blbc—b)  nl

(p>0; Re(c)> Re(b)>0, Re(a)>0, Re(S)>0, Re(m)>0),
Choi ve arkadaslar [9]

o0

B(b+n,c—b;p,q)
J(a,b;c; 2) Z Blbc—1) (a)na

(p=0, ¢20, |2|<1; Re(c)> Re(b)>0)

11



ve

Srivastava ve arkadaglar1 [34]

(a,B;5,10) o) P ) z
EPmm) (a, b c; 2) —Z(a)n Bbc—0) o

n=0

(|z| <1; min{Re(«), Re(p), Re(k), Re(u)}>0; Re(c) > Re(b) >0; Re(p)=0),

Goswami ve arkadaslari [17]

N = BY%A) (b+n,c—10b) 2"
By (abicz)=) (@ =g =

(p, geRY; |2|<1; Re(c)>Re(b)>0; aeC, BeC\Zy)

ve
= B (b +n,c—b) 2"
(I)(a,ﬁ) b: c: :E p,q ) ~
pa (06 2) ! B(b,c —b) n!

(p, €RY; Re(c)>Re(b)>0; aeC, BeC\Zy),

Shadab ve arkadaslar1 [32]

F,(a,b;c; 2)

i kpr+]€C—b>
—~ " Blb.c—b) K

(aeR™, peRY, |2| <1, Re(c)> Re(b)>0)

ve
- Bg(b+k,c—b)z_k
Blb,c—b) K

D, 0(b;c;2)=

k=0

(aeR*, peRY, Re(c)> Re(b)>0),

Rahman ve arkadaglar1 [30]

0o B)\§m<§2 +n,q3 — §2) 2"
F)\;m . )= P : nl
" (S1, 625635 2) %@1)" B(sg,—%) nl

(p>0, m, A>0, Re(s3) > Re(s) >0, |z|<1)
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ve
00 Am
Bp

O™ (63 535 Z)ZZ

n=0

(p>0, m, A>0, Re(ss) > Re(s)>0),

(2 +n,63—¢) 2"
B(s2,63 — <2) n!

Rahman ve arkadaglar1 [31]

> B)\ ((52 +n 53 — 52) z"
A LS. _ § p,q ’ s
Fp’q(5175275372)_ (51)71 B((52,53 _ (52) nl

n=0

(p, ¢>0, A>0, Re(d3)> Re(d2) >0, |z|<1)

veE

<= (52+n 53-52)2”
q))\ F . — p,q ? &
p,q(527 537 Z) Z B((527 53 . 52) n

n=0

(p, ¢>0, A>0, Re(d3)> Re(d2)>0),

Cetinkaya ve arkadaglar1 [11]

B(aﬂlw (b+mn,c—10b)z"

F(aﬁﬂu b; o
(a.5:¢12) Blbc—b)  nl

(min{ Re(p), Re(q), Re(a), Re(), RG(H), Re(u)} >0, |z|] <1, Re(c)> Re(b)>0)

ve

o B > B(?"B;”’“)(b—i—n,c—b) 2"
ez =)

(min{ Re(p), Re(q), Re(a), Re(5), Re(k), Re(u)} >0, Re(c)> Re(b)>0),

Sahin ve arkadaglar1 [37]

|z| <1

= B£2“<ﬁ+m B) 2"
@072 =2 (O g

(min{Re(p), Re(q), Re(k), Re(p)} >0, Re(y) > Re(S) >0)

n=

veE

. = By (B +n,y - B) 2"
B (0:7:2) :Z B(B,y—pB) nl

(min{ Re(p), Re(q), Re(k), Re(u)} >0, Re(y) > Re(B) >0).

13



Yukarida bahsedilen tiim bu caligmalardan esinlenerek tez calismasinin sonraki
boliimiinde Prabhakar fonksiyonu yardimiyla yeni genellestirilmis 6zel fonksiyonlar

tanimlanacak ve bu fonksiyonlarin sagladigi bazi 6zellikler incelenecektir.

14



4. PRABHAKAR FONKSIYONU iLE TANIMLANAN
GENELLESTIRILMIS OZEL FONKSIYONLAR

Bu boliimde, Tanim 2.9 da verilen

Elﬁ(z):nz_o %Z—T;, a,3,7€C, Re(a)>0 4.1)
Prabhakar fonksiyonu yardimiyla gamma, beta, Gauss hipergeometrik ve konfluent
hipergeometrik fonksiyonlar1 genellestirilecek ve genellestirilen bu fonksiyonlarin in-
tegral temsilleri, Mellin doniisiimleri, tiirev formiilleri, toplam formiilleri ve indirgeme
bagintilar1 gibi cesitli ozellikleri incelenecektir. Bu boliim boyunca kisalik acisin-
dan Prabhakar fonksiyonu yardimiyla tanimlanan genellestirilmis gamma, beta, Gauss
hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlar1 sirasiyla E-gamma, E-beta,
E-Gauss hipergeometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu olarak adlandirila-

caktir. Bu boliim boyunca aksi belirtilmedikge k,m.ne€N; a, 5,7, a,b, ¢, p, x,y, z€C;
Re(p) >0, Re(x)>0, Re(y) >0, Re(c)> Re(b) >0 ve Re(«) >0 olarak alinacaktir.

4.1. E-GAMMA FONKSIYONU

Tanim 4.1. E-gamma fonksiyonu

B (ef) (x)::/o "B, (—t — g)dt (4.2)

seklinde tanimlanir.
E-gamma fonksiyonu, p=0vea=p=v=1(yadaa =1,7v= = 2)

olmasi halinde (2.1) klasik gamma fonksiyonuna, p # 0 ve « = f =~ =1 (ya da

a=1,v7= [ = 2) olmas1 halinde (3.1) genisletilmis gamma fonksiyonuna indirgenir.

15



Teorem 4.2. E-gamma fonksiyonu

E1(a,B; E1(e,B; 2(z+y) 2z—1 2y—1
Fé M (x) Ly ) // @+9=1 (cos 0)% 7 (sin 0) 2~

><E37 ( r? cos® f— )EW ( r? sin 9——)drd9 4.3)

72 COS2 0 r2sin

bagintisini saglar.

Ispat. E-gamma fonksiyonunun (4.2) integral temsilinde ¢ =7?> doniisiimii yapilirsa

a,f3; > Tz — p
Ty ’5’7)(1“):2/0 U 1E§,5(—772—?)d77

elde edilir. Dolayisiyla
S

yazilabilir. Bu iki ifade taraf tarafa carpilirsa

EFéaﬂW)( )EF 04,3’)/ / / 2z — 152y 1E’Y ( 77 _77 ) 3’5(_62 g2)(177d€

bulunur. Burada n=r cos 6, £ =7 sin 0 kutupsal koordinatlara gegilirse

EF](Da,ﬁ;'y)( )EF oz,B'y) / / 2(z+y)— COS@)QI 1(SIH9>2y 1

><E7 ( r? cos 9—m>E7 ( r? sin 0—%)@@6’

r<sin

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.3. (4.3) esitliginde, p#£0ve a=F=v=1(yada a=1,7y==2) alinirsa,

genisletilmis gamma ile genisletilmis beta fonksiyonu arasindaki iligki [7],

Lp(@)Ty(y) = 2/ P2aty)-1,-° p (x,y; %)
0 r

bulunur.

Gergekten de (4.3) esitliginde, p#Ove a=F=~v=1(yadaa=1,7y==2)

alinirsa

2 o 2.2 p
:4/ / r2(x+y)—l(cos Q)Qx_l(sin 9)2y—16(7r cos? 60— = cos29)
0 0

2

X @(_r sin? a_r sin?2 )dT‘dQ
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Fp($>rp(y):2/ 2oty —le=r? (2/2(COSe)zx_l(sinQ)Qy_le(_'chc)sZstinQQ)d9>dr
0

0

olup, Chaudhry ve arkadaslar1 [7] tarafindan verilen

B(z,y;b) = 2/

0

NE

(cos 8)* 1 (sin 9)2y*16(—bse02 0esc?0) g
integral temsili kullanilirsa

M@ =2 [ e s (ny )

istenilen sonuca ulasilir.

Sonuc 4.4. (4.3) esitliginde, p=0ve a=0=v7=1(yadaa=1,7=[=2) alinirsa,
klasik gamma ile klasik beta arasindaki iligki [1],

- I'@)(y)
elde edilir.

Gergekten de (4.3) esitliginde, p=0ve a=pF=~v=1(yadaa=1,7v=£=2)

alinirsa,

F(x)F(y):4/2/ 2@ =1 (005 0)2 1 (sin 0) 2 drdf
o Jo

=2 (/ 7“2(”9)_16_’"2(17’) (2/2(cos@)zx_l(siné)zy_lde)
0 0

olup, (2.3) integral temsili kullanilirsa

2

[(x)[(y)=2B(z,y) /OO rHE) e gy
0
elde edilir. Son integralde r% =t doniisiimii uygulanirsa
['(x)'(y)=B(z,y) /OO et =le~tgy
0
=B(z,y)l'(z + y)

bulunur. Boylece

arzulanan sonug elde edilir.
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4.2. E-BETA FONKSIYONU

Tanmim 4.5. E-beta fonksiyonu

1
EB(OéﬁW) ::/ tdf—l 1—t¢ y—lE”/ _ p dt 4.4
P (l’, y) 0 ( ) a,f t(l - t) ( )

seklinde tanimlanir.

E-beta fonksiyonu, p=0 ve =1 (ya da §=2) olmasi halinde (2.2) klasik beta
fonksiyonuna, p#0 ve a = =~y =1 (yada o =1,y = [ = 2) olmasi1 halinde (3.2)

genisletilmis beta fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.6. E-beta fonksiyonu

i) EB]()O‘”BW) (x,y) :2/2(sin 0)*~*(cos 9)2y—1EZ”B(—p sec” f csc? 0)do

0
00 z—1

i) £B(@:h) :/ u EY [—p(2 14

ll) p (l‘,y) 0 (1+u T4y a,ﬂ[ p( +U+u )j| u

. ey [* _ _ 4p
iii) EBZI()O“’/M)(Q:,y):21 v y/l(l—i—u)“" M1 —u) 1EZ,B <—(1_u2))du

C

iv) FBE (2, y) = (¢ — a) Y / (u—a)" (e —up B, <— ple—af ))du

(u—a)(c—u

integral temsillerine sahiptir.
Ispat. (4.4) integral temsilinde

i) t=sin? @ doniisiimii ile,

™

Ep(a,B; _ [ 9 ; 2z—2 2 g\y—1
B](D ”(m,y)—/ 2sin 6 cos (sin #)“* (1 — sin* 6)?

0
p
E] (- df
" Hap ( (sin? §)(1 — sin? 9))

:2/02<Sjn Q)Qx—l(cos 6)27;—1 Egﬁ(_p 8802 9C802 Q)dQ
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i) {= i doniisimil ile,

>~ 1 u \H u V1 1
ER(a,f;7) :/ 1— EV 2
B (x,y) Tz \1+u 5w tut - du

0 ux—l B

i) t= HT“ doniistimii ile,

‘ 1 Y 1+u\TY 14w\ 4p
Ep(a,B;y) — Y
B == 1— B (——F—)d
p o) 2/1( 2 ) ( 2 ) “’6( (1—u2)) !

g1y /_ Q4w 1= B (— 5 fqu))du

1

v) t=%=" dontgimii ile,

En(afn) ©1 (u—a\ " u—a\ . p(c—a)?
BleBry — 1-— E d
T e G G R S e )

—(c—a)'* / (u—ay e—upt B, (‘ (up—(ca)_(ca : u))du

elde edilir. m
Teorem 4.7. Re(x)>m ve Re(y)>m olmak iizere, E-beta fonksiyonu

dm L, oy m e maog m
g LB @ )] = (D" BT (e —my—m) - (45)
tirev formiiliinii saglar.

Ispat. (1.Yol) Tiimevarim yontemi kullamlarak yapilir. (4.4) iin her iki yamnm p

I 0 2o ()

{
/Otm -7 {nirawrﬁ _nT

_ 1272 y—2 = (7)71
__/Ot (1) ZF(an+ﬁ) (n—1)!

n=1

parametresine gore tiirevi alinirsa
d
D

d . 1
B e y) = -y

QU

%IQ
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bulunur. Bu son esitlikte n yerine n + 1 konulduktan sonra Pochhammer semboliiniin

(2.5) ozelligi dikkate alinirsa

1

! oo e (uto)
_[EBéa’ﬁ’V)(Qi,y)] /tm 2 y 2 ZF +1 t(1-t) g
0

dp (an+a+p)  nl

&)
t(1-t
(1-t) dt

=0
1 00
- - 2 y 2
7/0 Zfan—i-oz—i-ﬁ) n!

n=0

1
_ F2(] _ )V 2Ev+1 p dt
=—y Epleftont (g — 1,y — 1) (4.6)

n

sonucuna ulagilir. O halde m =1 i¢in (4.5) tiirev formiilii dogrudur.

Simdi (4.5) tiirev formiiliiniin m =k icin gecerli oldugunu kabul edelim, yani

dk @, 05 @ «;
oL B @ )] =D OB =k y—k) 4.7
esitligi saglansin. (4.7) esitliginin her iki yaninin p paramatresine gore tiirevi alinir ve

(4.6) kullanilirsa

W[EB;S P (2, y))] :%[(_1)k<7)kEB]() PRI (1 — ke y— k) |
d o QL
Z(—l)k(v)kd—p [FB{* P TR0 (p — |y — k)]

k+1 En(a,f+(k+1)a;y+k+1
M )r(y + k) B PN R (p |1y —k—1)
(= 1) (y) gy PBY IO ) (3 (] 4+ 1), y— (k + 1))

elde edilir ki, bu da (4.5) tiirev formiiliiniin m = k+1 icin de dogru oldugunu gosterir.
Boylece ispat tamamlanir.
(2.Yol) Simdi E-Beta fonksiyonun p parametresine gére m. basamaktan tiirevinin is-
patinin ikinci yolu olarak

dm o I'(n+1)
LS P L

n—m

, n>m 4.8)

esitliginden yararlanacagiz [22]. (4.4) esitliginin her iki yaninin p parametresine gore
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. basamaktan tiirevi alinir ve Prabhakar fonksiyonunun (4.1) tanimi1 kullanilirsa
dm !

:/oltx_l(l - t)y_lza_mm i mfl)i 5) Ceto)
R D S e e

— (an + ﬁ )t (1 —t)mn! dp™
bulunur. Bu son esitlikte, (4.8) dikkate alindiktan sonra n yerine n + m yazilirsa
dm

dpﬁ [EBIgoc,ﬁw) (I’ y)]

:/1 =1 yo=1 i 1)™(7)n n+1) ..

5 Fom+ﬁt" 1—t)”n'F(n—m+1)p

c 1)”*’"(7) p"
=[S

a(n + m) + )t (1 — )t I'(n + 1)

elde edilir. Pochhammer semboliiniin (2.5) 6zelliginden yararlanilip gerekli iglemler
yapilirsa

jp_mm [EBZ()O‘”BW) (x’ y)}
— m 1oc—ml ymlOO (7+m) pn
=& /ot ;Fan+am+ﬁ)t”(1—t) "I'(n+1)
— (_1)m(7)m/0 tm—m—l(l _ t)y—m—l (_1)n('7 + m)n p"

“I'(an +am+ B)t"(1 — 1) nl

n

= (=1)"(Vm /O (g e i = e (k)

— (an + am + B) n!

O R e G

1—1)
= (=1)"(y)m "B (g —m, y—m)

bulunur. O halde ispat tamamlanir. ®

21



Teorem 4.8. E-beta fonksiyonunun p parametresi iizerinden Mellin doniisiimii
M[PBPN (2, y) 5] = Bl + s,y + 5)"T§ 7 (s),  Re(s) >0

seklindedir.

Ispat. Mellin déniisiimii tanimimdan
MBI (2, y) 5] = /0 P> EBY I () dp

olup, (4.4) integral temsilinin dikkate alinmasiyla
e 1
a,B; S— xr— — b
MBI (2, y) 5] :/ p {/ (1 —t)Y 1Egﬁ<—t - )dt} dp
0 0 (1-1)

el g

4.9)

seklinde yazilabilir. Diger taraftan Eg 5 <—ﬁ> fonksiyonunun p parametresi iize-
rinden Mellin doniisiimii, p=1(1—t)u degisken degistirmesi yapilmasiyla ve E-gamma

fonksiyonunun (4.2) tanimi gz Oniine alinmasiyla

zm[Egﬂ <_t(1p— t)) : } :/ooop“Egﬁ (_t(lp;—t))dp
=t5(1 — t)S/Oooulegﬂ(—u)du

=5(1 = ) TP (s),  Re(s)>0 (4.10)

olarak bulunur. (4.10) esitliginin (4.9) da yerine yazilmasiyla

00 1
/ ps—l EBI(ya,B;'y) (ZL', y)dp:EF(()Oéﬁ%’Y) (S) / tx—i—s—l(l o t)y-l—s—ldt
0 0

=Bz + s,y + 5)" T (s)
elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Tanim 2.7 de verilen ters Mellin doniisiimii ve Teorem 4.8 g6z Oniine alinirsa

asagidaki sonug agiktir.
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Sonug 4.9. E-beta fonksiyonunun bir bagka integral temsili de

1 ¢+1200 o B:
EB(aﬁv)(x y) = / Bz + s,y +s) EFé ’6’7)(s)p’sds, Re(s)>0

2mi —ico

seklindedir.

Teorem 4.10. E-beta fonksiyonu
En(a,pb; _ Ep(a,p; En(a,p;
B (2, y) =B (,y + 1) + "B (1 + 1, y)

indirgeme bagintisini saglar.

Ispat. (4.4) integral temsilinin kullanilmasiyla kolayca

BB (¢, ) /0 1 N1 — 1 E, Gﬁ) dt
I T
- [[Ea-or -0+ e E (s )
By PRy A

— Ep(a,f) (x4 1,y) + EBI(Ja,ﬁW) (z,y+ 1)

elde edilir ki bu istenilendir. m

Teorem 4.11. E-beta fonksiyonu

o

EB(aﬁv x 1—y

y)|" EB{#)(x +n,1), Re(y)<1
n!
n=0

toplam formiiliinii saglar.

Ispat. E-beta fonksiyonunun (4.4) integral temsilinden

1
a,; = B 4
EREBN (1,1 — ) :/0 - )VE] (_t(l — t)>dt
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esitligi yazilabilir. Bu son esitlikte

seri acilimi [1] kullanilirsa

ER(aBm) (4 1 — :/ el B ——at
P (I’ y) 0 Z(y) n a,B t(l . t)

bulunur. m
Teorem 4.12. E-beta fonksiyonu
EBI(;a,ﬁw) (z,9) :Z EBI(,O"ﬂ”)(x +n,y+1)

toplam formiiliinii saglar.

Ispat. (1 — ¢)v~"! ifadesinin

(1=t t=(1—t) Zt" It <1
seklinde yazilabilecegi (4.4) integral temsilinde dikkate alinirsa

1
ER(a,B7y) :/ -l gy (P
D (1‘7 y) 0 ( ) a,B (1 o t)

[ (w) ()
ooty

:Z EBz(,aﬂV)(x—l—n,y—i- 1)
n=0

elde edilir. m
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Lemma 4.13. )\, 1€ C ve Re(x 4+ A\) >0, Re(p) >0 olmak iizere,

MA1 -t H( - )E y(——L— ) :z| = PBEOA (2 4 A 411
(=101 08 (< o) = B ) @
Mellin doniisiim formiilii saglanir. Burada

0 ,t>1lise
H(1-t)= (4.12)
1 jt<lise

seklinde tanimlanan Heaviside fonksiyonudur [9, 23].

Ispat. Mellin doniisiimiiniin ve Heaviside fonksiyonunun tanimlarinin kullanilmasiyla
M| (1—t) H(1—t)E] ,(——L—):
Pty e,y )
— | =P A -t HA - OE) (- —2— at
Y P
= [ " A -t THA - t)E) 4| - dt
[erma-omna - om (- )
U ) (1 — ) B, (——2— )t
+ [yt -0 (e

1
— [ et q ey (P
_Ep(a,B;

oldugu goriiliir. m
Teorem 4.14. Re(x)>1 ve Re(y)> 1 olmak iizere, E-beta fonksiyonu

y PB I (a1, y) — o B 2,y + 1)
= py BByt (@ — 1y — 1) = 2py PBItI) (2, — 1)

indirgeme bagintisini saglar.

Ispat. f(®#7)(t : y:p) fonksiyonunu

FOIIyp)=(1— )T H(L =t E] (—t(lp_ t))
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seklinde tammlayalim. (%) (¢ : y; p) fonksiyonunun tiirevi, § Dirac delta fonksi-

yonu ile / Heaviside fonksiyonu arasindaki [23]

d
—H(l—t)=—0(1—1t
CH(1—t)=—d(1—1)
iligkisinin ve (2.12) nin m = 1 6zel durumuna karsilik gelen
d

B ()] =B (2)

tirev formiiliiniin kullanilmasiyla,

d

G )=~ - D= 020 = 08, (-1 )

—(1-t) (1 - t)E] , (_t(lp— t)>

1—2t 1 i
e R (AR L Crrey

olarak elde edilir. ¢ # 1i¢in 0(1 — t)=4(t — 1) =0 oldugu g6z oniine alinir ve bu son

esitligin her iki tarafina ¢ parametresi tizerinden Mellin doniisiimii uygulanirsa

RO R R [FE e o G

+ py W[t‘z(l—t)y‘?’}[(l—t)Egj;lw (_t(lp— t)) :x}

— 2py ‘m{tl(l—t)y?’H(l—t)Eg;ﬂrﬁ (—t(lp_ t)) :x}

(4.13)
bulunur. Diger taraftan (4.11) den

M f I (¢ 2 y;p):a] = FBEID (2, y)
olup, (2.11) ozelliginden de
d _ .
m o {f(aﬂ”)(t : y;p)} x|l=—(z—1) EBI(,C“’B"Y)(x —-1,y) (4.14)

esitligi yazilabilir. O halde (4.13) iin sol ve sag yaninda sirasiyla (4.14) ve (4.11)
dikkate alinarak

e 1) BB @~ 1,y) = (g~ 1) FBE g — 1)
+py PBY et (1 — 2,y — 2)

— 2py EB;""C“+5;7+1)($ —1,y— 2)
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elde edilir. Sonug olarak x yerine 4+ 1 ve y yerine y + 1 yazilirsa
y "By (x4 1,y) — & "B (2, 4 1)
= py PB{ T ) (2 — 1,y — 1) = 2py FB{ I 2,y — 1)

bulunur. O halde ispat tamamlanmig olur. m

4.3. E-HIPERGEOMETRIK FONKSIYONLAR

Bu boliimde, (2.7) ve (2.9) esitliklerinde paydaki beta fonksiyonu yerine E-beta
fonksiyonu yazilarak E-Gauss hipergeometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksi-

yonlar1 tanimlanacak ve 6zellikleri incelenecektir.

4.3.1. E-Gauss Hipergeometrik Fonksiyonu

Tanim 4.15. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

o0 EB(a7ﬁ§’Y) (b + n. ¢ — b) ZTL
Eg(enBy) R P ) Z
F} (a,b;¢;2):= g (a)y, B c—0) g |z]<1  (4.15)

n=0

seklinde tanimlanir.

E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu, p = 0 ve 5 = 1 (ya da § = 2) olmasi
halinde (2.7) klasik Gauss hipergeometrik fonksiyonuna, p#0 ve a==~=1 (yada
a=1, y=[=2) olmas1 halinde (3.3) genisletilmig Gauss hipergeometrik fonksiyonuna

indirgenir.

Teorem 4.16. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

. 1 ! p
ER@8) (a, b; ¢; :—/ P 1—t) (1= 2t) B | —————— | dt
P (a7 e Z) B(b,C N b) 0 ( ) ( z ) a,B t(]_ . t)
(4.16)

integral temsiline sahiptir.
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Ispat. (4.15) esitliginde E-beta fonksiyonunun (4.4) integral temsili kullanilirsa

. 1 > 2 [t P
EF(CY,B,’Y) b . — n_/ tb+’n*1 1_t C*b*lE’Y - dt
p ((I, 3 G Z) B(b,C—b>nZ:O(a) n 0 ( ) a,f t(]_ —t)
1 ! P \noy ., (2"
= [ -t (——— n dt
B(b,c—b) /0 (1=1) aﬁ( = t))%w n!

olarak bulunur. Burada

> @, E — 1 e

serisel ifadesinden yararlanilirsa

1 ! P
ER@57) (q,b; ¢; :—/ 1=t = 2t) B (- |t
P (a’ ) G Z) B(b, c— b) 0 ( ) ( Z ) a,B t(l . t)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. ®

Teorem 4.17. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

1 o0
1) EFI()OC,B%'Y) ((l, b’ c; Z) :m/ov U,b—1<]_ + u)a—c[]_ -+ u(l — Z)]_a
xE; [-p(2+u+u")]du
9 2
ii) EFI(JocWBW)(a’ byc;2)= m/o (sin U)Qb_l(cosv)%_%_l(l—z sin? ) ~®

X B 4(—psec® vesc? v)du

2 (0.9}
Bloc—b) /0 (sinh v)%*~!(cosh v)?*~2+1

x (cosh® v — zsinh? v) *E) ;(—p cosh® v coth® v)dv

iii) "R\ (4, b; ¢; 2) =

integral temsillerine sahiptir.

Ispat. (4.16) integral temsilinde

1) t=1, dontsiimii ile,

Ex(a,B; o
FlP) (a, b c; 2)

1 0o 1 b—1 c—b—1 —a
= / 4 R R
B(b,c—1b) Jo (1+u)?\1+4+u 1+u 1+u
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EgR(a,B7) .
Fé a,b;c; 2)

- m /Oooub_l(l +u) L4 u(l—2)] E) 4 [-p (2+u+u")]du

ii) t=sin? v doniisiimii ile,
EFI(,Q’BW)(Q, b;c; z)

1 3 .
= m/{) 2sinv cos v(sinv)?* (1 — sin? v) "1 (1 — zsin?v)

p
El (- d
X Fap ( (sin?v)(1 — sin® v)) !

sin )%~ (cosv)* 27! (1—2 sin? V) E] 5(—psec? vesc? v)du

/\w‘

iii) ¢=tanh?v doniisiimii ile,

Ep(e,B5v) o
F,7 7 (a, b; c; 2)

1 ®  ginh B
= B ) / 2 smh;) (tanh v)2b_2(1 — tanh? U)C_b_l(l — ztanh? v)
, C— 0 cosh” v
D
X E”y — d
8 ( (tanh?v)(1 — tanh? U)> v
2 [ele]
e [ o eosh o) ot — s o)
yC— 0

xE] (—p cosh? v coth? v)dv
elde edilir. m

Teorem 4.18. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu asagidaki tiirev formiiliinii saglar:

c;lz_m (R 7 (a, b c; 2)] = —(a)(’z)(b)m EROI) (q 4+ m b+ mic+m;z).  (4.17)

Ispat. (1.Yol) Bu esitlik m iizerinden tiimevarim yapilarak ispatlamr. Pochhammer

sembolii ve beta fonksiyonunun
(@)1 =ala+ 1), (4.18)
ve

B(b, c—b)ng(bH, c—b) (4.19)

29



ozellikleri dikkate alinarak, (4.15) esitliginin her iki yaninin z degigkenine gore tiirevi

alinirsa

d 0B d | o EBL™P) (b 4 n, ¢ — b) 2"
—F%ﬂwmmmﬂz—{Eyml ( )—}

dz B(b,c—b) n!

_i(a) EB,S“’ﬁ;”)(b +n,c—b) 2!
B " B(b,c —b) (n—1)!

n=1
-3 By bkt Leb)
B s n B(b,c —b) n!

> " Bb+1lct+1l-(b+1)  nl

=— PR (0 +1,b+ 1;¢+ 1; 2) (4.20)
C

sonucuna ulagilir. O halde m =1 i¢in (4.17) tiirev formiilii dogrudur.

Simdi (4.17) tiirev formiiliiniin m = £ i¢in gecerli oldugunu kabul edelim, yani

d* b
Fps [EFI(JO‘ 59 (a, b; c; z)] = % EF;Q’BW)(a +kb+kic+k;z2)
k

saglansin. Son esitligin her iki yaninin z degiskenine gore tiirevi alinir ve (4.20) kul-

lanilirsa
dk+1 E . ((l)k(b)k d .
a,B; . — Ex(a,B; . .
dzk:+1[Fz(> a,b;¢;2)] = ()x E[Fz(z MNa+kb+kic+k;2)]
b k)(b+ K
_ (@) fa+ K)(b+ )EF“/”( +E+1Lb+k+ Lot k+12)
(¢)k (c+ k)
_ (D1 (B ERCPN (a+k +1,b+k+1; c+k—+1; 2)
()t

elde edilir ki bu da (4.17) tiirev formiiliiniin m = k+ 1 i¢in dogru oldugunu gosterir.
Boylece ispat tamamlanur.
(2.Yol) (4.15) esitliginin her iki yaninin z degiskenine gore m. basamaktan tiirevi ali-

nirsa

m m 0 ER(e.f:) . n
d_ El::(ozﬂ;”/)(a7 b; c; Z)} — d_{Z(a)n P (b +n,c b) %

dzm ) dzm B(b,c—b)

= BB (byne—b) dm
=2 (@ B(b,c —b) n! dzm{Z !

n=0

n=0
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seklinde yazilabilir. Burada

am I(n+1)
- n — n—m >
dzm{z} I'(n—m+1) =
esitligi [22] kullanilirsa
d™ p s 2 BB (b4 c—b) T(n+1)
_ F(avﬂ7’Y) b. . — " p Y n—m
dzm[ P (CL, 3 G5 Z)} 7;1( ) B(b,C—b) nl F(n—m+1)
i( ) BB (b4 n 4 m,e—b) 2"
= Q)n+m
i B(b,c —b) T(n+1)

bulunur. (2.5) ve (2.6) ozelliklerinden yararlanilarak gerekli iglemler yapilirsa

dm
dz_m[EF’(’ B (a, b ¢; z)]
oo Epn(af) n
B By (b+n+m,c—0b)z
_;(“)m(“ ) B(b,c—b) nl
Ko (@)n(a+ m) EBZ()aﬁ”)(b—l—n—l—m,c—b)B(b+m,c—b)i
_n:O " " B(b+m,c—b) B(b,c—0b) n!
(@ i (@t m) EBY " (b + n+m,c = b) (b)m 2"

B(b+m,c—b) () 1!

n=0
_ (a)m b m = EBI(?ayﬁW)(b +n+ m,¢— b) 2"
T ST B e
_ (a)(zw)(b)m EF;C“”BW)(G +m,b+m;c+m; Z)

sonucuna ulagilir. O halde ispat tamamlanir. m

Teorem 4.19. Re(s) >0 olmak iizere, E-Gauss hipergeometrik fonksiyonunun p para-
metresi izerinden Mellin doniistimii

EPFN($\B(b + s5,¢+ 5 — b)

Dﬁ[EFéaﬁ”)(a, b;c; z) :s] = B, o)

F(a,b+ s;c+ 2s; z)

seklindedir.

Ispat. Mellin déniisiimii tanimimdan

SJ?[EFZ()O"BW)(a,b; c; z):s} :/ pi! EFI(D""ﬁ;V)(a,b; c; z)dp
0
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olup, (4.16) integral temsilinin dikkate alinmasiyla

M[PF P (a,b;¢;2) 5]
:/Ooops—l [m /Oltb—l(l — 1) (1 - 2t)TUEL (—t(lp_ t))dt] dp

seklinde yazilabilir. (4.10) ile verilen

00 sflE'V _ p — 5(1 — ¢t sEF( a,B57)
[ B (it ) o= - 0 FEEV ), Re(9)>0

esitligi (4.21) de yerine yazildiktan sonra, (2.8) integral temsili g6z oniinde tutulursa

EP a,B17)
T (bs))/ tb+571(1_t)chsfbfl(l_Zt)fadt
—9)Jo

EI‘(057 (

Dﬁ[EF}(f’ﬁ”)(a, b; c; z) :s]

s) ' bts—1 +25—(b+s)—1 -
T =) s 1 — zt) *dt
(bc—b)/o ( ) ( )
EF(Q’B7 (s)B(b+s,c+s—0b)

— F(a,b+ s; 2s;
B(b, C—b) (CL, +8,C+ 872)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
Tanim 2.7 ve Teorem 4.19 birlikte dikkate alindiginda asagidaki sonug aciktir.

Sonuc 4.20. Re(s) >0 olmak iizere, E-Gauss hipergeometrik fonksiyonunun bir bagka

integral temsili de

Epn(a,B) .o
77 (a, b; ¢; 2)

_L/c—i-ioo EF(()Q’/B§’Y)(S)B(b+S’C+S_b)
] B(b, ¢ —1)

F(a,b+ s;c+ 2s;z)p °ds

271 ) _ioo

seklindedir.

Teorem 4.21. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

; —a a,B; <
SR b =1 - ) PR (e ba ) @)

doniistim formiiliinii saglar.
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Ispat. (4.16) integral temsilinde ¢ =1 —u doniisiimii yapilirsa

Ex(a,; .
Fé Na, b; ¢; 2)

- 56578 i =5 /01(1 —u)P e L — 2 (1 — )] B, (-ﬁ) du

elde edilir. Burada

1 —2(1—w)] " =(1— z)_“(l S )

U
z—1

esitligi ve beta fonksiyonunun simetri 6zelligi dikkate alinirsa

Ex(a,B; .
Fg(a % ((I, bv & Z)

:% /01 Y o <1 & i 1u)_a Eas Gﬁ)du

~seagm 0 (- ) (g e

— (1 — »)@ ER(es) _ -
(1—2) N a,c—bje;—

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. ®

1
Sonuc 4.22. (4.22) esitliginde z yerine sirasiyla 1 —— ve 1 _T_ yazilirsa
z z
: 1 .
EF;O"B”) (a, byc; 1 — ;) =2 EFéo"ﬁ’W)(a, c—byc;1—2)

veE

Epx(a,p; - — a En(a.p; .
F]g V)(a,b,c, )—(1—1—2) Fé Na, ¢ —b;c; —2)

z
142
doniistim formiilleri elde edilir.
Teorem 4.23. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu
. b .
A, [EFI(,O"E’V)(a, b; c; z)] :?z EF](Ja’ﬂ"Y)(a +1L,b+1;c+1;2)

bagintisini saglar. Burada A,

A, [EF](JO"@V)(@, b; c; z)] = EF](JOC’BW)(CL +1,b;¢;2)— EF;Q’BW)(Q, b; c; 2)

seklinde tanimlanan bir fark operatoriidiir.
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Ispat. (4.24) esitliginde (4.16) integral temsili kullanilirsa

A, [EFZ(;”’BW) (a,b;c; z)} = EF}(ja’ﬁW) (a+1,b¢2) — EF;Q”HW)(CL, b;c; z)

:mg (1 = £)e (1 — 2p) ! E;*’ﬁ(—t(lp_t»dt

_m /01 R (I G SR e o <_t(1p— t))dt
d

z 1 p
== [ ta-prrta—zty B (——— |dt
By ), P aiﬁ( t(l—t))
bz 1 ! P
== 1=t 1—zt) " EY = dt
cB(b+1,c—b)/0 (1=t (1=2t) aﬁ( t(l—t))
_bzg

Flf(a+ 1,0+ 1;¢ 4 1;2)
C

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m
(4.20) ve (4.23) esitliklerinin dikkate alinmasiyla asagidaki sonug aciktir.

Sonug 4.24. E-Gauss hipergeometrik fonksiyonu

d | |
I [EF;(aa”Bﬂ) (a,b;¢; Z)] =al, [EF](,O‘”B”) (a, b; c; z)]

bagintisini saglar.

Lemma 4.25. )\, u€C ve Re(b+ \) >0, Re(u) >0 olmak iizere,

M1 — )Y 1 — 2t)H(1 - )E) ,(——L—):
WA= 1= st <1008 (i )0
= B(b+ A ) FFOP D (a, b+ Nb+ A+ p52)  (4.25)

Mellin doniisiimii formiilii saglanir.

Ispat. Mellin déniisiimiiniin ve Heaviside fonksiyonunun tanimlariim ve de (4.16)

integral temsilinin kullanilmasiyla
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mﬂ#u—ﬂu%1—a>Wﬂ1—w5%<}uﬁﬂ>:4

= /OOO A — )N (L = 2t) T TH (1 — ) E 4 (—t(lp_ t>) dt
= Oltb“l(l — (1 —2t) U E] (_t(lp— t)> dt

= B(b+ A, 1) PP (a,b 4+ X b+ X+ g5 2)

oldugu goriiliir. m

Teorem 4.26. Re(b) > 2 ve Re(c) > Re(b + 2) olmak tizere, E-Gauss hipergeometrik

fonksiyonu
(b—1)B(b—1,c—b+1) PF™P(a,b—1;¢;2)
=(c=b—1)B(b,c—b—1) EF;a’BW)(CL, byc—1;2)
—azB(b,c—b) Epéaﬁ;w)m + 1,b;¢; 2)
— pyB(b—2,c—b—2) P4 (g, b — 25 — 4; 2)

+2pyB(b—1,c—b—2) EFI(UQ’O‘J“&VH)(CL, b—1;¢c—3;2)

indirgeme bagintisini saglar.

Ispat. féi:fm (t : z; p) fonksiyonunu

fé?l;:f;v)(t czp)=(1— )1 — 2t) T H (1 — t)EZ,B (_t(lp_ t))

a,B;y) (t

seklinde tanimlayalim. fé,b,c : z; p) fonksiyonunun tiirevi, 6 Dirac delta fonksi-

yonu ile /7 Heaviside fonksiyonu arasinda [23] nolu referansda verilen

d
ZH(1—1)==5(1—1)

iliskisinin ve (2.12) nin m = 1 6zel durumuna karsilik gelen

d
Bl =BG (2)
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tirev formiiliiniin kullanilmasiyla,

dt

@F

LR (4 2o p)} = — (b 1) (L) (1—2t) “H(1 — )E], (

)

t(1 -
+az(1—t)" "1 —2t)" " "H(1 - t)E] , (— P

—(1—t)““(1—zt)“5(1_@]5;5(_ p )

t1—1)
py(1-21)

b1 a v+1 p
a0 e H O t)Eanrﬁ( (1_75))

olarak elde edilir. Bu son esitligin her iki yanina ¢ parametresi iizerinden Mellin

doniisiimii uygulanirsa
d [ @iy, .o\,
Sm{% {fmb’c (t: z,p)}.b
e - _ p\c—b—2 il —a . Y _L .
(c—b 1)93{(1 t) (1—2z2t)"*H(1 t)Eaﬁ< t(l—t)) .b}

+az M {(1 — 1)1 — 2t) T H (1 6)ED (—t(lf';_t)) :b}

+msm[t—2(1 — 1)1 — 2t)H(1 —t)Egt;ﬂ( ﬁ) :b]

~ 2 e 1= e HO - 0B (s )
(4.26)

bulunur. Diger taraftan (4.25) den

sm[ﬂi:f”@ L 2;p) :b} = B(b,c —b) EFZ()‘”’EW)(CL, b;c; 2)

olup, (2.11) 6zelliginden de
d : |
Dﬁ{ﬁ {fﬁfw)(t : z;p)} :b} =—0b-1)B0b~-1,c—b+1) EF;Q,M)(%Z) S ez

(4.27)

esitligi yazilabilir. Boylece (4.26) nmin sol ve sag yaninda sirasiyla (4.27) ve (4.25)
dikkate alinarak
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—(b—=1)B(b—1,c—b+1) "F**(a,b— 1;¢; 2)
=—(c=b—1)B(b,c—b—1) EFI()O"BW)(CL, byc—1;2)
+azB(b,c — b) EFI(,a’ﬁ"’)(a +1,b;¢; 2)
+pyB(b—2,c—b—2) FF® 474 (g b — 2;c — 45 2)
—2pyB(b—1,c —b—2) FF®* 4740 (q b — 1;¢ — 3; 2)

istenilen sonuca ulagilir. m
4.3.2. E-Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonu

Tanim 4.27. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

o0 EB(aﬂW)(b +n oc— b) o
E&(a@.B:7) (1 o ~) - — p Y 2
o b Z)'_Z B(b, ¢ —b) n!

n=0

(4.28)

seklinde tanimlanir.

E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu, p =0 ve =1 (ya da 5 = 2) olmasi
halinde (2.9) klasik konfluent hipergeometrik fonksiyonuna, p A0 ve a = =7 =1
(yada a=1,v = = 2) olmasi halinde (3.4) genisletilmis konfluent hipergeometrik

fonksiyonuna indirgenir.

Teorem 4.28. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

1 ! p
E@@B:7) (b ¢ ») — —/ =11 — ettt gy [ dt 4.29
P (bi;2) B(b,c—1)J, ( ) © Fap t(1-1) @2

integral temsiline sahiptir.
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ispat. (4.28) de E-beta fonksiyonunun (4.4) integral temsili kullanilirsa

. 1 = [t D
E(b(a,ﬁfy) b . — - / tb+’n—1 1 _ t C—b—lE’Y _ dt

1 ' P\ ()"
= | 1=t R ——— dt
B(b,c—b)/o ( ) O"B( t(l—t)> « nl

3
Il

olarak bulunur. Burada

i (’Z:L')n :ezt

n=0

serisel ifadesi kullanilirsa

1 ! p
E@(O&,ﬁ;’y) b . — / tb—l 1 _ t c—b—1 ZtE’Y il dt
R R 7 rovy s o AL S A ] ey

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.29. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

z

i) E@]()“’ﬁ;”’)(b; ¢ z)= m/{)w w1+ u)_ceflﬁEgﬁ [-p(2+u+u")]du
ii) E(bz()aﬁm(b; c;z)= —B(b?iz— ) /Og(sin )20 (cosp)2e 2l gmFeos” v

xE; (—p sec? v csc? v) dv
iii) E@é‘”’ﬁm (b;c;2)= ﬁ /000 (sinh v)®~!(cosh v)!~%¢? tanh®v

xE, 5 (—p cosh® v coth? v)dv

integral temsillerine sahiptir.
ispat. (4.29) integral temsilinde

1) t= HLu doniistimii ile,

1 o0 1 u b—1 u c—b—1 ( )
EHB) (ph: ¢ 2)= / 1 _ o
v b= ga oy ) e T 1+u e

1
XEJB{—p(Q—l—u—l——)}du
’ u
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Eg(a.Bsy) (h. A
7 (b; ¢; 2)

1 o 1 u b—1 1 c—b—1 ( )
o z 1,ﬁ
_B(b,c—b)/o (1—|—u)2<1+u) <1+u) ¢ '

x B [-p(2+u+u")]du

e” o e —-Z_ _
:m/o Ub 1(1+U) e 1+u Egﬁ[—p@—i—u-i-u 1)}du

ii) t=sin?v doniisiimii ile,

E & (a,B; o
CIDI(? (b; ¢; 2)

1 3 y
— m/{) 2 sin v Ccos U(Sin U)Qb—?(l r sin2 ,U)c—b—lezsm )
p
xFEY . [— J
y ( (sinv)(1 — sin’ v)) ’
2e?

2
— m/ (Sln U)2b_1 (COSU)2C_2b_1€_Z (;052 vEl B (_p 8602 v CSC2 ’U) d/U
¢ 0)Jo :

iii) ¢=tanh?v doniisiimii ile,
E & (a,B; .
<I>1(D N (b; ¢; 2)

1 *® ginhwv b— 2 Ne—b—1_ztanh?v
_m/o 2—3(tanhv)2 (1 — tanh®v) Lozt

cosh® v

p
xEl (- d
o0 ( (tanh®v)(1 — tanh® v)> !
2

:m/ (Sinhv)2b_l(cosh?})l_2c 6ztanh2v EZB(—pCOShZ"UCOthQ ’U)dv
€ — 0 ,

elde edilir. m

Teorem 4.30. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu agagidaki tiirev formiiliinii saglar:
dm

o [P (b ¢ 2))= Eb)m B (b + m; e +m; 2). (4.30)

C)m

Ispat. Bu esitlik m iizerinden tiimevarim yapilarak ispatlanir. (4.28) esitliginin her iki

yanin z degiskenine gore tiirevi alinir ve (4.19) 6zelligi kullanilirsa
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d g os d [ EB (b + n,c— b) 2"
ZTER@B) (b ¢ -2 P ) z
ol B b)) = e > Bb,c—b)  nl

n=0
> EBI(,a’ﬂ”)(b +n,c—0b) 2"t
2. Blbe—b)  (n—1)

B (bt 1,c—b) 2"
B(b,c —b) n!

n=0

b EBT b4t L e+ 1— (0+1) 2"

¢ = Bb+1l,c+1—(b+1)) n!

b .

== Fh (b4 1; ¢ + 1; 2) (4.31)

sonucuna ulagilir. Bu m =1 icin (4.30) tiirev formiiliiniin saglandigin1 gosterir.

Simdi de (4.30) tiirev formiiliiniin m = k icin gegerli oldugunu kabul edelim,
yani
dk

d’f[ @paﬁw(bc z)] = (b)kE(I)(aBV(b—i-k: c+k;z)
z

()x

saglansin. Son esitligin her iki yaninin z degiskenine gore tiirevi alinir ve (4.31) kul-

lanilirsa

dk+1 . . (b)k d

PR (@B (he o _ el Biv) . .

dz’““[ (I)p (b7 G Z)] ( )k dz [ (b"‘]{?,C"—k,Zﬂ
_(0) b+ ) B

‘Pa No+k+1lic+k+1;2

~ O (et h) ( )
()

L BB (b4 k+ L+ k+ 15 2)
(C)kJrl

elde edilir ki, bu da (4.30) tiirev formiiliiniin m = k+ 1 i¢in de dogru oldugunu gosterir.

Boylece ispat tamamlanir. m

Ayrica belirtelim ki bu teoremin ispati, Teorem 4.18 in ikinci yoluna benzer

sekilde tiimevarim yapilmadan da verilebilir.
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Teorem 4.31. Re(s) > 0 olmak iizere, E-konfluent fonksiyonunun p parametresi tize-
rinden Mellin doniisiimii

EPO () B(b 4 5,¢ 4 5 — b)
B(b, ¢ —)

SDT[E@I(,O"&V)((); c; z):s] = O(b+ s;c+ 2s;2)

seklindedir.

Ispat. Mellin déniisiimii tanimindan
m[Eq)](Da,B;'y)(b; c Z) :5} — /0 psfl Eq)l()a,ﬁ;’)/)(b; c; Z)dp
olup, (4.29) integral temsilinin kullanilmasiyla

W[Eq)](f"ﬁ”) (b;¢;2): s}

(e%e] 1 1 p
_ s—1 tbfl 1—¢ c—b—1 ztE’Y _ dt|d
/o 4 {B@’C—b)/o Ty )
I 1 /1 11 — ¢)e et /OO B (- p dp|dt
Blbe—b) /, 0 “I\ 1 - 1)

sonucuna ulagilir. (4.10) ile verilen

[ (it Y= - ), Re(s) >0
: i)

esitligi, (4.32) de yerine yazildiktan sonra (2.10) integral temsili dikkate alinirsa

m[E(I)(aBW)(b ¢ z) } Er(aﬁ;’y)(s) /1 tb+s—1(1 . t)c—‘rs—b—leztdt
B(b,c—b)
(a.Bs
_ EF E (S) / tb+s_1(1 . t)c+2s_(b+s)_1€'2tdt
( c—b) Jo
EF(aﬂW)(s)B(b +s,c+s—0)

= Db+ s; 2s;
B, c—b) (b+ s;c+2s; 2)

bulunur. Boylece ispat tamamlanir. m

Sonug 4.32. Re(s)>0 olmak iizere, E-konfluent hipergeometrik fonksiyonun bir bagka

integral temsili de

1 ctico E(@Bi) oy B(p _b
/ 0 (S) ( +S,C+S )CI)(b—l-s,C—i-QS, Z)p_sds

Ep(aBv) (b o o) =
b 2) 270 Jo_ioo B(b, ¢ —b)

seklindedir.
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Teorem 4.33. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu
E & (a5 c o) — % Eplaf; .
CDI() N(b;c;z)=e <I>§, v) (¢ —b;c;—2)

doniigiim formiiliinii saglar.

Ispat. (4.29) ile verilen

A 1 ! p
E@(ayﬂyv) b . — / tb—l 1 _ t c—b—1 ZtE’Y dt
p ( 7C)Z> B(b,c_b) 0 ( ) a,fB t(l—t)

integral temsilinde, ¢ =1—wu doniisiimii yapilirsa

: 1 ! P
E@(a,ﬁﬁ) b: c: — / 1 — b—1. c—b—1 (z(lfu))E,y _ d
h 558 B(b,c—1) Jo (1=u)"u € I\ u(l —u) !

elde edilir. Burada beta fonksiyonunun simetri 6zelligi dikkate alinirsa
E&.B) (he ne 5 — e ' c—b—1 b—1,_—uz 7y p
P (b;¢; 2) _m/o u (1—u)""e Eaﬁ(—m>du
=e* E@g"ﬁm (c—b;c;—2)
bulunur. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.34. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu
DA [FRL7) (b; ¢+ 1; 2) | +eA [FRLP (b ¢; 2)] =0 (4.33)

bagintisini saglar.

Ispat. Fark operatoriiniin tanimi yardimiyla (4.33) esitliginin sol tarafi
bA, [ECD(O“ B (b; e+1; 2)]+eA, [E<I>(a’5;7)(b' ¢ )]

p
+c Folef) (b e+ 1;2) — ¢ FOL P (b; ¢; 2) (4.34)

p

=0 PQHN (h 4 1; ¢+ 1; z)—bECDO‘B”(b c+1;2)
(

seklinde yazilabilir. Bu son esitlikte (4.29) integral temsilinin kullanilmasiyla
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bA, [Eq);a’ﬁ”) (b;e+1; z)} +cA\, [ECDJE,“’&”) (b; ¢; z)}

b ! P
— tb 1 _t c—b—1 ZtE'Y I dt
B(b+1,c—b)/O (1=1)" aﬁ( t(l—t)>
b ! P
o tb*l 1 _t c—b ZtE’}’ & dt
B(b,c—b+1)/0 (1=1) “75( t(l—t))
c ! D
tb*l 1 _t c—b ZtE’Y I dt
+B(b,c—b+1)/0 (1=1) W( t(l—t)>

C /1 tb*l(l t)67b71 ZtE'Y p dt
_— J— e S —
B(b,c—b) J, @B\ t(1—t)

olarak bulunur. Diger taraftan

=B c— )

B(b,c—b+1) =
c

Blb+1,c—b) = 2B(b,c—b)
&

esitliklerinin kullanilmasiyla

bA, [E(I)I()O"BW) (b;c+ 1; z)] +cA, [E(I)I()aﬁ”) (b; c; z)]

& 1 p
= 11 =) — D)e*EY (- dt
B(b,c—m/o =977~ e a’ﬁ( £(1 —t>)

d

c(c—b) Lo v (8 N\
+<C—b>5’(b»c—b)/o roe E‘”}( t(1—t)> =0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. m

Teorem 4.35. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonu

d b b s .
- [ECI); P (b ¢ 2)] = Ecb;J B (by e+ 1;2) — A, {ECI); B (b; ¢; 2)]

bagintisini saglar.

Ispat. E-konfluent hipergeometrik fonksiyonunun (4.31) tiirev formiiliiniin ve fark

operatoriiniin taniminin kullanilmasiyla
d ob: b 0B
gl o)) = 2P (b et 1)

[Eq);o‘ﬁ”)(b +1lie+152) — E@;‘“ﬁ”)(b; c+1;2)+ Eq)z(,o"ﬁm(b; c+1; z)]

[E@éo"ﬁm(b; c+1;2)+ A [ECIDI(,Q’B”)(IJ; c+1;2)]]

Ol olo
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elde edilir. Son esitlikte, (4.33) bagintisindan yararlanilmasiyla

d

o, b a.8: C 0.8
%[E(I)Z(? PD(b; ¢; 2)] = [Eq); PN (bye+1;2) — JA (B8 (b ¢ 2)”

QI@‘

BB (b 4+ 15 2) — Ao [PRL0 (b c; 2)]

sonucuna varilir. O halde ispat tamamlanir. m

Lemma 4.36. \, ;1 € C ve Re(b+ A\) >0, Re(p) >0 olmak iizere,

M N1 — ) e H(1 - t)E] <—t(1p_ t)) :b}

= B(b+ A p0) PO (b + Nb+ A+ p;2)  (4.35)

Mellin doniisiim formiilii saglanir.

Ispat. Mellin déniisiimiiniin ve Heaviside fonksiyonunun tanimlariim ve de (4.29)

integral temsilinin kullanilmasiyla

mt[ﬁu—t)ﬂleztﬂu —)E], (_t(lp— t)> :b}

/ B — e H (1 - 1B, ( t(lp_t)>dt
b+)\ 1 ,u 1 ztE’y p dt
- (i)

=B(b+ A, p) PO (b 4+ Xb+ A+ s 2)

oldugu goriiliir. m

Teorem 4.37. Re(b)>2 ve Re(c) > Re(b+ 2) olmak iizere, E-konfluent hipergeomet-
rik fonksiyonu asagidaki indirgeme bagintisim1 saglar:
(b—1)B(b—1,c—b+1) Eq)l(f"ﬁ”)(b —1;¢;2)
=(c—b—1)B(b,c—b—1) POl (b;c — 1;2)
— 2B(b,c— ) E@;“’B;V)(b; c; 2)
—pyB(b—2,¢c—b—2) E(PI(,O"O‘JFBWH)(I) —2;c—4;2)
+2pyB(b—1,c —b—2) FRletFrl(p — 1:c — 3; 2)
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Ispat. flfi’ﬁ 7 (t : z: p) fonksiyonunu

(QB’Y)(t zp)=(1—t) " e H(1 - t)E] , <_t(1p— t))

seklinde tanimlayalim. Bu fonksiyonunun tiirevi,

fbaﬁv)(t czp)t=—(c—b—1)(1—t)" 2T H(1 - t)E] , (‘ £ )

dt{ t1—1t)

+2(1—t) " H(L - t)E] (_t(lp— t)>

—(1—t)CbleZt5(1—t)Egﬁ(— P )

t(1—1)
1—-2 b—1 _zt 7+l
+H(1_t>¢ e H(l )Eaa-i-ﬁ( (1p—t>>

olarak elde edilir. Bu son esitligin her iki tarafina ¢ parametresi iizerinden Mellin

doniisiimii uygulanirsa
(a Bv)
t:z; :b

—(c—b—1) zm{u — )2 H(1 - ) E), (—ﬁ) :b]

+ z zm{u —t) e H(1 - t)E] 4 (_t(lp— t)) :b}

+pvim[t_2(1—t)c_b_3e“H(1 )E;’jw( t(lp—t)>:b}

— oy fm{t_l(l — 1) H(1 - BT, (75(1?;—@) :b] (4.36)
bulunur. Diger taraftan (4.35) den
M[f,25(t : 2,p):b] = B(b, ¢ — b) PO (b; ¢; 2)
olup, (2.11) o6zelliginden de
dt{fﬁ“ (t:2;p)}:b| = —(b=1)B(b—1,c—b+1) POl (b—1;¢;2) (4.37)

esitligi yazilabilir. O halde (4.36) nin sol ve sag yaninda sirasiyla (4.37) ve (4.35)
dikkate alinarak
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—(b—1)B(b—1,c—b—+1) POl (b - 1;¢ 2)
=—(c=b—-1)B(b,c—b—1) E@éa’ﬁm(b;c —1;2)
+ 2B(b,c —b) E@éaﬂ”)(b; ¢ z)
+pyB(b—2,c—b—2) PRLtF D (h — 2:c — 45 2)
—2pyB(b—1,c—b—2) PR HH D (h — 1;¢ — 3, 2)

istenilen sonuca ulagilir. m
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Prabhakar fonksiyonu yardimiyla E-gamma ve E-beta
fonksiyonlar1 tamimlanmis ve ardindan E-beta fonksiyonu kullanilarak E-Gauss hiper-
geometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksiyonlarinin tanimlar1 da verilmistir. Ay-
rica bu fonksiyonlar i¢in bazi integral temsilleri, Mellin doniistimleri, tiirev formiilleri,
toplam formiilleri ve indirgeme bagintilar1 elde edilmistir. Literatiirde yer almayan bu

sonuglar (muhtemelen) orjinaldir.

Prabhakar fonksiyonu yardimiyla genellestirilen bu fonksiyonlarin 6zel durum-
lar1 incelendiginde p=0 ve =1 (ya da [ = 2) alinmas1 durumunda E-beta, E-Gauss
hipergeometrik ve E-konfluent hipergeometrik fonksiyonlarinin, sirastyla klasik beta,
Gauss hipergeometrik ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarina indirgendigi ve tez
icerisinde elde edilen tiim sonuclarin klasik fonksiyonlar i¢in elde edilen sonuclarla
cakigtigr goriliir. Ayrica p#0 ve a==vy=1 (yada a=1,y=[=2) segilmesi duru-
munda ise E-gamma fonksiyonunun (3.1) genisletilmis gamma fonksiyonuna, E-beta
fonksiyonunun (3.2) genisletilmis beta fonksiyonuna, E-Gauss hipergeometrik fonksi-
yonunun (3.3) genisletilmis Gauss hipergeometrik fonksiyonuna ve E-konfluent hiper-
geometrik fonksiyonunun (3.4) genisletilmis konfluent hipergeometrik fonksiyonuna
indirgendigi ve yine tez ¢calismasinda elde edilen sonuclarin [6], [7] ve [8] nolu refe-

ranslarla verilen yayinlardaki sonuglarla ortiistiigli gozlemlenebilir.

Ilerleyen calismalarda, E-beta fonksiyonu kullanilarak Appell, Lauricella, Sri-
vastava ve Horn fonksiyonlar1 gibi ¢ok degiskenli hipergeometrik fonksiyonlar i¢in de
yeni genellestirmeler tanimlanabilir ve bunlarin ¢esitli 6zellikleri incelenebilir. Ayrica,
bu fonksiyonlar yardimiyla kesirli tiirev ve integral operatorleri tanimlanabilir. Bu
operatorler yardimiyla bazi1 6zel fonksiyonlar icin dogurucu fonksiyon iliskileri elde

edilebilir.
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