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1 GIRIS

Fonksiyon uzaylarimin modern teorisi S.L. Sobolev, S.M. Nikolskii, A. Calderon,
L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E.M. Stein, P.I. Lizorkin, V.I. Burenkov ve bir¢ok diin-
yaca {inlii matematikgciler tarafindan incelenmigtir. Bu teori reel ve fonksiyonel analizin
bir¢cok konusuna, kismi diferensiyel denklemlere, matematiksel fizige ve bir¢ok matema-
tiksel disiplin alanlarinda bagariyla uygulanmistir. Ayrica ortaya cikan yeni problemlerin
¢oziilebilmesi ve fonksiyon uzaylarindaki bazi eksikliklerin giderilebilmesi i¢in yeni tip fonk-

siyon uzaylarinin tanimlanmasi ve arastirilmasi gerekmektedir.

LP)A(Q) Grand Morrey uzaylari, n > 1 icin Q C R™ Lebesgue 6l¢iisii sonlu bir
kiime ve 1 < p < o0, 0 < A < 1 olmak iizere

1

€ r p=e
£l = swp  sup [A | iwr fdy] <o

e<p—1 zeQ
0<r<d B(z,r)NQ

olacak sekilde f € Mg fonksiyonlarimin simmifindan olusur, burada My, 2 iizerinde tanimlh
reel degerli ve sonlu &lciilii fonksiyonlarn kiimesidir. LP)*(Q) uzaylar: 2010 yilinda A.
Meskhi [30] tarafindan tanimlanmstir. LP)*(Q) uzaylarinm genellestirmesi olan LP)#()A(Q)
uzaylarmi da yine A. Meskhi [30] tarafindan tanimlanmig olup, bu uzaylarin o(z) = z¢

ozel durumu ise V. Kokilashvili, A. Meskhi, H. Rafeiro [28] tarafindan incelenmistir.

Bu yiiksek lisans tezinde grand Morrey uzaylarinin tanimi ve temel 6zellikleri veri-
lerek, bu uzaylarda harmonik analizin bazi1 fonksiyonel operatorleri olan maksimal, Riesz

potansiyeli ve singiiler integral operatorlerinin sinirliligr incelendi.

Tezin ikinci boliimiinde tez calismasinda gerekli olan bazi temel tanimlar ve teorem-
lere yer verildi. Uciingii boliimde 1992 yilinda T. Iwaniec ve C. Sbordone [22] tarafindan
Jacobian’in integrallenebilme 6zelliklerini caligirken buldugu grand Lebesgue uzaylarinin
tanimi verildi. Bu boliimiin birinci kisminda C. Capone ve A. Fiorenza [8] tarafindan ince-
lenen grand Lebesgue uzaylarmm yapisal 6zelliklerine yer verildi. Uciincii béliimiin ikinci
kisminda ise maksimal, Riesz potansiyeli ve singiiler integral operatorlerinin bu uzaylar-
daki smirliligi incelendi. Dérdiincii boliimde agirlikh grand Lebesgue uzaylarinin tanimi
verilerek Harmonik Analizin baz foksiyonel operatorlerinin bu uzaylardaki simirliliklar: in-
celendi. Besinci boliimde grand Morrey uzaylarinin tanimi verildi. Son béliimde ise grand
Morrey uzaylarinda Harmonik Analizin bazi fonksiyonel operatorlerinden maksimal, Riesz

potensiyeli ve singiiler integral operatorlerinin sinrliliklar: incelendi.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER
Bu boéliimde, tez konusu ile ilgili baz1 temel tanimlar ve teoremler verildi.
2.1 Normlu Uzaylar

Bu kisimda normlu uzaylar ile ilgili tanimlar, 6zellikler ve teoremler verildi.

Tanim 2.1.1 [Norm, Normlu Vektoér Uzaylari] X, K cismi iizerinde tanimh bir vek-
tor uzay1 olsun. Eger

[ : X =R, x— |z

doniigiimii Va,y € X ve a € K igin

(N1) ||z]| >0ve ||z =0 x=10

(N2) lax] = | |||

(N3) flz +yll < [|lzll + [yl (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine de bir

normlu vektor uzaylar: denir. (X, ||-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir [2].

Tamim 2.1.2 [Denk Norm] X, K cismi iizerinde tanimh bir vektor uzay1 olsun.

Vz € X icin

cllzll < lzlls < Cllzf

olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilar1 varsa X iizerinde taniml || - ||; ve || - |2 normlara

denk norm denir [37].

Tanim 2.1.3 [Yakinsaklik, Norma Goére Yakinsaklik] (z,,), (X, ||-||) normlu uzayinda

bir dizi ve xg € X olsun. Eger

lim ||z, — 20| =0
n—oo

olursa x,, dizisi g noktasina yakinsaktir denir ve
Ty — X0
veya

lim x,, = x¢
n—oo



seklinde gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma goére yakinsaklik
denir [37].

Tanim 2.1.4 [Cap, sinirh kiime, simirh dizi] (X, || - ||) normlu uzay ve bunun bir alt

kiimesi A olsun.

d(A) ::sup{Ha:—yH cx €A, yeA} >0

sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir. Eger bir A C X kiimesinin gap1 sonlu ise A kiimesine
sinurh kiime denir. X icinde (z,,) dizisine karsilik gelen, noktalar kiimesi ise (z,,) dizisine

sinirl dizisi denir [2].

Tanim 2.1.5 [Cauchy Dizisi] (X, | - ||) normlu uzay: ig¢inde (z,,) bir dizi olsun.
Ve > 0 igin m, n > n. oldugunda ||z, — z,,|| < € olacak sekilde € sayisina bagl bir n. dogal

say1sl varsa o zaman (z,) dizisine Cauchy dizisi denir [37].

Onerme 2.1.6 Cauchy dizisi ile ilgili agagidaki 6nermeler dogrudur [2].
(a) Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
(b) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirhdir.

(¢) (X,]| - |) bir normlu uzaymda (z,) bir Cauchy dizisi z € X noktasina yakinsak bir

(xn,) alt dizisine sahip ise (z,) dizisi de x e yakinsaktir.

(d) (X, || -|) bir normlu uzaymda (x,) ve (y,) iki Cauchy dizisi ise, (x,, + yn) dizisi de bir
Cauchy dizisidir.

Tamim 2.1.7 [Banach Uzaylari] Bir (X, | - ||) normlu uzay: igindeki her Cauchy dizisi
X icindeki bir noktaya yakinsiyor ise bu (X, || - ||) normlu uzayma Banach uzaylar: adi

verilir [2].

Tanim 2.1.8 [["J'stten smurly, iist sinir, supremum] vn € N igin z,, <M olacak sekilde
bir M reel sayis1 varsa (x,) dizisi tistten sinirlidir denir. M sayisina da bu dizinin bir
iist sir1 adi verilir. Ust smurlarm en kiiciigiine dizinin en kiigiik iist siir1 veya

supremumu denir. sup z,, ile gosterilir [5].

Tamim 2.1.9 [Alttan sinirl, alt sinir, infimum] Vn € N igin z,, > m olacak sekilde
bir m reel sayisi varsa (x,) dizisi alttan sinirlidir denir, m sayisina da bu dizinin bir alt
sinir1 adi verilir. Alt sinirlarin en biiyiigiine dizinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu

denir. inf z,, ile gosterilir [5].

Ayrica infimum ve supremum ozellikleri agagidaki 6nermede verildi.



Onerme 2.1.10 A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. inf A = a ve sup A = b olmak
tizere a ve b sayilarimin 6zellikleri agagidaki gibi saglanir [3].
(i) Vz € A i¢in « > a dir. Ciinkii a alt siirhdir.
(ii) V6 > 0 igin
r<a+o (2.1)

olacak gekilde en az bir x € A vardir. Ciinkii a alt sinirlarinin en biiyiigiidiir. Eger A nin

higbir eleman: igin (2.1) bagintisi saglanmasaydi A kiimesinin biitiin z elemanlar igin
r>a+0

olacakti. Bu ise a + § sayisinin bir alt siir1 oldugunu ifade eder. Halbuki bu alt sir, en
biiyiik alt sinir olarak kabul edilen a sayisindan daha biiyiiktiir. Bu miimkiin degildir.
(iii) Vx € A i¢in « < b dir. Dolayisiyla b bir iist sinirdir.

(iv) Vo > 0 i¢in

z>b—94

olacak sekilde en az bir z € A vardir.
Tanim 2.1.11 [Artan Fonksiyon, Azalmayan Fonksiyon] A C R ve f: A — R bir
fonksiyon olsun. A nin bir E alt kiimesinin 1 < x5 sartim saglayan Vai, xo elemanlarin

icin f(z1) < f(x2) ise f fonksiyonu E iizerinde artan fonksiyon denir. Artan fonksiyon

1 ile gosterilir. Eger f(z1) < f(x2) oluyorsa da azalmayan fonksiyon denir [3].

Tanim 2.1.12 [Azalan Fonksiyon, Artmayan Fonksiyon] A C R ve f: A — R bir
fonksiyon olsun. A nin bir E alt kiimesinin 1 < x5 sartim saglayan Vzq, xo elemanlarin
icin f(z1) > f(x2) ise f fonksiyonu FE iizerinde azalan fonksiyon denir. Azalan fonksiyon

1} ile gosterilir. Eger f(z1) > f(x2) oluyorsa da artmayan fonksiyon denir [3].

Tanim 2.1.13 [f* Azalan Yeniden Diizenleme]| f fonksiyonunun f* : [0, 00) — [0, oc]

yeniden diizenlemesi

FH(t) = inf {)\ >0 ap) < t}

seklinde tanimlanir [6].

Tanim 2.1.14 [Es Olgiilebilir Fonksiyonlar] f € My(R, i), g € My(S,v) olmak iizere

f ve g ayn1 dagihm fonksiyonuna sahip ise, yani V¢ > 0 igin

ap(t) = ag(t)

esitligi saglaniyorsa f ve g ye eg 6lgiilebilir fonksiyonlar denir [6].



2.2 Operator Teorisi
Bu kisimda operator kavramlarina ve bu operatorlerin teoremlerine yer verildi.

Tanim 2.2.1 [Operatdr] X ve Y bosg olmayan kiimeler ve D C X olsun. D nin her
elemanina Y nin bir elemanini karsilik getiren bir kurala D den Y ye bir operator veya
doniisiim denir. A operatoriiniin = e kargihk getirdigi eleman A(x) ile gosterilir. A
operatoriiniin € D yi, A(z) € Y ye gotiirdiigiinii belirtmek igin, A : D — Y gdsterimi
kullanir.

Bu durumda D ye A operatériiniin tanmim kiimesi denir ve genellikle D(A) ile gosterilir.

%:%(A):{er:y:A(x), xeD(A)}

kiimesine A operatoriiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir [2].

Tamim 2.2.2 [Lineer Operatér] X ve Y aym K cismi iizerinde iki lineer uzay ve
A: X — Y operatorii verilsin.
Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve Va,y € D(A) ve V «, § € K igin

A(ar + By) = aA(z) + BA(y)

ise A operatoriine lineer operator denir [2].

Tamim 2.2.3 [Birim Operatorii] A : X — X operatorii verilsin. Vo € X icin
Alz) ==z

ise A operatoriine birim operatorii veya 6zdesglik operatorii denir. Iy veya [ ile

gosterilir [2].

Tanum 2.2.4 [Simirhilik] X ve Y iki normlu uzay ve D (A) C X olmak iizere
T :D(A)— Y lineer operator olsun. Eger Vo € D (A) igin

[Az]| < Clz]

olacak gekilde bir C reel sayis1 varsa, A operatoriine stmirlidir denir. Bir A operatoriiniin

normu
| e
4l = sup 147
z€D(A) |||
x#0

seklinde tanimlanir [2].



Tanim 2.2.5 [Siirekli] X ve Y iki normlu uzay ve T': D(T) — Y operatérii verilsin.
(a) Ve > 0 igin 36 > 0 olmak iizere Vax € D(T), ||z — xo|| < I iken

|Tax — Txo|| <e.

(b) xo noktasina yakmsayan V(z,) C D(T) dizisi i¢in

lim T'(x,) = T(z0)

n—0o0

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda 7" operatorii xg € D(T') noktasinda siireklidir denir.
Eger T : X — Y operatorii D(T') nin her noktasinda siirekli ise 7" operatorii D(T') iizerinde
siireklidir denir [2].

Teorem 2.2.6 X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere T': D (T') — Y lineer
operatdr olsun. Bu durumda 7' operatoriiniin siirekli olmas: icin gerek ve yeter sart T

operatoriiniin sinirh olmasidir [2].

Tanim 2.2.7 [Gomme| X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

yani Vx € X igin I(x) = x olacak sekilde Y de en az bir eleman olmak iizere
I: XY
ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operatér siirekli ise yani her x € X igin
lzlly < ellzlx

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti var ise X uzay1 Y uzayina siirekli gémiiliir denir. I opera-
toriine X uzaymdan Y uzayimna bir gbmme operatorii denir. Alternatif olarak bazen X

uzaymin Y uzayina bir siirekli(veya sinirl) gémmesi mevcuttur denir.

Ty i sup I
o 11l

seklinde gosterilen bu sayiya da I min operatdor normu denir. Eger X ve Y iki normlu

lineer uzay olmak {izere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gémme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=YveY =X



ayni anda oluyorsa,
X=2Y

seklinde gosterilir ve eger bu gémme operatorii kompakt ise de

X —w—Y

seklinde gosterilir [18].

2.3 Olgii Teorisi
Bu kisimda Olcii Teorisi ile ilgili baz1 tanimlar ve teoremler verildi.

Tanim 2.3.1 [Cebir ve 0—Cebir] X bostan farkl bir kiime ve A C P(X) olsun.
(i) 0, X € A

(i) VE€ A, E°=X\E€ A

(i) Vk=1,2,...,n, {Ep}2, € A= | JEre A
k=1

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A sinifina X tizerinde bir cebirdir denir.

Eger (iii) sart1 yerine

VneN, {E};s, e A= | JE, €A

n=1

sart1 alimirsa A4 cebirine bir o-cebir denir [36].

Tanim 2.3.2 [Borel Cebiri] Bir K simufim kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine £ nin

tirettigi(veya dogurdugu) o-cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a,b)

araliklarinin dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi
halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemania Borel kiimesi

denir [36].

Tanim 2.3.3 [Olgiilebilir Uzay, Olgii Uzay1, Olgiilebilir Kiime] X, bostan farkl
bir kiime, A C P(X) de X in bir c—cebiri ve  : A — [0,00) de A {izerinde bir 6l¢ii olsun.

(X, A) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay denir. (X, A, ) tigliisiine de bir 6lgii uzayi denir.

A daki her bir eleman da 8lgiilebilir kiime olarak adlandirilir [36].

Tanim 2.3.4 [Olgii, Sonlu Olgii, o-sonlu, Olasiik Olgiisii] (X,.A) bir &lgiilebilir

uzay olsun. A iizerinde tanimh genigletilmis reel degerli bir p fonksiyonu



(i) p@) =0

(i) VA € A, u(A) >0

oo oo
(iii) Her ayrik {A4,}5°; icin u(J An) = > p(4y)
n=1 n=1
ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6lgii fonksiyonu veya 6lgii adi verilir. Eger VA € A
i¢cin u(A) < oo oluyorsa u ye sonlu 6lgii denir. X kiimesi her biri sonlu 6lgiiye sahip

sayilabilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6lgiisiine o-sonlu denir.

Eger pu(X) =1 ise bu édl¢iiye olasihik 6lgiisii adi verilir [36].

Tanim 2.3.5 [Dig élgﬁ] X bogtan farkl bir kiime olsun. P(X) {izerinde tanimh genis-

letilmisg reel degerli bir p* fonksiyonu igin
(i) w*(0)=0
(i) VE € P(X), u*(E) >0

(i) AC B C X, p*(A) < u*(B)

(iv) ¥n € N, A, € P(X) = " [’Zjl) < ijl 1 (An)

sartlar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X tizerinde bir dig 6lgii denir [36].

Tanim 2.3.6 [Lebesgue Dig Olgiisii, Lebesgue Olgiilebilir] {7;}2°, , R nin siurh

ve agik alt araliklarinin bir dizisi ve

TA = {(Ik):AC Ufk}

k=1

olsun. P (R) iizerinde

A*(A) = inf {Zl([k) :(Iy) € TA}

k=1

seklinde tanimlanan A* bir dig ¢l¢tidiir. Bu dig 6lcliye Lebesgue dig 6lgiisii adi verilir.
Lebesgue dig 6l¢iisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R” uzayinda Lebesgue dig 6l¢iisiinii tanimlamak icin
I={zx:a0;<x;<b;, i=1,...,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 géz 6niine alinirsa, bu araliklarin hacimleri

v(D) =] —a)

=1



bigimindedir. Keyfi bir £ C R™ kiimesinin Lebesgue dig 6lgiisii

A" (E) = inf {Zv([k) EC U Iy, , Iy bir arahk}
k=1 k=1

ile tanimlanir. VA C R" igin eger
N(A) =X (ANE)+ X (AN(R" - E)) (Caratheodary Olciimii)
ise E kiimesine Lebesgue 6lgiilebilirdir denir [36].

Tanim 2.3.7 [Dagilim Fonksiyonu| (X, u) bir iil¢ii uzayr ve f : X — R(veya C) 0lgii-

lebilir bir fonksiyon olsun.

ap() = u({w eX: |f@)> A})

seklinde tanimlanan
ay : (0,00) = [0, 0]
fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir [6].
Tanim 2.3.8 [Yeniden Diizenleme Altinda Degismeyen (Rearrengement Invari-

ant) Uzaylari] p(X,X, 1), o-sonlu bir 6lgii uzay1 iizerinde bir norm olsun. f ve g es

oOlciilebilir fonksiyonlar ve f, g € MO+ (X, 1) olmak {izere

saglaniyorsa X = X (p) uzaymma yeniden diizenleme altinda degismeyen (rearrenge-

ment invariant) uzaylar: denir [6].

Tanim 2.3.9 [hemen hemen her yerde (h.h.y)] (X, A, 1) bir 6l¢ii uzay: olsun. Eger
bir 6nerme olgiisii sifir olan kiime veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6lgiilii bir kiime
tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise, o 6nerme hemen hemen
her yerde dogrudur denir, kisaca h.h.y biciminde yazilir.

Bir p(x) dnermesinin dogru olmadigi x noktalarimin kiimesi sifir 6lgiilii bir kiime veya
sifir 6lgiilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(x) énermesi hemen hemen her z igin

dogrudur denir [5].

Tanim 2.3.10 [Homojen Fonksiyon] A ve « iki reel say1 olmak iizere

fQz) = A" f(=)

oluyorsa f fonksiyonuna . dereceden homojen fonksiyon denir [18].
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Tanim 2.3.11 [Ortii, Agik Ortii, Alt Ortii, Sonlu Alt Ortii] Birlesimleri A kiimesini

kapsayan | kiimeler ailesine A kiimesinin bir értiisiidiir denir. Bu | kiimelerinin her biri
i i
agiksa bu halde | J, A kiimesinin agik rtiisiidiir denir. Birlegimleri A kiimesini kapsayan

i
alt topluluklar ailesine verilen Ortiiniin alt 6rtiisii adi verilir. Eger bu topluluklar ailesi

sonlu sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortiiye sonlu alt 6rtii denir [2].

Tanim 2.3.12 [Kompakthk] X kiimesinin her agik értiisiiniin sonlu sayida bir alt ortiisii
varsa, X kiimesine kompakttir denir. Kapali ve sinirli her kiimenin agik ortiisiiniin sonlu

sayida bir alt ortiisii vardir. Yani, kapali ve sinirli her kiime kompakttir [2].

Tanim 2.3.13 [Destek] (X, o) bir metrik uzay1 ve f : X — [0,00] olsun. f(z) # 0

sartini saglayan x noktalarinin kapanigina f fonksiyonunun destegi denir ve

suppf:{xeX: f(a:);«éO}

ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt

destekli fonksiyon adim alir [18].

Teorem 2.3.14 (X, A, 1) metrik ile verilen bir o —sonlu 6l¢ii uzay1 olsun. Bu durumda bir
s : X — R fonksiyonunun basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart s fonksiyonunun goriintiisii

sonlu bir kiime ve desteginin sonlu 6lgiilii olmasidir [18].

2.4 [P Uzaylar1 (Lebesgue Uzaylar)

Fonksiyonel analizde, Banach uzaylarinin ve topolojik vektor uzaylariin énemli
bir sinifim1 olan Lebesgue uzaymin tanimi ve 6zellikleri incelendi. Bunun yan sira bazi

gerekli olan teoremlere yer verildi.

Tanim 2.4.1 [L? Uzaylar1 (Lebesgue Uzaylar1)] (X, ) bir 6lgii uzay1 ve

M, f: X — R tamimh p-6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 < p < 1 olmak iizere

LP(X):= {fEM:/|f|pd,u<1}
X

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin simifi denir.
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f fonksiyonunun LP normu

<f|f|pdu>p ., 1<p<oo
X
1 fller =

esssup |f(@)] , p=oc
zeX

ile tanimlanir ve bu norm ile L? ye Lebesgue uzaylar:i denir. Burada

esssup |f(x)] = inf{)\ cp({z e X | f(x)] > A}) = 0}

zeX

dir [18].

1 1

Teorem 2.4.2 [Holder esitsizligi] 1 < p < co ve — + — = 1 olmak iizere f € LP(2) ve
p p

g€ Lp/(Q) olsun. Bu durumda fg € L'(Q) olur ve

[ 1#@g@)ds < 7@ l9ll e (2:2)
Q

esitsizligi saglanir [18].

Teorem 2.4.3 [Minkowski esitsizligi] 1 < p < oo ve f,g € LP olsun. Bu durumda
(f + g) € L? olmak iizere

If + 9l < \Ifllze + llgllze (2.3)

esitsizligi saglanir [18].

Lebesgue integralinin 6zellikleri ve Holder esitsizligi gbzoniine alindiginda LP uzay-
larinin 1 < p < oo igin bir vektor uzay1 oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f € LP olmak

tizere || f||r» normu altinda;
(L1) [[fller =0
(L2) ||flle =0 = h.hy f(z) =0

(L3) [lafllze = |l fllzr, « € R
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(L4) [If +gllr < I fllLe + llgllze

sartlar saglandigindan 1 < p < co i¢in LP bir normlu uzaydir.

1 1
Teorem 2.4.4 [Young esitsizligi] 1 < p < oo ve — + — = 1 olsun. Va,b € R igin
p D

olmak tizere

a,b>0vep = P
p

esitsizligi saglanir [18].

Tamim 2.4.5 [LP uzaylarinda yakinsaklik| f,, f € LP olmak iizere {f,}2° nin f
fonksiyonuna p. mertebeden yakinsak olmas: icin gerek ve yeter sart Ve > 0 icin en az bir

no € N mevcuttur dyle ki her n > ng i¢in || f,, — f||zr < € olmasidr.

Burada

= Sliw = | [1fa=fPau) . 1<p<oc
Q
Buna gore, {f,}>2 nin f fonksiyonuna LP de yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
lim || fn — fll» =0
n—o0

olmasidir [18].

Teorem 2.4.6 1 <p < oo Q C R” olsun. LP(2) uzaylar

1/p

[ fllze(e) = /!f(a:)]pd:z
Q

normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir [36].

12



Teorem 2.4.7 [Fubini] f, R™" iizerinde 6lgiilebilir bir fonksiyon ve

n= [ 1f ol dody

Rr+m

IQZRZ Zlf(ar,y)!dx dy

b= [ [1r@wldy)d
2\

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I3 i¢in bu R" {izerinde integrallenebilen
bir g fonksiyonu vardir dyle ki ¢g (y) hemen her y i¢in igteki integrale egittir anlamindadir

ve I3 icin de aynisi gecerlidir. Bu durumda
(a) Hemen her y € R™, f (-,y) € L' (R")
) Hemen her z € R?, f (z,-) € L' (R™)

/ f(,y)dy € L* (R

/ f(z,-)dx € L* (R™)
(e) Il = IQ = Ig
sartlar elde edilir [18].

Teorem 2.4.8 1 < p < oo olmak {izere LP uzaylarindaki basit fonksiyonlarin kiimesi L”

uzaylarinda yogundur [36].

Tamim 2.4.9 (Kuvvetli ve Zayif Tip Siirlilik) 1 <p, ¢ < oo olmak iizere
T : LP(R™) — LY(R™) bir operatér olsun. Eger V f € LP(R™) i¢in

ITflpa < Allfll e

olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatoriine kuvvetli (p,q)

tipindedir denir. p bir 6lcii olmak {izere eger V o > 0 i¢in

u{fcr TF () >a} < (A'E”L) g <o

olacak sekilde o ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa T' doniisiimiine zayif (p, q) tipindendir
denir [38].
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Tanim 2.4.10 [Lokal integrallenebilme] f olgiilebilir bir fonksiyon olmak {izere her

K kompakt kiimesi {izerinde

I[lfdu<oo

ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir ad: verilir ve

Lige(R™) =4 [ : /\fldu < 00, K ¢ R", K kompakt
K

seklinde ifade edilir. Ayrica,

LP

loc

1
P
(R™) :=< f: /]f|pd,u < oo, K C R", K kompakt

seklinde tanimlanir [36].

Teorem 2.4.11 1 < p < oo olmak iizere

LP (R™) < LP

loc

(R") < Lige (R™)
gomme kosullar: elde edilir [36].

Tamim 2.4.12 [L, Uzaylar1 (Agirliklhi Lebesgue Uzaylar1)] 1 < p < oo ve w bir
agirlik fonksiyonu olsun. f fonksiyonlar: biitiin 6lgiilebilir norma sahip ise bu durumda
L5, (R™) uzaylan

112 (R™) = / F@P w@dz | < oo

seklinde tamimlanan normlu uzaylara L%,(R™) uzaylar1 denir.

p = oo durumunda ise L (w) = L (R™,w) de norm

1£llzg = 1 fllzgr ) = ess sup | f(z)] w(z)

ile tanimlanir [36].
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Simdi, 1 < p < oo olmak iizere LP(Q) uzaylarimm [LP(Q)]* dual uzayim ifade eden

tanimi agagida verildi.

Tanim 2.4.13 [Dual Uzayi] g € L” olmak iizere f € LP(Q) igin

By(f) = / f(@)g(x)dz
Q

gosterilsin. Bu durumda,
o, € [LP(Q)
ve

gl = llglly

olarak tanimlanir [18].

Lemma 2.4.14 €, R™ nin bir bosg olmayan sinirli acik alt kiimesi ve g de §2 lizerinde bir

olgiilebilir fonksiyon olsun. p > 1 ve M > 0 olmak {iizere 6yle keyfi bir f € LP(Q) igin

f-geLl’(Q)

ve

/ f(@)g(@)dz| < M| £,

Q
seklindedir. Bu durumda g € LP (Q) ve ||g||, < M bicimde olur [36].

Tamim 2.4.15 [Maksimal Operator| f : R" — R ve f € Lj,.(R™) olmak iizere,
Mf : R™ — [0, 00] Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mf(z) = sup|B(z, r)| " / F@)ldy

r>0
B(=z,r)

bigiminde tanimlanir [41].
Teorem 2.4.16 R” iizerinde tanimlanan f fonksiyonu igin

(i) fe LP(R™), 1< p < oo ise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
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(i) Eger f € L'(R") ise V o > 0 igin

M A f(@)lde
s Mp) > v} < QR{If( )

saglanir, burada A sadece boyuta bagh bir sabittir ve m Lebesgue Ol¢iisiidiir.

(iii) fe LP(R") ,1 <p<ooise Mf e LP(R™) olur ve

M Fllp < Apll £l

esitsizligi gerceklenir [41].

Tamm 2.4.17 [Riesz Potensiyeli] f € L}, (R") ve 0 < a < n olmak iizere,

I, Riesz potansiyeli

Inf@) = | ,xf(yyﬂmdy
RTL

olarak tanimlanmr [41].

Teorem 2.4.18 1 <p < oo, Q2 CR" d=cap() =sup {\az —y|; z,y € Q},

1 1
I<a< ﬁ, - _--¢ olsun. Bu durumda

b b q n
o fllLa) < e, n)|| fllze (o)

gergeklenir, burada ¢(p, a, n) pozitif sabiti

e(p,a,n) = e (p)V/a
(p,a,n) a[n_ap](p)

seklindedir ve ¢ > 0 sabiti p ve o ya bagh degildir [32].

Tamim 2.4.19 (Singiiler Integral)

Tf(z) = / K(r.y)f(s)dy, =€ R"\suppf
Rn

16



Calderén-Zygmund operatorit T : C§° — Ljo.(R™) siirekli lineer operatordiir.

L?(R™) uzaymdan L?(R") uzayna smirhdir. Ayrica

K(z,y) = {(w,y) ER" xR" : x:y}

diginda siirekli bir fonksiyondur ve ¢; > 0 ve 0 < € < 1 olmak {izere

(i) Yo,y € R, x # y igin
K (2, )] < cife —y[™"

(ii) 2 |z — 2| < |z — y| i¢in

x—a n
K, )~ K@, )l + K, 2) — Ky, )] < (',x - y,’> oy

esitsizlikleri saglanir [7].

Onerme 2.4.20 T Calderén-Zygmund operatérii LP(R™) | 1 < p < oo iizerinde smirhdir
ve zayif (1,1) tiplidir [14].

Teorem 2.4.21 (Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi) (X, 1) ve (Y, v) dlcii uzay
1<py<pr<oo,T LP(X,pu)+ LP*(X, ) den Y ye zayif (po,po) ve zayif (p1,p1) tipli
alt lineer operator olsun. O halde py < p < py ic¢in T kuvvetli (p, p) tiplidir [13].

Ispat. f € L? olsun. VA > 0 icin

fo = IX{z|f@)>en

1 = FX{a|f@)<er)

olmak iizere f = fo + f1 seklinde yazilabilir. O halde fy € LP(u) ve fi € LP*(u) olur.
Ayrica

T f(z)| = [T(fo+ f1)(z)]
<|Tfo(z) + T f1(x)]

< [T fo(z)| + T f1(=)|
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saglanir. Boylece

ary(A) < arpy(A/2) + arp (A/2)

gercgeklenir.
1. Durum: p; = oo olsun. A1[|7gllcc < Ai1]|g]|co olmak tizere ¢ = A secilirse,
1
Bu durumda agyg, (A/2) = 0 olur. Zayif (po, po) esitsizliginden

A Po
arp,(V/2) < (2)\0||f0”po>

saglanir.
Dolayisiyla
17517 < p [ 3 tag, (/2)ar
0

1 Do
<p [a (21;‘()) [ r@rduan

{a:|f(z)[>cA}

1
—p / PP (2400 / | (@)[Po dud
0 {z:[f(z)|>cA}

f(z)/c
=2 [1r@ [ v

X 0

e [[ECAD

— p(2Ag) / )P i
0

P —Po
X

p —
= 2A0)P0(2A1)P7P0 | f|1P
o g 2A0) (ARSI

elde edilir.

2. Durum: p; < oo olsun. Bu durumda

pi
24; .
O‘sz‘()‘/2) < <)\”fz”pz> ) 1=0,1
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olur.

Dolayisiyla
17l < o [t meage [ (@)
0 {z:|f(z)|>cA}
o [vmeay [ @) duay
0 {z:| f(z)|<cA}

bo p1
P e T
p—poc P pr—pcP JTTTF

Teorem 2.4.22 T Calderén-Zygmund operatorii olsun. Bu durumda p ye bagh olmayan

c > 0 sabiti igin

p p
—_—+ — n 1 2

1T fllze@n)—Le@n) < C(

p
| T fllr®ry—Lr@n) < C<P + p_2> £l 2o (m, p>2

gergeklenir [32].

2.5 [P Uzaylar1 (Morrey Uzaylar1)

1938 yilinda Morrey tarafindan eliptik kismi diferensiyel denklemler ve varyasyon-
lar analizi teorisindeki problemlerle ilgilenirken ortaya c¢ikan Morrey uzaylarinin tanimi

verilerek bu uzaylarin 6zellikleri incelendi.

Tanim 2.5.1 [LP* Uzaylar1] 1 < p < oo ve 0 < A < 1 olsun. LP*(Q) uzaylarmin tiim

Olciilebilir fonksiyonlar: igin

B =

< 00

1
11z = sup [A [ 1rwry

z€R™
0<r<d B(z,r)
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seklinde tanimlanan normlu uzaylara LP* uzaylar1 denir [15].

LP? uzaylarmin baz 6zellikleri agagida verildi.

(i) A = 0 oldugunda
LPO(R™) = LP(R™).

Dolayisiyla bu uzay bilinen Lebesgue uzayina doéniisiir.

(ii) A = n oldugunda
LP™MR™) = L*=(R™).
(iii) A < 0 veya A > n oldugunda ise, bu durumda
LPAR"™) =6

olup burada 6, R™ de 0 a denk olan fonksiyonlarin kiimesini belirtir.

2.6 Banach Fonksiyon Uzaylar:
Bu kisimda Banach fonksiyon uzaylar: tanitilarak bazi temel 6zellikleri verildi.

Tanim 2.6.1 [Banach Fonksiyon Normu] (R, p) bir 6lgii uzay,, M*, f : R — [0, o]
tamiml p— dlgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ve p : M+ — [0, oo] bir fonksiyon olsun.
M daki f, g, fn, (n=1,2,3,...) fonksiyonlar1, Va > 0 sabiti ve u— olgiilebilir £ C R

kiimesi icin

(F1) p(f)=0« hhy f=0,

(P2) plaf)=ap(f),

(Bs) p(f+9)<p(f)+r9),

(Py) hhy 0<g<f=p(9) <p(f),

(P5) hhy 0< futf=p(fa) Tr(f),

(Fs) n(E) <oo=p(xp) < oo,

(Pr) p(E)<oo= E[fdu < Cpp(f), (burada Cp, 0 < O < oo, E ve p ya bagh fakat
f ve bagh degildir)
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ozellikleri saglaniyorsa p ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir [6].

Tanim 2.6.2 [Banach Fonksiyon Uzaylari] (R, p) bir 6lgli uzayi, M de R tizerinde
tanimli genigletilmis skaler degerli (reel ya da kompleks) pu— 6lgiilebilir fonksiyonlarm
smifi ve p bir fonksiyon normu olsun. Bu durumda p (| f|) < oo olacak bigimde M deki f
fonksiyonlarinin X = X (p) simifina Banach fonksiyon uzay: denir.
Vf e X igin

1fllx = p (D)

seklinde ifade edilir [6].
Ornek 2.6.3 1 < p < oo olmak tizere LP uzaylar: bir Banach fonksiyon uzayidir.

Teorem 2.6.4 p bir fonksiyon normu, X = X (p) Banach fonksiyon uzay1 ve ||.|| y Tamim
2.6.2 deki gibi tanmimlanmig olsun. Bu durumda vektor uzay iglemleri altinda (X, ||.|| y)

normlu lineer uzaydir. S de R iizerinde tanmimli p-basit fonksiyonlarin kiimesi olmak tizere
SCX = M (2.5)

icermeleri saglanir.
Ozel olarak, X te f, — f ise sonlu 6lciilii kiimeler iizerinde f,, — f 6lciide yakinsaktir ve

fn in bir alt dizisi h.h.y. f ye p-noktasal yakinsaktir [6].

Lemma 2.6.5 X = X (p) bir Banach fonksiyon uzay:1 ve f, € X (n =1,2,...) olsun.
(i) (Fatou Ozelligi)

0<futf, (u-hhy) =ya fEX ve |[fallx oo

vada  feX ve |[fallx TIfllx-

(ii) (Fatou Lemmasi)

fo— £ (rhhy) ve liminf [fullx <oo = [f]lx < liminf |fu] ¢
saglanir [6].

Teorem 2.6.6 X bir Banach fonksiyon uzayi, f, € X (n=1,2,...) ve

[eS)
D Ml < o0
n=1
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oo
olsun. Bu durumda Z fn X te f € X e yakinsaktir ve

n=1

1Flx < D lfallx
n=1

gerceklenir. Ozel olarak X tamdir [6].

Tanim 2.6.7 [Mutlak Siirekli Norm| X bir Banach fonksiyon uzay1, {E,},-; X in
Olciilebilir alt kiimelerinin bir dizisi ve f, X uzayinda bir fonksiyon olsun.

Eger h.h.y. E, — & olacak bi¢imde her {E, },7 | dizisi i¢in

Ifxe.ll =0

oluyorsa bu durumda f fonksiyonuna mutlak siirekli norma sahiptir denir [6].
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3 LP(Q) UZAYLARI (GRAND LEBESGUE UZAYLARI)

Grand Lebesgue uzaylar1 T. Iwaniec ve C. Sbordone [22] tarafindan 1992 yilinda
Jacobian’in integrallenebilme 6zelliklerini galisgirken bulmustur. Grand Lebesgue uzayla-
rinin yapisal 6zelliklerini C. Capone ve A. Fiorenza [8] iizerinde ¢aligmalar yapmislardir.
Grand Lebesgue uzaylarmin iligik uzaylari olan small Lebesgue uzaylarin A. Fiorenza [17]
tarafindan bulunmustur.

Bu boliimde grand Lebesgue uzaylari ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer verildi.
Ayrica grand Lebesgue uzaylarinin iligik uzaylar: olan small Lebesgue uzaylarinin tanimi
ve grand Lebesgue uzaylarinda Harmonik Analizin bazi fonksiyonel operatorlerinden mak-

simal, Riesz potansiyeli ve singiiler integral operatorlerinin sinirliliklar: incelendi.
3.0.1 LP)(Q) Uzaylar
Bu kisimda grand Lebesgue uzaylar: ile ilgili tanim ve teoremleri verildi.
Tanim 3.0.1 [LP)(Q) Uzaylari] 1 < p < co, € da, Q C R*(n > 1) sonlu Lebesgue

Olciisiine sahip bir kiime ve My da, 2 iizerinde reel degerli sonlu 6lgiilii fonksiyonlarin bir

kiimesi olsun. f € My olmak iizere

1
p—e

a1 _
1l = swp e (o [IF@pedr] <o
0<e<p—1 |Q‘
Q
seklinde tanimlanan normlu uzaylara LP)(Q) uzaylar1 denir [9].
Teorem 3.0.2 LP) (Q) uzay1

1
a1 p—c "

iy = swp e | = [ 17 (@)~ da

O<e<p—1 ’Q‘ o

normu ile bir Banach fonksiyon uzayidir [22].

Ispat. (f,)n; LP)(Q) uzaylarinda bir Cauchy dizisi olsun.
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Yani, V € > 0, en az N € N vardir oyle ki Vm,n > N igin

1

p—¢
lm || fim — fallre sup < / m p= Eda:) =0.
ijgg Hf f ”L )(Q) O<ecp—1 ‘Q| |f )|

O halde e >0 icinen az N e Nvardir. 0 <e <p—1, m >N, n < N olacak gekilde

b)) < €
<|Qr/'fm P i) <

Ayrica 0 < € < p — ¢ igin (fn)n, LP~° bir Cauchy dizisi ve yakimsakhgr f fonksiyonu
f e LP~¢ dur.
n > N olsun. Supremumu tanimina gore, en az £g (n ye bagl) icin

0 < gg(n) < p— 1 olmak {izere

1

I = Fullzoay = s (rm Q/ () - fn<x)|p-adx>

1
oty ) €
( ) / (@) = ful@) d””) e

m > Nj i¢in en az Ny € N vardir dyle ki

1

p—eq(n)
/ ) = F@P 0z ) <
o

n > N ve m > Nj olmak tizere

Wl

Hf_fTLHLP)(Q) = ||f_fn+fm _me

< |lfn = fonll + ([ = £l

1

p—eo(n) p—eg(n)
(382 - o)
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elde edilir.
Boylece keyfi bir n > N igin

1 = Falliy < €= 1 [If = full oy = 0.

Yani, f € LP/(Q) dur.
Dolayisiyla Lp)(Q) uzaylar1 bir Banach fonksiyon uzay1 oldugu ispatlanir.

Teorem 3.0.3 1 <p<oovel<e<p—1icin
LP(Q) = LP(Q) — LP~5(Q)

gomme kogullar elde edilir [22].

ispat. (i) Norm tamimmindan ve Hélder esitsizliginden; ¢ — L, qd — L
p—e¢ €

1

Iy = s (0] ™)7 ( [1s@r fdx>

< swp ( / f(a pdx) ok
0<e<p— 1

P p—e¢

= |fllzr() sup
0<e<p—1

< ollfllp)

elde edilir.
Dolayisiyla

LP(Q) < LP(Q)

dir.
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(ii)Norm tammimdan

1

I fll o) = </|f(x)|1’5dg;> .

Q

—@mrwviwm*wi(/

Q

p—o
< (e sup m¥<Q/U@W”M>
Q

0<o<p—1

= | fll Lo ()

elde edilir.
Dolayisiyla
LP(Q) < LP~5(Q)

dir.

1

wmwwﬂpa

1
|

Onerme 3.0.4 Cg°, kompakt destekli ve sonsuz kez diferansiyellenebilir fonksiyonlar

uzaymin kiimesi olsun. Cg° kiimesi LP)(Q) de yogun degildir. LP)(Q) uzaymin kapanigi

olan [LP],y uzay
lims/ |[fIP¢dx =0
e—0
Q

olacak sekilde bir f € [LP],) fonksiyonunu igerir [17].

Ispat. Ilk olarak f € [LP],)
f icin saglandigini gostermek yeterli olacaktir.

f € [LP],) olsun. f, € LP fonksiyon olmak iizere

1f = fallzo @) = O

ise (3.1) esitliginin dogru oldugunu ispat etmek gerekir.

)
0 >0 olsun. fn, € LP ve ||f — fn,ll (@) < B olacak seklinde ng secilir.

Holder esitsizliginden f,,, igin

1

£ peg | L (L ) Pda
Qm!mmm m) < QmeJﬂd)

26

1

P
—0,e—0

(3.1)



saglanir. Dolayisiyla €9 > 0 vardir oyle ki € < g9 oldugu zaman

NS

(o [ 1toleae) ™" <
Q

saglanir. Son olarak € < gg oldugu zaman

1 1

(m Q/ |fm<x>|p-€dx> < <mr /Q \f(x)—fno(x)p_5d$>

€ e P
+ <|Q||fno ($)|p dm)

0
< |f- fnoHLP)(Q) + 9

IN
N o>
N>

elde edilir. -

Tanim 3.0.5 [LP)¥()(Q) Uzaylar1 (Genellestirilmis Grand Lebesgue Uzaylar1)]
l1<p<oo, pde, (0,p—1)iizerinde tanimh siirekli pozitif bir fonksiyon ve lim+ o(x) =0
z—0

olsun. f : Q — R fonksiyonlarin sinifinda olmak tizere

1
p—e

p(e) _
i =, s |57 [t as | <oo
Q

seklinde tanimlanan normlu uzaylara LP)%()(Q) uzaylar1 denir [22].

Ayrica, 6zel olarak 6 > 0 olmak iizere ¢ = £ alimirsa grand Lebesgue uzayimin genellestirmesi

1
p—e

6

o (1 .
Ilmoe = s 7 | o / f@Pcde | <o
Q

O<e<p—1

seklinde f € My fonksiyonlarinin simifidir [29)].
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Teorem 3.0.6 1 <p<oo, 0<e<p—1 ve 0<6; <0y olmak iizere
LP(Q) = LPP(Q) — LP2(Q) = LP74(Q)

gomme kosullar elde edilir [22].

Ispat. (i) Holder esitsizliginden; ¢ — L, qJ — P
p—¢€ €

1

1 p—¢€
1fllzoor ey = sup (eM1QI7)= ( / |f(x)|P—8dx>
€
Q

p—1

< sup (691|Q\_1)Pi5</|f(l‘)|pd:v> >
Q

O<e<p—-1

01 e__1
= [Ifllriy sup er=c[Qfr =
O<e<p—1

< ol fllr @)

elde edilir.
Dolayisiyla
LP(Q) < LP(Q)
dir.
(ii) Holder esitsizliginden; 6; < 0y = %2 < &%

1

1 p—e
Wlinsay =, sup <17 [irop-car)
Q

O<e<p—1

1

sup (8919|1)“(/!f(1’)!p5dfc>
O<e<p—1

Q

IN

= HfHLp)ﬂl(Q)

elde edilir.
Dolayisiyla
LP(Q) — LP91(Q)

dir.
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(iii) Holder esitsizliginden

1

£l Lr—<() = </\f(x)\p5d:c> i
Q

1

— (IR T () < / f(a:)rp—fdx)

Q

1

G0t~ — 1\ — — (1 _ Pee
IO s o7 / F@)P o de
Q

0<o<p—1

0
= |l fI52 (@)

elde edilir.
Dolayisiyla

LPP2(Q) — LP~5(Q)

dar. ]

3.0.2 LP)(Q) Uzaylarmm ilisik Uzaylar1 (Small Lebesgue Uzaylari)

Bu kisimda Grand Lebesgue uzaylarinin iligik uzay1 olan small Lebesgue uzaylari-
nin tanimi verilmeden énce bu tanimda gerekli olan yardimec: Banach uzayilarinin tanimi

verildi.

Tanim 3.0.7 [L(p/ Uzaylar1 (Yardimci Banach Uzaylari)]

l<p<oo, p = L ve My, € iizerinde tanimh genisletilmig skaler degerli sonlu

p—1
olgiilii fonksiyonlarin kiimesi olsun. Vg € My(Vk € N) fonksiyonlarin kiimesi, €2 iizerinde

g(x) = ng(x) < o0

formundaki ayrigim geklinde tanimlanir. Eger bu tanimlanan ayrigim ifadesinin tekrar bir

infimumu da alinirsa

AJ;T
n 1 1 ! v
. : o | — (p—e)
gl o -—1nf{20<;3§,_15 : <|m/ ol dx) }<°O
Q

k=1
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seklinde tanimlanan normlu uzaylara L*" uzaylar1 denir [17].

Teorem 3.0.8 [Hoélder Esitsizligi] 1 < p < oo, 2 C R" (n > 1) Lebesgue 6lgiisii sonlu
bir kitme, Vf € LP)(Q) ve g € L (Q) olsun.
Holder tipi egitsizligi

o / F@g@)dz < 11Fl1m e lgll oo

seklindedir [17].

oo
Ispat. Vk € N igin g, > 0 olmak iizere lg| = Z gr, herhangi bir ayrigim ve f € LP) olsun.

k=1
VkeNve)<e<p—1ign
1

i T z)dz i z)|P~¢dx A =)' dz ﬁ
|Q,Q/ﬂ Jon(z)de < (|Q|Q/!f( ) d) (m,/mk( ) d)
= [ 1#r-cds ”156—;8 L ) g =

1

N L \TT
< g <|Q|/gk(w)\(” J dﬂf) 1z )
Q

‘ . 1 - (pjg)/
§0<ég£_16 P M/\gk(ﬂf)l dzx 11l ()
Q

AN
2=
P
q

IN
(]2
3|~
=
O
Ne}
=
E
QU
S

1

(r—2)
= ;oéﬂﬁ_f e <|Q|/‘g’c 772 > 1110
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elde edilir.
Dolayisiyla

o / F@g@)dz < |1l e 9l oo

dir. ]

Tamm 3.0.9 [LP) Uzaylar1 (Small Lebesgue Uzaylar1)] My,  da tanimh genisle-
tilmig skaler degerli sonlu o6lgiilii fonksiyonlarin kiimesi olsun.
¥ € L¥(Q) olmak iizere

||g||Lp)’: sup |W”L(p’g
)

0<y<|g|

veL® (@)

seklinde tamimlanan norm altindaki

LY :={g € My : ||gllpy < o0}

uzaylarma LP) uzaylar1 denir [9].

Ayrica, LP) uzaylar: tamimima gore asagidaki ozellikler gerceklenir.
i) VgeMy icin gl < gl
() Ygel? icn gl = ol

Teorem 3.0.10 [Holder Esitsizligi] 1 < p < oo, Q C R™ (n > 1) Lebesgue 6lgiisii
sonlu bir kiime, V f € LP) ve g € LP olsun.
Holder tipi esitsizligi

1
o [ F@g(@)dz < 1o ooy

Q
seklindedir [17].

ispat. Herhangi bir f € LP) ve g € My i¢in Teorem 3.0.8 nin ispatma benzer sekilde

. 1
m‘g/’f(x)ﬂg(iv)!d:v— 03}2@ ’mg/!f(xﬂzp(x)dx

YEL>(Q)

< sup /f P(x
052 1 7@

peL?’ (Q)

31



< sup | fllc@lvlioe
0<y<|g

peL(® (@)

L

elde edilir. ]

Sonug 3.0.11 f € Li)) olsun. Bu durumda

& | F(@)g(a)da

Q

1fl @ = sup
L@ g7#0 |91l 1y Q)
geL?)’ ()

= ||f||(LP)’)/(Q)

saglanir.

Onerme 3.0.12 LP) ve (Lp)/)’ yeniden diizenleme altinda degismez uzaylardir. Ayrica
(LP"y = P

dar [17].

Ispat. Yeniden diizenleme altinda degismez uzayun ilisik uzay1, yeniden diizenleme altinda
degismez uzay oldugundan (Lp)/)’ uzayinin yeniden diizenleme altinda degismez oldugunu
gostermek yeterlidir.

fe (Lp)/)/ ve fp, = min{n, f} € L* olsun. Bu durumda

Q da hhy. 0<f,1f (3.2)

olur.

Boylece

0,19) da hhy. 0<(f)" 1/ (3.3)
saglanir, burada (f,)* ve f* sirasiyla f,, ve f in azalan yeniden diizenlemesidir.
(Lp)/)’ Fatou 6zelligini sagladigindan (3.2) gbz 6niine alinirsa,

1 gy P11 o ) (3.4)

olur. Diger taraftan

1) o og0p T Lo (0,0 (3.5)
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saglanir. Sonug 3.0.11 geregi

1l o )’ = Il (36)

= [ICFa)" 1m0 02) (3.7)

elde edilir.
(3.4), (3.5), (3.6) goz oniine alindiginda

I oy’ = I a0

saglanir. Boylece ispat tamamlanmig olur. ]

Teorem 3.0.13 [Lorentz-Luxemburg Teoremi] Her X Banach fonksiyon uzayi,
X" ikinci ilisik uzayi ile cakisir.

Yani,
feXe feXx”
dir. Bu durumda
1fllx = 17l x
saglanir [6].

Onerme 3.0.12 ve klasik Lorentz-Luxemburg Teoreminin sonucu olarak asagidaki

teorem verildi.

Teorem 3.0.14 LP) uzaylari ) uzaylarinin iligik uzaylaridir ve tersine ) uzaylar1 da

LP) uzaylarmn ilisik uzaylaridir [17].

Simdi, L) uzaylarmin yansimali olup olmadigim asagidaki lemma ve énermelerle

incelendi.

Lemma 3.0.15 X Banach fonksiyon uzaymin yansimali olmasi i¢in gerek ve yeter sart

X ve X' uzaylarmin mutlak siirekli norma sahip olmasidir [6].

Onerme 3.0.16 L?) uzaylar1 yansimal degildir [17].

ispat. L? uzaylar1 yansimali olmadigin1 géstermek icin mutlak siirekli norma sahip ol-
mayan bir fonksiyon olusturmak yeterlidir.
Genelligi bozmadan LP)(0, 1) uzaylarim ve f (x) = 2~ /P fonksiyonunu olsun. f fonksiyonu

mutlak siirekli norma sahip degildir. Boylece ispat tamamlanir. [
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3.1 Lp)(Q) Uzaylarinda integral Operatorlerinin Sinirhilig:

Bu boliimde grand Lebesgue uzaylarinda Harmonik Analizin baz fonksiyonel ope-
ratérlerinden Maksimal, Riesz Potansiyeli ve Singiiler Integral operatorlerinin smirhhk-

larmin teoremleri ve ispatlar: verildi.

3.1.1 LP)(Q) Uzaylarinda Maksimal Operatériiniin Smirlihg:

Bu kisimda, Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin tanimi verildi. Ayrica

Lp)(Q) uzaylarinda Hardy-Littlewood maksimal operatériiniin sinirliligi incelendi.

Tanim 3.1.1 [Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu] f, R™ de lokal integrallenebilen
bir fonksiyon olsun.
Her bir f € Li,(2) , d=diam (Q2) = sup {|x—y| ; X, Y € Q} , Qx,r)=B(z,r)NQ

olmak tiizere

1
Mi@) = swp e [ wld)
02§§d ’ Q(z,y)

seklinde tanimlanan fonksiyona Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu denir [32].

Ayrica M : f — M f ye Hardy-Littlewood maksimal operatorii de denir.

Teorem 3.1.2 1 < p < oo ve d < oo olsun. Bu durumda M, Hardy-Littlewood

maksimal operatorii LP) () uzaylarinda sirhdir [32].

ispat. Norm tanimindan

1

£ e\
Ay = {oilallg)a (MJIMf(y)Ip dy) }

1

Ay = - p=e .
: {Ki‘il;:l(my! wora) )

ve

olmak tizere
M Fllo () = max{A1, Az}

elde edilir.
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1 1
c<e<p—1, sup er—<= =p—1, > olsun.
o<e<p—1 p—e p—o
-0 -0
Holder esitsizliginden ;¢ — P , ¢ — P
—€ E—0

1
A= sup (=917) 77 M lpo-s(o

o<e<p—1

1

1 _ _ p=e
— s e (m ! / M) €dy)
o<e<p—1 o

BN ) %Eg p—o | p—¢
< swp e (10t [mswredy ) ( [y
o<e<p—1
Q Q
p—e 1
_1 ] £—0 — o propme
= sup e# (IQ\ \Q!“/!Mf(y)\p dy) ]
o<e<p—1
Q
pP—¢ 1
1 o - p—o | p—e
= sup er (IQ\ "‘”/IMf(y)!p dy) ]
o<e<p—1 o

1
_1 1\ »—o
= swp 7= (1077 M ooy

o<e<p—1
1 1 1
<(p-DQ[ reoreora||Mf] -0

1 1 __1
<(p—1o 7= sup er==[Q| P~ [|M[fLr-c(q)
O<e<o

olup Teorem 2.4.16 dan dolay1

1 a1
[MFllp () S po =2 sup er==[Q 2= [[Mf[|r-(q)
0<e<Lo

1

< copo 7= P )" oy
copo P—9 SuUu B 15 p—e —e
= cop el \p—c—1 Lr=5(@)

1
_1 p—e \"°
<copo 7| sup [ —-—— fllpw
[0<6§U (P—5—1> ]H 20 )
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elde edilir. Bu durumda o, yeterince kiiciik oldugu icin

1 o

Spo i=Co po P | sup ((p — 6)') ? < 0.
0<e<o

Yani,

1

Spo < copo =7 (p—o0)

!/

Dolayisiyla M, Hardy-Littlewood maksimal operatérii LP) (Q) uzaylarmda simrhdir.  m

3.1.2 LV () Uzaylarinda Riesz Potansiyelinin Simirhilig:

Bu kisimda Riesz potansiyelinin tamm verildi. LP)(Q) uzaylarmda Riesz potan-
siyeli sinirhi degildir. Bunu ispatlamadan 6nce Lp)*”(')(ﬂ) uzaylarinda Riesz potansiyelinin

sinirh olup olmadigr gosterildi.

Tamm 3.1.3 [Riesz Potensiyeli] f € L}, () ve 0 < @ < n olmak iizere,

I, Riesz potansiyeli

Inf(x) :—/f(y)dy
Q

|z —y|nm

olarak tanimlanr [41].

Teorem 3.1.4 1 < p < o0, 0<oz<ﬁ, =2 e 922[1—{—%]91, 61 >0
D n n

=
Q=

olsun.

Bu durumda I,, Riesz potansiyeli LP)%1 (Q) uzaylarmdan L9?2(Q) uzaylarma smirhdir [32].

ispat. Ispati 6y = [1 + aq} 0, icin yapmak yeterlidir. Ciinkii 6 > [1 + %} 01 ve yeterince
n

kiiciik € icin e < 50 gir, Keyfi bir

n=(u=—qg)a

- <u—q>n] '

p(u) == e p—

fonksiyonu tanimlansm. Bu durumda ¢ — 07 igin ¢(t) ~ 15 dir.
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Gergekten,

n—(t—q)a 1+ﬂ
: (t—q)n ! qn !
lim 4+ —— = |p— 3.8
o+ |P n—a(t—q) P n+ aq (3:8)
. 1 1 « . .
olur. (3.8) denkleminde — — = = — bagntisindan p = yerine yazilirsa
P q n n+ aq

elde edilir.
Sonug olarakta

a oq
lim t'T% =0
t—0t

olur. Dolaysiyla 1(t) := ¢(t%') olmak iizere I, Riesz potansiyelinin LP?1 uzaylarmdan
LD¥0) uzaylarma smirh oldugunu ispatlamak yeterlidir.
o > 0 yeterince kiigiik bir say1 olsun.

Norm tamimindan

Y v
Ay = {021;20 <|§;)> HfafHLqe(Q)}

1

Ple) |\
e () e

o fll Lae () =: max{A1, A2}

ve

olmak tiizere

elde edilir.
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Holder esitsizliginden ve o < € oldugundan

1

ha= s (5)7 (‘é, / |Iaf<y>rq—5d<y>>
Q

1

<|1s2| / \Iaf(y)lq_”d(y)>
Q

< ! sup (¢Gﬂ>qls

o<e<qg—1

1

= | s (ve) q;]wqula (“’,ﬁ;) SZ !Iaf(y)\q_”d(y))

1

(90 e\
Y(o) ™ sup (mr Q/ a7 () d<y>>

O<e<o

IA
1
0
=
T
Ny
N
Q
| |=
®
—_

bulunur.
1 1

— 2 olacak bicimde n tanimlanabilir.
p—-m gqg—¢ n

Simdi 0 < € < ¢ olsun. ¢ i¢in
Bu durumda o yeterince kiigiik iken 7 da yeterince kiigiik bir pozitif sayidir.

u — 07 iken (u) ~ u'T% dir. Buradan

1 1 o 1 o 1
— :f:>7:—
bp—n q—E¢& n p—n n q—¢&
1 _
N :a(q g)+n
p—n n(q—e)
1 — —
1 _n-ale—g)
p—n n(e —q)
n(e —gq
=)
n—a(e —q)
nie —
I Cind' )
n—a(e —q)
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bulunup, agagidaki denklemde yerine yazilirsa,

olur.

Dolayisiyla

1 01

)Ty 7 =1

dir. Teorem 2.4.18 den dolay1

W) 7= [ Taf [l -0y < Ep — 0, @, ) (Wl | £ (e

_O 1 O
:6(])_7]7057”)1/}(5) 7] pin‘Q| qisnpianHLP*’ﬂ(Q)

q—¢

a__1 01
=c(p —n,c,n)|Q» == || f[| Lo-n(q)

QU 11l 2o 01

S[ sup E(p_naaan)
0<n<o1

dir.
Dolayisiyla

||IafHLq>,92(Q)§[ sup (p — 1, 1) | ||| 1l o ()

0<n<o1

elde edilir. Burada

(v —n.c.n) = ¢ - S '
c(p n, &, ) a[n—a(p—n)] [p—n—ll
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¢, p,n ve a dan bagimsiz bir sabit, o1 yeterince kiigiik pozitif sayidir.

Eger o1 yeterince kiigiik ise 0 < 1 < o1 oldugunda 79 icin

n—alp-n)>n>0,

dir. [
Boylece 0 < [1 + %} 01, 61 > 0 oldugunda I, Riesz potansiyeli LP)?1 uzaylarmdan L?:%2

uzaylarina sinirli olmaz.

Simdi ise agagidaki teoremde n = 1 ve Q = [0,1] 6zel durum igin I, Riesz

potansiyelinin LP)(Q) uzaylarmda smirli olmadig: incelends.

1
Teorem 3.1.5 0 <a<1l, 1l<p<— ve ¢q= olsun. 0y < (1 + aq)f; olacak
«

p
1—ap
sekilde pozitif sayilar olsun.

Bu durumda I, Riesz potansiyeli LP)?1 uzaylarimdan L?%2 uzaylarmma sirh degildir [31].

Ispat. QCR", 0<a<1 ve 1<p<ﬁolsun.q: np ve 01 =6y=1
o n—ap
alindiginda
e}
92 < (1 + 7(])91
n
bagintisi

aq
1< (1 + ?>01
olarak elde edilir.

Dolayisiyla I, Riesz potansiyelinin L?) uzaylarmdan L9 uzaylarmna sirh olmadig ispat-

lanmig olur. [

3.1.3 LV (©) Uzaylarinda Singiiler integral Operatorlerinin Sinirhihigy

Bu kisimda Calderon-Zygmund tipli singiiler integral operatorlerinin tanimi verildi

ve T', Calderon-Zygmund operatorii Lp)(Q) uzaylarinda siirliliginin ispati verildi.
Tanim 3.1.6 [Calderon-Zygmund Tipli Singiiler integral Operatorleri]

K (z,y) fonksiyonu, {(:U, Y)EQAXQ : x# y} kiimesi iizerinde siirekli ve

(i) = # y igin

|K(z,y)| < Clz —y|™",
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(ii) o >0 ve |z —y| > 2|y — 2| i¢in

ly — 2|7
K(x,y) — K(x,2)| < C———7—,
‘ ( ) ( )‘ ‘ lAn+U

(iii) o >0 ve |z —y| > 2|y —£] i¢in
[z =&

‘K(x,y) —K(f,y)| < CW

kosullarini saglasin. Bu durumda

Tf(z) = / K(z,y)f(y)dy

Q

esitligi ile tamimli operatorler Calderon-Zygmund tipli singiiler integral operator-

leri olarak adlandirilir [20].

Teorem 3.1.7 1 < p < oo olsun. Bu durumda 7', Calderon-Zygmund operatorii Lp)(Q)

uzaylarmda simirhdir [32].

ispat. Norm tanimindan

1

A ::{ sup (emrl / \Tf(y)\“dy) }
0<e<o A

ve

1

Ao ::{ sup <E|Ql/|Tf(y)’p€dy> _ }
o<e<p—1 a

olmak tiizere

1T Flpn (o) = max{Ai, Az}

elde edilir.
Holder esitsizliginden

1
A= sup (e|QT) 7= T fl o< (0
o<le<p—1

1

— aup (mrl / |Tf<y>|P—fdy)
o<le<p—1 o
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1

p—o
< swp (mwl / |Tf<y>|“dy)
o<le<p—1 o

1

p—o

IN

(p—1)o Fagis (mrl / !Tf(y)\p“’dy>
Q

IN

1 L
(p— Do~ 7= sup (e|Q7)7== T f| o<

0<e<o

bulunur.

Sonug olarak Teorem 2.4.22 den dolay1

_1 R
1T flw ) < [(p— Do v + 1} sup (g|Q|~ == T £l o= (o)
0<e<o

__1 - 1
< [0-10777 +1] sup Cpelcl™) 7 Flloc(oy
0<e<o

__1
= =177 + 1|1l 51> Cpe
0<e<Lo

bulunur.
Burada
p—¢€ p—¢
+ , 1l<p<?2
p—e—1 2—-—p+e¢ p
QW—
—€
p—5+—£———, p>2
p—¢€—2
ve
( -0
P +- P 1cp<o
p—o—1 2—p
sup Cpe <
0<e<Lo
p—o p—o0
, > 2
\ p— 0 — 1 p~—cr——2 P

dir. Dolayisiyla T', Calderon-Zygmund operatorii LP) (Q) uzaylarinda sinirhdir.
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4 I7(Q) UZAYLARI (AGIRLIKLI GRAND LEBESGUE UZAYLARI)

Bu béliimde agirlikli grand Lebesgue uzaylari ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer
verildi. Bu uzaylarinda Harmonik Analizin baz fonksiyonel operatorlerinden Maksimal,
Riesz Potansiyeli ve singiiler integral operatorlerinin sinirliliklar: incelendi.

4.01 LY (©) Uzaylar1

Bu kisimda agirlikli grand Lebesgue uzaylarinin tanimi ve bazi 6zellikleri verildi.

Tanim 4.0.1 [Lﬁ) (Q) Uzaylari] 1 < p < oo, w bir agirhik fonksiyonu olsun. Bu

durumda

€ e p—<
=, 5w (6 Q/ fapu@) r) < oo

seklinde tanimlanan normlu uzaylara Lf,)(Q) uzaylari denir [26].

Teorem 4.0.2 Lg)(Q) uzayl

HfHLg)(Q) - 0 sSup <|€mﬂ/f($)p_a’w<.’1}) d{E) "

normu ile bir Banach fonksiyon uzayidir [26].

Tanim 4.0.3 [Lﬁ,) ’Q(Q) (Genellestirilmis Agirlikli Grand Lebesgue) Uzaylari]

1<p<oo, w bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda 6 > 0 olmak iizere

O<e<p—1

0 1
— £ p—¢ "
o=, s (g [ f@r @ )™ <o
Q
seklinde tanimlanan normlu uzaylara Lﬁ,) o uzaylari denir [26].

Ayrica, 6zel olarak # = 1 durumunda Lﬁ,) 0 uzaylar Lf,)(Q) uzaylarina doniigiir.
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4.1 Lf,)(Q) Uzaylarinda integral Operatorlerinin Sinirlilig:

Bu boliimde Harmonik Analizin baz fonksiyonel operatorlerinden maksimal, Riesz

potansiyeli ve singiiler integral operatérlerinin sinirliliklar: incelendi.

4.1.1 Lg) (©) Uzaylarinda Maksimal Operatériiniin Sinirlilig:

Bu kisimda Harmonik Analizin baz fonksiyonel operatorlerinden maksimal opera-

toriiniin sirasiyla € nin simirh ve siirsiz oldugu duruma bagh olarak Lf,)(Q) uzaylarinda

siirliligr incelendi.

Tanim 4.1.1 1 < p < oo olsun. Eger w agirlik fonksiyonunun

p—1
sup wil) 1/w(x)1311d$ < 00 (4.1)
e ML

sartin1 sagliyorsa w fonksiyonu A, - Muckenhoupt simifindadir denir [16].

Lemma 4.1.2 1 <p < oo, w € Ay de (0,1) tizerinde A, = K dir. 0 <e<oigino >0
ve L > 0 vardiwr 6yle ki w € Ap_. (0,1) lizerinde A,_. < L dir.

Teorem 4.1.3 1 < p < oo ve w (0,1) {izerinde bir agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda

M, Hardy- Littlewood maksimal operatoriiniin Lﬁ,) (0,1) uzaylarinda smrh olmasi igin

gerek ve yeter sart w € A, olmasidir. [27].

ispat. Ik olarak

Ml < elflpon (42)

saglandigimi varsayalim ve (4.1) esitsizligini ispatlayalim. I C (0, 1) sabit bir keyfi aralik

olsun. Maksimal operatér tanimindan

/ fldz < M(Fx)(@) . zel (4.3)
I

diger taraftan (4.2) hipotezinden
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(4.3) ve

Ml < elfxal

(4.4) esitsizliklerinden

( / |fdx)||xfuw -
1

< 1M (XDl

< lellfxal

1

= csup (z—:/ |f|p_8wd3:)
3

I

1

p—e
.
P wwla;)

1 —€ —
S Csupgp—s< (|f|p_5pr>P
€

p(p €)
= CSup{-;p € |f|pwd1‘ /wd$
I
1 _ e
_C</’f\pwa’$> super——< w([)re=2)
€
I

= csup (es/mpE w”
g
1

N\ N\
S

N——

s =

VY

hSA

3 =

( ]f\pwd:n> supep c w(I)<P 9 w(l)r
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S =

1 1

:cw(I)z’l</\f|pwda:> super— w(l)r—
1

£

=

=c w([)%1 (/ \f‘deﬂU) HXIHLg}
T

olur. Yani,
1
1 p
/\f|dw < cw() </|f|p wd:v)
I I
dir.
Yukaridaki esitsizlikte f = w1 secilirse fPw = WP oluf.
Dolayisiyla
1
1 =1 _ . .
/w rtdr < cw(l)> (/w P—ld:c>
1 1
veya

p—1

=1 1 ?
w(l) ™ ]I[l</w Pldw> <ec

I

elde edilir. Buradan p-inci kuvvet alinarak (4.1) esitsizligi elde edilir.

Tersine ispatlamak icin 0 < ¢ < p — 1 oldugunda Lemma 4.1.2 ye gére

IMFllpp-e <cllfllpp-=,  €€(0,0]

saglandigr goriiliir.
-0

Ik adimdan, ¢, o dan biiyiik olsun, yani ¢ € (o,p — 1) alahm. Dolayisiyla b > 1 olur.
€
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—¢ icin Holder esitsizliginden ve (1 Ny ) P=9 _4 oldugundan
p—e p—oc/e—o

1
HMfHLg;s = [/(Mf)pe wda:]
0

E—0O

11  e—o
— L _p—e _p-o (p—o)(p—e)
de} [/(wl p—o ) e—0 d:E
0

E—OT

[/1( ; ]“</1 )@axp)
= MHP7 wdz wdz
0 0

elde edilir.

Simdi

€op-1) = 0<—"0 _p-l-0

o,p —
(p—o)lp—c) p—o
ve
1
c<p—1 = (p—1)og 7o >1

oldugundan
MS| ), = maxq sup = MFI . sup o MFI|w
I ”LP (0,1) ool | HLp CEVR I HL,, 1)

1

1 11
(p— 0)(17 (p—o)(p—2)
= max sup €p- s||MfHLp) 01) ° sup cp—e wdax
0<e<o <e<p—1 0 5

sup 7% [ M/

0<e<o

1
Smax{l, sup 610 co = /wda: (PUPE) .
L (0,1)
0

o<le<p—1

H/—’
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1
p—l—0o
gcmax{l,(p—l)aplv (1+/wdm> e } sup 5T’%E||f”Lﬁ))(0,1)
0

0<e<o

p—1l—0o

1
__1 p—o
<clp—1)o r=v <1 + /wdaz) ||fHqu>(071)
0

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

)

) kiimesinin smirsiz olmasi durumda L/ () uzaylarinda maksimal operatérlerinin

sirhiligr ile ilgili tanim ve teoremler asagida verildi.

Tanim 4.1.4 Q C R"™ acik kiime olsun. (|Q| > oo)

D=

(@, w) = {f I @, w) = ( / !f(w)l”w(x)dw> < oo}

Q

gerek ve yeter sart w € A, dir [42].

Tanim 4.1.5

O<e<p—1

1
Lp)((oa 1),ZU) = {f : HfHLp((Oa 1),’UJ) ‘= sup ¢gl-= ||fHLP_E((O,1),w) < OO}
[42].
Tanim 4.1.6 Q C R™ acik kiime olsun. (|Q| > oo)

1
HfHLZ)(Q,w) = 0<i1<15—18p_6 £l o= (@,wae)

seklinde tanimlanir [42].
Lemma 4.1.7 1 <p<oove<e; <&y <p-—1olsun.
LPT1(Q, wa™) — LP72(Q, wa?)

gerek ve yeter sart a € LP(2, w) dir [42].
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( 1 1

Ispat. C = HaHZ; N

p—€Q pr—eq

P(Q.0) olmak {izere ve Holder esitsizliginden

”fHLZ’*SQ(Q,waQ) < CHfHLp*q (Qwac1)

elde edilir. ]

Teorem 4.1.8 [Riesz-Thorin-Stein-Weiss Interpolasyon Teoremi]
Py G € [1,00) , (k=1,2,...) ve vg, wy agirlikh fonksiyonlar1 2 C R™ de tanimlansin.
T, sublineer operator ve LP'(£2,v1) N LP2(Q2, v2) olsun.

Bu durumda

1 1-—-t¢ t 1 1—-¢t ¢t
K<K{T'K} K6 —= , —=
2 Y4 P2 at a1 a2

ve

B ApE (-t

o

2 (0<t<])
olmak tizere

||Tf||Lqi(Q,wi) < Ki||f||LPi(Q7vi) ) 1= 1727

ve

1T fll o (@) < KN Fllzoe,m)

saglanir [42].

Lemma 4.1.9 w € A, , a negatif olmayan fonksiyon, a’ € AP olmak iizere en az bir
0 > 0 vardir. € € (0,0) olmak tizere wa® € A,_. dir [42].

. 1 , 1
Ispat. ¢ > 1 icin w9 € AP olmak tizere wa® = (w?)(a? )< dir.
. o .. / .
e1 >0 igin w?€ Ap—. ve &< — igina®® € Ap oldugundan dolayisiyla
q

g9 > 0 icin as? € Ap_e, olur.

€2
— » aliirsa,

Bu durumda £ = min {5, — =
qa q

wle A, .

ve

!
a*? € A,_.

elde edilir. -
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Lemma 4.1.10 a € LP(Q,w) olsun. V6 € (0,p — 1), Cs > 0 olmak iizere

||f||L€)(Q,w) S C(SHfHLg)(Q,w;&)
dir [42].
ispat. Kabul edelim ki
By= sup eve | fllpo ¢ (Qwa)
d<e<p—1

olmak tizere

HfHLg)(Q,w) < 5”fHLg)(Q,w;5) + Bs

olsun.

-0 -4
Holder esitsizliginden; r = p r_ P
p—c p—9

£l =< (@uwas) = (/!f\p Ewcfd:c) "

(/’f\p ST s Wil el fdx>p6

) (oI
< Hf”LP*fs(Q’wa aPwdx
Q

15)

= [[fll -5 (0,wat) Halle Q)

elde edilir.

1

1 p—e
Dolayisiyla h(e) = sup er—= <€||aHLp a w)> " olmak tizere
d<e<p—1

1 ( 1 1
Bs < sup er- HaHLP(Qw)
d<e<p—1

B HfHLP—‘S(Q,wa‘S)

1 1

1 p—e T p=35
= sup er< | ellallyqu Sllall s o)
d<e<p—1

h(e)
2 Ry Vg s
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elde edilir.
Ayrica Cs,

1
Cs=1+ sup epr—=
d<e<p—1

seklinde olup,

L 11

- p(p,s p,(;)

Cs=1+ sup ¢ ”’65"’EHQHLp(Qw)
d<e<p—1 ’

<1 55 (p— 1) (1+ [[all?, g )" T 7
<1+ sup & 7 (p—1)(1+lal )

d<e<p—1

_1

_ 1 » ==
<14+ (-1 731+ lall} yq.u
elde edilir. B&ylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.1.11 a € LP(Q2,w) olsun. Eger w € A, ise en az bir 9 € (0,p — 1) ve

wa®™ € Ap_., olmak iizere maksimal operator Lg)(ﬂ, w) uzaylarinda simirhdir [42].
ispat. Simdi
||Mf“Lg)(Q,w) S C”fHLg)(Q,w) (45)

ispatlanacaktar.

g icin Lemma 4.1.9 den dolay1

M ey < AL,

Qwieo)
oldugu goriiliir.
(4.5) esitsizligine gore
[IMFllrw) < Killflle.w)
ve
HMfHLP*EO(Q,waEO) < KQHf”LP*Eo(Q,waEO)

olsun.

Riesz-Thorin-Stein-Weiss Interpolasyon Teoreminden (Teorem 4.1.8) dolay:

pr=p , p2=p—¢€o0 , qgq=p , g2 =P —¢€0

v =w o, v9 = wao w=w , wy = wa?

51



sartlar altinda Ve € (0,eq] ve € {izerinde baglh olmayan K., igin

HMfHLP*E(Q,waE) < KSOHfHLP*E(Q,waE)'

Dolayisiyla
MA@ i) = 52, IMIllo—<(@wa)
< KEOHfHLP*S(Q,waE)
elde edilir. B&ylece ispat tamamlanir. [

Teorem 4.1.12 a € LP(Q,w) olsun. ¢y € (0,p — 1) vardir 6yle ki Ve € (0,ep) icin
M Hardy-Littlewood maksimal operatorii Lg)(Q, w) uzaylarinda smirhdir [42].

Ispat. Q C R™ olsun. Bu durumda maksimal operatér

é Z F@)ldy < Mfxg)(@), z€Q (4.6)

seklindedir.
Kabul edelim ki,

||MfXQ”L3)(Q,w) S CHfXQHLg)(Q’w) (47)

olsun. Bu durumda (4.6) ve (4.7) esitsizliklerinden

(g 11ln) < MPQ@Ixel e
Q

- H(é [ i) o

Q

L2 (Quw)
< H(MfXQ)(x)IIL?(Q’w)

< ell(fx) @) 1.0
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elde edilir.
Dolayisiyla

1 1

(o f1r00s), (o wmiera)™ <, m (¢ [irow=viomierar)™

Q

Ayrica gg € (0,p — 1) igin

1 1

<22/|f(y)|dy) </w(t)a(t)€odt> < c</\f(t)lp_éow(t)a(t)éodt> ree
Q

Q Q

1

Keyfi bir f(z) = (w(:n)a(;v)ao) 77507 olsun. Son esitsizlikte yerine konulursa,

N
Ql =
@\
—~
£
S
S~—
=8
2
S
SN—

|
3
8
o
L
SN
S
~_
LS
g
7N
@\
g
—~
~
S~—
)
=
S~—
8
QL
~~
~__
(VAN
o
N
@\
—~
£
B,
IS
—
8
S~—
3
SN—
i~
|
Sla
| l©
+
—
QU
S
~_
i
o
o

elde edilir.
Dolayisiyla

<Q/w(t)a(t)é‘odt> (CEQ/ (w(x)a(x)EO)_ﬁdmy*EO*l <

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. [

4.1.2 LZ) (©) Uzaylarinda Riesz Potansiyelinin Sinirlilig:
Bu kisimda sirasiyla 2 min sinirli ve sinirsiz oldugu duruma bagl olarak Lf,)(Q)

uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinirliligi incelendi. Ana teorem ve ispatin1 vermeden

once gerekli tanim ve teoremler verildi.
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Tanim 4.1.13 1 <p < oo ve Q da, ( C R") herhangi bir kiip olsun. w € A, olmak

p—1
1 1 __1
nggn <|Q|/w(x)dx> (m/w(x) = d:v) < 00

Q Q

lizere

seklinde tanimlanir [34].

Tanim 4.1.14 0 <a<n, 1<p,q<ooolsun. (w,v)€ A5 olmak iizere

seklinde tanimlanir [40].

Tanim 4.1.15 1 < p,q < oo olsun. (w,v) € A}, olmak {izere

1 7 1 . 5
nggn (M/v(x)qdaz) (@‘Q/w(m) pdl’) < 00

Q
seklinde tanimlanir [12].

Lemma 4.1.16 0 < o <n, ve 1< p,q<ooolsun. Bu durumda agagidaki 6zellikler
dogrulugunu kabul edelim [43].

[i] w,v agirhkl fonksiyonlar ve r >1 | 0<e<g—1igin

e 1 1 ﬁ / 717,
sup |Q|n "= w /v(m)rdx /w(az)(l_p " dx < 00
Qe Q Q

saglanir.

[ii] Negatif olmayan a,b fonksiyonlar: i¢in dyle bir 6 > ¢ vardir ki ,

(a%, bﬁ) € A*(p,q — €) olsun.

(i) ve (ii) durumlarmda (wa®,vb®) € A%

».q—e dogrudur.
I’
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ispat.

o i 1 1 (qif) 1 , i
A= sup |Qrrita="% /v(x)b(x)adx /[w(m)a(x)a]l_p dx < 00
QCR™ Q| Q)
Q Q
olsun.
Holder esitsizliginden ve en az bir 7 > 1 oldugu durumda,
( . ) o
oy 1 1(1 | : v
Q Q Q
Q Q
1 / L 1 / i/ %
X || —= b(ac)qEis qadac)q </ a(x)% p/dac>p
[(mgr [ b o1 ) L]
Q Q
elde edilir. Yani (wa®,vb%) € A7 . dir. [ |
. n 1 1 «
Onerme 4.1.17 0<a<n, 1<p< o ve 5 = 5 - olsun. Bu durumda

D
(wa,w) € Ay, == w € Ay, .
b p/

saglanir [43].

Teorem 4.1.18 0 < o < n, ve 1 < p < ¢q < oo olsun. Bu durumda asgagidakiler
dogrudur [40].

(i) Eger en az bir r > 1 i¢in

o1l 1 (qlT) 1 , (P}7‘>
sup |Q|»Ta v /v(az)rdx /w(ac)(l_p " da < 0
QCR" J Q| J

olmak tlizere

Mo f 1l £a (€2, v) < e[ fl] 1o (2, w) (4.8)

saglanir.
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(ii) Eger p < q ve v, w7 fonksiyonlar: da doubling sartini saghyorsa bu durumda (4.8)

esitsizliginin dogru olmasi igin gerek ve yeter sart (w,v) € Ay, olmasidir.

Teorem 4.1.19 [Riesz-Thorin-Stein-Weiss Interpolasyon Teoremi]
Pk qk € [1,00), (k=1,2,...) ve wg,wy agirhkh fonksiyonlar:  C R™ da tamimlansin.
T, sublineer operator ve LP'(£2,w;) N LP2(§2, w2) olsun.

Bu durumda

ve

(1-t)gt it (1-t)gt 2t
wy = w, 'wy? , vy=v o, (0<t< ).

olmak iizere T operatorii
LPY(Q,wy) — LT (Q,v1), M; normu ile sinirl,

LP2(Q,wy) — L®(Q,v2), M normu ile siirh ise

T:LP(Q,wy) = LU(Qv) , M < MM

normu ile smirhdar.

Simdi, agagida agirlikli grand Lebesgue uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinir-

liliginin teoremi ve ispati verildi.

Teorem 4.1.20 1 < p,q < oo olsun. w ve v agirlikh fonksiyonlar: 2 C R™ alaninda
tanmimlanmigtir ve T lineer operatorii LP(Q2, w) uzaylarindan L9(2, w) uzaylarma sinirhdir.
1<po<p ,1<qo<gq ve a,bnegatif olmayan fonksiyonlarin 2 alaninda tanimlanmigtir.
a € LP(Qw) ve be LN w) olmak iizere LPO(Q, waP™P0) uzaylarmdan L% (€, vb?~ 1)
siirlidir. Bu durumda T operatorii agirlikli genellestirilmis grand Lebesgue Lg)’e(Q,w)

uzaylarindan agirlikli genellegtirilmis grand Lebesgue Lg)’elﬂ P(Q, v) uzaylarna smirhdir.
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iIspat. Herhangi bir 6 > 0 oldugu durumda

01
A= sup E‘I*SHTf”Lq*E(Q,vi)
0<e<q—qo

ve

03
B = sup ga=e HTf”Lq*E(Q,vi)-
q—qo<e<q—1

olmak tlizere

),0 b
ITfIl5" (Q0) = sup e | Tf| pa—e(oupe) = max { A, B}.
0<e<q—1

elde edilir.

Once A sayisi inceleyelim.

Interpolasyon Teoreminden (Teorem 4.1.19) dolay:

pr=p , P2 =po , qa =q, q2 = qo
vI=w v9 = waP7Po | wy =0, wyg = vb1™ 9

sartlar altinda ve

1 -1 €qo
Pe:(*+t(***)) ; t:m e €[0,q — qo]

olmak tizere

T fll pa-e(oope) < M7 M| F 1| £oe (0ar-r2)-

dir. Dolayisiyla

_ 01
A< sup Mll tMé“*HfHqu(Q,waP*Ps)
0<e<qg—qo

_ 0 0 _
< sup Mll_tMé(p —pe) Pe sup (p — pe) Pe || f]l Lae (2, waP~Pe).
0<e<g—qo 0<p—pe<p—po
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po(p — pe)

Son egitsizlikte ¢t =
pe(p — po)

yerine konulursa ve

1 1-t

- —6(5 ) - (555
tq(q — qo) )) o+ ( tp(p — po) ))9 +

C(po,qo) = sup ﬂ4l‘tﬂlt(
(Po, d0) L 72\ g0 + t(g — qo po +t(p — po

0<t<1

olmak tizere

A S C(p(]qu)HfHLg)vg (Q7w)

elde edilir.
oL

1
Kabul edelim ki, C'(pg, qo) 1 sag tarafindaki ifade t9197% ¢ ye gore 0 < t < 1

1 1
araliginda supremumunun sonlu olmasi igin 61— — 00— =0 veya 6; = 99 olmas: gerekir.
p p

q
Aksi takdirde C(pg, qo) = oo olur.

Simdi ise B sayisim inceleyelim.

Holder esitsizliginden ve

£ > 1 den
—€

i)

1T fll La=e (@,00) <|MHLq T f 1l pao (2,009 -20)

elde edilir.

()

01
Dolayisiyla h(e) := == HbH Li(a) | olmak iizere

o (- 2)
B < sup ga=e ”bHLq(Qv

w 17120 600010
d—qo<e<g—

01
:(m—%)%IWuHM sup cie Mmﬂgw(q—%VOHTﬂumgwrm
q—qo<e<g—1

< inf h (g — hie)). A=A
—kéﬁw4< (q mﬂqqﬁﬁqlkﬂ

elde edilir. B&ylece ispat tamamlanir. [
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Ayrica, PO _ P halinde

do q
C(po,qo) = max{]w1 (7;)10;7M2<2>peo}

olur.

Agagida, € nin siirsiz oldugu durumda Lff,)(Q) uzaylarinda Riesz potansiyelinin

siirliligr ile ilgili teorem ve ispati verildi.

Teorem 4.1.21 0 < a<n ve 1 <p<q < ooolsun. Agagidaki sartlarin dogrulugunu
kabul edelim.

(i) (w,v) € AY;
(ii) v,w' " doubling sart;

(ili) Enaz r > 1 ve 0 < gy < ¢ — 1 vardir dyle ki;

a1 1 eorr ’ ﬂlr
Q

Q Q

(iv) a,b negatif olmayan fonksiyonlar olmak iizere en az § > ¢g vardir 6yle ki,
)

5 /
(a0, b%0 ) € A*(pg,q — €0) ve vb¥ (wa)!~Po doubling sartlar1 saglanir.
Bu durumda 6 > 0 olmak {izere I, Riesz potansiyel operatorii genellestirilmis grand lebes-
gue »? (R™, w) uzayindan genellestirilmis grand lebesgue Lg’eq/ P(R",v) uzayma smirhdir
[43].

Ispat. Teoremin ispatinda Teorem 4.1.20 goz niine alinirsa, bu teoremin (i), (ii) sartlar:
ve Teorem 4.1.18 den dolay1 I, : LP(Q,w) — L9(£,v), aym zamanda yine bu teoremin

(iii), (iv) sartlar1, Lemma 4.1.16 ve Teorem 4.1.18 dan dolay1 da
Iy 2 LP°(Q,wa®™) — LI7°0(Q, vb™)

elde edilir.
Boylece Teorem 4.1.20 deki sartlar saglanir ve Teorem 4.1.20 uygulanirsa ispat tamamlan-

mig olur. ]

1 1
Sonug 4.1.22 QCR", O0<a<n, 1<p<ﬁ, f:f—golsun.
Q qg p n

/

we A g vew, we doubling sartlar1 altinda
P
Lo o PP (Q,wa) — LT09/P(Q )

olur.
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4.1.3 Lf,) (Q) Uzaylarinda Singiiler integral Operatorlerinin Sinirlhilig:

Bu kisimda Harmonik Analizin bazi fonksiyonel operatorlerinden singiiler integral

operatorlerinin LZ)(Q) uzaylarmnda simirlilig: incelendi.

Teorem 4.1.23 1 < p < 0o, 6 > 0 ve w agirlik fonksiyonu olsun. Bu durumda T,
Calderén-Zygmund operatorii Lg)(Q) uzaylarida siirh olmasi icin w € A, olmas1 gerekir

[26].
ispat. 0 <o <p—1olsun.
Norm tamimindan

0
A :_{ sup EPEHTfHL{’US(Q)}

0<e<o

ve
0
Ay 1= sup 5P—€HTf||Lﬂ—e(Q)
o<le<p—1

olmak tizere

||Tf||LfU>’9(Q) = maX{Ala AQ}

elde edilir.

Holder esitsizliginden

_0
Ay = sup er-c HTfHLP—E(Q)
o<e<p—1 w

< sup e HTfHL,,,Uw(Q)ﬁ
o<e<p—1 w

o _ o o e
= Ssup ¢&pP-cg P-ogPC ”TfHLp_Uw(Q)(p*J)(Pfe)
o<le<p—1 w

0 0 e—ao _0
< ( sup spfa_ww(ﬂ)@—v)(p—s))( sup EPEHTf\Lps(Q))

o<e<p—1 0<e<o

elde edilir.
Ayrica

1/(p—0)
1T £l e (g < ( / ny(q;),paw(x)dx> w(Q)E=) [(=0)(p=<)]
Q
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esitsizlikten dolay1
__0 p=l-o 0
||TfHLp>,9(Q) < cmax {1, (p— 1)90 =7 (1 4+ w(Q)) »=7 } sup er-< Hf||qufs(Q)
w 0<e<o

p—1l—0o

__0
< ofp =1%o (1+ w(@) 77 | Fll oo

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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5 LPQ) UZAYLARI (GRAND MORREY UZAYLARI)

LP)A(Q) uzaylar 2010 yilinda A. Meskhi [30] tarafindan tamimlanmistir. LP)A(Q)
uzaylarmm genellestirmesi olan LP)#()A(Q) uzaylar da yine A. Meskhi [30] tarafindan
tammlanmig olup, bu uzaylarm ¢(z) = 2% 6zel durumu ise V. Kokilashvili, A. Meskhi, H.
Rafeiro [28] tarafindan incelenmistir.

5.0.1 LPA(Q) Uzaylari

Bu kisimda grand Morrey uzaylarinin tanimi ve bazi 6zellikleri verildi.

Tanim 5.0.1 [Lp)’/\(Q) Uzaylari] 1 <p<oo, >0 ve 0<A\<1olsun.

Bu durumda f : Q — R fonksiyonlarin sinifinda olmak iizere

p—e

6
g .
[fllzoroa)y == sup — sup [A / Lfy)P ady} < 00
O<e<p—1 z€Q r
0<r<d B(z,r)N

seklinde tanimlanan normlu uzaylara LP)*(Q) uzaylar1 denir [30].

Asagida LP)A(Q) uzaylan ile ilgili baz ézellikler verildi.

(i) A = 0 oldugunda LP}9X(Q) uzaylari, LP)?(Q) uzaylarna doniisiir.
(ii) 6 =1 oldugunda ise LP)?*(Q2) sembolii yerine LP)*(Q) sembolii kullanilir.
Tanim 5.0.2 [LP)¥()* Uzaylar1 (Genellestirilmis Grand Morrey Uzaylar1)]

l<p<oo, @de, (0, p—1)iizerinde tammh siirekli pozitif bir fonksiyon ve

lim+ @(x) =0 olsun. f: 2 — R fonksiyonlarin sinifinda olmak iizere
z—0

1

(e) e |7

[flloerr@) = sup  sup [ X / [f(y)IP ‘fdy] < o0
0<e<p—1 z€Q r

0<r<d B(z,r)NQ

seklinde tanimlanan normlu uzaylara LP)¥()(Q) uzaylar1 denir [28].
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6 LP*(Q) UZAYLARINDA INTEGRAL OPERATORLERININ
SINIRLILIGI

Bu bolimde grand Morrey uzaylar: ile ilgili temel tanim ve teoremlere yer ve-
rildi. Bu uzaylarinda Harmonik Analizin bazi fonksiyonel operatorlerinden maksimal,

Riesz potansiyeli ve singiiler integral operatorlerinin sinirhiliklar: incelendi.
6.1 LP*(Q) Uzaylarinda Maksimal Operatériiniin Simirlihig

Bu kisimda Harmonik Analizin baz1 fonksiyonel operatorlerinden maksimal opera-

toriiniin grand Morrey uzaylarinda sinirliligi incelendi.

Teorem 6.1.1 1 < p < oo, 6 >0,0 < XA < 1ved < oo olsun. Bu durumda M,
Hardy-Littlewood maksimal operatorii L)% (Q) siirhdir [32).

Asgagida Teorem 6.1.1°1 ispatlamak icin gerekli olan 6nermelerin ifadeleri ve ispatlar

verildi.

Onerme 6.1.2 1 < p < co olsun. ¢y, p ye bagh olmayan pozitif bir sabit olmak iizere
IMFllzo@y < co@) 7 1]l oy (6.1)

dir [30].

ispat. Ispati Marcinkiewicz enterpolasyon teoreminde (Teorem 2.4.21) benzeri ifade

edildi. Lemmay1 kapsayan uygun cg vardir. ]

Onerme 6.1.3 1 <p < oo ve 0 <A< 1 olsun. Burada 6nerme 6.1.2 geregince u ve cg

sabiti icin Doubling sart1 b > 0 sabiti olmak {izere

1
Moy < (b*/pc()(p')p n 1>\|fHLp<m
dir [30].

ispat. a pozitif sabiti bir sayi,
h=1r- X B(x,ar)
fo=F—-h

ile tammmlansin. f sonlu ve f = f; + f2 olsun.
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Norm tamimindan

1
P

Iz, 1) = (B(;W / (Mfl)p(y)dy)
Q

ve

1/p
Jo(z, 1) = (B(;T),\ /(Mf2)p(y)dy)
Q

olsun. Bu durumda

B(;N/(Mf)p(y)dy] < Ji(z, 7)+ J2(z, T)
Q

oldugu goriiliir. Boylece

LSAT

B(;W/<Mf)p<y)dy] = Ji(z, r) + Jo(z, 1)
0

tanmimlanmig olur. Bu durumda (6.1) esitsizligindeki ¢ sabiti olmak {izere 6nerme 6.1.2

uygulandiginda

1/p
hie, 1) < pe (K/ (M <y>>pdy)

elde edilir. B&ylece

v Bla, 1IMfaly) < sup s / F()ldy
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bulunur. Sonug olarakta

1/p
1-X 1
Jo(x, r) <r7F sup /f(y)pdy
acs \ u(B)
B
1/p
<sup(uB) ™" | [ 17y
B
= || fllLrr ()
elde edilir.
Ji(z,r) ve Jo(z,r) gbz dniine alindiginda
1/p
e | MIPdy| < (@) 1) s
| B(x,r) A - e
B(z,r)N2
bulunur ve ispat tamamlanmis olur. [

Simdi, agagida ise M, Hardy-Littlewood maksimal operatorii Lp)’e’)‘(Q) uzaylarinda

stirliliginin ispati verildi.

ispat. Norm tanimindan

0<e<o zeR™
0<r<d B(z,r)NQ

59
Ay :z{ sup sup |y / (Mf(y))P—<dy }

ve

1

/ <Mf<y>>p—5dy> }

(z,r)NQ

6
€
Ay = sup sup | —
0<e<p—1 zeR™ \ T
0<r<d B

olmak tiizere
HMf‘ ’LP),G,)\(Q) =: maX{Al, AQ}

elde edilir.
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olsun.

1 1
c<e<p—1, sup ep—= =p—1, >
o<e<p—1 p—¢ bp—o0

Holder esitsizliginden;

0
Ay = sup er<||[Mflpp-—eriq)

o<le<p—1

= sup = sup (B(:z:,r)):?:2 /Mf )P~ ”dy)
B(x,r)

o<e<p—1 0<r<d

o<e<p—1 e
0<r<d

< sup 51’%5 sup (B(av,r))zl;2 Blor) ’/Mf M= de)

s( w ) sup (B [+ [(Mr)r oy

zeN r

o<e<p—1
0<r<d Q

e
0<r<d

:(p—l)ea_zj—% sup )\/Mf P %y
Q

0
<(p— 100 77 sup 7 ML A ()
O<e<o

elde edilir.
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Dolayisiyla 6nerme 6.1.2 den dolayi

__0 0
||Mf||LpM(Q) Spo roe sup er-c HMfHLP*E’A(X,,u,)
0<e<o

1

__0_ A p—e \r=
<cp-o p=o sup br—e || ——— +1
0<e<o p—e—1

_0
gr=e HfHLP*S»*(Q)

<m0 | sup 47 (L2 )’Jlgﬂ 171
>~ Cp-0 P77 [ Sup 0P7= - 7 )
0<e<o p—e—1 L)
bulunur. Bu durumda yeterince kiiciik o igin,
_ o A L
Sp,o 1= copo p—o sup br—: [((p —e))r—= + 1] < o0
0<e<o
Yani,
_0 A ,
Spo < copo r=obr=o[(p— o) +1].
Dolayisiyla
1M losi < (,_int_ Spe ) Uflznonie
elde edilir. B&ylece ispat tamamlanir. [

6.2 Lp)’)‘(Q) Uzaylarinda Riesz Potansiyelinin Sinirlilig:

Bu kisimda grand Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelinin sinirli olmadig: verildi.
Bunu ispatlamadan 6nce genellestirilmis grand Morrey uzaylarinda Riesz potansiyelinin

sinirh olup olmadigr gosterildi.

1—A 1 1
Teorem 6.2.1 1<p<oo , 0<A<1/y , 0<a<g’ -
p
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01 >0 ve 6 > [1 + ( a4 01 olsun.

1—Mn

Bu durumda I, Riesz potansiyeli L?)*1(Q) uzaylarmdan L9?2(Q) uzaylarina smirhdir

[32].

Asagida teorem 6.2.1 ispatlamak igin gerekli olan bazi énerme, lemma ve ispatlari

verildi.

Onerme 6.2.2 1 < p < 0o ve 0 < \ < 1 olsun. Burada ¢ sabit ve a = a; <a1(a0+1)+1)

olmak tiizere

Ay 1
IMFllzo@) < (@ co)? +1) 1oy

saglanir.

1—A
Lemma 6.2.3 1<p<oo, 0<A<1/y, 0<oz<u

olsun. Bu durumda

Hafllzan) < elp, a AVl e

gerceklenir, burada c(p, a, A, v) pozitif sabiti

(1—=XMn

cp, o, A, ) = “all=Nn — ap]

seklindedir ve ¢ > 0 sabiti p ve a ya bagh degildir [32].

ispat. Hedberg’s tipi esitsizliginden

ve

(1-=XMn

D=
Q|

()" + 1]

(L) (@)] < eppra(MHT T (2 )Ilfl\fp?)", (6.2)

A1 -Nn)
a(l—Nn—ap)

saglanir, burada ¢y x n.o =

(6.2) yi ispatlamak igin
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olsun. Bu durumda

2|lz—y|
|z —y| <2 / t* 4t 0 < |z —y| < 1

|z—yl

esitsizligi saglanir. (6.3) esitsizliginden dolay1

2|lz—y|
[(Iof)()] §2/\f(y)\< / t“‘”‘ldt>dy
X

|z—y|
2d

0 %<|xfy\<t

2d
<2 / 19 £, (z)dt
0
elde edilir. € > 0 olsun.
5 2d
(If) ()] < 2 [ / 197 ()t + / 1977 fy () dt
0 5

—.2 [J{E) () + J5 (x)}

saglanir. Boylece

J1(E)(‘T) < (Mf)(l’)/taldt _ (Mf)(x)ga

«
0

oldugu goriiliir.
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Holder esitsizliginden ve uB(z, r) < br? sartindan

0 = [ 1wy

B(xz,t)

1
< (2 Pd ’
<|& |[F(y)Pdy

B(xz,t)
1 Ay
1 Ay
| fll o)

saglanir. - 17 + a < 0 sart1 uygulandiginda
(MH@) o ([
x A=y o\
(af)(@)] < 2 &ﬂ+(/tp +1ﬁ)ﬁhm]
r A
Mf)(z) , et
=2 P27 wmx]
- o+ 25]
bulunur.
W]
(Mf)(z) T
(Mf) {T=3)n *)” T—n a—Mn 1— P2
< - - aT-xn
(Laf)@)| <2 i T e P+ NVLM (M) (@)
2|1 e | @)
« ap—|— Lpr:A
(1 — T=—Nn )\)n 1— B
= (1-X)n
2oz((l — A\)n — ap) Hf LPA(Q Mf) (@)
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elde edilir.
1 o

1 .
Sonug olarak — — — = -————— kogulu ve Onerme 6.2.2 den dolay1
p g (1=Xn

1

(& [ vnsorw) = 200 [ el

B(z,t) B(z,t)

ap
(1-\)n
LpA ()

2((1 = XM)n) 1 v =Sy
- a((l = X)n —ap) !t’W\ / (M) dy] Hf ;pA>Q)
B(x,t)
< S e M e |7 pr

elde edilir.
A
Son durumdaki esitsizlikte [|Mf]| 105 (q) < ((6)7700( )P + 1) | fllLrr () yerine yazilirsa,

(;A / !(Iaf)(y)!qdy>q a[(zl((_l/\_);\)f)ap]«a)yco(p’)l )”/"Hfuw

<
B(z,t)

1—A

< a[(1(_ A)n)ﬁ = ((co)p/q( Vi () 4 1)\|f\|LM(Q
1—AX 3 /

< a[(1(_ A)n)ﬁ - (col@™ @)Y+ 1) 1oy
(1-=Xn N1y

[(1—Nn—op) (CARKERV [ TS
bulunur. Boéylece ispat tamamlanir. .

Simdi ise agagida Riesz potansiyelinin LP)W(')’)‘(Q) uzaylarinda sinirh olup olmadig:

ispat1 ayrintili olarak incelendi.

71



. . a
Ispat. Ispati 6y = 1 + q icin yapmak yeterli olacaktir. Ciinkii 0y > 1+ (1‘_1?\)” ve
n

(1-2)
(e1¢}
yeterince kiiciik € icin €2 < T dir, Keyfi bir

yA-N)—-(u—q)a

C-Nu-gy |
(T =Xn—alu—0

o(u) == |p+

1

agq
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda ¢ — 07 igin o(t) ~ ¢ Ta=Nn dir. Gergekten

’Y(lf(iﬁ*}\()t*Q)Oﬂ 1+(1 a;l\)
1=N)(t— o 1-A o
lim |p4+ 2= NE=0) |y a=An (6.4)
t—0+ (I=Xn—at—q) (1-=Xn+aq
1 1 1-—
olur. (6.4) denkleminde Y = ﬁ bagitisindan p = (lq—()\)n)\j—naq yerine
yazilirsa,
75w
d1-Nn  g-Mm

- 1-Mn+ag (1—=XNn+aq

elde edilir.
Sonug olarakta

@q

. 1
lim ¢'TT-3n =0
t—0+

olur. Dolayisiyla 1(t) = @(t”') olmak iizere I, Riesz potansiyelinin LP)>?1A(Q) den
LDY)A(Q) ye sirh oldugunu ispatlamak yeterlidir.
o > 0 yeterince kiigiik bir say1 olsun.

Norm tamimindan

1

¥(e) ~ay|
e, o (7 [esoran)

0<r<d Q

ve

1

e o (56 s o))

0<r<d
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olmak tiizere
e f[| Laser (@) =: max{A;, Az}

elde edilir.

Holder esitsizligi ve o < € oldugundan

1

1 a=nn 1 _ 9-¢
Ay = ()t 7 (t [ ady)
Q

1

< swp ()T (tl / |Iaf(y)|q€d?/> _
Q

o<e<q—1

1

s[ i w(a))qle]t“q?"t‘q”a( / Iaf(y)\q_"dy>”

B(z,t)

1

:[ sp (¢(€))q15]¢(0)ql”<ﬁ(§) / !Iaf(y)!qady>q—g

B(z,t)

s[ sup w<a>qls]w<a>qla sup sup (fi’? / |Iaf<y>r“dy>q_a

o<e<q—1 O<e<o zeX
0<r<d Q

elde edilir.
1

1
Simdi 0 < € < ¢ olsun. ¢ i¢in — = a olacak bicimde n tanimlanabilir.
p—=n q-¢ (1-Xn

Bu durumda o yeterince kiigiik iken 7 da yeterince kiigiik pozitif sayidir.

a 1 0
u — 01 oldugunda ¢(u) ~ Wt dir. Dolayisiyla 1(¢) qifn 7 =1 dir. Gergekten

T op-n T (1=Nnlg—e)
1 __(1—)\)n—a(5—q)
~ oo (1= Mn(z —q)



(1= Xn(=q)
1—-Mn—ale—q)

Spon=

(1= M)n(e —q)
(1 =Mn—ale—q)

=>n=p+

bulunup, asagidaki denklemde yerine yazilirsa

1 01 1

Ple)a==n v = ¢(e)a—s

n )
@—@]

= [e(e™)] T ple)

[ & _ _ag_ |91
~ (691)1+(1—§M] [a (1+<1A)">qE]

elde edilir. Bu durumda lemma 6.2.3 den dolay1
1 1
Y(e)a— ”IoszLq—E»A(Q) <clp—n, a, y(e)es ||f”Lq—n,A(Q)
1 _ %
< clp—n, ay N(E)Ten 7im75 | prenr)

< [ sup C(p_na «, /\)] HfHLP)ﬁla)\(Q)
0<n<o1

bulunur.

Dolayisiyla

||IafHLQ)792a)\(Q) < [ sup C(p— n, &, A)] ||f||LP)»91a)‘(Q)
0<n<o1
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burada

1
q—¢
+ 1)

¢, p,n, « dan bagimsiz bir sabit ve oy yeterince kiiciik pozitif sayidir.

o) = (1= p—1
= e a[(l—A)n—a(p—n)Jqp—n—l

Eger o1 yeterince kiigiik ise 0 < 1 < o1 oldugundan 7 igin

u<p’+1

1-XMn—ap—n) >n >0, <
(1= Nn—a(p—n) = 2ot

dir. []

Boylece 0y < [1 + (lf‘g\)n] 6, , 6, > 0 oldugunda I, Riesz potansiyeli LP)*1:* uzaylarindan

LD92X yzaylarma siirh olmaz.

Simdi ise agagidaki teoremde n = 1 ve Q = [0, 1] 6zel durum igin I, min LP)A(Q)

uzaylarinda siirli olmadigi incelendi.

Teorem 6.2.4 0 <a <1, 1<p<i ve g¢g= olsun. 6y < (1 + aq)b; olacak

1—ap
sekilde pozitif sayilar olsun.

Bu durumda I, Riesz potansiyeli LP?1* uzaylarindan L992* uzaylarina simirh degildir.

. 1—A 1—A

Ispat. Q CR", 0<a<l1l ve 1<p<Molsun q—( )np—ozp ve
o' (I-=Xn

01 = 6 = 1 alindiginda

aq
1 -+
2 < < * (1—A>n>91

bagintisi

olarak bulunur.
Dolayisiyla I, Riesz potansiyelinin LP)?* uzaylarindan L9%* uzaylarma smirh olmadig

ispatlanmig olur. m
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6.3 Lp)’/\(ﬂ) Uzaylarinda Singiiler integral Operatorlerinin Sinirliliga

Bu kisimda 7', Calderon-Zygmund operatoriiniin LP)J‘(Q) uzaylarinda sinirliliginin

ispat1 incelendi.
Teorem 6.3.1 1 <p < 00,0 >0ve0 < A< 1olsun. Bu durumda 7', Calderén-Zygmund
operatorii olmak iizere LP)*A(Q) smirhdir [32].

Bu teoremin ispat1 verilmeden 6nce ispatta kullanilacak bazi tanim, teoremler ve

ispatlar asagida verildi.

Lemma 6.3.2 T Calderén-Zygmund operatorii olsun. Bu durumda p’ye bagl olmayan

c > 0 sabiti igin

p
1Tl 2oy oy < (p d p) lep<o

p
HTHLP(QHLP(Q) <c <P+ p_2) , p>12

gergeklenir [30].

Ispat. T zayif (1,1) ve kuvvetli (2, 2) tipli oldugundan Marcinkiwicz interpolasyon teoremi

(teorem 2.4.21) geregince

2p Ay 4p A2
p—1eP=t  2—pep2

1
P
Il @y imey < ( ) Il 1<p <2

saglanir, burada Ay ve A; sirasiyla T' operatoriiniin zayif (1,1) ve kuvvetli (2,2) tipli

esitsizliginden ortaya ¢ikan sabitlerdir.

1 1 2
p—1cP~ 2p cP~ - P



burada c pozitif sabiti p ye bagh degildir. Simde p > 2 olsun. Yukarida verilenleri kulla-

narak

/ /
b p p
T = T / < + = + —
H HLP%L” ” HLP*)LP > (pl—l 2—]?) C(p p_2>

oldugu goriiliir. [

Onerme 6.3.3 1 < p < oo ve 0 <\ < 1 olsun.

D p—A+1
—p 1—A

p
Ty < |25+ 5 | 1<p<

P p—)\—i-l}

ooy < ot 254 P12

saglanir [30].
Simdi, agagida Teorem 6.3.1 ispat1 verildi.

ispat. 0 <o < p—1olsun. Norm tanimindan

1

69 p—e
A=< sup sup )\/|Tf|p_5
0<e<o zeX r

0<r<d Q

ve

1

89 p—e
Ay = sup  sup /\/]Tf|p_‘E
0<e< p—1 zeX r 2

0<r<d

olmak tizere

HTfHLp),G,A(Q) = max{Al, AQ}

elde edilir.

7



Holder esitsizliginden,

0
Ay = sup er [T f|pp-—2nr(q)
o<le<p—1

1

0 —
= sup 6E<IUB(£L‘, r)) P
o<e<p—1

>
o
—
=
W
—~
QH
-
S~—
~—
k]
| |=
o
X
VR
S|
~
=
3
™
~—
S
.

< K@g};lezﬁe (uB(a, r))i’2 ((MB(:C, r>)” / ITfI”“’> ”

bulunur.
Ayrica genelligi bozmadan (X)) = 1 oldugu varsayildiginda, sonug olarak

1—X 1-X

(4B, 1) < (4B, 1)

elde edilir.

Buradan da

__0 _0_
4 < (=10 7% sup &7 T oy
O0<e<o

elde edilir.
Onerme 6.3.3 den dolay:

[ __0 0
ITF oy < [P =10 77 +1] sup &7 T fllp-crqq)
- <e<o

[
(p—1)’0 77 +1

IN

e
sup Cpeer~* ”f”LP*Ev)\(Q)
0<e<o

_ |:( _1)9 *p,% 1] C i = p—e
=|(p o +1] sup Cppe sup |5 [If(y)l"dy

0<e< o reX
0<r<d

__0
< (0= 1% 77 +1[1llmosa) s Cpae
0<e<o

bulunur.

78




Bu durumda

p—e—A+1 p—¢ p—¢
, 1 <p<2,
1—A p—e—1 2—p+e b
Cp,)\,e =
p—e—A+1 p—e¢
— , > 2
1—A tp +p—6—2 p
ve
p—A+1 p—0 D
, 1<p<2,
1—A p—0—1+2—p b
sup Cpre <
0<e<o
p—A+1 p—o0 p—o0
, > 2
[ 1—-2A p—0—1+p—0—2 p

dir. Dolayisiyla T' Calderén-Zygmund operatorii Lp)’e)‘(Q) uzaylarinda simirhdir.
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