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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

KESIRLI MAKSIMAL OPERATORUN GENELLESTIRILMIS
ORLICZ-MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIGI

Kendal DORAK

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Doc. Dr. Fatih DERINGOZ

Bu tezde, genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylar1 ve harmonik analizin klasik operatorlerinden

birisi olan kesirli maksimal operatdriin bu uzaylardaki sinirlilig1 hakkinda bilgi verilecektir.

Bes boliimden olusan bu calismanin birinci béliimiinde, literatiirde bu konu ile ilgili arastirmalari

olan bir¢ok matematik¢i hakkinda bilgi verilmis ve bu calismanin amacindan bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, ¢calismamz ile ilgili olan bazi temel tamim ve teoremler verilmistir.

Uciincii boliimde kesirli maksimal operatoriin Orlicz uzaylarindaki sinirlihigr ile ilgili elde edilmis

sonuglara yer verilmistir.
Dordiincii boliimde genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylari detayli bir sekilde incelenmistir.

Calismamizin sonuncu boliimii olan besinci boliimde, kesirli maksimal operatdriin genellestirilmis

Orlicz-Morrey uzaylarindaki sinirlilif1 arastirilmistir.
Haziran 2019, 52 Sayfa.
Anahtar Kelimeler: Orlicz Uzaylari, Morrey Uzaylari, Genellestirilmis Morrey Uzaylari,

Genellestirilmis Orlicz-Morrey Uzaylari, Maksimal Operator, Kesirli Maksimal Operator.
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ABSTRACT

MSc THESIS

BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL MAXIMAL OPERATOR ON
GENERALIZED ORLICZ-MORREY SPACES

Kendal DORAK

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Fatih DERINGOZ

In this thesis, information about generalized Orlicz-Morrey spaces and the boundedness of
fractional maximal operator, which is one of the classical operators of harmonic analysis, in

these spaces is given.

This study is arranged in five chapters, in the first chapter, information is given about many

mathematicians studying in this field in the literature and also about purpose of this study.
In the second chapter, some basic definitions and theorems related to this study are given.

In the third chapter, the results obtained about the boundedness of fractional maximal operator

in Orlicz spaces are presented.
In the fourth chapter, the generalized Orlicz-Morrey spaces are investigated with full of details.

In the fifth chapter which is last part of this study, the boundedness of fractional maximal operator

on generalized Orlicz-Morrey spaces is investigated.
June 2019, 52 Pages.

Keywords: Orlicz Spaces, Morrey Spaces, Generalized Morrey Spaces, Generalized Orlicz-

Morrey Spaces, Maximal Operator, Fractional Maximal Operator.
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1. GIRIS

Analizde 6nemli problemlerden biri, belli integral tipli operatorlerin uygun maksimal operatorle
kontrol edilmesidir. Bu kontrol ¢ogu zaman bu operatorlerin ¢alisildigi uzaylarin normlarina
gore yapilmaktadir. Ornegin, Coifman [6] tarafindan verilen ilging bir sonug sudur: 7" Calderén-
Zygmund integral operatorii, M/ Hardy-Littlewood maksimal operatorii ve 0 < p < oo olmak

uzere

Tf(2)[Pde < C | |Mf(x)]"dz
R™ Rn

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C' sabiti vardir. Boylece, M maksimal operatorii 7" singiiler
integralini L” normuna gore kontrol eder ve M operatoriiniin LP uzayinda sinirhilik 6zellikleri

bize 7' operatoriiniin sinirhlik 6zelliklerini verir.

0<a<mn,0<p<oovew, A, Muckenhoupt sinifina ait bir agirlik fonksiyonu olmak iizere
Muckenhoupt ve Wheeden [36] kesirli integral operatdr [, icin, kesirli maksimal operator M,

y1 igeren asagidaki kontrol-tipli esitsizlikleri ispatlamiglardir:

[ f@Pe@de < ¢ [ Muf@Pus

veE

sup Mw({Iof > A}) < Csup NMw({ My f > A}).
A>q

A>q
Burada C', w nin A, sabitine baghdir. Boylece M, nin agirlikli sinirhiligi yardimi ile 7, nin

agirlikl stmirliligina kargilik gelen sonucu elde etmiglerdir.

Orlicz [43, 44] tarafindan tanitilan Orlicz uzaylari, Lebesgue uzaylarinin bir genellestirilme-
sidir ve olasilik teorisi, istatistik, potansiyel teori, harmonik analizde oldugu gibi analizin bazi
diger alanlarinda da kullanilan 6nemli bir aractir. Kesirli maksimal operatoriin bu uzaylardaki

stnirliliginin arastirildigi caligmalara Cianchi [5], Guliyev vd. [18] ve Musil [37] 6rnek verilebilir.

Klasik Morrey uzaylari, ikinci dereceden eliptik kismi diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin
lokal davraniglarini arastirma ¢alismalarinda Morrey [35] tarafindan ortaya konulmustur. Kesirli
integral operatoriin Morrey sinirlilif ile ilgili dikkat ¢ekici iki sonug¢ vardir. Bu iki sonugtan

ilki Spanne [45], ikincisi ise Adams [1] tarafindan verilmistir. Adams’in sonucu Spanne’nin



sonucundan daha giiclii olmasina ragmen Spanne tipli sonuclarin uygulanabilirligi daha genistir.
Ornegin, Adams tipli sonuclar Hedberg [24] tipli noktasal esitsizliklere dayandigi i¢in bu sonuglar
lokal tipli Morrey uzaylar1 i¢cin uygun degildir.

Genellestirilmis Morrey uzaylari ise Guliyev [14], Mizuhara [34] ve Nakai [38] tarafindan tanim-
lanmugtir. Spanne ve Adams tipli sonuglar bu uzaylara ¢esitli yazarlar tarafindan genellestirilmis-
tir [14, 15, 19,38]. 0 < a < n, f € L} _(R") ve x € R™ olmak iizere M, ve I, operatorleri

loc

arasindaki iyi bilinen

Ma(f)(2) S La(lfD ()

iligkisinden dolay1 /,, i¢in elde edilmis bu sonuglar M, i¢in de gecerlidir. Fakat M, operatoriiniin
genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirliligini daha zayif kosullar altinda incelemek miimkiin-
diir [3]. Dolayisiyla bu iki operatoriin bu uzaylardaki davranigini ayri ayri incelemekte fayda

vardir.

Fonksiyon uzaylari teorisinde dogal bir adim fonksiyonlarin regiilerliginin Morrey-tipli 6l¢timii-
niin yuvar iizerindeki Lebesgue normu yerine Orlicz normu ile yapildig1 Orlicz-Morrey uzaylari
ile caligmalar yapmaktir. Bu tipteki uzaylar ilk olarak Nakai [40] tarafindan tanitilmigtir. Daha
sonra Sawano vd. [52] bagka bir tip Orlicz-Morrey uzayini tanitmistir. Deringoz vd. [7] ise
genellestirilmis Morrey uzay1 ve Orlicz uzaylarini birlestiren ve genellestirilmis Orlicz-Morrey
uzayi olarak adlandirdiklar1 yeni bir tip Orlicz-Morrey uzayin tanitmiglardir. Bu uzaylar literatiir-
de siras1 ile birinci tip, ikinci tip ve iiglincii tip genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylar1 olarak

adlandirilmaktadir.

Bu calismada {iciincii tip genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarinin yapisi arastirilacak ve bu
uzaylarda kesirli maksimal operatoriin Spanne ve Adams tipli sinirhiliklari ile ilgili elde edilmis

sonugclar sistematik bir sekilde incelenecektir.



2. ON BILGILER

R", n-boyutlu Oklid uzay1; z - y = > x;y; i¢ carpum ve buna kargilik gelen |z| = (> 2%) 12
j=1 j=1
normu ile xy, ..., x, € R olmak iizere tim x = (x4, ..., z,) noktalarinin kiimesidir.

R™ uzayinda Lebesgue ol¢iisii dz = dxy ... dx, ve A C R" kiimesinin Lebesgue 6l¢iisii | A| ile

gosterilecektir.

Eger N C B ve |B| = 0 olacak sekildeki bir B Borel kiimesi varsa N C R" kiimesine ihmal
edilebilir kiime denir. B Borel kiimesi ve /N ihmal edilebilir bir kiime olmak iizere A = BU N
ise A kiimesine (Lebesgue) 6l¢iilebilirdir denir. A 6l¢iilebilir bir kiime ve her a € R sayist igin
{z € A: f(x) > o} kiimesi 0l¢iilebilirse f : A — R fonksiyonu (Lebesgue) ol¢iilebilir olarak
adlandirilir. Bu fonksiyonlarin sinifi L°(R") ile gosterilir. N ihmal edilebilir bir kiime olmak
iizere bir 6zellik eger A\ N kiimesinde saglaniyorsa bu dzellik A kiimesinde “hemen her yerde”

saglaniyordur denir. Bu deyim kisaca “h.h.y.” ile gosterilir [49].

B(z,r) ={y € R": |x — y| < r}, merkezi x, yarigap uzunlugu r olan acik yuvari ve “°B(z, 1) =
R"™ \ B(z,r) onun tiimleyenini gostersin. v, = |B(0, 1)| olmak tizere
2 2y 1

|B(x,r)| = vpr"” = ——— = —wp_17

nl'(n/2)

n

bicimindedir. Burada w,_; = 27"/2/T'(n/2), R Oklid uzayinda yarigap uzunlugu 1 olan
St = {z € R": |z| = 1} kiiresinin yiizey alamdir [13].

Zy ve Zy iki fonksiyon uzay1 olmak lizere Z; C Z; bagintisi genelde bir gomme olarak adlandirilir.
I : Zy — Z, birim operatoriine ise gomme operatorii ad1 verilir. Eger bu operator sinirli ise
bu operatore karsilik gelen gomme siirekli gomme olarak adlandirilir ve Z; — Z5 biciminde

gosterilir [32].

C' pozitif bir sabit olmak iizere bu calismada A < B gosterimini A < C'B esitsizliginin yerine

kullanacagiz. Eger A < Bve B < Aise A = B yazilir ve A, B ye esdegerdir denir.



2.1. Lebesgue Uzaylari

Tanmm 2.1. 1 < p < oo ve 2 C R” dlgiilebilir bir kiime olmak iizere;

[ s < o

ozelligine sahip olgiilebilir f : 2 — R fonksiyonlar sinifina LP(2) uzay1 veya p. kuvvetten

Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayi denir. LP({2) uzay1 iizerindeki norm

1/p
[ fller@) = (/Q !f(:v)!”dx)

ile tamimlanir.
p = oo igin L>(£2) uzayz,
1fllzo@ = ess sup|f(z)] = inf {K >0 [{z € Q:|f(z)| > K}| =0} < oo
HAS
ozelligine sahip ol¢iilebilir f : 2 — R fonksiyonlar sinifidir [32].

Teorem 2.2. 1 < p < oo igin LP(€2) bir Banach uzayidir [32].

Teorem 2.3. (Holder Esitsizligi) () C R" olciilebilir bir kiime, f ve g fonksiyonlari €2 tizerinde

oOlciilebilir fonksiyonlar, 1 < p < oo ve ]lg + ﬁ = 1 olmak iizere

[ ir@gtelde < 1flumelallie,
esitsizligi saglanir [48].

Holder esitsizliginin bir sonucu olarak LP({2) uzaylari i¢in asagidaki gomme teoremi ifade edile-

bilir.
Teorem 2.4. 2 C R" sonlu 6l¢iiye sahip olgiilebilir bir kiime ve 1 < p < ¢ < oo olmak iizere
L1(Q) — LP(Q)

olur [32].



Uyari 2.5. || = oo durumunda Teorem 2.4. gegerli degildir. Gergekten f(z) = < fonksiyonu

Tz

L*([1,00)) uzayina ait olmasina ragmen L'([1, 00)) uzayina ait degildir.

Tanmmm 2.6. 1 < p < oo, f : R® — R olgiilebilir bir fonksiyon ve
[fllwer = sup Al{z € R™ : [f(x)] > A}|?
A>0
olmak iizere zayif Lebesgue uzayr W LP(R") asagidaki sekilde tanimlanir [13]:
WLP(R") ={f:R" = R : f — olgiilebilir ve || f||wzr < 00} .

Uyar12.7. 1 < p < oo igin LP(R") — WLP(R™). Bunun yani sira || f||wr» < || f]|z» esitsizligi
saglanir [13].

Tanmm 2.8. 1 < p < oo olmak iizere, R" nin her bir kompakt /K alt kiimesi i¢in sirasiyla

fxe € LP(R™) ve fx,, € WLP(R") sartlarin1 saglayan tiim olgiilebilir f fonksiyonlarin uzay1

LP (R™) ve WLI (R") ile gosterilir. Burada x,, K kiimesinin karakteristik fonksiyonunu
gostermektedir. Ozel olarak p = 1 yani f € L. _(R") ise f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir
denir [13].

p

o (R™) olmak iizere hemen her

Teorem 2.9. (Lebesgue diferansiyellenebilme teoremi) f € L
x € R"i¢in
X

r—=0 H XB(z,r) H Lr

= |f(=)]
esitligi gerceklenir [13].

Tanmim 2.10. log* ¢ = max{0,logt}, ¢ > 0 olmak iizere,

[ 1s@ios | @)lde < oo

ozelligine sahip ol¢iilebilir f : R™ — R fonksiyonlar sinifina L log L Zygmund uzay1 denir [49].
2.2. Morrey Uzaylari

Klasik Morrey uzaylari, 1938 yilinda Morrey [35] tarafindan ikinci dereceden eliptik kismi
diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinin lokal davraniglar1 arastirilirken ve varyasyonlar analizi

teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya ¢ikarilmistir. Morrey uzaylarinin 6nemli uygula-

5



malar1 Navier-Stokes ve Schrodinger denklemlerinde, siireksiz katsayili eliptik problemlerde ve

potansiyel teoride ortaya ¢ikmugtir.

Tanim 2.11. 1 <p < oo, 0 <\ <n, f€ L (R") olmak lizere MP*(R") Morrey uzay1

loc

MPAR") = {f € LL,(R") « ||f|[ar < 00}

loc

seklinde tanimlanir. Burada || f|| y(».» normu

1

1 llsoo@ey = 1fllms = sup (3 foio 17 )IPdy)”

zeR™,r>

seklinde verilir [46].

A = 0igin MPO(R™) = LP(R") ve A = ni¢in MP"(R™) = L>*(R") dir. Eger A < Oveya A > n
ise bu durumda MP*(R") = © olur. Burada ©, R" iizerinde 0 a denk olan biitiin fonksiyonlarin

kiimesini gostermektedir.

Teorem 2.3.’{in bir sonucu olarak Morrey uzaylar1 i¢in asagidaki gomme teoremi ifade edile-

bilir.

Teorem 2.12. 1 <p<g<o0,0< A\, v<nve ’\;f" = % olsun. Bu durumda
MY (R™) = MPHR™)

olur [46].

WMPA(R™) ile gosterilen zayif Morrey uzayi

_A
[fllwaer = sup 777 || fllwer(Bar)) < o0
z€R™,r>0

olacak sekildeki biitin f € WL} (R™) fonksiyonlarinin kiimesi olarak tanimlanir. Burada

| fllwee.r) = 1 fX g lwe dir [46].



2.3. Genellestirilmis Morrey Uzaylar:

Morrey uzayinin tanimindaki kuvvet fonksiyonu 7* yerine bir ¢(r) veya daha genel olarak bir
o(x,r) fonksiyonu alarak Morrey uzaylarini genellestirme ¢alismalari, bilindigi kadartyla ilk
olarak Dzhumakaeva ve Nauryzbaev [11] tarafindan yapilmistir. Bu tarz genellestirmeler i¢in
Zorko [56] ve Mizuhara [34] calismalar1 da drnek olarak verilebilir.Bu ¢alismalarda ¢ogunlukla

 fonksiyonu iizerine 7 ye bagl baz1 monotonluk tipli sartlar konulmustur.

Oncelikle

1

1 P n-A _n

Wier = s (5 [ 1s@Pas) = sw rF 7 loaery
zeR",r>0 \T7" JB(z,r) TER™,r>0

olduguna dikkat edilmelidirNakai [39], bu tanimdaki r € (0, c0) — P € (0, 0o) fonksiyonunu

uygun bir ¢ : (0,00) — (0, o) fonksiyonuna genellestirerek, genellestirilmis Morrey uzaylarini

asagidaki sekilde tanimlamugtir.

Tanim 2.13. ¢ : (0,00) — (0,00) ve 1 < p < oo olsun. Genellestirilmis Morrey uzay1
MP# (R
1
Iflavee = sup 0<P(7“)*1 B, r)| "7 | fll e (B < o0

zeR™, r>

p
loc

sartin1 saglayan f € L7 (R") fonksiyonlarinin kiimesidir.

Onerme 2.14. ¢ : (0,00) — (0,00) ve 1 < p < 0o olmak iizere asagidaki ifadeler denktir [39]:

i) MP#(R?) £ ©.

i) glggo(t) max{t»,1} > 0.

1 < p < oo olmak tizere r € (0,00) +— r%gp(r) fonksiyonu artandir kosulunu saglayan azalan
¢ : (0,00) — (0,00) fonksiyonlarinin kiimesi G, olsun. Asagidaki 6nerme genellestirilmis

Morrey uzaylari ile ¢alisirken ¢ € G, varsayimini yapmanin dogalligini gostermektedir.

Onerme 2.15. 1 < p < oo olmak iizere %ng o(t) max{t»,1} > 0 kosulunu saglayan her
>

¢ : (0,00) — (0,00) fonksiyonu i¢in denk normlara gore MP?(R") = MP¥(R") olacak

sekilde bir ¢ : (0,00) — (0, 00) € G, fonksiyonu vardir [39].



Asagidaki 6nerme yuvarlarin karakteristik fonksiyonunun genellestirilmis Morrey uzaylarina ait

oldugunu gostermektedir.

Onerme 2.16. 1 < p < co ve ¢ € G, olsun. Bu durumda her By = B(zg, () yuvari igin

x| !
X Mpe =
ol e 90(7"0)

olur [12, 28].

Klasik Morrey uzaylarina benzer olarak genellestirilmis Morrey uzaylar1 arasinda asagidaki

kapsama iligkisi vardir.

Onerme 2.17. 1 < p; < py < 00, 1 € G, Ve v € G,, olsun.Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir [20]:

1) o 5 ©1.

ii) MPM%(R”) s Mp17<P1(Rn).

Ik kez Guliyev tarafindan tamtilan ve ¢aligilan zayif genellestirilmis Morrey uzayr WAMP# (R™)
ise

_1
[fllwaese = sup @z, )" | Bz, r)| 77 || fllweese) < oo
z€R™ r>0

p
loc

sartin1 saglayan biitin f € WL} (R™) fonksiyonlarinin uzay1 olarak tanimlanir [14].

2.4. Spanne ve Adams Tipli Sonuclar

Bu boliimde kesirli integral ve kesirli maksimal operatoriin tanimlar1 verilerek, bu operatorler
icin Lebesgue ve Morrey uzaylarinda elde edilmis klasik sonuglar incelenecektir. Sonrasinda
ise bu sonuglar1 genellestirilmis Morrey uzaylarina genisletme calismalarindan bahsedilecektir.
Ik olarak bu sonugclarm elde edilmesinde 6nemli bir rol oynayan Hardy-Littlewood maksimal

operatoriiniin tanim verilecektir.

Tanim 2.18. f lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere, Hardy-Littlewood maksimal

operatori M,

r>0

1 n
M) = sup e /B Wiy, 2R
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bi¢iminde tanimlanir [54].

Tamm 2.19. f lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < o < n olmak iizere /,, kesirli integral

operatorii (Riesz potansiyeli)

Lf(z)= [ |lz—y[*"fly)dy, z€eR”
Rn
biciminde tanimlanir [54].

Uyan 2.20. [, ve M operatorleri arasindaki asagida verilen noktasal esitsizlik Hedberg [24]

tarafindan ispatlanmistir:

ap

Iof(@) S MF@)"F | f gy @ €R

Hedberg esitsizliginin 6nemli bir 6zelligi [, operatorii ile ilgili belli baz1 problemleri siklikla
¢oziilmesi daha kolay olan M operatorii ile ilgili problemlere indirgemesidir. Ornegin M operato-
riiniin LP(R™) uzaylarindaki sinirliligi yardimiyla Hedberg esitsizliginin bir sonucu olarak /,,

operatoriiniin L?(R"™) uzaylarindaki sinirliligi elde edilir (Bkz. Teorem 2.27.).

Tamm 2.21. f, R" de lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < a < n olmak iizere M, kesirli

maksimal operatorii

1

M, f(x :sup—a/ fy)|dy, reR"
R ETE N A

biciminde tanimlanir. Ayrica o = 0 i¢in My = M olduguna dikkat edilmelidir [13].

Uyari 2.22. I, ve M, operatorleri arasinda 0 < o < n, f € L (R") ve z € R" olmak iizere

loc

Mo (f)(x) S La(|f]) () 2.1)

iligkisi vardir [31].

R™ iizerinde ol¢iilebilir fonksiyonlar kiimesinin bir lineer alt uzay1 D olmak iizere 7 : D — D

operatorii her f,g € D ve her A € R igin

T +9)=T()+T(g) ve TIAf) =AT(f)



sartlari1 sagliyorsa lineer operator,
T+ <ITHOI+IT ()| ve [TANH =TS
sartlarin1 sagliyorsa altlineer operator, bir C' > 0 sabiti igin
T+l <CATHI+IT(9)) ve [TAHI= AT ()

sartlarin1 sagliyorsa quasilineer operator olarak adlandirilir [13].

Tanim 2.23. T bir quasilineer operatér ve 1 < p,q < oo olsun. Eger T operatorii LP(R™)
uzayindan WL?(R™) uzaymna sinirl ise zayif (p, ¢) tipindendir denir. Yani her bir A > 0 ve
f € LP(R™) i¢in
C q
o € RS 1T7 @) > A < (Sl
veya denk olarak

ITFlwea < Cllflze

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise T operatorii zayif (p, ¢) tipindendir.

Eger T operatorii LP(R™) uzaymdan L?(R™) uzayina sinirh ise giiglii (p, ¢) tipindendir denir.
Yani her f € LP(R") i¢in
1T flle < ClFllze

olacak sekilde bir C' > 0 sabiti var ise T operatérii giiclii (p, ¢) tipindendir [31].

Uyan 2.24. Her giiclii (p, ¢) tipli operator ayni zamanda zayif (p, q) tipli operatordiir [31].

Simdi sirasiyla bu operatorlerin Lebesgue, Morrey ve genellestirilmis Morrey uzaylarindaki

sinirliliklarini ifade eden teoremler verilecektir.

Teorem 2.25. M Hardy-Littlewood maksimal operatorii 1 < p < oo i¢in zayif (p, p) tipli 1 <
p < oo i¢in ise giiclii (p, p) tipli bir operatordiir [22, 33, 55].

Uyari 2.26. Yukaridaki Teorem 2.25., n = 1 i¢cin Hardy ve Littlewood [22] tarafindan n > 1

icin Marcinkiewicz ve Zygmund [33] ve Wiener [55] tarafindan ispatlanmagtr.

Teorem 2.27. I, kesirli integral operatorii 1 < p < 2 icin zayif (p, ¢) tipli 1 < p < Z icin ise
Il) — o dir [21, 23, 53].

giiclii (p, q) tipli bir operatordiir. Burada % =

10



Uyari 2.28. Teorem 2.27., literatiirde Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi olarak adlandirilir.

Teorem 2.29. M, kesirli maksimal operatorii 1 < p < 2 icin zayif (p, ¢) tipli 1 < p < Z igin
110 — = dir [31].

ise giiclii (p, q) tipli bir operatordiir. Burada é =

Uyari 2.30. Teorem 2.29., 1 < p < 2 igin (2.1) esitsizliginin bir sonucudur. p = = i¢in Holder
esitsizligini kullanarak M, operatoriiniin La (R™) uzayindan L>(R") uzayma simrli oldugu

kolayca goriilebilir [31].

Riesz potansiyelinin Morrey uzaylarindaki sinirliligr icin elde edilmis dikkat ¢ekici iki sonug
vardir. Bu sonuglardan ilki 1960’11 yillarda Spanne tarafindan ifade edilmistir. Fakat Spanne’nin
bu sonucu kendisi tarafindan degil 1969 yilinda Peetre tarafindan basilmigtir. Daha sonra 1975

yilinda Adams tarafindan bu sinirlilik i¢in daha giiclii bir sonu¢ agsagidaki sekilde elde edilmistir.

Ve L_1_ aglgun. Bu
n—ap q n

durumda I,, kesirli integral operatorii MP(R") uzayindan M9%#(R") uzayina simirhidir [45].

Teorem 2.31. (Spanne) 0 < a <n,0<A<n, 1<p< 2, u=

Teorem 2.32. (Adams) 0 < a < n,1 < p < §,0<)\<n—apvezl)—$:ﬁolsun. Bu

durumda I,, kesirli integral operatorii MP(R™) uzayindan M?%*(R"™) uzayina simrlhidir [1].

Uyan 2.33. Teorem 2.31., Teorem 2.32.’nin bir sonucu olarak elde edilebilir. Ger¢ekten, p; =
(7; WP olmak iizere Teorem 2.12. geregince MP(R™) — MP#(R™) olur. Bu gercek gézoniine

alinir ve Teorem 2.32. uygulanirsa istenilen sonug elde edilir [4].

1987 yilinda, Chiarenza ve Frasca M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin Morrey uzayla-

rindaki siirliligimi veren asagidaki teoremi ispatlamiglardir.

Teorem 2.34. 1 < p < oo ve 0 < A < n olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood maksimal

operatorii MP*(R™) iizerinde smirlidir [4].

Uyan 2.35. Chiarenza ve Frasca [4], Teorem 2.34.’1i kullanarak Hedberg-tipli esitsizlikler (Uyar1

2.20.) yardimiyla Adams’in sonucunu tekrar ispatlamiglardir.

Uyari 2.36. Spanne ve Adams tarafindan elde edilen yukaridaki sonuclar (2.1) esitsizliginden
dolay1 M, operatorii i¢in de gecerlidir.

Simdi genellestirilmis Morrey uzaylarinda elde edilmis Spanne ve Adams tipli sonuglar 6zetlene-
cektir. 11k olarak maksimal operatoriin bu uzaylardaki sinirliligi icin elde edilmis sonug verilecek-

tir.
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Teorem 2.37. 1 < p < oo ve ¢ € G, olsun. Bu durumda M maksimal operatoric M?¥(R™)

uzayinda siirhdir [2, 50].

Asagida verilen teorem Spanne’nin sonucunun genellestirilmis Morrey uzaylarina genisletilme-

sidir.
Teorem2.38. 0 < o < n, 1 < p < Zve . = . — % olmak iizere 1 € G, ve vz € G,
fonksiyonlar1
o dt
| et s e @2

kosulunu saglasinBu durumda [, operatorii MP ¢ (R™) uzayindan M?%#2(R") uzayma smirhdir

[14, 38].

Simdi ise genellestirilmis Morrey uzaylari icin elde edilmis Adams tipli sonug verilecektir.

Teorem 2.39. 0 < o <nvel < p < g < oo olmak iizere ¢ € G, fonksiyonu

Q[

o)+ [ e ®F S el0)
kosulunu saglasin. Bu durumda I,, operatorii MP#(R") uzayindan M%7 (R™) uzayna siirlidir

[14, 19].

(2.1) esitsizliginden dolay1 /, icin elde edilmis bu sonuclar M, icin de gecerlidir. Fakat M,
operatoriiniin genellestirilmis Morrey uzaylarindaki sinirlilifini daha zayif kosullar altinda ince-

lemek miimkiindiir. Simdi elde edilen bu sonuglar 6zetlenecektir.

Teorem2.40. 0 < a < n, 1 <p < Zvel =

p — = olmak lizere 1 € G, ve 2 € G,

Sl

fonksiyonlari

sup @1 (1)t S wa(r) (2.3)

r<t<oo

kosulunu saglasinBu durumda M, operatorii M?#1 (R") uzayindan M%¥2(R™) uzayina sinrlidir

[15].

Teorem 2.41. 0 < o <nvel < p < g < oo olmak iizere ¢ € G, fonksiyonu



kosulunu saglasinBu durumda M,, operatérii MP#(R™) uzayindan M%#? (R™) uzayina sinirlidir

[9].

Uyan 2.42. (2.3) sart1 (2.2) sartindan daha zayiftir .Gercekten, é = %—% ve ¢ € G, oldugundan

s € (r,00) olmak iizere,

oa(r) Z [T i 2 [T (0% 2 oa(s)sh [T 0T % oy (s)s”

olur. Boylece

sup p1(s)s” S @a(r)

s>r

elde edilir. Goriildiigi gibi (2.2) integral sart1 saglaniyorsa (2.3) supremal sarti da saglanir.
Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin o1(r) = r=® ve @,(r) = 1 fonksiyonlar1 (2.3)
kosulunu saglamasina ragmen (2.2) kosulunu saglamaz.Teorem 2.41.’de Teorem 2.39.’un aksine

[t )% S or )a sartina ihtiya¢ duyulmadigina dikkat edilmelidir.

Bu tezde genellestirilmis Morrey uzaylarim da kapsayan genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay-
larinin yapisi incelenerek, kesirli maksimal operator i¢in bu uzaylarda elde edilmis sinirlilik
sonugclari aragtirilacaktir. Bu problemin ¢oziilmesinde 6nemli bir yere sahip olan kesirli maksimal

operatoriiniin Orlicz uzaylarindaki sinirliligi ayri bir boliimde ele alinacaktir.

2.5. Young Fonksiyonlari

Bu boéliimde Orlicz uzaylarini tantmlamak i¢in kullanilan Young fonksiyonlarinin tanimi verilerek,

temel Ozellikleri incelenecektir.

Tamim 2.43. Eger bir ¢ : [0, oo] — [0, oo] fonksiyonu,
(1) Konvekstir: Her A € [0, 1] ve her t1,t5 € [0, 00) igin
(M1 + (1 — Nita) < A1) + (1 — N)D(1).

(2) Soldan siireklidir,
(3) lim,_,o+ ®(r) = ®(0) =0,
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(4) hmr—mo (I)(T> = CI)(OO) = 00

kosullarini sagliyorsa Young fonksiyonu olarak adlandirilir [41].

Uyan 2.44. Tanim 2.43. deki (1) ve (3) numaral1 6zelliklerden herhangi bir Young fonksiyo-

nunun artan oldugu kolayca goriilebilir [41].

Tanmm 2.45. 0 < r < oo igin 0 < ®(7) < oo sartin1 saglayan Young fonksiyonlarinin kiimesi

Y ile gosterilir [41].

Uyar1 2.46. Eger & € ) ise ¢ fonksiyonu, [0, co) aralig1 tarafindan kapsanan her kompakt alt

aralikta mutlak siireklidir ve [0, co) aralifindan [0, co) araligina birebir ve ortendir [41].

Tanim 2.47. ® bir Young fonksiyonu ve 0 < s < oo olmak iizere,  fonksiyonunun genellesti-
rilmis tersi

O l(s) =inf{r >0: ®(r) > s}

ile tamimlanir. Burada inf () = oo alinmaktadir [42].
Uyar1 2.48. ® Young fonksiyonunun genellestirilmis tersi olan ®~! fonksiyonu asagidaki 6zel-
liklere sahiptir [42]:

(1) Eger s < oo ise P7!(s) < oo olur.

(2) o !(0) = 0.

(3) (@7 1(r)) <r <DL (D(r)).

(4) [0, 00) tizerinde siireklidir.

(5) Eger 0 < ®(r) < ooise @ 1(®(r)) = r veeger s € [0, (inf{r > 0: ®(r) = co})] ise
P(®~1(s)) = s olur.

(6) Eger ® € )V ise o1 P fonksiyonunun adi tersidir.

Uyari 2.49. ® bir Young fonksiyonu olmak iizere ! fonksiyonunun artan ve konkav bir fonksi-

yon oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla

,_.
S
~
S—
(V]

o P lat) > ad(t) ,0<a<1
O (ot

(

Jun
—~
~+~
~—
VAN

esitsizlikleri saglanir [10].



Tanim 2.50. ¢ bir Young fonksiyonu olmak iizere, & fonksiyonunun tiimleyeni

Fr) — sup{rs — ®(s) : s € [0, o0)} , r € [0,0)

00 , T =00
ile tamimlanir [41].

Ornek 2.51. Asagida tiimleyen Young fonksiyon ciftlerine baz1 rnekler verilmistir [32]:

i) () =1, :fp— l<p<oo, ;+5=1
y ,0<s<1
(ii) ®(t) =t,
, s>1

(i) ®(t) =e' —t—1, ®(s) = (14 s)log(1l + s) — s
. 0 ,t<1 ~ s ,s<1
(iv) ®(t) = , O(s) =

tlogt , t>1 el s>1

Onerme 2.52. @ bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olsun. Bu durumda her ¢ > 0 i¢in
t < OTHE)(D)H(t) < 2 (2.4)

esitsizlikleri gerceklenir [42].

Tanim 2.53. @ bir Young fonksiyonu olsun.
(1) Eger hert > 0 i¢in
O(2t) < cP(t) (2.5)

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir ¢ sabiti varsa ®, A, kosulunu sagliyor denir.Bu durum
d € A, ile gosterilir.

(i) Eger D e Ayise D, Vs kosulunu sagliyor denir. Bu durum ® € V5 ile gosterilir [29].

Onerme 2.54. @ bir Young fonksiyonu olsun. ® € V olmas1 igin gerek ve yeter kosul ®(kt) >
2k®(t) esitsizliginin saglandid1 bir k£ > 1 sabitinin olmasidir [29].

Ornek 2.55. Asagida A, ve V, kosullarmi saglayan ve saglamayan fonksiyonlara dair bazi

ornekler verilmistir [41]:
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(i) ®(r) = r fonksiyonu A, kosulunu saglar fakat V5 kosulunu saglamaz.
(ii) 1 < p < oo olmak iizere ®(r) = r? her iki kosulu da saglar.

(iii) ®(r) = e” —r — 1 fonksiyonu V kosulunu saglar fakat A, kosulunu saglamaz.
2.6. Orlicz Uzaylan

Tanim 2.56. ® bir Young fonksiyonu olmak iizere Orlicz uzay1 asagidaki sekilde tanimlanir
[47]:

[P(R") = {f € IOR™) : Ja > 0, / (ol f(z)])dz < oo} |

n

Onerme 2.57. L®(R"), iizerinde tanimlanan

1w =int 2> 05 [ oM e <1}

normu ile bir Banach uzayidir. Bu norma Orlicz uzayinin Luxemburg-Nakano normu adi verilir

[47].

Ornek 2.58. Asagida bazi 6zel Young fonksiyonlarna karsilik gelen Orlicz uzaylarma dair

ornekler verilmistir [32]:

(i) 1 < p < oo olmak iizere ®(t) = t¥ ise L*(R") = LP(R™).

. 0,0<¢<1
(i) ®(t) = ise L*(R™) = L>*(R").
oo, t>1
0 ,t<1,
(iii) (1) = ise L?(R") = Llog L(R™).
tlogt , t>1

2 C R” olgiilebilir bir kiime, f Olciilebilir bir fonksiyon ve ¢ > 0 olmak iizere

m(Q, f, 1) = [{z € Q:|f(z)] >t}

bi¢giminde tanimlansin. {2 = R™ olmasi durumunda kolaylik agisindan m( f, t) gosterimi tercih

edilecektir. Simdi zayif Orlicz uzaymin tanimi verilecektir.
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Tanim 2.59. ® bir Young fonksiyonu ve

1 fllze = inf 42 > 0 sup@(Bym(L, 1) <1
>0 A
olmak tizere zayif Orlicz uzay1 bu quasi-norm yardimiyla asagidaki sekilde tanimlanir [26]:
WLP(R") = {f € L%R") : || fllwze < o0}
Uyari 2.60. 2 C R" ve

HfHL‘I’(Q) = || fxallLe ve Hf”vvm(sz) = [ fxallwre

olmak iizere || f|lwre () < || f]l1e0) esitsizligi gerceklenir [26].

Uyan 2.61.

Ifllwze = sup S(#)m(Q, f, ¢)

=suptm(Q, f, @ (1))

t>0
— suptm(Q, ®(|f]), ¢)
>0
esitlikleri ve
|/ () f
O ———"—|dr <1, sup®(t)m|, , 1) <1 (2.6)
/fvl <||f||L‘I’(Q)) t>0 ( ) ( ||fHWL‘I>(Q) )

esitsizlikleri gerceklenir [26].

Tanim 2.62. ® bir Young fonksiyonu olmak iizere, her B C R"™ yuvar i¢in swrasiyla fy, €
L*(R") ve fx, € WL?*(R") sartlarim saglayan tiim 6lgiilebilir f fonksiyonlarin uzay1 L (R")
ve WL? (R") ile gosterilir [7].

loc
Lemma 2.63. ® bir Young fonksiyonu ve B sonlu Olciiye sahip ol¢iilebilir bir kiime olsun.

1

X5 llwee = [[Xslle = W

olur [30, 32].
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Onerme 2.64. 2 C R” 6l¢iilebilir bir kiime ve f, g fonksiyonlari 2 iizerinde 6l¢iilebilir olsun.

® bir Young fonksiyonu ve ® onun tiimleyeni olmak iizere

[ 1f@g@lde <207zl
esitsizligi saglanir [47].
Lemma 2.65. @ bir Young fonksiyonu olsun. Biitiin B yuvarlari i¢in
1l sy < 20BI127 (1BI7) [/ ll2es)
esitsizligi saglanir [7].

Asagidaki teorem Lebesgue diferansiyellenebilme teoreminin Orlicz uzaylari i¢in bir benzeridir.

Teorem 2.66. P bir Young fonksiyonu ve f € L®(R™) negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda hemen her x € R" i¢in

=0t [ xBGmn

esitsizligi saglanir [25].

Lemma 2.67. 5 > 0, V ve ® Young fonksiyonlar1 ve B bir yuvar olsunBu durumda 6lciilebilir

her / fonksiyonu igin || |£17]le(s) = £ 12 5, ve Il f1?llwroqs) = 1f]1% 1, olur [10].

Simdi M Hardy-Littlewood maksimal operatoriiniin Orlicz uzaylarindaki sinirliligini ifade eden

teorem verilecektir.

Teorem 2.68. ® bir Young fonksiyonu olmak iizere asagidaki onermeler dogrudur [27]:

1. M operatorii L?(R") uzayindan W L?® (R") uzayina sinirhdir, yani

M fllwre < Coll fllze 2.7

esitsizligi saglanir. Burada Cj, f fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir.
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2. M operatériiniin L®(R") iizerinde sinirli olmasi yani Cj, f fonksiyonundan bagimsiz bir

sabit olmak iizere

M fllpe < Collfll e (2.8)

esitsizliginin saglanmasi icin gerek ve yeter sart ® € V5 olmasidir.
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3. KESIRLI MAKSIMAL OPERATORUN ORLICZ UZAYLARINDAKI SINIRLILIGI

Kesirli maksimal operatoriin Orlicz uzaylarindaki siirliligr ilk olarak Cianchi [5] tarafindan
arastirilmistir. Daha sonra Guliyev vd. [18] farkli bir metodla bu sinmirlilik icin gerek ve yeter
kosullar1 bulmustur. Yakin zamanda bu sinirlilik problemi Musil [37] tarafindan da incelenmistir.

Bu boliimde Guliyev vd. [18] tarafindan elde edilen sonuclar detayli bir sekilde incelenecektir.
Asagidaki lemma ana teoremin ispatinda 6nemli bir rol oynamaktadir.

Lemma 3.1. 0 < o < nve f € L] _(R") olmak iizere her x € R" ve r > 0 igin

loc

/ MOy < von (o) (3.1
B

(@) [T =yl

esitsizligi gergeklenir [24].

ispat

|f(y)]
/B ’l' - ’n “ W2 Z/ I=lr<L|z—y| <277 |JI - y‘n_ady
<3 @I [ il
=0 lz—y|<2=Ir

S riMf(z)

elde edilir. m

Asagidaki teorem M, kesirli maksimal operatoriiniin Orlicz uzaylarindaki sinirliligimi karak-

terize etmektedir.

Teorem 3.2. 0 < o < nve ®, ¥ € Y olsun. M, operatdriiniin L*(R™) uzayindan WL (R")

uzayna sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

[e3

rnd(r) < CU(r) (32)

olmasidir. Burada C' > 0, r den bagimsiz bir sabittir. Ilave olarak, eger ® € V, ise (3.2) kosulu
M, operatoriiniin L*(R") uzayindan L¥(R") uzaymna sinirh olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir

[18].

20



Ispat Bir B = B(xz,r) yuvart igin fi = fXpa2n, fo = f — fi olarak alisin ve y bu B
yuvarindaki herhangi bir nokta olsun. Eger B(y,t) N C(B(x, 2r)) # () ise t > r olur. Gergekten
z € By, t)N B(B(yc, 2r)) olmak tizere t > |y —z| > |x — z| — |z — y| > 2r —r = r esitsizlikleri

gerceklenir.

Ayrica z € B(y,t) N (B(x, 2r)) olursa |z — 2| < |y — 2| + |z — y| < t + r < 2t olur ki; bu da
B(y,t)N E(B (x,2r)) C B(x,2t) icermesinin dogrulugunu gosterir.

Dolayisiyla Lemma 2.65. kullanilarak

1
Mofoly) Ssup———— / £(2)ld>
t>0 |B(yat)’1 n B(y,t)ﬁc(B(x,Qr))

1
< sup—— / F(2)|dz
P B@OI T o

Sfllge sup ¢ @7(|B(=,t)| ™)

r<t<oo

elde edilir. Lemma 3.1., (2.1) ve B(z,2r) C B(y, 3r) oldugu gercegi gz Oniine alinirsa

MolF)W) S TllAD () = [y 7L dz
Jopan Tz dz S T Mf(y) (3.3)

y737‘) |y_Z|n7a

A

elde edilir.

Sonug olarak

Mof(y) SToMf(y) + |1 fllze sup t* @)

r<t<oo

olur.

Boylece (3.2) kosulundan

Mo f W) S M)y )

(7’_”) + HfHL‘I’ 2 (Tﬁn)

elde edilir. 7! (r") = Cﬁﬁf’)@ olacak sekilde bir r > 0 se¢ilsin. Bu durumda
L

- Mf(y)

\I/_l(r_n) (\I] ‘o (I))(Co”fﬂyyb )

i) W
Collfll L@
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olur. Buradan her y € B icin

Mo f(y)| < Cle”Lrb(\Ilfl o D) (%)

esitsizliginin gerceklendigi goriiliir.

Cop, (2.7) esitsizligindeki sabit olmak tizere Teorem 2.68. kullanilir ve Uyar1 2.61. goz Oniine

alinirsa
Mo f(y)| | Mo f(y
sup B, I/ S B, U :
wp ) m (B, g ) = swprm (5,9 (et o)
< B,®
—iﬁ%rm< <00||f||m> >
M f(z)
< sup® <1
< sup@() m([rapo ) <
yani
| Mafllwrem S| fllpe (34)

elde edilir. (3.4) esitsizligindeki sabitler x ve r defiskenlerinden bagimsiz oldugundan B yuvar-

lar1 iizerinden supremum alinarak

Mo fllwee S 1 e
esitsizliginin gerceklendigi goriiliir.

Simdi Cy, (2.8) esitsizligindeki sabiti gostersin. ® € V, oldugundan Teorem 2.68. kullanilir ve

Uyar1 2.61. gdz Oniine alinirsa

oo (i) = Jo G ) o= . # (i) o=

elde edilir, yani

Mo fllLey S fllce (3.5)
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olur. Benzer sekilde (3.5) esitsizligindeki sabitler x ve r degiskenlerinden bagimsiz oldugundan

B yuvarlar lizerinden supremum alinarak

[Mafllpe S [ fllze

elde edilir.

Simdi (3.2) kosulunun smirlilik i¢in gerekliligi gosterilecektir. By = B(xq, o) ve x € By olsun.

Bu durumda
Moaxp,(z) = Sup |BI7"% BN Bo| > | Bo| ™[ By N Bo| = |Bol" (3.6)
or
olur. Boylece Lemma 2.63. de goz Oniine alinarak

o < U Bol” l)HMaXBoHWL‘I’ (B0) S U (1Bl ) Maxso lwrw
)
)

< —1 —1 < 1(T()_n
U (1Bol lIxsollze S T
0

veE

S q’*l(\Bolfl)HMaXBonBo) S U Bol ™D IIMaxB, v

UL (rg™)
U (| Bol Ylixsollee S ST

/\/\2

elde edilir. Bu esitsizlikler keyfi 7 > 0 icin dogru oldugundan istenilen gosterilmis olur. m

Uyar1 3.3. Eger Teorem 3.2.’de ®(t) = t*, 1 < p < oo alinirsa Teorem 2.29. elde edilir.

Simdi kesirli maksimal operatoriin Orlicz uzaylarindaki sinirliligr icin Cianchi [5] tarafindan
elde edilmis sonuclar ispatsiz olarak verilecek ve bu sonuclar ile Teorem 3.2. kiyaslanacaktir.

Bu sonuglar i¢in asagidaki tanimlara ihtiya¢ duyulmaktadir.

Tamm 3.4. ® ve U, Young fonksiyonlari olsun. Eger her s > 0 i¢in ®(s) < W(cs) esitsizliginin

gerceklestigi bir c sabiti varsa W, ¢ fonksiyonunu domine ediyor denir.

Tamm 3.5. U bir Young fonksiyonu ve p € (1, oo] olsun.

Byo) = [ i
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olmak iizere W, tiimleyeni

—

U,(s) = /S rp/’l(Bgl(rp'))p'dr 3.7)
0

seklinde verilen Young fonksiyonudur.

Ik olarak Cianchi [5] tarafindan elde edilmis sonuclar verilecektir.
Teorem 3.6. n > 1 ve 0 < a < n olsun. ® ve ¥ Young fonksiyonlar1 olmak iizere

M,, kesirli maksimal operatoriiniin L®(R") uzayindan WLY(R") uzayina smirli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul
® fonksiyonunun Q fonksiyonunu domine etmesidir. (3.8)

Burada Q fonksiyonu tersi Q! (u) = u®/"W~!(u) ile verilen fonksiyonundur [5].

Teorem 3.7. n > 1 ve 0 < a < n olsun. ® ve ¥ Young fonksiyonlar1 olmak iizere M, kesirli
maksimal operatoriiniin L®(R™) uzaymndan LY(R") uzayina sinirli olmasi igin gerek ve yeter

kosul

1

W(t

/ t“r"/%dt < oo ve ® fonksiyonunun V,, /, fonksiyonunu domine etmesidir.  (3.9)
0

Burada, ¥,,/, (3.7) ile tamimlanan Young fonksiyonudur [5].

Teorem 3.2., Teorem 3.6. ve Teorem 3.7. kiyaslanirsa asagidaki onermelerin dogrulugu goriiliir.
Sonu¢ 3.8. 0 < a <nve®, ¥ e )Y olsun. Bu durumda
1) (3.8) kosulunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul (3.2) kosulunun saglanmasidir.

2) Ilave olarak eger ® € V, oluyorsa, (3.9) kosulunun saglanmasi igin gerek ve yeter kosul (3.2)

kosulunun saglanmasidir.

onermeleri dogrudur [18].
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4. GENELLESTIRILMIS ORLICZ-MORREY UZAYLARI

M®?(R") genellestirilmig Orlicz-Morrey uzaylari, 2014 yilinda, Deringoz vd. [7] tarafindan
Orlicz ve genellestirilmis Morrey uzaylarini birlestiren bir yap1 olarak tanimlanmistir. Hemen
dikkat edilmelidir ki literatiirde birden fazla genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay1 tanimi vardir.
Bu uzaylar ilk olarak Nakai [40] tarafindan 2004 yilinda tanimlanmis, daha sonra Sawano vd.
[52] tarafindan 2012 yilinda farkl bir tip genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay1 tanimlanmisgtir.
Bu boliimde Deringoz vd. [7] tarafindan tanimlanan ve simdilerde iigiincii tip genellestirilmis
Orlicz-Morrey uzaylari olarak adlandirilan uzay iizerinde detayl bir arastirma yapilacaktir. Diger
uzaylarin tanimindan farkl olarak {igiincii tip uzayin tanimi, modularlar tarafindan iiretilen kosul-
lardan bagimsiz olarak sadece L®(IR™) uzaymnin normlu lineer bir uzay olmasi gergegine dayan-
maktadir. Simdi M®%(R") {igiincii tip genellestirilmis Orlicz-Morrey uzayimin tanimi verilerek

bu uzaylarin yapisi incelenecektir.

Tanmm 4.1. ¢(r), (0,00) tizerinde tanimli pozitif Slgiilebilir bir fonksiyon ve ® bir Young

fonksiyonu olsun. M®#(R") ile gosterecegimiz genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay1

[flsee = sup @) @7 (1B, 1)) [ llze e < o0

P
loc

sartin1 saglayan f € L; .(R"™) fonksiyonlarinin smifidir [7].

Lemma 4.2. ¢(r), (0,00) iizerinde tanimli pozitif l¢iilebilir bir fonksiyon ve ® bir Young

fonksiyonu olsun.

(i) Eger belli bir ¢ > 0 i¢in

sup @(r) e (r ™) = o0 4.1)
t<r<oo
ise M®?(R") = © olur [9].
(i) Eger belli bir 7 > 0 i¢in
sup ¢(r)! =00 4.2)
O<r<r

ise M®?(R") = © olur [9].
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ispat (i) (4.1) saglansin ve f 6zdes olarak O olmasin. Bu durumda

SUp [1f lzos(aay > 0

olur. Boylece

1fllage.e = sup sup o(r) " @B, 1)) 1]l 15 (5o

reR" t<r<oo

= sup ||fHL‘I>(B(a;,t)) sup (r) e ()
z€R™ t<r<oo

ve dolayisyla || f|| \4e., = oo olur.

(i) Simdi f € M®?(R") olsun ve (4.2) saglansin. O zaman iki olas1 durum s6z konusudur:
1. Durum: Her ¢ > 0 i¢in sup,_, ., ¢(r) ™' = oo.
2. Durum: Belli bir s € (0, 7) i¢in supy.,., p(r)~! < co.

[k olarak 1. Durum incelenecektir. Teorem 2.66.’dan hemen her z € R" icin

4.3)
r—0+ HXB(JC,T) HL‘I’

oldugu bilinmektedir. Bu z noktalarinin hepsi igin f(x) = 0 oldugu iddia ediliyor. Aksi kabul
edilsin, yani « noktasinin sabit ve |f(x)| > 0 oldugu kabul edilsin. Bu durumda Lemma 2.63.

ve (4.3) kullanilarak her 0 < r < ¢ i¢in

|f ()|
2

(I)il(lB(x?r)’il) Hf“L‘I’(B(x,r)) 2

esitsizligi gergeklenecek bicimde bir ¢y > 0 sayisimin varlig1 goriiliir. Sonug olarak

1l e = sup (r)~ '@~ (|B(x, 7)) 11| 2o ()

0<r<tg
Z |f(.13)‘ sup S0<7n)—1
2 0<r<to

elde edilir. Buise || f|| \ja., = o0 yani f ¢ M®*#(R") olur ki bu da bir ¢eliskidir.
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1

Dikkat edilmeli ki 2. Durum sup,_,, ¢(r) ™" = oo olmasim gerektirir. Boylece

sup @(r) @7 (|B(x, 7)) = sup o(r) '@ (|B(x,)| )

s<r<oo s<r<t

> 7Y (|B(z, 7)) sup p(r) = o0

s<r<T

olur ki bu da zaten 1. Durumdur. =

Uyar1 4.3. Eger belli bir ¢ > 0 icin

sup ——————— =0
o<r<t <p(T>

oluyor ise M?®#(R™) = O olur. Gergekten, Uyari 2.49.’dan
P < @THETME" < o0

olur ve dolayisiyla

sup go(r)_l = 0

o<r<t

olur ki bu da ispati tamamlar [10].

Tanim 4.4. Eger
p(r) < Cp(s), (p(r) = Cp(s),) r<s

dogru olacak sekilde C' > 0 sabiti varsa ¢ : (0,00) — (0, 00) fonksiyonuna neredeyse artandir

(neredeyse azalandir) denir.

® bir Young fonksiyonu olmak iizere, Gy ile t € (0, 00) — cbffg),n) fonksiyonu neredeyse artan

vet € (0,00) % fonksiyonu neredeyse azalan olacak sekildeki tiim ¢ : (0, 00) —

(0, 00) fonksiyonlarinin kiimesi gosterilecektir [10].

Uyar1 4.5. Eger

§2j1§90(7‘)§0

C ™ p(s)
olacak sekilde bir C' > 0 sabiti varsa ¢ : (0,00) — (0, 0o) fonksiyonu doubling kosulunu saglar

<

DN | —
w |3

denir. Dikkat edilmelidir ki ¢ € Gg olmast ¢ fonksiyonunun doubling kosulunu saglamasini

gerektirir [10].
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Uyari 4.6. Nakai [39, s. 446] tarafindan yapilan gozleme benzer olarak (bkz. Onerme 2.15.),
Lemma 4.2. ve Uyar 4.3. baz alinarak M®*¥(R") uzaymin tamiminda ¢ € Gg oldugu varsayi-

labilir. Daha agik olarak asagidakiler dogrudur:

t
(i) Lemma 4.2. dolayistyla her > 0 i¢in inf L

r<t<oo (I)_l (t—n)

> () oldugu kabul edilebilir.

b(r) = @1<r">T§igm$, >0

Y(r)
O—1(p—n)

M®#(R") = M®¥(R") olur. Gergekten, ¢) fonksiyonunun tanimindan (1) < ¢(r) oldugu
aciktir. Boylece M*¥(R") C M®#(R") ve || f||see < || f]| agev olur. Diger yandan

olmak iizere r € (0,00) — ile taniml1 fonksiyon artandir ve normlarin denkliginden

— — —n 1
sup (1) O ()| fl| L# (Baay) = SUD - o I ller sy
>0 r>0 My <i<oo =1 (7-n)
<I>1(t")>
=sup|( sup ——— HfHL‘I> B(z,r
( o (1) (B(z,r))

r>0 \r<t<oco

< sup (1) &7 (1) ooy

esitsizligi gerceklenir. Dolayisiyla M®#(R™) € M®Y(R") ve || f|| pge.e < || f]| pq#.¢ Olur [10].

t
(i1) Uyar 4.3. dolayisiyla her r > 0O i¢in inf oll)

( . Lo
0St<r m > 0 oldugu kabul edilebilir. 1(r)

(I)fl )R (I)fl —n\ .M
p 2Ty

teor]  ©(t) P(r)

esitligi ile tammlansinHer r > 0 i¢in ¢(r) < ¢(r) esitsizliginin saglandigim1 gérmek kolaydir.
Dolayistyla M®¥(R") € M*#(R") ve || f|| pmee < ||f]|agew olur.Tersine, simdi f € M®?(R")

olsun. r € (0, 00) olmak iizere,

QL (r—m)rn 2@*1(75*")75"
o) T ()
olacak sekilde ¢ € (0,7] sayist ve N S r~"t" olmak iizere B(x,r) yuvarmn {B(z;, )},

ortiisii segilsin. jg,

[ fllze ) < NI fllLess, o)
= Nj:I{}g?fN £l 2o (B, )

S UM fllze (B, )
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olacak bi¢cimde bir indis olsun. Boylece

(I)_l T—n
( )HfHL‘I’(B(x,r)) S )

O [f e By, ¢

el
()
<(I>(t
T ()

< 2[[fllaee,

e,

0

esitsizlikleri gergeklenir. Bu ise f € M®?(R") ve ||fllp@w S || fl|agee olmasini gerektirir.
Sonug olarak M?®¥(R") — M®¥(R") gobmmesi vardir [10].
Asagidaki lemma Gg sinifinin kullanigliligina ait bir 6rnektir:

Lemma 4.7. B := B(xg,ro) olsun. Eger ¢ € Gy fonksiyonu neredeyse azalan ise

L ol < S
=~ ||IX Do S
(ro) — "IMET = 0lrg)

olacak bigimde bir C' > 0 sabiti vardir [8].

Ispat B = B(z,r) keyfi bir yuvar1 belirtmek iizere, M®%(R") uzayinin tanimindan ve Lemma

2.63.’den

1
—14—1 -1
.= o Y(|B
s laeee = sup ()= @B Gom A B

—1x—1 —1 1 = !
> (o) @ (| Bol )<1>71(|BOOBO\*1)_90(7”0)

oldugu goriiliir.

Eger r < 1o aliir ise ¢(r9) < Co(r) olur ve

RN C
p(r) = ¢(ro)

p(r) = (BT Ixsollze ) <

esitsizlikleri saglanir.

Diger yandan eger r > 1 ise elro) < C3=

B S | )olurve

| B

C
¢(ro)

p(r) e (Bl ) Ixsoll o) <
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esitsizlikleri saglanir. Bu da ispati tamamlar. m

Ayrica WM®#(R") ile gosterilecek olan zayif genellestirilmis Orlicz-Morrey uzay1

| fllwaee = sup  o(r) @~ (’B(ﬂfﬂ”)rl) 1 fllwre (B < oo

zeR™,r>0

olacak sekildeki biitin f € WLE_(R") fonksiyonlarinin sinifidir [7].

loc

Bu tanimlara gore eger () = 7, 1 < p < oo segilirse MP¥ genellestirilmis Morrey uzay1 ve
WMP# zayif genellestirilmig Morrey uzayi; ®(r) =77, 1 < p < cove ¢(r) = TA%, 0<A<n
segilirse MPA(R™) Morrey uzay1 ve WMP*(R™) zayif Morrey uzayi; p(r) = @1 (| B(x,r)|™!)
segilirse L?(R") Orlicz uzay1 ve WL?®(R") zayif Orlicz uzay: elde edilir [7].
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5. KESIRLI MAKSIMAL OPERATORUN GENELLESTIRILMIS
ORLICZ-MORREY UZAYLARINDAKI SINIRLILIGI

5.1. Spanne-Tipli Sonu¢

Bu boliimde kesirli maksimal operatoriin genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarindaki Spanne-

tipli stnirliligt icin bir karakterizasyon verilecektir.

Lemma5.1. 0 < a < nve ®, ¥ € ) olsun ve (3.2) kosulu saglansin. Bu durumda her f €
LE (R") ve B = B(z,r) igin

loc

| Mofllwee sy < Cllfllee@s) + sup || fllze (o) @ (ET)E* (5.1

y-l (T_n) r<t<oo
esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C' sabiti vardir. Eger ¢ € V, ise
C —1(4—n\
| Mafllv s < CIfllLe@n) + m sup || fllze (B @ (ET")1 (5.2)

") r<t<oco

esitsizligi de gerceklenir [16].
Ispat f fonksiyonunun

f=h+fe fh=[fxs f=f-h

gosterimi goz Oniine alinsin. Bu durumda

Mo fllwres) S [1Mafillwee sy + [ Mafollwoe s

olur. M, operatériiniin L®(R") uzayindan WL"¥ (R") uzayma simrliigindan (bkz. Teorem 3.2.)

Mo fillwee sy < IMafillwre@ny < Cllfillpe@ey = Cll fllLe@s) (5.3)

elde edilir. Burada C' > 0, f fonksiyonundan bagimsiz bir sabittir.
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y € Bver < tise B(y,t) C B(x,2t) oldugu Teorem 3.2.’nin ispatindan bilinmektedir.

Lemma 2.65. kullanilarak y € B i¢in

1

Mafoly) = sup = / F(2)|dz
>0 [By, )" JByo\B@.2)
1

< Sup—a/ f(z)|dz
P TBE 0T Joan )

S sup 7@ ( )HfHL‘I’ B(z,2t))
r<t<oo

elde edilir. Sonug olarak Lemma 2.63. yardimiyla

||Maf2||WL‘I’(B) S sup t*® ( )HfHL‘I’ B(z,2t))

s T_n) r<t<oo

(5.4)

esitsizliginin gerceklendigi goriiliir. Boylece (5.1) esitsizliginin dogrulugu (5.3) ve (5.4)’den

elde edilir.

Eger ® € V, ise (5.3) yerine giiclii tipli simirlilik kullanilarak benzer sekilde (5.2) esitsizligi-

nin dogrulugu gosterilir. m

Teorem 5.2. (Spanne-Tipli Sonu¢) 0 < a < n, P,V € ), p; € Gg ve 3 € Gy olsun.

1. (3.2)ve

p1(r) o2 (r)
TGO G

kosullart saglansin. Bu durumda, C' > 0 sabiti r den bagimsiz olmak iizere

sup 1 (t)t* < Ca(r)

r<t<oo

(5.5)

(5.6)

kosulu M,, operatériiniin M®#1(R™) uzayindan WM Y¥2(R") uzayina sinirli olmast igin

yeterlidir. Ilave olarak eger ® € V, ise (5.6) kosulu M, operatoriiniin M®#1(R")

uzayindan MY¥2(R") uzayma simrl olmast igin yeterlidir [16].

2. ¢ fonksiyonu neredeyse azalan olsun. Bu durumda C' > 0 sabiti » den bagimsiz olmak

uzere

p1(r)r® < Copa(r)
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kosulu M, operatoriiniin M®#1(R") uzayindan WMY¥2(R") uzayina ve dolayisiyla
M®#1(R") uzayindan MY-#2(R") uzayina siirli olmast igin gereklidir [17].

3. (3.2) ve (5.5) kosullar1 saglansin. ¢, ve ¢ fonksiyonlari neredeyse azalan olsun. Bu
durumda M, operatoriiniin M®¥1(R") uzayindan WM ?Y¥2(R") uzayina simirli olmasi
icin gerek ve yeter kosul (5.7) dir. Tlave olarak eger ® € V, ise (5.7) kosulu M, operatorii-
niin M®#1(R") uzayindan MY%2(R"™) uzayma simirh olmasi i¢in gerekli ve yeterlidir

[17].
ispat 1. (5.5), (5.1), (5.6) ve ; ve P! fonksiyonlarinin doubling 6zelliklerinden

IMofllwaree S sup oa(r) O () [ fll Lo B2y

z€R™,r>0

+ sup  o(r)”! sup Il e (B,20)) <I>’1(t’")ta
zeR”,r>0 r<t<oo

S osup @i ()T () 1 fll e B
z€R™,r>0

+ sup a(r) ! sup oy (O] fl pe e
z€R™,r>0 r<t<oo

S I llme e

elde edili. WLY(B) ve WMY"(R") yerine sirasiyla LY(B) ve MY"(R™) alinirsa giiclii
sinirlilik da benzer sekilde kolaylikla elde edilir.

2. (3.6) esitsizligi goz oniine alinir ve Lemma 4.7. kullanilirsa

e S UTH(IBol T IMax s, llwie o) S €201 Max s, lwarw ez
@2(7“)
©1(r)

S p2(r)lIxsollaeer S

elde edilir.

3. 9 fonksiyonu neredeyse azalan oldugundan (5.6) ve (5.7) denktir. Bu durumda teoremin

ticiincii iddias1 teoremin birinci ve ikinci ifadelerinin bir sonucudur. m

5.2. Adams-Tipli Sonug¢

Bu boliimde kesirli maksimal operatoriin genellestirilmis Orlicz-Morrey uzaylarindaki Adams-

tipli sinirliligr igin bir karakterizasyon verilecektir.
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Asagidaki teorem bu boliimde verilecek temel sonuc icin kilit bir rol oynamaktadir ve Deringoz

vd. tarafindan [7, Teorem 4.6] ispatlanmisgtir.

Teorem 5.3.

1. ¢ € Gy fonksiyonu neredeyse azalan olsun.Bu durumda M maksimal operatérii M ®¢ (R™)

uzayindan WM®#(R") uzayina simirhdur.

2. Eger ® € V, ve ¢ € Gy fonksiyonu neredeyse azalan ise M operatori M®¢(R™)

uzayinda sinirhdir.

Temel teoremin ispati i¢in asagidaki Hedberg-tipli esitsizlik kilit bir rol oynamaktadir (Bkz.
Uyar 2.20.).

Lemma 5.4. & € ) olmak iizere ¢ € G4 fonksiyonu neredeyse azalan olsun ve
t* S ()" (5.8)
kosulu saglansin. Bu durumda her f € M®%(R") ve her z € R™ igin

M, f(x) < C(Mf(@)® |l (5.9)

esitsizliginin saglandig1 pozitif bir C' sabiti vardir [9].
Ispat Keyfi bir B = B(x,r) yuvar igin f fonksiyonunun

f=h+f, hH=fxs f=I-h

gosterimi goz Oniine alinsin. O zaman
Mo f(x) < Mafi(z) + Mo fo(2)

olur.
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Lemma 2.65. kullanilarak

ta
M fo(x) = sup 7=—— | f(2)]d=
>0 |B(x, )] J Bz (Br)
ta

£ (2)|d=

< Sup 57—

>r |B(@,0)] Jpy

S sup 7 (IB@, )™ | fll e (B
>r

S I f [l mee sup £ o(2).
t>r
elde edilir. Sonug olarak (3.3) yardimiyla
Mo f(x) £ 1M S (@) + || fllagos sup £ (1)
>r
olur.
(5.8) kosulu ve Sawano vd. [51, s. 6492] tarafindan verilen teknik goz oniine alinirsa

Mo f(x) S min{o(r) =" Mf (@), o(r)’[| f pe.e }

< supmin{s” ' M f(x), s°|| fll s }
s>0

= (Mf(@)?If | e

sonucuna varilir ki bu da (5.9) esitsizligidir. m

Teorem 5.5. & € ), p € Gg fonksiyonu neredeyse azalan ve 5 € (0, 1) olmak iizere n(t) =
©(t)? ve U(t) = ®(t'/8) olsun. Bu durumda (5.8) kosulu M,, operatriiniin M ®¢(R™) uzayidan
WM (R™) uzayima smirli olmasi igin gerekli ve yeterlidir.Ilave olarak eger ® € V5 ise (5.8)
kosulu M, operatériiniin M ®?(R") uzayindan M¥7(R™) uzayina siirli olmast i¢in gerekli ve

yeterlidir [9].
Ispat (5.9) esitsizligi ve Lemma 2.67. kullanilarak her B yuvari icin

1Mo fllwee ) S I woe s | s = ML Lo 1 o

elde edilir. Sonug olarak Teorem 5.3.’den

n(r) U (Bl Ma fllwee sy S n(r) " (IBIDIM Flly o) 1 Do
A _ 8 _
= (e(r) e (IBIIM fllweem)” 1 e S 1 aes
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olur. Biitiin B yuvarlar: iizerinden supremum alinirsa istenilen sonug elde edilir. Eger ® € V,

ise bu durumda giiclii sinirlilik da dogrudur.

Gereklilik Teorem 5.2. (i1)’ye benzer bicimde ispatlanir. m
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