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Kendal DORAK

YÜKSEK LİSANS TEZİ
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KESİRLİ MAKSİMAL OPERATÖRÜN
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3. KESİRLİ MAKSİMAL OPERATÖRÜN ORLICZ UZAYLARINDAKİ
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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

KESİRLİ MAKSİMAL OPERATÖRÜN GENELLEŞTİRİLMİŞ
ORLICZ-MORREY UZAYLARINDA SINIRLILIĞI

Kendal DORAK

Kırşehir Ahi Evran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Doç. Dr. Fatih DERİNGÖZ

Bu tezde, genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayları ve harmonik analizin klasik operatörlerinden

birisi olan kesirli maksimal operatörün bu uzaylardaki sınırlılığı hakkında bilgi verilecektir.

Beş bölümden oluşan bu çalışmanın birinci bölümünde, literatürde bu konu ile ilgili araştırmaları

olan birçok matematikçi hakkında bilgi verilmiş ve bu çalışmanın amacından bahsedilmiştir.

İkinci bölümde, çalışmamız ile ilgili olan bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir.

Üçüncü bölümde,kesirli maksimal operatörün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı ile ilgili elde edilmiş

sonuçlara yer verilmiştir.

Dördüncü bölümde genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayları detaylı bir şekilde incelenmiştir.

Çalışmamızın sonuncu bölümü olan beşinci bölümde,kesirli maksimal operatörün genelleştirilmiş

Orlicz-Morrey uzaylarındaki sınırlılığı araştırılmıştır.

Haziran 2019, 52 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Orlicz Uzayları, Morrey Uzayları, Genelleştirilmiş Morrey Uzayları,

Genelleştirilmiş Orlicz-Morrey Uzayları, Maksimal Operatör, Kesirli Maksimal Operatör.
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ABSTRACT

MSc THESIS

BOUNDEDNESS OF FRACTIONAL MAXIMAL OPERATOR ON
GENERALIZED ORLICZ-MORREY SPACES

Kendal DORAK

Kırşehir Ahi Evran University

Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Fatih DERİNGÖZ

In this thesis, information about generalized Orlicz-Morrey spaces and the boundedness of

fractional maximal operator, which is one of the classical operators of harmonic analysis, in

these spaces is given.

This study is arranged in five chapters, in the first chapter, information is given about many

mathematicians studying in this field in the literature and also about purpose of this study.

In the second chapter, some basic definitions and theorems related to this study are given.

In the third chapter, the results obtained about the boundedness of fractional maximal operator

in Orlicz spaces are presented.

In the fourth chapter, the generalized Orlicz-Morrey spaces are investigated with full of details.

In the fifth chapter which is last part of this study, the boundedness of fractional maximal operator

on generalized Orlicz-Morrey spaces is investigated.

June 2019, 52 Pages.

Keywords: Orlicz Spaces, Morrey Spaces, Generalized Morrey Spaces, Generalized Orlicz-

Morrey Spaces, Maximal Operator, Fractional Maximal Operator.
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1. GİRİŞ

Analizde önemli problemlerden biri, belli integral tipli operatörlerin uygun maksimal operatörle

kontrol edilmesidir. Bu kontrol çoğu zaman bu operatörlerin çalışıldığı uzayların normlarına

göre yapılmaktadır. Örneğin, Coifman [6] tarafından verilen ilginç bir sonuç şudur: T Calderón-

Zygmund integral operatörü, M Hardy-Littlewood maksimal operatörü ve 0 < p < ∞ olmak

üzere

∫
Rn
|Tf(x)|pdx ≤ C

∫
Rn
|Mf(x)|pdx

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir C sabiti vardır. Böylece, M maksimal operatörü T singüler

integralini Lp normuna göre kontrol eder ve M operatörünün Lp uzayında sınırlılık özellikleri

bize T operatörünün sınırlılık özelliklerini verir.

0 < α < n, 0 < p <∞ ve w, A∞ Muckenhoupt sınıfına ait bir ağırlık fonksiyonu olmak üzere

Muckenhoupt ve Wheeden [36] kesirli integral operatör Iα için, kesirli maksimal operatör Mα

yı içeren aşağıdaki kontrol-tipli eşitsizlikleri ispatlamışlardır:

∫
Rn
|Iαf(x)|pw(x)dx ≤ C

∫
Rn
|Mαf(x)|pw(x)dx

ve

sup
λ>q

λqw({Iαf > λ}) ≤ C sup
λ>q

λqw({Mαf > λ}).

Burada C, w nin A∞ sabitine bağlıdır. Böylece Mα nın ağırlıklı sınırlılığı yardımı ile Iα nın

ağırlıklı sınırlılığına karşılık gelen sonucu elde etmişlerdir.

Orlicz [43, 44] tarafından tanıtılan Orlicz uzayları, Lebesgue uzaylarının bir genelleştirilme-

sidir ve olasılık teorisi, istatistik, potansiyel teori, harmonik analizde olduğu gibi analizin bazı

diğer alanlarında da kullanılan önemli bir araçtır. Kesirli maksimal operatörün bu uzaylardaki

sınırlılığının araştırıldığı çalışmalara Cianchi [5], Guliyev vd. [18] ve Musil [37] örnek verilebilir.

Klasik Morrey uzayları, ikinci dereceden eliptik kısmi diferensiyel denklemlerin çözümlerinin

lokal davranışlarını araştırma çalışmalarında Morrey [35] tarafından ortaya konulmuştur. Kesirli

integral operatörün Morrey sınırlılığı ile ilgili dikkat çekici iki sonuç vardır. Bu iki sonuçtan

ilki Spanne [45], ikincisi ise Adams [1] tarafından verilmiştir. Adams’ın sonucu Spanne’nin
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sonucundan daha güçlü olmasına rağmen Spanne tipli sonuçların uygulanabilirliği daha geniştir.

Örneğin, Adams tipli sonuçlar Hedberg [24] tipli noktasal eşitsizliklere dayandığı için bu sonuçlar

lokal tipli Morrey uzayları için uygun değildir.

Genelleştirilmiş Morrey uzayları ise Guliyev [14], Mizuhara [34] ve Nakai [38] tarafından tanım-

lanmıştır. Spanne ve Adams tipli sonuçlar bu uzaylara çeşitli yazarlar tarafından genelleştirilmiş-

tir [14, 15, 19, 38]. 0 < α < n, f ∈ L1
loc(Rn) ve x ∈ Rn olmak üzere Mα ve Iα operatörleri

arasındaki iyi bilinen

Mα(f)(x) . Iα(|f |)(x)

ilişkisinden dolayı Iα için elde edilmiş bu sonuçlarMα için de geçerlidir. FakatMα operatörünün

genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığını daha zayıf koşullar altında incelemek mümkün-

dür [3]. Dolayısıyla bu iki operatörün bu uzaylardaki davranışını ayrı ayrı incelemekte fayda

vardır.

Fonksiyon uzayları teorisinde doğal bir adım fonksiyonların regülerliğinin Morrey-tipli ölçümü-

nün yuvar üzerindeki Lebesgue normu yerine Orlicz normu ile yapıldığı Orlicz-Morrey uzayları

ile çalışmalar yapmaktır. Bu tipteki uzaylar ilk olarak Nakai [40] tarafından tanıtılmıştır. Daha

sonra Sawano vd. [52] başka bir tip Orlicz-Morrey uzayını tanıtmıştır. Deringoz vd. [7] ise

genelleştirilmiş Morrey uzayı ve Orlicz uzaylarını birleştiren ve genelleştirilmiş Orlicz-Morrey

uzayı olarak adlandırdıkları yeni bir tip Orlicz-Morrey uzayını tanıtmışlardır. Bu uzaylar literatür-

de sırası ile birinci tip, ikinci tip ve üçüncü tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayları olarak

adlandırılmaktadır.

Bu çalışmada üçüncü tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzaylarının yapısı araştırılacak ve bu

uzaylarda kesirli maksimal operatörün Spanne ve Adams tipli sınırlılıkları ile ilgili elde edilmiş

sonuçlar sistematik bir şekilde incelenecektir.
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2. ÖN BİLGİLER

Rn, n-boyutlu Öklid uzayı; x · y =
n∑
j=1

xjyj iç çarpımı ve buna karşılık gelen |x| =
( n∑
j=1

x2
j

)1/2

normu ile x1, . . . , xn ∈ R olmak üzere tüm x = (x1, . . . , xn) noktalarının kümesidir.

Rn uzayında Lebesgue ölçüsü dx = dx1 . . . dxn ve A ⊂ Rn kümesinin Lebesgue ölçüsü |A| ile

gösterilecektir.

Eğer N ⊂ B ve |B| = 0 olacak şekildeki bir B Borel kümesi varsa N ⊂ Rn kümesine ihmal

edilebilir küme denir. B Borel kümesi ve N ihmal edilebilir bir küme olmak üzere A = B ∪N

ise A kümesine (Lebesgue) ölçülebilirdir denir. A ölçülebilir bir küme ve her α ∈ R sayısı için

{x ∈ A : f(x) > α} kümesi ölçülebilirse f : A → R fonksiyonu (Lebesgue) ölçülebilir olarak

adlandırılır. Bu fonksiyonların sınıfı L0(Rn) ile gösterilir. N ihmal edilebilir bir küme olmak

üzere bir özellik eğer A \N kümesinde sağlanıyorsa bu özellik A kümesinde “hemen her yerde”

sağlanıyordur denir. Bu deyim kısaca “h.h.y.” ile gösterilir [49].

B(x, r) = {y ∈ Rn : |x− y| < r}, merkezi x, yarıçap uzunluğu r olan açık yuvarı ve cB(x, r) =

Rn \B(x, r) onun tümleyenini göstersin. νn = |B(0, 1)| olmak üzere

|B(x, r)| = νnr
n =

2πn/2rn

nΓ(n/2)
=

1

n
ωn−1r

n

biçimindedir. Burada ωn−1 = 2πn/2/Γ(n/2), Rn Öklid uzayında yarıçap uzunluğu 1 olan

Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} küresinin yüzey alanıdır [13].

Z1 veZ2 iki fonksiyon uzayı olmak üzereZ1 ⊂ Z2 bağıntısı genelde bir gömme olarak adlandırılır.

I : Z1 → Z2 birim operatörüne ise gömme operatörü adı verilir. Eğer bu operatör sınırlı ise

bu operatöre karşılık gelen gömme sürekli gömme olarak adlandırılır ve Z1 ↪→ Z2 biçiminde

gösterilir [32].

C pozitif bir sabit olmak üzere bu çalışmada A . B gösterimini A ≤ CB eşitsizliğinin yerine

kullanacağız. Eğer A . B ve B . A ise A ≈ B yazılır ve A, B ye eşdeğerdir denir.
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2.1. Lebesgue Uzayları

Tanım 2.1. 1 ≤ p <∞ ve Ω ⊂ Rn ölçülebilir bir küme olmak üzere;∫
Ω

|f(x)|pdx <∞

özelliğine sahip ölçülebilir f : Ω → R fonksiyonlar sınıfına Lp(Ω) uzayı veya p. kuvvetten

Lebesgue-integrallenebilir fonksiyonlar uzayı denir. Lp(Ω) uzayı üzerindeki norm

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|pdx
)1/p

ile tanımlanır.

p =∞ için L∞(Ω) uzayı,

‖f‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|f(x)| = inf {K > 0 : |{x ∈ Ω : |f(x)| > K}| = 0} <∞

özelliğine sahip ölçülebilir f : Ω→ R fonksiyonlar sınıfıdır [32].

Teorem 2.2. 1 ≤ p ≤ ∞ için Lp(Ω) bir Banach uzayıdır [32].

Teorem 2.3. (Hölder Eşitsizliği) Ω ⊂ Rn ölçülebilir bir küme, f ve g fonksiyonları Ω üzerinde

ölçülebilir fonksiyonlar, 1 ≤ p ≤ ∞ ve 1
p

+ 1
p′

= 1 olmak üzere

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lp′ (Ω)

eşitsizliği sağlanır [48].

Hölder eşitsizliğinin bir sonucu olarak Lp(Ω) uzayları için aşağıdaki gömme teoremi ifade edile-

bilir.

Teorem 2.4. Ω ⊂ Rn sonlu ölçüye sahip ölçülebilir bir küme ve 1 ≤ p < q ≤ ∞ olmak üzere

Lq(Ω) ↪→ Lp(Ω)

olur [32].
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Uyarı 2.5. |Ω| = ∞ durumunda Teorem 2.4. geçerli değildir. Gerçekten f(x) = 1
x

fonksiyonu

L2([1,∞)) uzayına ait olmasına rağmen L1([1,∞)) uzayına ait değildir.

Tanım 2.6. 1 ≤ p <∞, f : Rn → R ölçülebilir bir fonksiyon ve

‖f‖WLp = sup
λ>0

λ|{x ∈ Rn : |f(x)| > λ}|
1
p

olmak üzere zayıf Lebesgue uzayı WLp(Rn) aşağıdaki şekilde tanımlanır [13]:

WLp(Rn) = {f : Rn → R : f − ölçülebilir ve ‖f‖WLp <∞} .

Uyarı 2.7. 1 ≤ p <∞ için Lp(Rn) ↪→WLp(Rn). Bunun yanı sıra ‖f‖WLp ≤ ‖f‖Lp eşitsizliği

sağlanır [13].

Tanım 2.8. 1 ≤ p < ∞ olmak üzere, Rn nin her bir kompakt K alt kümesi için sırasıyla

fχ
K
∈ Lp(Rn) ve fχ

K
∈ WLp(Rn) şartlarını sağlayan tüm ölçülebilir f fonksiyonların uzayı

Lploc(Rn) ve WLploc(Rn) ile gösterilir. Burada χ
K

, K kümesinin karakteristik fonksiyonunu

göstermektedir. Özel olarak p = 1 yani f ∈ L1
loc(Rn) ise f fonksiyonu lokal integrallenebilirdir

denir [13].

Teorem 2.9. (Lebesgue diferansiyellenebilme teoremi) f ∈ Lploc(Rn) olmak üzere hemen her

x ∈ Rn için

lim
r→0

‖fχ
B(x,r)
‖Lp

‖χ
B(x,r)
‖Lp

= |f(x)|

eşitliği gerçeklenir [13].

Tanım 2.10. log+ t = max{0, log t}, t > 0 olmak üzere,∫
Rn
|f(x)| log+ |f(x)|dx <∞

özelliğine sahip ölçülebilir f : Rn → R fonksiyonlar sınıfına L logL Zygmund uzayı denir [49].

2.2. Morrey Uzayları

Klasik Morrey uzayları, 1938 yılında Morrey [35] tarafından ikinci dereceden eliptik kısmi

diferansiyel denklemlerin çözümlerinin lokal davranışları araştırılırken ve varyasyonlar analizi

teorisindeki problemlerle ilgilenilirken ortaya çıkarılmıştır. Morrey uzaylarının önemli uygula-
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maları Navier-Stokes ve Schrödinger denklemlerinde, süreksiz katsayılı eliptik problemlerde ve

potansiyel teoride ortaya çıkmıştır.

Tanım 2.11. 1 ≤ p <∞, 0 ≤ λ ≤ n, f ∈ Lploc(Rn) olmak üzereMp,λ(Rn) Morrey uzayı

Mp,λ(Rn) = {f ∈ Lploc(R
n) : ||f ||Mp,λ <∞}

şeklinde tanımlanır. Burada ||f ||Mp,λ normu

||f ||Mp,λ(Rn) ≡ ||f ||Mp,λ = sup
x∈Rn,r>0

(
1
rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1
p

şeklinde verilir [46].

λ = 0 içinMp,0(Rn) ≡ Lp(Rn) ve λ = n içinMp,n(Rn) ≡ L∞(Rn) dir. Eğer λ < 0 veya λ > n

ise bu durumdaMp,λ(Rn) = Θ olur. Burada Θ, Rn üzerinde 0 a denk olan bütün fonksiyonların

kümesini göstermektedir.

Teorem 2.3.’ün bir sonucu olarak Morrey uzayları için aşağıdaki gömme teoremi ifade edile-

bilir.

Teorem 2.12. 1 ≤ p ≤ q <∞, 0 ≤ λ, ν ≤ n ve λ−n
p

= ν−n
q

olsun. Bu durumda

Mq,ν(Rn) ↪→Mp,λ(Rn)

olur [46].

WMp,λ(Rn) ile gösterilen zayıf Morrey uzayı

‖f‖WMp,λ = sup
x∈Rn,r>0

r−
λ
p ‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

olacak şekildeki bütün f ∈ WLploc(Rn) fonksiyonlarının kümesi olarak tanımlanır. Burada

‖f‖WLp(B(x,r)) = ‖fχ
B(x,r)
‖WLp dir [46].
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2.3. Genelleştirilmiş Morrey Uzayları

Morrey uzayının tanımındaki kuvvet fonksiyonu rλ yerine bir ϕ(r) veya daha genel olarak bir

ϕ(x, r) fonksiyonu alarak Morrey uzaylarını genelleştirme çalışmaları, bilindiği kadarıyla ilk

olarak Dzhumakaeva ve Nauryzbaev [11] tarafından yapılmıştır. Bu tarz genelleştirmeler için

Zorko [56] ve Mizuhara [34] çalışmaları da örnek olarak verilebilir.Bu çalışmalarda çoğunlukla

ϕ fonksiyonu üzerine r ye bağlı bazı monotonluk tipli şartlar konulmuştur.

Öncelikle

||f ||Mp,λ = sup
x∈Rn,r>0

(
1

rλ

∫
B(x,r)

|f(y)|pdy
) 1

p

= sup
x∈Rn,r>0

r
n−λ
p r−

n
p ‖f‖Lp(B(x,r))

olduğuna dikkat edilmelidir.Nakai [39], bu tanımdaki r ∈ (0,∞) 7→ r
λ−n
p ∈ (0,∞) fonksiyonunu

uygun bir ϕ : (0,∞)→ (0,∞) fonksiyonuna genelleştirerek, genelleştirilmiş Morrey uzaylarını

aşağıdaki şekilde tanımlamıştır.

Tanım 2.13. ϕ : (0,∞) → (0,∞) ve 1 ≤ p < ∞ olsun. Genelleştirilmiş Morrey uzayı

Mp,ϕ(Rn)

‖f‖Mp,ϕ = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖Lp(B(x,r)) <∞

şartını sağlayan f ∈ Lploc(Rn) fonksiyonlarının kümesidir.

Önerme 2.14. ϕ : (0,∞)→ (0,∞) ve 1 ≤ p <∞ olmak üzere aşağıdaki ifadeler denktir [39]:

i) Mp,ϕ(Rn) 6= Θ.

ii) inf
t>0

ϕ(t) max{t
n
p , 1} > 0.

1 ≤ p < ∞ olmak üzere r ∈ (0,∞) 7→ r
n
pϕ(r) fonksiyonu artandır koşulunu sağlayan azalan

ϕ : (0,∞) → (0,∞) fonksiyonlarının kümesi Gp olsun. Aşağıdaki önerme genelleştirilmiş

Morrey uzayları ile çalışırken ϕ ∈ Gp varsayımını yapmanın doğallığını göstermektedir.

Önerme 2.15. 1 ≤ p < ∞ olmak üzere inf
t>0

ϕ(t) max{t
n
p , 1} > 0 koşulunu sağlayan her

ϕ : (0,∞) → (0,∞) fonksiyonu için denk normlara göre Mp,ϕ(Rn) = Mp,ψ(Rn) olacak

şekilde bir ψ : (0,∞)→ (0,∞) ∈ Gp fonksiyonu vardır [39].
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Aşağıdaki önerme yuvarların karakteristik fonksiyonunun genelleştirilmiş Morrey uzaylarına ait

olduğunu göstermektedir.

Önerme 2.16. 1 ≤ p <∞ ve ϕ ∈ Gp olsun. Bu durumda her B0 = B(x0, r0) yuvarı için

‖χB0‖Mp,ϕ =
1

ϕ(r0)

olur [12, 28].

Klasik Morrey uzaylarına benzer olarak genelleştirilmiş Morrey uzayları arasında aşağıdaki

kapsama ilişkisi vardır.

Önerme 2.17. 1 ≤ p1 ≤ p2 < ∞, ϕ1 ∈ Gp1 ve ϕ2 ∈ Gp2 olsun.Bu durumda aşağıdaki ifadeler

denktir [20]:

i) ϕ2 . ϕ1.

ii) Mp2,ϕ2(Rn) ↪→Mp1,ϕ1(Rn).

İlk kez Guliyev tarafından tanıtılan ve çalışılan zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı WMp,ϕ(Rn)

ise

‖f‖WMp,ϕ = sup
x∈Rn, r>0

ϕ(x, r)−1 |B(x, r)|−
1
p ‖f‖WLp(B(x,r)) <∞

şartını sağlayan bütün f ∈WLploc(Rn) fonksiyonlarının uzayı olarak tanımlanır [14].

2.4. Spanne ve Adams Tipli Sonuçlar

Bu bölümde kesirli integral ve kesirli maksimal operatörün tanımları verilerek, bu operatörler

için Lebesgue ve Morrey uzaylarında elde edilmiş klasik sonuçlar incelenecektir. Sonrasında

ise bu sonuçları genelleştirilmiş Morrey uzaylarına genişletme çalışmalarından bahsedilecektir.

İlk olarak bu sonuçların elde edilmesinde önemli bir rol oynayan Hardy-Littlewood maksimal

operatörünün tanımı verilecektir.

Tanım 2.18. f lokal integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere, Hardy-Littlewood maksimal

operatörü M ,

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy, x ∈ Rn
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biçiminde tanımlanır [54].

Tanım 2.19. f lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 < α < n olmak üzere Iα kesirli integral

operatörü (Riesz potansiyeli)

Iαf(x) =

∫
Rn
|x− y|α−nf(y)dy, x ∈ Rn

biçiminde tanımlanır [54].

Uyarı 2.20. Iα ve M operatörleri arasındaki aşağıda verilen noktasal eşitsizlik Hedberg [24]

tarafından ispatlanmıştır:

Iαf(x) .Mf(x)1−αp
n ‖f‖

αp
n

Lp(Rn), x ∈ Rn.

Hedberg eşitsizliğinin önemli bir özelliği Iα operatörü ile ilgili belli bazı problemleri sıklıkla

çözülmesi daha kolay olanM operatörü ile ilgili problemlere indirgemesidir. ÖrneğinM operatö-

rünün Lp(Rn) uzaylarındaki sınırlılığı yardımıyla Hedberg eşitsizliğinin bir sonucu olarak Iα

operatörünün Lp(Rn) uzaylarındaki sınırlılığı elde edilir (Bkz. Teorem 2.27.).

Tanım 2.21. f , Rn de lokal integrallenebilir bir fonksiyon ve 0 ≤ α < n olmak üzereMα kesirli

maksimal operatörü

Mαf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|1−αn

∫
B(x,r)

|f(y)|dy, x ∈ Rn

biçiminde tanımlanır. Ayrıca α = 0 için M0 ≡M olduğuna dikkat edilmelidir [13].

Uyarı 2.22. Iα ve Mα operatörleri arasında 0 < α < n, f ∈ L1
loc(Rn) ve x ∈ Rn olmak üzere

Mα(f)(x) . Iα(|f |)(x) (2.1)

ilişkisi vardır [31].

Rn üzerinde ölçülebilir fonksiyonlar kümesinin bir lineer alt uzayı D olmak üzere T : D → D

operatörü her f, g ∈ D ve her λ ∈ R için

T (f + g) = T (f) + T (g) ve T (λf) = λT (f)
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şartlarını sağlıyorsa lineer operatör,

|T (f + g)| ≤ |T (f)|+ |T (g)| ve |T (λf)| = |λ| |T (f)|

şartlarını sağlıyorsa altlineer operatör, bir C > 0 sabiti için

|T (f + g)| ≤ C (|T (f)|+ |T (g)|) ve |T (λf)| = |λ| |T (f)|

şartlarını sağlıyorsa quasilineer operatör olarak adlandırılır [13].

Tanım 2.23. T bir quasilineer operatör ve 1 ≤ p, q ≤ ∞ olsun. Eğer T operatörü Lp(Rn)

uzayından WLq(Rn) uzayına sınırlı ise zayıf (p, q) tipindendir denir. Yani her bir λ > 0 ve

f ∈ Lp(Rn) için

|{x ∈ Rn : |Tf(x)| > λ}| ≤
(
C

λ
‖f‖Lp

)q
veya denk olarak

‖Tf‖WLq ≤ C‖f‖Lp

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü zayıf (p, q) tipindendir.

Eğer T operatörü Lp(Rn) uzayından Lq(Rn) uzayına sınırlı ise güçlü (p, q) tipindendir denir.

Yani her f ∈ Lp(Rn) için

‖Tf‖Lq ≤ C‖f‖Lp

olacak şekilde bir C > 0 sabiti var ise T operatörü güçlü (p, q) tipindendir [31].

Uyarı 2.24. Her güçlü (p, q) tipli operatör aynı zamanda zayıf (p, q) tipli operatördür [31].

Şimdi sırasıyla bu operatörlerin Lebesgue, Morrey ve genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki

sınırlılıklarını ifade eden teoremler verilecektir.

Teorem 2.25. M Hardy-Littlewood maksimal operatörü 1 ≤ p ≤ ∞ için zayıf (p, p) tipli 1 <

p ≤ ∞ için ise güçlü (p, p) tipli bir operatördür [22, 33, 55].

Uyarı 2.26. Yukarıdaki Teorem 2.25., n = 1 için Hardy ve Littlewood [22] tarafından n > 1

için Marcinkiewicz ve Zygmund [33] ve Wiener [55] tarafından ispatlanmıştır.

Teorem 2.27. Iα kesirli integral operatörü 1 ≤ p < n
α

için zayıf (p, q) tipli 1 < p < n
α

için ise

güçlü (p, q) tipli bir operatördür. Burada 1
q

= 1
p
− α

n
dir [21, 23, 53].
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Uyarı 2.28. Teorem 2.27., literatürde Hardy-Littlewood-Sobolev teoremi olarak adlandırılır.

Teorem 2.29. Mα kesirli maksimal operatörü 1 ≤ p ≤ n
α

için zayıf (p, q) tipli 1 < p ≤ n
α

için

ise güçlü (p, q) tipli bir operatördür. Burada 1
q

= 1
p
− α

n
dir [31].

Uyarı 2.30. Teorem 2.29., 1 ≤ p < n
α

için (2.1) eşitsizliğinin bir sonucudur. p = n
α

için Hölder

eşitsizliğini kullanarak Mα operatörünün L
n
α (Rn) uzayından L∞(Rn) uzayına sınırlı olduğu

kolayca görülebilir [31].

Riesz potansiyelinin Morrey uzaylarındaki sınırlılığı için elde edilmiş dikkat çekici iki sonuç

vardır. Bu sonuçlardan ilki 1960’lı yıllarda Spanne tarafından ifade edilmiştir. Fakat Spanne’nin

bu sonucu kendisi tarafından değil 1969 yılında Peetre tarafından basılmıştır. Daha sonra 1975

yılında Adams tarafından bu sınırlılık için daha güçlü bir sonuç aşağıdaki şekilde elde edilmiştir.

Teorem 2.31. (Spanne) 0 < α < n, 0 < λ < n, 1 < p < n
α

, µ = nλ
n−αp ve 1

p
− 1

q
= α

n
olsun. Bu

durumda Iα kesirli integral operatörüMp,λ(Rn) uzayındanMq,µ(Rn) uzayına sınırlıdır [45].

Teorem 2.32. (Adams) 0 < α < n, 1 < p < n
α

, 0 < λ < n − αp ve 1
p
− 1

q
= α

n−λ olsun. Bu

durumda Iα kesirli integral operatörüMp,λ(Rn) uzayındanMq,λ(Rn) uzayına sınırlıdır [1].

Uyarı 2.33. Teorem 2.31., Teorem 2.32.’nin bir sonucu olarak elde edilebilir. Gerçekten, p1 =

(n−µ)p
n−λ olmak üzere Teorem 2.12. gereğinceMp,λ(Rn) ↪→Mp1,µ(Rn) olur. Bu gerçek gözönüne

alınır ve Teorem 2.32. uygulanırsa istenilen sonuç elde edilir [4].

1987 yılında, Chiarenza ve Frasca M Hardy-Littlewood maksimal operatörünün Morrey uzayla-

rındaki sınırlılığını veren aşağıdaki teoremi ispatlamışlardır.

Teorem 2.34. 1 < p < ∞ ve 0 ≤ λ ≤ n olsun. Bu durumda M Hardy-Littlewood maksimal

operatörüMp,λ(Rn) üzerinde sınırlıdır [4].

Uyarı 2.35. Chiarenza ve Frasca [4], Teorem 2.34.’ü kullanarak Hedberg-tipli eşitsizlikler (Uyarı

2.20.) yardımıyla Adams’ın sonucunu tekrar ispatlamışlardır.

Uyarı 2.36. Spanne ve Adams tarafından elde edilen yukarıdaki sonuçlar (2.1) eşitsizliğinden

dolayı Mα operatörü için de geçerlidir.

Şimdi genelleştirilmiş Morrey uzaylarında elde edilmiş Spanne ve Adams tipli sonuçlar özetlene-

cektir. İlk olarak maksimal operatörün bu uzaylardaki sınırlılığı için elde edilmiş sonuç verilecek-

tir.
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Teorem 2.37. 1 < p < ∞ ve ϕ ∈ Gp olsun. Bu durumda M maksimal operatörü Mp,ϕ(Rn)

uzayında sınırlıdır [2, 50].

Aşağıda verilen teorem Spanne’nin sonucunun genelleştirilmiş Morrey uzaylarına genişletilme-

sidir.

Teorem 2.38. 0 < α < n, 1 < p < n
α

ve 1
q

= 1
p
− α

n
olmak üzere ϕ1 ∈ Gp ve ϕ2 ∈ Gq

fonksiyonları ∫ ∞
r

ϕ1(t)tα
dt

t
. ϕ2(r) (2.2)

koşulunu sağlasın.Bu durumda Iα operatörüMp,ϕ1(Rn) uzayındanMq,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır

[14, 38].

Şimdi ise genelleştirilmiş Morrey uzayları için elde edilmiş Adams tipli sonuç verilecektir.

Teorem 2.39. 0 < α < n ve 1 < p < q <∞ olmak üzere ϕ ∈ Gp fonksiyonu

rαϕ(r) +

∫ ∞
r

tα ϕ(t)
dt

t
. ϕ(r)

p
q

koşulunu sağlasın. Bu durumda Iα operatörüMp,ϕ(Rn) uzayındanMq,ϕ
p
q
(Rn) uzayına sınırlıdır

[14, 19].

(2.1) eşitsizliğinden dolayı Iα için elde edilmiş bu sonuçlar Mα için de geçerlidir. Fakat Mα

operatörünün genelleştirilmiş Morrey uzaylarındaki sınırlılığını daha zayıf koşullar altında ince-

lemek mümkündür. Şimdi elde edilen bu sonuçlar özetlenecektir.

Teorem 2.40. 0 ≤ α < n, 1 < p < n
α

ve 1
q

= 1
p
− α

n
olmak üzere ϕ1 ∈ Gp ve ϕ2 ∈ Gq

fonksiyonları

sup
r<t<∞

ϕ1(t)tα . ϕ2(r) (2.3)

koşulunu sağlasın.Bu durumdaMα operatörüMp,ϕ1(Rn) uzayındanMq,ϕ2(Rn) uzayına sınırlıdır

[15].

Teorem 2.41. 0 < α < n ve 1 < p < q <∞ olmak üzere ϕ ∈ Gp fonksiyonu

rαϕ(r) . ϕ(r)
p
q
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koşulunu sağlasın.Bu durumdaMα operatörüMp,ϕ(Rn) uzayındanMq,ϕ
p
q
(Rn) uzayına sınırlıdır

[9].

Uyarı 2.42. (2.3) şartı (2.2) şartından daha zayıftır .Gerçekten, 1
q

= 1
p
−α
n

veϕ1 ∈ Gp olduğundan

s ∈ (r,∞) olmak üzere,

ϕ2(r) &
∫∞
r
ϕ1(t)tα dt

t
&
∫∞
s
ϕ1(t)tα dt

t
& ϕ1(s)s

n
p
∫∞
s
tα−

n
p dt
t
≈ ϕ1(s)sα

olur. Böylece

sup
s>r

ϕ1(s)sα . ϕ2(r)

elde edilir. Görüldüğü gibi (2.2) integral şartı sağlanıyorsa (2.3) supremal şartı da sağlanır.

Ancak bunun tersi doğru değildir. Örneğin ϕ1(r) = r−α ve ϕ2(r) = 1 fonksiyonları (2.3)

koşulunu sağlamasına rağmen (2.2) koşulunu sağlamaz.Teorem 2.41.’de Teorem 2.39.’un aksine∫∞
r
tα ϕ(t)dt

t
. ϕ(r)

p
q şartına ihtiyaç duyulmadığına dikkat edilmelidir.

Bu tezde genelleştirilmiş Morrey uzaylarını da kapsayan genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzay-

larının yapısı incelenerek, kesirli maksimal operatör için bu uzaylarda elde edilmiş sınırlılık

sonuçları araştırılacaktır.Bu problemin çözülmesinde önemli bir yere sahip olan kesirli maksimal

operatörünün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı ayrı bir bölümde ele alınacaktır.

2.5. Young Fonksiyonları

Bu bölümde Orlicz uzaylarını tanımlamak için kullanılan Young fonksiyonlarının tanımı verilerek,

temel özellikleri incelenecektir.

Tanım 2.43. Eğer bir Φ : [0,∞]→ [0,∞] fonksiyonu,

(1) Konvekstir: Her λ ∈ [0, 1] ve her t1, t2 ∈ [0,∞) için

Φ(λt1 + (1− λ)t2) ≤ λΦ(t1) + (1− λ)Φ(t2).

(2) Soldan süreklidir,

(3) limr→0+ Φ(r) = Φ(0) = 0,
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(4) limr→∞Φ(r) = Φ(∞) =∞

koşullarını sağlıyorsa Young fonksiyonu olarak adlandırılır [41].

Uyarı 2.44. Tanım 2.43. deki (1) ve (3) numaralı özelliklerden herhangi bir Young fonksiyo-

nunun artan olduğu kolayca görülebilir [41].

Tanım 2.45. 0 < r < ∞ için 0 < Φ(r) < ∞ şartını sağlayan Young fonksiyonlarının kümesi

Y ile gösterilir [41].

Uyarı 2.46. Eğer Φ ∈ Y ise Φ fonksiyonu, [0,∞) aralığı tarafından kapsanan her kompakt alt

aralıkta mutlak süreklidir ve [0,∞) aralığından [0,∞) aralığına birebir ve örtendir [41].

Tanım 2.47. Φ bir Young fonksiyonu ve 0 ≤ s ≤ ∞ olmak üzere, Φ fonksiyonunun genelleşti-

rilmiş tersi

Φ−1(s) = inf{r ≥ 0 : Φ(r) > s}

ile tanımlanır. Burada inf ∅ =∞ alınmaktadır [42].

Uyarı 2.48. Φ Young fonksiyonunun genelleştirilmiş tersi olan Φ−1 fonksiyonu aşağıdaki özel-

liklere sahiptir [42]:

(1) Eğer s <∞ ise Φ−1(s) <∞ olur.

(2) Φ−1(∞) =∞.

(3) Φ(Φ−1(r)) ≤ r ≤ Φ−1(Φ(r)).

(4) [0,∞) üzerinde süreklidir.

(5) Eğer 0 < Φ(r) < ∞ ise Φ−1(Φ(r)) = r ve eğer s ∈ [0,Φ(inf{r > 0 : Φ(r) = ∞})] ise

Φ(Φ−1(s)) = s olur.

(6) Eğer Φ ∈ Y ise Φ−1, Φ fonksiyonunun âdi tersidir.

Uyarı 2.49. Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere Φ−1 fonksiyonunun artan ve konkav bir fonksi-

yon olduğu kolayca görülebilir. DolayısıylaΦ−1(t) ≥ Φ−1(αt) ≥ αΦ−1(t) , 0 < α < 1

Φ−1(t) ≤ Φ−1(αt) ≤ αΦ−1(t) , α > 1

eşitsizlikleri sağlanır [10].
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Tanım 2.50. Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere, Φ fonksiyonunun tümleyeni

Φ̃(r) =

 sup{rs− Φ(s) : s ∈ [0, ∞)} , r ∈ [0,∞)

∞ , r =∞

ile tanımlanır [41].

Örnek 2.51. Aşağıda tümleyen Young fonksiyon çiftlerine bazı örnekler verilmiştir [32]:

(i) Φ(t) = tp

p
, Φ̃(s) = tp

′

p′
, 1 < p <∞, 1

p
+ 1

p′
= 1

(ii) Φ(t) = t, Φ̃(s) =

 0 , 0 ≤ s ≤ 1

∞ , s > 1

(iii) Φ(t) = et − t− 1, Φ̃(s) = (1 + s) log(1 + s)− s

(iv) Φ(t) =

 0 , t ≤ 1

t log t , t > 1
, Φ̃(s) =

 s , s < 1

es−1 , s ≥ 1

Önerme 2.52. Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃ onun tümleyeni olsun. Bu durumda her t > 0 için

t ≤ Φ−1(t)(Φ̃)−1(t) ≤ 2t (2.4)

eşitsizlikleri gerçeklenir [42].

Tanım 2.53. Φ bir Young fonksiyonu olsun.

(i) Eğer her t ≥ 0 için

Φ(2t) ≤ cΦ(t) (2.5)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir c sabiti varsa Φ, ∆2 koşulunu sağlıyor denir.Bu durum

Φ ∈ ∆2 ile gösterilir.

(ii) Eğer Φ̃ ∈ ∆2 ise Φ, ∇2 koşulunu sağlıyor denir. Bu durum Φ ∈ ∇2 ile gösterilir [29].

Önerme 2.54. Φ bir Young fonksiyonu olsun. Φ ∈ ∇2 olması için gerek ve yeter koşul Φ(kt) ≥

2kΦ(t) eşitsizliğinin sağlandığı bir k > 1 sabitinin olmasıdır [29].

Örnek 2.55. Aşağıda ∆2 ve ∇2 koşullarını sağlayan ve sağlamayan fonksiyonlara dair bazı

örnekler verilmiştir [41]:
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(i) Φ(r) = r fonksiyonu ∆2 koşulunu sağlar fakat∇2 koşulunu sağlamaz.

(ii) 1 < p <∞ olmak üzere Φ(r) = rp her iki koşulu da sağlar.

(iii) Φ(r) = er − r − 1 fonksiyonu∇2 koşulunu sağlar fakat ∆2 koşulunu sağlamaz.

2.6. Orlicz Uzayları

Tanım 2.56. Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere Orlicz uzayı aşağıdaki şekilde tanımlanır

[47]:

LΦ(Rn) =

{
f ∈ L0(Rn) : ∃α > 0,

∫
Rn

Φ(α|f(x)|)dx <∞
}
.

Önerme 2.57. LΦ(Rn), üzerinde tanımlanan

‖f‖LΦ = inf

{
λ > 0 :

∫
Rn

Φ(
|f(x)|
λ

)dx ≤ 1

}
normu ile bir Banach uzayıdır.Bu norma Orlicz uzayının Luxemburg-Nakano normu adı verilir

[47].

Örnek 2.58. Aşağıda bazı özel Young fonksiyonlarına karşılık gelen Orlicz uzaylarına dair

örnekler verilmiştir [32]:

(i) 1 ≤ p <∞ olmak üzere Φ(t) = tp ise LΦ(Rn) = Lp(Rn).

(ii) Φ(t) =

 0 , 0 ≤ t ≤ 1

∞ , t > 1
ise LΦ(Rn) = L∞(Rn).

(iii) Φ(t) =

 0 , t ≤ 1

t log t , t > 1
ise LΦ(Rn) = L logL(Rn).

Ω ⊂ Rn ölçülebilir bir küme, f ölçülebilir bir fonksiyon ve t > 0 olmak üzere

m(Ω, f, t) = |{x ∈ Ω : |f(x)| > t}|

biçiminde tanımlansın. Ω = Rn olması durumunda kolaylık açısından m(f, t) gösterimi tercih

edilecektir. Şimdi zayıf Orlicz uzayının tanımı verilecektir.
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Tanım 2.59. Φ bir Young fonksiyonu ve

‖f‖WLΦ = inf

{
λ > 0 : sup

t>0
Φ(t)m(

f

λ
, t) ≤ 1

}
olmak üzere zayıf Orlicz uzayı bu quasi-norm yardımıyla aşağıdaki şekilde tanımlanır [26]:

WLΦ(Rn) =
{
f ∈ L0(Rn) : ‖f‖WLΦ <∞

}
.

Uyarı 2.60. Ω ⊂ Rn ve

‖f‖LΦ(Ω) := ‖fχΩ‖LΦ ve ‖f‖WLΦ(Ω) := ‖fχΩ‖WLΦ

olmak üzere ‖f‖WLΦ(Ω) ≤ ‖f‖LΦ(Ω) eşitsizliği gerçeklenir [26].

Uyarı 2.61.

‖f‖WLΦ = sup
t>0

Φ(t)m(Ω, f, t)

= sup
t>0

tm(Ω, f, Φ−1(t))

= sup
t>0

tm(Ω, Φ(|f |), t)

eşitlikleri ve ∫
Ω

Φ
( |f(x)|
‖f‖LΦ(Ω)

)
dx ≤ 1, sup

t>0
Φ(t)m

(
Ω,

f

‖f‖WLΦ(Ω)

, t
)
≤ 1 (2.6)

eşitsizlikleri gerçeklenir [26].

Tanım 2.62. Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere, her B ⊂ Rn yuvarı için sırasıyla fχ
B
∈

LΦ(Rn) ve fχ
B
∈WLΦ(Rn) şartlarını sağlayan tüm ölçülebilir f fonksiyonların uzayı LΦ

loc(Rn)

ve WLΦ
loc(Rn) ile gösterilir [7].

Lemma 2.63. Φ bir Young fonksiyonu ve B sonlu ölçüye sahip ölçülebilir bir küme olsun.

‖χ
B
‖WLΦ = ‖χ

B
‖LΦ =

1

Φ−1
(
|B|−1

)
olur [30, 32].
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Önerme 2.64. Ω ⊂ Rn ölçülebilir bir küme ve f, g fonksiyonları Ω üzerinde ölçülebilir olsun.

Φ bir Young fonksiyonu ve Φ̃ onun tümleyeni olmak üzere∫
Rn
|f(x)g(x)|dx ≤ 2‖f‖LΦ‖g‖LΦ̃

eşitsizliği sağlanır [47].

Lemma 2.65. Φ bir Young fonksiyonu olsun. Bütün B yuvarları için

‖f‖L1(B) ≤ 2|B|Φ−1
(
|B|−1

)
‖f‖LΦ(B)

eşitsizliği sağlanır [7].

Aşağıdaki teorem Lebesgue diferansiyellenebilme teoreminin Orlicz uzayları için bir benzeridir.

Teorem 2.66. Φ bir Young fonksiyonu ve f ∈ LΦ(Rn) negatif olmayan bir fonksiyon olsun. Bu

durumda hemen her x ∈ Rn için

lim inf
r→0+

‖fχB(x,r)‖LΦ

‖χB(x,r)‖LΦ

≥ f(x)

eşitsizliği sağlanır [25].

Lemma 2.67. β > 0, Ψ ve Φ Young fonksiyonları ve B bir yuvar olsun.Bu durumda ölçülebilir

her f fonksiyonu için ‖ |f |β‖LΨ(B) = ‖f‖β
LΦ(B)

ve ‖ |f |β‖WLΨ(B) = ‖f‖β
WLΦ(B)

olur [10].

Şimdi M Hardy-Littlewood maksimal operatorünün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığını ifade eden

teorem verilecektir.

Teorem 2.68. Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere aşağıdaki önermeler doğrudur [27]:

1. M operatörü LΦ(Rn) uzayından WLΦ(Rn) uzayına sınırlıdır, yani

‖Mf‖WLΦ ≤ C0‖f‖LΦ (2.7)

eşitsizliği sağlanır. Burada C0, f fonksiyonundan bağımsız bir sabittir.

18



2. M operatörünün LΦ(Rn) üzerinde sınırlı olması yani C0, f fonksiyonundan bağımsız bir

sabit olmak üzere

‖Mf‖LΦ ≤ C0‖f‖LΦ (2.8)

eşitsizliğinin sağlanması için gerek ve yeter şart Φ ∈ ∇2 olmasıdır.
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3. KESİRLİ MAKSİMAL OPERATÖRÜN ORLICZ UZAYLARINDAKİ SINIRLILIĞI

Kesirli maksimal operatörün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı ilk olarak Cianchi [5] tarafından

araştırılmıştır. Daha sonra Guliyev vd. [18] farklı bir metodla bu sınırlılık için gerek ve yeter

koşulları bulmuştur. Yakın zamanda bu sınırlılık problemi Musil [37] tarafından da incelenmiştir.

Bu bölümde Guliyev vd. [18] tarafından elde edilen sonuçlar detaylı bir şekilde incelenecektir.

Aşağıdaki lemma ana teoremin ispatında önemli bir rol oynamaktadır.

Lemma 3.1. 0 < α < n ve f ∈ L1
loc(Rn) olmak üzere her x ∈ Rn ve r > 0 için∫

B(x,r)

|f(y)|
|x− y|n−α

dy . rαMf(x) (3.1)

eşitsizliği gerçeklenir [24].

İspat

∫
B(x,r)

|f(y)|
|x− y|n−α

dy =
∞∑
j=0

∫
2−j−1r≤|x−y|<2−jr

|f(y)|
|x− y|n−α

dy

.
∞∑
j=0

(2−jr)α(2−jr)−n
∫
|x−y|<2−jr

|f(y)|dy

. rαMf(x)

elde edilir.

Aşağıdaki teorem Mα kesirli maksimal operatörünün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığını karak-

terize etmektedir.

Teorem 3.2. 0 < α < n ve Φ,Ψ ∈ Y olsun. Mα operatörünün LΦ(Rn) uzayından WLΨ(Rn)

uzayına sınırlı olması için gerek ve yeter koşul

r−
α
nΦ−1

(
r
)
≤ CΨ−1

(
r
)

(3.2)

olmasıdır. Burada C > 0, r den bağımsız bir sabittir. İlave olarak, eğer Φ ∈ ∇2 ise (3.2) koşulu

Mα operatörünün LΦ(Rn) uzayından LΨ(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir

[18].
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İspat Bir B = B(x, r) yuvarı için f1 = fχB(x,2r), f2 = f − f1 olarak alınsın ve y bu B

yuvarındaki herhangi bir nokta olsun. Eğer B(y, t) ∩ {
(B(x, 2r)) 6= ∅ ise t > r olur. Gerçekten

z ∈ B(y, t)∩ {
(B(x, 2r)) olmak üzere t > |y− z| ≥ |x− z|− |x−y| > 2r− r = r eşitsizlikleri

gerçeklenir.

Ayrıca z ∈ B(y, t) ∩ {
(B(x, 2r)) olursa |x− z| ≤ |y − z|+ |x− y| < t+ r < 2t olur ki; bu da

B(y, t) ∩ {
(B(x, 2r)) ⊂ B(x, 2t) içermesinin doğruluğunu gösterir.

Dolayısıyla Lemma 2.65. kullanılarak

Mαf2(y) . sup
t>0

1

|B(y, t)|1−αn

∫
B(y,t)∩ {(B(x,2r))

|f(z)|dz

. sup
t>2r

1

|B(x, t)|1−αn

∫
B(x,t)

|f(z)|dz

. ‖f‖LΦ sup
r<t<∞

tα Φ−1(|B(x, t)|−1)

elde edilir. Lemma 3.1., (2.1) ve B(x, 2r) ⊂ B(y, 3r) olduğu gerçeği göz önüne alınırsa

Mα(f1)(y) . Iα(|f1|)(y) =
∫
B(x,2r)

|f(z)|
|y−z|n−αdz

.
∫
B(y,3r)

|f(z)|
|y−z|n−αdz . rαMf(y) (3.3)

elde edilir.

Sonuç olarak

Mαf(y) . rαMf(y) + ‖f‖LΦ sup
r<t<∞

tα Φ−1(t−n)

olur.

Böylece (3.2) koşulundan

|Mαf(y)| .Mf(y)
Ψ−1(r−n)

Φ−1(r−n)
+ ‖f‖LΦ Ψ−1(r−n)

elde edilir. Φ−1(r−n) = Mf(y)
C0‖f‖LΦ

olacak şekilde bir r > 0 seçilsin. Bu durumda

Ψ−1(r−n)

Φ−1(r−n)
=

(Ψ−1 ◦ Φ)( Mf(y)
C0‖f‖LΦ

)

Mf(y)
C0‖f‖LΦ
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olur. Buradan her y ∈ B için

|Mαf(y)| ≤ C1‖f‖LΦ(Ψ−1 ◦ Φ)
( Mf(y)

C0‖f‖LΦ

)
eşitsizliğinin gerçeklendiği görülür.

C0, (2.7) eşitsizliğindeki sabit olmak üzere Teorem 2.68. kullanılır ve Uyarı 2.61. göz önüne

alınırsa

sup
r>0

Ψ(r)m
(
B,
|Mαf(y)|
C1‖f‖LΦ

, r
)

= sup
r>0

rm
(
B,Ψ

( |Mαf(y)|
C1‖f‖LΦ

)
, r
)

≤ sup
r>0

rm
(
B,Φ

( Mf(y)

C0‖f‖LΦ

)
, r
)

≤ sup
r>0

Φ(r)m
( Mf(z)

‖Mf‖WLΦ

, r
)
≤ 1

yani

‖Mαf‖WLΨ(B) . ‖f‖LΦ (3.4)

elde edilir. (3.4) eşitsizliğindeki sabitler x ve r değişkenlerinden bağımsız olduğundan B yuvar-

ları üzerinden supremum alınarak

‖Mαf‖WLΨ . ‖f‖LΦ

eşitsizliğinin gerçeklendiği görülür.

Şimdi C0, (2.8) eşitsizliğindeki sabiti göstersin. Φ ∈ ∇2 olduğundan Teorem 2.68. kullanılır ve

Uyarı 2.61. göz önüne alınırsa∫
B

Ψ

(
|Mαf(y)|
C1‖f‖LΦ

)
dy ≤

∫
B

Φ

(
Mf(y)

C0‖f‖LΦ

)
dy ≤

∫
Rn

Φ

(
Mf(z)

‖Mf‖LΦ

)
dz ≤ 1

elde edilir, yani

‖Mαf‖LΨ(B) . ‖f‖LΦ (3.5)
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olur. Benzer şekilde (3.5) eşitsizliğindeki sabitler x ve r değişkenlerinden bağımsız olduğundan

B yuvarları üzerinden supremum alınarak

‖Mαf‖LΨ . ‖f‖LΦ

elde edilir.

Şimdi (3.2) koşulunun sınırlılık için gerekliliği gösterilecektir. B0 = B(x0, r0) ve x ∈ B0 olsun.

Bu durumda

MαχB0(x) = sup
B3x
|B|−1+α

n |B ∩B0| ≥ |B0|−1+α
n |B0 ∩B0| = |B0|

α
n (3.6)

olur. Böylece Lemma 2.63. de göz önüne alınarak

rα0 . Ψ−1(|B0|−1)‖MαχB0‖WLΨ(B0) . Ψ−1(|B0|−1)‖MαχB0‖WLΨ

. Ψ−1(|B0|−1)‖χB0‖LΦ .
Ψ−1(r−n0 )

Φ−1(r−n0 )

ve

rα0 . Ψ−1(|B0|−1)‖MαχB0‖LΨ(B0) . Ψ−1(|B0|−1)‖MαχB0‖LΨ

. Ψ−1(|B0|−1)‖χB0‖LΦ .
Ψ−1(r−n0 )

Φ−1(r−n0 )

elde edilir. Bu eşitsizlikler keyfi r0 > 0 için doğru olduğundan istenilen gösterilmiş olur.

Uyarı 3.3. Eğer Teorem 3.2.’de Φ(t) = tp, 1 ≤ p <∞ alınırsa Teorem 2.29. elde edilir.

Şimdi kesirli maksimal operatörün Orlicz uzaylarındaki sınırlılığı için Cianchi [5] tarafından

elde edilmiş sonuçlar ispatsız olarak verilecek ve bu sonuçlar ile Teorem 3.2. kıyaslanacaktır.

Bu sonuçlar için aşağıdaki tanımlara ihtiyaç duyulmaktadır.

Tanım 3.4. Φ ve Ψ, Young fonksiyonları olsun. Eğer her s ≥ 0 için Φ(s) ≤ Ψ(cs) eşitsizliğinin

gerçekleştiği bir c sabiti varsa Ψ, Φ fonksiyonunu domine ediyor denir.

Tanım 3.5. Ψ bir Young fonksiyonu ve p ∈ (1,∞] olsun.

Bp(s) =

∫ s

0

Ψ(t)

t1+p′
dt
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olmak üzere Ψp, tümleyeni

Ψ̃p(s) =

∫ s

0

rp
′−1(B−1

p (rp
′
))p
′
dr (3.7)

şeklinde verilen Young fonksiyonudur.

İlk olarak Cianchi [5] tarafından elde edilmiş sonuçlar verilecektir.

Teorem 3.6. n ≥ 1 ve 0 ≤ α < n olsun. Φ ve Ψ Young fonksiyonları olmak üzere

Mα kesirli maksimal operatörünün LΦ(Rn) uzayından WLΨ(Rn) uzayına sınırlı olması için

gerek ve yeter koşul

Φ fonksiyonunun Q fonksiyonunu domine etmesidir. (3.8)

Burada Q fonksiyonu tersi Q−1(u) = uα/nΨ−1(u) ile verilen fonksiyonundur [5].

Teorem 3.7. n ≥ 1 ve 0 ≤ α < n olsun. Φ ve Ψ Young fonksiyonları olmak üzere Mα kesirli

maksimal operatörünün LΦ(Rn) uzayından LΨ(Rn) uzayına sınırlı olması için gerek ve yeter

koşul ∫ 1

0

Ψ(t)

t1+n/(n−α)
dt <∞ ve Φ fonksiyonunun Ψn/α fonksiyonunu domine etmesidir. (3.9)

Burada, Ψn/α (3.7) ile tanımlanan Young fonksiyonudur [5].

Teorem 3.2., Teorem 3.6. ve Teorem 3.7. kıyaslanırsa aşağıdaki önermelerin doğruluğu görülür.

Sonuç 3.8. 0 < α < n ve Φ,Ψ ∈ Y olsun. Bu durumda

1) (3.8) koşulunun sağlanması için gerek ve yeter koşul (3.2) koşulunun sağlanmasıdır.

2) İlave olarak eğer Φ ∈ ∇2 oluyorsa, (3.9) koşulunun sağlanması için gerek ve yeter koşul (3.2)

koşulunun sağlanmasıdır.

önermeleri doğrudur [18].
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4. GENELLEŞTİRİLMİŞ ORLICZ-MORREY UZAYLARI

MΦ,ϕ(Rn) genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayları, 2014 yılında, Deringoz vd. [7] tarafından

Orlicz ve genelleştirilmiş Morrey uzaylarını birleştiren bir yapı olarak tanımlanmıştır. Hemen

dikkat edilmelidir ki literatürde birden fazla genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı tanımı vardır.

Bu uzaylar ilk olarak Nakai [40] tarafından 2004 yılında tanımlanmış, daha sonra Sawano vd.

[52] tarafından 2012 yılında farklı bir tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı tanımlanmıştır.

Bu bölümde Deringoz vd. [7] tarafından tanımlanan ve şimdilerde üçüncü tip genelleştirilmiş

Orlicz-Morrey uzayları olarak adlandırılan uzay üzerinde detaylı bir araştırma yapılacaktır. Diğer

uzayların tanımından farklı olarak üçüncü tip uzayın tanımı, modularlar tarafından üretilen koşul-

lardan bağımsız olarak sadece LΦ(Rn) uzayının normlu lineer bir uzay olması gerçeğine dayan-

maktadır. ŞimdiMΦ,ϕ(Rn) üçüncü tip genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayının tanımı verilerek

bu uzayların yapısı incelenecektir.

Tanım 4.1. ϕ(r), (0,∞) üzerinde tanımlı pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve Φ bir Young

fonksiyonu olsun.MΦ,ϕ(Rn) ile göstereceğimiz genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı

‖f‖MΦ,ϕ = sup
x∈Rn,r>0

ϕ(r)−1Φ−1
(
|B(x, r)|−1

)
‖f‖LΦ(B(x,r)) <∞

şartını sağlayan f ∈ LΦ
loc(Rn) fonksiyonlarının sınıfıdır [7].

Lemma 4.2. ϕ(r), (0,∞) üzerinde tanımlı pozitif ölçülebilir bir fonksiyon ve Φ bir Young

fonksiyonu olsun.

(i) Eğer belli bir t > 0 için

sup
t<r<∞

ϕ(r)−1Φ−1(r−n) =∞ (4.1)

iseMΦ,ϕ(Rn) = Θ olur [9].

(ii) Eğer belli bir τ > 0 için

sup
0<r<τ

ϕ(r)−1 =∞ (4.2)

iseMΦ,ϕ(Rn) = Θ olur [9].
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İspat (i) (4.1) sağlansın ve f özdeş olarak 0 olmasın. Bu durumda

sup
x∈Rn
‖f‖LΦ(B(x,t)) > 0

olur. Böylece

‖f‖MΦ,ϕ ≥ sup
x∈Rn

sup
t<r<∞

ϕ(r)−1Φ−1(|B(x, r)|−1) ‖f‖LΦ(B(x,r))

≥ sup
x∈Rn
‖f‖LΦ(B(x,t)) sup

t<r<∞
ϕ(r)−1Φ−1(r−n)

ve dolayısyla ‖f‖MΦ,ϕ =∞ olur.

(ii) Şimdi f ∈MΦ,ϕ(Rn) olsun ve (4.2) sağlansın. O zaman iki olası durum söz konusudur:

1. Durum: Her t > 0 için sup0<r<t ϕ(r)−1 =∞.

2. Durum: Belli bir s ∈ (0, τ) için sup0<r<s ϕ(r)−1 <∞.

İlk olarak 1. Durum incelenecektir. Teorem 2.66.’dan hemen her x ∈ Rn için

lim inf
r→0+

‖fχB(x,r)‖LΦ

‖χB(x,r)‖LΦ

≥ |f(x)| (4.3)

olduğu bilinmektedir. Bu x noktalarının hepsi için f(x) = 0 olduğu iddia ediliyor. Aksi kabul

edilsin, yani x noktasının sabit ve |f(x)| > 0 olduğu kabul edilsin. Bu durumda Lemma 2.63.

ve (4.3) kullanılarak her 0 < r ≤ t0 için

Φ−1
(
|B(x, r)|−1

)
‖f‖LΦ(B(x,r)) ≥

|f(x)|
2

eşitsizliği gerçeklenecek biçimde bir t0 > 0 sayısının varlığı görülür. Sonuç olarak

‖f‖MΦ,ϕ ≥ sup
0<r<t0

ϕ(r)−1Φ−1
(
|B(x, r)|−1

)
‖f‖LΦ(B(x,r))

≥ |f(x)|
2

sup
0<r<t0

ϕ(r)−1

elde edilir. Bu ise ‖f‖MΦ,ϕ =∞ yani f /∈MΦ,ϕ(Rn) olur ki bu da bir çelişkidir.
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Dikkat edilmeli ki 2. Durum sups<r<τ ϕ(r)−1 =∞ olmasını gerektirir. Böylece

sup
s<r<∞

ϕ(r)−1Φ−1(|B(x, r)|−1) ≥ sup
s<r<τ

ϕ(r)−1Φ−1(|B(x, r)|−1)

≥ Φ−1(|B(x, τ)|−1) sup
s<r<τ

ϕ(r)−1 =∞

olur ki bu da zaten 1. Durumdur.

Uyarı 4.3. Eğer belli bir t > 0 için

sup
0<r≤t

Φ−1(r−n)rn

ϕ(r)
=∞

oluyor iseMΦ,ϕ(Rn) = Θ olur. Gerçekten, Uyarı 2.49.’dan

Φ−1(r−n)rn ≤ Φ−1(t−n)tn <∞

olur ve dolayısıyla

sup
0<r<t

ϕ(r)−1 =∞

olur ki bu da ispatı tamamlar [10].

Tanım 4.4. Eğer

ϕ(r) ≤ Cϕ(s), (ϕ(r) ≥ Cϕ(s), ) r ≤ s

doğru olacak şekilde C > 0 sabiti varsa ϕ : (0,∞) → (0,∞) fonksiyonuna neredeyse artandır

(neredeyse azalandır) denir.

Φ bir Young fonksiyonu olmak üzere, GΦ ile t ∈ (0,∞) 7→ ϕ(t)
Φ−1(t−n)

fonksiyonu neredeyse artan

ve t ∈ (0,∞) 7→ ϕ(t)
Φ−1(t−n)tn

fonksiyonu neredeyse azalan olacak şekildeki tüm ϕ : (0,∞) →

(0,∞) fonksiyonlarının kümesi gösterilecektir [10].

Uyarı 4.5. Eğer
1

2
≤ r

s
≤ 2⇒ 1

C
≤ ϕ(r)

ϕ(s)
≤ C

olacak şekilde bir C > 0 sabiti varsa ϕ : (0,∞)→ (0,∞) fonksiyonu doubling koşulunu sağlar

denir. Dikkat edilmelidir ki ϕ ∈ GΦ olması ϕ fonksiyonunun doubling koşulunu sağlamasını

gerektirir [10].
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Uyarı 4.6. Nakai [39, s. 446] tarafından yapılan gözleme benzer olarak (bkz. Önerme 2.15.),

Lemma 4.2. ve Uyarı 4.3. baz alınarakMΦ,ϕ(Rn) uzayının tanımında ϕ ∈ GΦ olduğu varsayı-

labilir. Daha açık olarak aşağıdakiler doğrudur:

(i) Lemma 4.2. dolayısıyla her r > 0 için inf
r≤t<∞

ϕ(t)

Φ−1(t−n)
> 0 olduğu kabul edilebilir.

ψ(r) = Φ−1(r−n) inf
r≤t<∞

ϕ(t)

Φ−1(t−n)
, r > 0

olmak üzere r ∈ (0,∞) 7→ ψ(r)
Φ−1(r−n)

ile tanımlı fonksiyon artandır ve normların denkliğinden

MΦ,ϕ(Rn) = MΦ,ψ(Rn) olur. Gerçekten, ψ fonksiyonunun tanımından ψ(r) ≤ ϕ(r) olduğu

açıktır. BöyleceMΦ,ψ(Rn) ⊂MΦ,ϕ(Rn) ve ‖f‖MΦ,ϕ ≤ ‖f‖MΦ,ψ olur. Diğer yandan

sup
r>0

ψ(r)−1Φ−1(r−n)‖f‖LΦ(B(x,r)) = sup
r>0

1

infr≤t<∞
ϕ(t)

Φ−1(t−n)

‖f‖LΦ(B(x,r))

= sup
r>0

(
sup

r≤t<∞

Φ−1(t−n)

ϕ(t)

)
‖f‖LΦ(B(x,r))

≤ sup
t>0

ϕ(t)−1Φ−1(t−n)‖f‖LΦ(B(x,t))

eşitsizliği gerçeklenir. DolayısıylaMΦ,ϕ(Rn) ⊂MΦ,ψ(Rn) ve ‖f‖MΦ,ψ ≤ ‖f‖MΦ,ϕ olur [10].

(ii) Uyarı 4.3. dolayısıyla her r > 0 için inf
0<t≤r

ϕ(t)

Φ−1(t−n)tn
> 0 olduğu kabul edilebilir. ψ(r)

sup
t∈(0,r]

Φ−1(t−n)tn

ϕ(t)
=

Φ−1(r−n)rn

ψ(r)

eşitliği ile tanımlansın.Her r > 0 için ψ(r) ≤ ϕ(r) eşitsizliğinin sağlandığını görmek kolaydır.

DolayısıylaMΦ,ψ(Rn) ⊂MΦ,ϕ(Rn) ve ‖f‖MΦ,ϕ ≤ ‖f‖MΦ,ψ olur.Tersine, şimdi f ∈MΦ,ϕ(Rn)

olsun. r ∈ (0,∞) olmak üzere,

Φ−1(r−n)rn

ψ(r)
≤ 2

Φ−1(t−n)tn

ϕ(t)

olacak şekilde t ∈ (0, r] sayısı ve N . r−ntn olmak üzere B(x, r) yuvarının {B(xj, t)}Nj=1

örtüsü seçilsin. j0,

‖f‖LΦ(B(x,r)) ≤ N‖f‖LΦ(B(xj0 ,t))

= N max
j=1,2...,N

‖f‖LΦ(B(xj ,t))

. t−nrn‖f‖LΦ(B(xj0 ,r))
.
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olacak biçimde bir indis olsun. Böylece

Φ−1(r−n)

ψ(r)
‖f‖LΦ(B(x,r)) .

rnΦ−1(r−n)

ψ(r)tn
‖f‖LΦ(B(xj0 ,t))

≤ 2
Φ−1(t−n)

ϕ(t)
‖f‖LΦ(B(xj0 ,t))

≤ 2‖f‖MΦ,ϕ ,

eşitsizlikleri gerçeklenir. Bu ise f ∈ MΦ,ϕ(Rn) ve ‖f‖MΦ,ψ . ‖f‖MΦ,ϕ olmasını gerektirir.

Sonuç olarakMΦ,ψ(Rn) ↪→MΦ,ϕ(Rn) gömmesi vardır [10].

Aşağıdaki lemma GΦ sınıfının kullanışlılığına ait bir örnektir:

Lemma 4.7. B0 := B(x0, r0) olsun. Eğer ϕ ∈ GΦ fonksiyonu neredeyse azalan ise

1

ϕ(r0)
≤ ‖χB0‖MΦ,ϕ ≤ C

ϕ(r0)

olacak biçimde bir C > 0 sabiti vardır [8].

İspat B = B(x, r) keyfi bir yuvarı belirtmek üzere,MΦ,ϕ(Rn) uzayının tanımından ve Lemma

2.63.’den

‖χB0‖MΦ,ϕ = sup
x∈Rn,r>0

ϕ(r)−1Φ−1(|B|−1)
1

Φ−1(|B ∩B0|−1)

≥ ϕ(r0)−1Φ−1(|B0|−1)
1

Φ−1(|B0 ∩B0|−1)
=

1

ϕ(r0)

olduğu görülür.

Eğer r ≤ r0 alınır ise ϕ(r0) ≤ Cϕ(r) olur ve

ϕ(r)−1Φ−1(|B|−1)‖χB0‖LΦ(B) ≤
1

ϕ(r)
≤ C

ϕ(r0)

eşitsizlikleri sağlanır.

Diğer yandan eğer r ≥ r0 ise ϕ(r0)
Φ−1(|B0|−1)

≤ C ϕ(r)
Φ−1(|B|−1)

olur ve

ϕ(r)−1Φ−1(|B|−1)‖χB0‖LΦ(B) ≤
C

ϕ(r0)
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eşitsizlikleri sağlanır. Bu da ispatı tamamlar.

Ayrıca WMΦ,ϕ(Rn) ile gösterilecek olan zayıf genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzayı

‖f‖WMΦ,ϕ = sup
x∈Rn,r>0

ϕ(r)−1Φ−1
(
|B(x, r)|−1

)
‖f‖WLΦ(B(x,r)) <∞

olacak şekildeki bütün f ∈WLΦ
loc(Rn) fonksiyonlarının sınıfıdır [7].

Bu tanımlara göre eğer Φ(r) = rp, 1 ≤ p <∞ seçilirseMp,ϕ genelleştirilmiş Morrey uzayı ve

WMp,ϕ zayıf genelleştirilmiş Morrey uzayı; Φ(r) = rp, 1 ≤ p <∞ ve ϕ(r) = r
λ−n
p , 0 ≤ λ ≤n

seçilirseMp,λ(Rn) Morrey uzayı ve WMp,λ(Rn) zayıf Morrey uzayı; ϕ(r) = Φ−1 (|B(x, r)|−1)

seçilirse LΦ(Rn) Orlicz uzayı ve WLΦ(Rn) zayıf Orlicz uzayı elde edilir [7].
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5. KESİRLİ MAKSİMAL OPERATÖRÜN GENELLEŞTİRİLMİŞ

ORLICZ-MORREY UZAYLARINDAKİ SINIRLILIĞI

5.1. Spanne-Tipli Sonuç

Bu bölümde kesirli maksimal operatörün genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzaylarındaki Spanne-

tipli sınırlılığı için bir karakterizasyon verilecektir.

Lemma 5.1. 0 < α < n ve Φ,Ψ ∈ Y olsun ve (3.2) koşulu sağlansın. Bu durumda her f ∈

LΦ
loc(Rn) ve B = B(x, r) için

‖Mαf‖WLΨ(B) ≤ C‖f‖LΦ(2B) +
C

Ψ−1
(
r−n
) sup
r<t<∞

‖f‖LΦ(B(x,2t)) Φ−1
(
t−n
)
tα (5.1)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir C sabiti vardır. Eğer Φ ∈ ∇2 ise

‖Mαf‖LΨ(B) ≤ C‖f‖LΦ(2B) +
C

Ψ−1
(
r−n
) sup
r<t<∞

‖f‖LΦ(B(x,2t)) Φ−1
(
t−n
)
tα (5.2)

eşitsizliği de gerçeklenir [16].

İspat f fonksiyonunun

f = f1 + f2, f1 = fχ2B, f2 = f − f1

gösterimi göz önüne alınsın. Bu durumda

‖Mαf‖WLΨ(B) . ‖Mαf1‖WLΨ(B) + ‖Mαf2‖WLΨ(B)

olur. Mα operatörünün LΦ(Rn) uzayından WLΨ(Rn) uzayına sınırlılığından (bkz. Teorem 3.2.)

‖Mαf1‖WLΨ(B) ≤ ‖Mαf1‖WLΨ(Rn) ≤ C‖f1‖LΦ(Rn) = C‖f‖LΦ(2B) (5.3)

elde edilir. Burada C > 0, f fonksiyonundan bağımsız bir sabittir.
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y ∈ B ve r < t ise B(y, t) ⊂ B(x, 2t) olduğu Teorem 3.2.’nin ispatından bilinmektedir.

Lemma 2.65. kullanılarak y ∈ B için

Mαf2(y) = sup
t>0

1

|B(y, t)|1−αn

∫
B(y,t)\(B(x,2r))

|f(z)|dz

≤ sup
t>r

1

|B(x, t)|1−αn

∫
B(x,2t)

|f(z)|dz

. sup
r<t<∞

tα Φ−1(t−n) ‖f‖LΦ(B(x,2t))

elde edilir. Sonuç olarak Lemma 2.63. yardımıyla

‖Mαf2‖WLΨ(B) .
1

Ψ−1
(
r−n
) sup
r<t<∞

tα Φ−1(t−n) ‖f‖LΦ(B(x,2t)) (5.4)

eşitsizliğinin gerçeklendiği görülür. Böylece (5.1) eşitsizliğinin doğruluğu (5.3) ve (5.4)’den

elde edilir.

Eğer Φ ∈ ∇2 ise (5.3) yerine güçlü tipli sınırlılık kullanılarak benzer şekilde (5.2) eşitsizliği-

nin doğruluğu gösterilir.

Teorem 5.2. (Spanne-Tipli Sonuç) 0 < α < n, Φ,Ψ ∈ Y , ϕ1 ∈ GΦ ve ϕ2 ∈ GΨ olsun.

1. (3.2) ve

ϕ1(r)

Φ−1
(
r−n
) ≤ C

ϕ2

(
r
)

Ψ−1
(
r−n
) (5.5)

koşulları sağlansın. Bu durumda, C > 0 sabiti r den bağımsız olmak üzere

sup
r<t<∞

ϕ1(t)tα ≤ C ϕ2(r) (5.6)

koşulu Mα operatörününMΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlı olması için

yeterlidir. İlave olarak eğer Φ ∈ ∇2 ise (5.6) koşulu Mα operatörünün MΦ,ϕ1(Rn)

uzayındanMΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlı olması için yeterlidir [16].

2. ϕ1 fonksiyonu neredeyse azalan olsun. Bu durumda C > 0 sabiti r den bağımsız olmak

üzere

ϕ1(r)rα ≤ Cϕ2(r) (5.7)
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koşulu Mα operatörünün MΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΨ,ϕ2(Rn) uzayına ve dolayısıyla

MΦ,ϕ1(Rn) uzayındanMΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlı olması için gereklidir [17].

3. (3.2) ve (5.5) koşulları sağlansın. ϕ1 ve ϕ2 fonksiyonları neredeyse azalan olsun. Bu

durumda Mα operatörünün MΦ,ϕ1(Rn) uzayından WMΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlı olması

için gerek ve yeter koşul (5.7) dir. İlave olarak eğer Φ ∈ ∇2 ise (5.7) koşuluMα operatörü-

nün MΦ,ϕ1(Rn) uzayından MΨ,ϕ2(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir

[17].

İspat 1. (5.5), (5.1), (5.6) ve ϕ1 ve Φ−1 fonksiyonlarının doubling özelliklerinden

‖Mαf‖WMΨ,ϕ2 . sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(r)−1Ψ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,2r))

+ sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(r)−1 sup
r<t<∞

‖f‖LΦ(B(x,2t)) Φ−1
(
t−n
)
tα

. sup
x∈Rn,r>0

ϕ1(r)−1Φ−1
(
r−n
)
‖f‖LΦ(B(x,r))

+ sup
x∈Rn,r>0

ϕ2(r)−1 sup
r<t<∞

ϕ1(t)tα‖f‖MΦ,ϕ1

. ‖f‖MΦ,ϕ1

elde edilir. WLΨ(B) ve WMΨ,η(Rn) yerine sırasıyla LΨ(B) ve MΨ,η(Rn) alınırsa güçlü

sınırlılık da benzer şekilde kolaylıkla elde edilir.

2. (3.6) eşitsizliği göz önüne alınır ve Lemma 4.7. kullanılırsa

rα0 . Ψ−1(|B0|−1)‖MαχB0‖WLΨ(B0) . ϕ2(r)‖MαχB0‖WMΨ,ϕ2

. ϕ2(r)‖χB0‖MΦ,ϕ1 .
ϕ2(r)

ϕ1(r)

elde edilir.

3. ϕ2 fonksiyonu neredeyse azalan olduğundan (5.6) ve (5.7) denktir. Bu durumda teoremin

üçüncü iddiası teoremin birinci ve ikinci ifadelerinin bir sonucudur.

5.2. Adams-Tipli Sonuç

Bu bölümde kesirli maksimal operatörün genelleştirilmiş Orlicz-Morrey uzaylarındaki Adams-

tipli sınırlılığı için bir karakterizasyon verilecektir.

33



Aşağıdaki teorem bu bölümde verilecek temel sonuç için kilit bir rol oynamaktadır ve Deringoz

vd. tarafından [7, Teorem 4.6] ispatlanmıştır.

Teorem 5.3.

1. ϕ ∈ GΦ fonksiyonu neredeyse azalan olsun.Bu durumdaM maksimal operatörüMΦ,ϕ(Rn)

uzayından WMΦ,ϕ(Rn) uzayına sınırlıdır.

2. Eğer Φ ∈ ∇2 ve ϕ ∈ GΦ fonksiyonu neredeyse azalan ise M operatörü MΦ,ϕ(Rn)

uzayında sınırlıdır.

Temel teoremin ispatı için aşağıdaki Hedberg-tipli eşitsizlik kilit bir rol oynamaktadır (Bkz.

Uyarı 2.20.).

Lemma 5.4. Φ ∈ Y olmak üzere ϕ ∈ GΦ fonksiyonu neredeyse azalan olsun ve

tα . ϕ(t)β−1 (5.8)

koşulu sağlansın. Bu durumda her f ∈MΦ,ϕ(Rn) ve her x ∈ Rn için

Mαf(x) ≤ C(Mf(x))β ‖f‖1−β
MΦ,ϕ (5.9)

eşitsizliğinin sağlandığı pozitif bir C sabiti vardır [9].

İspat Keyfi bir B = B(x, r) yuvarı için f fonksiyonunun

f = f1 + f2, f1 = fχB, f2 = f − f1

gösterimi göz önüne alınsın. O zaman

Mαf(x) ≤Mαf1(x) +Mαf2(x)

olur.
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Lemma 2.65. kullanılarak

Mαf2(x) = sup
t>0

tα

|B(x, t)|

∫
B(x,t)\(B(x,r))

|f(z)|dz

≤ sup
t>r

tα

|B(x, t)|

∫
B(x,t)

|f(z)|dz

. sup
t>r

tα Φ−1(|B(x, t)|−1) ‖f‖LΦ(B(x,t))

. ‖f‖MΦ,ϕ sup
t>r

tα ϕ(t).

elde edilir. Sonuç olarak (3.3) yardımıyla

Mαf(x) . rαMf(x) + ‖f‖MΦ,ϕ sup
t>r

tα ϕ(t)

olur.

(5.8) koşulu ve Sawano vd. [51, s. 6492] tarafından verilen teknik göz önüne alınırsa

Mαf(x) . min{ϕ(r)β−1Mf(x), ϕ(r)β‖f‖MΦ,ϕ}

. sup
s>0

min{sβ−1Mf(x), sβ‖f‖MΦ,ϕ}

= (Mf(x))β ‖f‖1−β
MΦ,ϕ ,

sonucuna varılır ki bu da (5.9) eşitsizliğidir.

Teorem 5.5. Φ ∈ Y , ϕ ∈ GΦ fonksiyonu neredeyse azalan ve β ∈ (0, 1) olmak üzere η(t) ≡

ϕ(t)β ve Ψ(t) ≡ Φ(t1/β) olsun.Bu durumda (5.8) koşuluMα operatörününMΦ,ϕ(Rn) uzayından

WMΨ,η(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve yeterlidir.İlave olarak eğer Φ ∈ ∇2 ise (5.8)

koşulu Mα operatörününMΦ,ϕ(Rn) uzayındanMΨ,η(Rn) uzayına sınırlı olması için gerekli ve

yeterlidir [9].

İspat (5.9) eşitsizliği ve Lemma 2.67. kullanılarak her B yuvarı için

‖Mαf‖WLΨ(B) . ‖(Mf)β‖WLΨ(B) ‖f‖1−β
MΦ,ϕ = ‖Mf‖β

WLΦ(B)
‖f‖1−β

MΦ,ϕ

elde edilir. Sonuç olarak Teorem 5.3.’den

η(r)−1Ψ−1(|B|−1)‖Mαf‖WLΨ(B) . η(r)−1Ψ−1(|B|−1)‖Mf‖β
WLΦ(B)

‖f‖1−β
MΦ,ϕ

=
(
ϕ(r)−1Φ−1(|B|−1)‖Mf‖WLΦ(B)

)β ‖f‖1−β
MΦ,ϕ . ‖f‖MΦ,ϕ
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olur. Bütün B yuvarları üzerinden supremum alınırsa istenilen sonuç elde edilir. Eğer Φ ∈ ∇2

ise bu durumda güçlü sınırlılık da doğrudur.

Gereklilik Teorem 5.2. (ii)’ye benzer biçimde ispatlanır.
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Kişisel Bilgiler
Adı Soyadı Kendal DORAK
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