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ONSOZ

Bu yiiksek lisans tezinde, 4-boyutlu Oklid uzayinda hodograf egrileri ile Pisagor-Hodograf (PH)
egrileri ve uygulamalari iizerine calisilmistir. Bu tez ¢alismasi Kirsehir Ahi Evran Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisiit Matematik Boliimii biinyesinde gerceklestirilmistir.
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gerektigini kendisinden 6grendigim her zaman bana 6rnek olan ve beni yonlendiren saygideger
damgmanim Dr. Ogr. Uyesi Biilent ALTUNKAYA’ ya biiyiik bir ictenlik ile tesekkiir ederim.
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meyen aileme de tesekkiirlerimi bir bor¢ bilirim.
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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Simgeler Aciklama

R : Reel sayilar kiimesi

N : Dogal sayilar kiimesi

NO :NU {O}

R[t] : Reel katsay1li polinomlar kiimesi

E™ : n-boyutlu Oklid uzay1

(,) : E™ de i¢ ¢arpim

[l : E" de norm

A : E* de vektorel carpim

~ : E™ de egri

Ck : k. mertebeden diferansiyellenebilen egri
C> : Her mertebeden diferansiyellenebilen egrilerin siniflar
T : E* de bir egrinin teget vektor alani

N : E* de bir egrinin asli normal vektor alani

B, : [E* de bir egrinin birinci binormal vektor alani
B : E* de bir egrinin ikinci binormal vektor alani
K : E* de bir egrinin birinci egriligi

T : E* de bir egrinin ikinci egriligi

o : E* de bir egrinin iiciincii egriligi

\Y : Gradient operatorii

A : E* de hiperyiizey

S3 : E* de birim kiire

: E* de tor yiizeyi

: E* de polinom egrisi

: E* de a polinom egrisinin dénme altindaki goriintii egrisi
: « egrisinin hodografi

: v egrisinin hodograf polinomu

: a polinom helis egrisinin izdiisiim egrisi

: 3 egrisinin donme altindaki goriintii egrisi

~

D@ N Q0 &9 N

: E3 de egri

Kisaltmalar Aciklama
PH : Pisagor-Hodograf Egrisi
RPH : Rasyonel Pisagor-Hodograf Egrisi
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA PiSAGOR-HODOGRAF EGRILERI
VE UYGULAMALARI

Betiil CELIK

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Billent ALTUNKAYA

Bu yiiksek lisans tezinde, 4-boyutlu Oklid uzayinda Pisagor-Hodograf egrileri ve uygulamalar
incelenmistir. Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.
Ikinci boliimde, tez icin gerekli temel kavramlar verilmistir. Uciincii boliimde, 4-boyutlu Oklid
uzayinda egrilerin hodograflar1 incelenmistir. Dordiincii boliimde, 4-boyutlu Oklid uzayinda
Pisagor-Hodograf egrisinin tanimi verilip 0zelikleri incelenmis, Pisagor-Hodograf egrileri ile

helis egrileri arasindaki iligki verilmigtir. Son boliim tartisma ve sonu¢ kismina ayrilmustir.
Nisan 2019, 42 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Polinom Egrisi, Helis Egrisi, Hodograf, Pisagor-Hodograf Egrisi, Rasyo-
nel Pisagor-Hodograf Egrisi.
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ABSTRACT

MSc THESIS

PYTHAGOREAN-HODOGRAPH CURVES IN 4-DIMENSIONAL
EUCLIDEAN SPACE AND ITS APPLICATIONS

Betiil CELIK

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Asst. Prof. Biilent ALTUNKAYA

In this thesis, Pythagorean-Hodograph curves and their applications in 4-dimensional Euclidean
space were examined. This thesis consists of five sections. The first section is reserved for the
introduction. In the second section, the basic concepts for the thesis are given. In the third
section, hodograph curves in 4-dimensional Euclidean space were investigated. In the fourth
section, the definition of Pythagorean-Hodograph curve in 4-dimensional Euclidean space is
given and some properties of these curves are examined, in addition, the relationship between
helices and Pythagorean-Hodograph curves is given. The last section is devoted to results and

discussion.
April 2019, 42 Pages.

Keywords: Polynomial Curve, Helix Curve, Hodograph, Pythagorean-Hodograph Curve, Rati-
onal Pythagorean-Hodograph Curve.



1. GIRIS

Polinom egrileri geometri alaninda oldukga calisilan konulardandir. Bu egriler bilgisayar, robo-
tik, dizayn, navigasyon gibi bir¢ok alanda da siklikla kullanilmaktadir. Hodograf kavrami ilk
olarak kuaterniyonlari da bilim diinyasina kazandiran W.R. Hamilton tarafindan tanimlanmistir
[7]. Farouki ve Sakkalis, Kubota’nin polinomlar i¢in Pisagor kosulunu verdigi ¢alismasindan
faydalanarak 2-boyutlu Oklid uzayinda Pisagor-Hodograf (PH) egrilerinin tanimini yapmislar
ve diizlemsel PH egrileri i¢in karakterizasyon vermiglerdir [2, 9]. Daha sonra Farouki ve Sakkalis,
3-boyutlu Oklid uzayinda da PH egrileri igin karakterizasyonlar vermislerdir [3]. Ayrica, Farouki
PH egrilerinin helis egrileri ile olan iligkisini vermistir [4]. Daha sonra Larson rasyonel polinom
egrileri iizerine ¢alismistir [11]. Bunlara ek olarak, Altunkaya ve Kula n-boyutlu Oklid uzayinda
polinom helisleri incelemis, polinom egrilerinden helis ve polinom helislerden rasyonel helis

olusturmak i¢in bir yontem vermiglerdir [1].

Bu tezde yukaridaki calismalardan yararlanilarak 4-boyutlu Oklid uzayinda egrilerin hodograf-
lar1, Pisagor-Hodograf (PH) egrileri ve Rasyonel Pisagor-Hodograf (RPH) egrileri calisildi.

Ayrica 4-boyutlu Oklid uzayinda helis egrileri ve PH egrileri arasindaki iliski incelendi.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, calismada kullanilacak temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

Tanim 2.1. V, bos kiimeden farkli bir kiime ve K bir cisim olsun. Asagida verilen dnermeler

dogru ise V' kiimesi K cismi iistiinde bir vektor uzayidir, denir.

1) V kiimesinde toplama islemi + ile tanimlanmigtir ve (V, 4) degismeli gruptur.
2) KxV — K, (a,v) — av bigiminde tanimlanan fonksiyon, skalerle ¢arpma iglemidir ve
asagidaki onermeleri dogrular.
i) VaeK, Vv, vy € Vigin, a(vy + vo) = avy + avs.
ii) Va,b e K,Vvy € Vigin, (a + b)vy = avy + bv;.
iii) Va,b e K,V vy € Vigin, (ab)vy = a(bvy).
iv) K nin carpmaya gore birim elemant 1 olsun. Bu durumda, V v; € V icin 1v; = vy.

K = R ise bu vektor uzayina reel vektor uzayr denir. V' nin elemanlarina vektoér, R nin

elemanlarina skalar denir [15].

Tammm 2.2. V, K cismi iistiinde bir vektor uzay1 olmak iizere agagidaki 6nermeleri dogrulayan,

) VWi eV, vi£0 = (vi,v1) >0
ii) Yvi,ve € V, (vy,va) = (va,vq)
iii) Yvi,va,v3 € V,(v1 + va,V3) = (v1,V3) + (Va,V3)
iv) Ya € K,¥vq, vy € V, {avy, Vo) = a (vy, va)
f:VxV =K, (v1,va) — (vi,vs) fonksiyonuna V iistiinde bir i¢ carpim denir. V' vektor
uzayi iistiinde bir i¢ carpim varsa, vektor uzayina i¢ ¢carpim uzayi denir [15].
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Tanim 2.3. R reel sayilar cismi olmak iizere,
R™ = {(x1, 29, .., xp) |z R, i =1,2,...,n}
esitligi ile tamimli R™ kiimesinde toplama iglemi,
(@1, T2, ooy Tn) + (Y1, Y20 s Yn) = (1 + Y1, T2 + Y2, s Y + )
esitligiyle tanimlanir. A € R icin skalarla carpma iglemi,
M1, Ty ooy ) = (A1, ATo, o0y ATy,)

esitligiyle tanimlanir. Bu islemlere gore R" kiimesi R cismi iistiinde bir vektor uzay1 olur.

(1, T2y oy )y (Y1, Y2y vy Yn) € R™ igin,

<l’, y) — Z TilYi
i=1

esitligiyle tanimlanan,

():R"xR" = R,

(z,y) = (z,y)

fonksiyonu bir i¢ carpimdir. Bu fonksiyona R" iizerinde standart i¢ ¢arpim veya OKlid i¢

carpimi denir. R”, Oklid i¢ carpim fonksiyonu ile birlikte bir i¢ carpim uzayidir.

R" —» R,

v = |zll= vz, )

biciminde tanimlanan fonksiyon R" iizerinde bir normdur. Buna gére R" vektor uzay1, normlu

vektor uzayidir.



d:R"xR" - R

esitligiyle tanimlanan fonksiyon R" uzayinda bir metriktir. Buna gore R" bir metrik uzaydir.

Bu metrik ile birlikte R™ uzaymna Oklid uzay1 denir ve E ile gosterilir [16].

Teorem 2.1. z,y sifirdan farkli ve z,y € R" i¢in,

():R"xR" > R

(z,y) = (z,y) = |[z[llly]| cos

seklinde tanimlanan fonksiyon bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur. Burada 6, z ile y arasindaki agidir

[16].

Tanmm 24. x; : E* — R, x;(y1, 92, ...,yn) = y; fonksiyonuna, E™ uzayinda j inci dik
koordinat fonksiyonu denir. Koordinat fonksiyonlarinin olusturdugu (xi,Xs, ..., X,) sirali n

lisine, E" iistiinde dik koordinat sistemi (Oklidyen koordinat sistemi) denir [16].

(X1,X2,X3,X4) € E* iistiinde dik koordinat sistemi olsun. Sirastyla x;Xo, XoX3, X3X1, X1X4, XoX4,

X3X4 diizlemlerine gore 6 acilik donme matrisleri

cosf sinf 00 1 0 0 0] [ cos0 0 —sinf 0]
—siné cosf 00 0 cosf sinf 0 01 0 O
0 0 10/ 0 —sinfcos 0| sinf 0 cosf 0]
| 0 0 01] 0 0 0 1] | 0 0 0 1]
[ cosf 00 sind | (1 0 0 0 | (10 0 0 ]
0 10 0 0 cosf 0 —sinf 01 0 0
0 010 | foo0o 1 0 | |00cosh—sind
| —sinf 0 0 cosf | | 0 sinf 0 cos@ | |00 sin@ cost |




dir [8].

Tanim 2.5. [ : E" — Rsiirekli bir fonksiyon olsun. f fonksiyonunun E™ nin her bir noktasin-
da k. basamaktan kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C*

siifindandir, denir [16].

Tanmm 2.6. [, R nin bir acik aralig1 olmak iizere,

vl —E"
t—= () = (), 72(t),. ()

bi¢iminde diizgiin (C'*° sinifindan) bir + doniisiimiine, E” uzayinda bir egri denir [16].

Tamm 2.7. [E™de M egrisi (I, v) koordinat komgulugu ile verilsin. 7 : I — E" fonksiyonunun

Oklid koordinat fonksiyonlar1 7, ¥z, ..., 7, olmak iizere v(t) € M ve

dy(t) _ () = (dvét(t)’ dv;ft),---, dv;ﬁ(ﬂ)

dir. (y(¢),7'(t)) € Tgn(t) tanjant vektoriine, M egrisinin ¢ € I parametre degerine karsilik

gelen () noktasinda, (1, ) koordinat komsuluguna goére hiz vektorii denir [5].

Tanimm 2.8. ~: [ — E" egrisi verilsin.

VIl T = R

t= 1Y@ =1 ®l

seklinde tanimli ||+/|| fonksiyonuna, v egrisinin skalar hiz fonksiyonu ve ||7/(¢)]|| reel sayisina

da -y nin () noktasindaki skalar hizt denir [5].



Tanim 2.9. ~: [ — E" egrisi verilsin. Eger Vs € [ icin,

‘ ’ dr(s)
ds

-

ise v egrisi birim hizli egridir denir ve s parametresine yay parametresi ad1 verilir [5].

Tanmm 2.10. ~ : [ — E" egrisi verilsin. a,b € [ olmak iizere, a dan b ye ~y egrisinin yay

uzunlugu fonksiyonu
b
)= [ I/ (w)ld, wer

dir [16].

Tanmm 2.11. ~: I C R — E" egrisi verilsin. Her ¢ € I i¢in /' (¢) # 0 ise 7y egrisine regiiler
(diizenli) egri denir [5].

Tanmm 2.12. M C E” egrisi (/, ) koordinat komgulugu ile verilsin. Bu durumda,

Y ={y,7",...,7"} sistemi lineer bagimsiz ve Vv k > ricin v*) € Sp{s)} olmak iizere, ¢
den elde edilen {V7, V5, ..., V,.} ortonormal sistemine, M egrisinin Serret-Frenet r-ayakli alant
vem € M igin {Vi(m), Va(m), ..., V,.(m)} ye ise m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi

denir. Her bir V;, 1 <1 < r, ye Serret-Frenet vektorii ad1 verilir [5].

Bu ¢alismada E* de Serret-Frenet 4-ayakli alami {V;, V3, V3, V, } yerine {T, N, By, By} sembol-

leri kullanilacaktir.

Tanmm 2.13. M C E" egrisi (/, v) koordinat komsulugu ile verilsin. ¢ € [ i¢in 7(t) noktasin-
daki Serret-Frenet r-ayaklist {V;(t), Va(t), ..., V,.(t)} olsun. Buna gore,

ki I —> R 1<i<r,
£ k() = (V] (8), Via ()



seklinde tanmli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve ¢ € I igin k;(t) reel

sayisina da (t) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir [5].

Bu calismada E* de k1, ko, k3 egrilikleri yerine «, 7, o sembolleri kullanilacaktir.

Tanmm 2.14. M C E" egrisi (I,) koordinat komsulugu ile verilsin. v(¢) egrisinin teget

vektor alani sabit bir v vektorii ile sabit bir ag1 yapiyorsa, M ye helis denir [5].

Teorem 2.2. ~: I C R — [E3 egrisinin Serret-Frenet vektor alanlar1 T, N, B ve egrilikleri x

ve 7 olsun.

T = |¥|lN

N' = |Y|(=KT + 7B)

B = —||4/||7N 2.1)
dir [16].

Teorem 2.3. ~ > 0igin~y : I — E3 egrisi genel helistir ancak ve ancak T sabittir [10].
K

Ispat. = v egrisi genel helis olsun. (T, v) = ||T'||||v|| cos 6 olacak sekilde sabit bir v dogrul-
tusu ve 6 sabit agis1 vardir.

(T',v) =0

dir. (2.1) esitliginden
(N,v)y =0

elde edilir. Dolayisiyla N L v tir. Bu ifadeden v nun, 7" ile B nin gerdigi diizlemde oldugu
anlasilir.

v="Tcosf+ Bsinf

0="T cos + B sinf



0=kKNcos —TNsinb

TN sinf = kN cosf

T cosf
— = — = cot § = sabit
K sin 6

olacak sekilde bir 6 agis1 vardir. E* de bu durumun olma sart1 yoktur.

o o e. . T . T
< vy egrisi icin — = sabit olsun. — = cot ¢ olarak alinsin.
K K

T cos

K sin 8
T7sinf = Kkcosb

17[|7N sin@ = ||+ ||xN cos 6
olur. (2.1) esitligi kullanilarak

—B'sinf = T cosb
0="T cosh+ B sinb

v ="Tcosf + Bsinf

elde edilir. Bu ifadeden v in 7" ile B nin gerdigi diizlemde oldugu anlasilir. Dolayisiyla v L N

olur.

(N,v) = 0dirve (||7||kN,v) = 0 olur. Bu durumda (7', v) = sabit olur. Dolay1siyla y egrisi

bir helistir.

Tanim 2.12 ve Tamim 2.13 yardimiyla bir egrinin Serret-Frenet vektor alanlar1 ve egrilikleri,
Gramm-Schmidth yontemi kullanilarak hesaplanabilir. E* uzayinda bir egrinin Serret-Frenet
vektor alanlarii ve egriliklerini hesaplamak i¢in Magden farkli bir yontem kullanmigtir. Bunu

yapmak icin ilk 6nce E* de vektorel carpim olarak adlandirdig asagidaki tanimi vermistir [12].



Tanmm 2.15. a = (a;,as,a3,a4), b= (b, ba, b3, by), c = (cy,¢9,c3,¢4) € Et ve

€1, €eq, 63,4 € E* de ikiser ikiger dik vektorler olmak iizere,

€1 €2 €3 €4
a1 a2 a3 A4

b; by bs by

aAbAc=

C1 Co C3 C4

determinantina E* de vektorel carpim denir.

Daha sonra Magden bu tanimdan faydalanarak E* de herhangi bir regiiler egri i¢in asagidaki

teoremi vermistir [12].

Teorem 2.4. ~ : I — E* regiiler egrisi i¢in Serret-Frenet ve egrilik denklemleri,

/ /

N P =y
I 1Py = ")

131:: Mlggf\jjﬂ\pJ

TANAY"
1T AN A"

1322: M

_ I = A
(ol

_ T AN AN
o e OO

_ <WAIV)7132>
1T AN A1

o



dir. Burada p € {—1,1}, [T, N, By, By] matrisinin determinantin1 +1 yapan sayidir [12].

Tamm 2.16. E* de 3-boyutlu bir yiizey, E* deki bos olmayan bir A kiimesine denir. Oyle ki

bu A kiimesi,

A

{v €V CE*Y f:V — R,V bir agik alt kiime}

v— f(v)=c

Vp € Aigin V f|, # 0 olarak tanimlanir. Bu yiizeye hiperyiizey ad1 verilir [16].

Tanm 2.17. C € E* olmak iizere,

dU,C) = lU-Cf =r

esitligini saglayan U € [E* noktalarinin kiimesine C' merkezli, r € R yaricapl 3-boyutlu

hiperkiire denir ve S? ile gosterilir [6].

Tamm 2.18. S* = {U € E*| (U — C,U — C) = 1} bigiminde tanimlanan hiperkiireye E* de

birim kiire ad1 verilir [6].

Tamm 2.19. ~ : I — E* bir egri ve S* C E* de bir hiperkiire olsun. Eger v C S? ise v

egrisine I£* uzayinda kiiresel egri denir [6].

Tamm 2.20. [E* de tor yiizeyi,
{Z ={z,2,23, 24} 2+ 25 =1,22 + 22 = 1}

olarak ifade edilir [5].

10



Tanmm 2.21. v : [ — E* bir egri ve Z C E* de bir tor olsun. Eger v C Z ise 7 egrisine E* de

tor yiizeyi iizerinde yatan egri denir [5].

Tanmm 2.22. n € Ny ve a; € R olmak iizere 0 < i < n,

P(t) = ant™ + ap_1t" ' + ...+ art + ag, a, # 0

bi¢cimindeki ¢ degiskenine bagl fonksiyona, n. dereceden bir polinom denir.

ag # 0 ve 1 <1 < n olmak tizere a; = 0 ise bu polinoma sabit polinom adi verilir [11].

Tanmm 2.23. « : [a,b] — E™, a(t) = (a1(t), as(t), ..., a,(t)) egrisinin 1< ¢ < n igin oy(t)

degerleri birer polinom ise a(t) € R[t] egrisine n-boyutlu polinom egrisi denir [11].

Tanmm 2.24. o : [a,b] — E", a(t) = (a1(t), as(t), ..., a,(t)) egrisi igin,

olacak sekilde ebob(a;(t),b;(t)) = ¢;, ¢; € R kosulunu saglayan a;(t) ve b;(t), k. dereceden

polinomlar mevcut ise «(t) € RJ[t] egrisine n-boyutlu rasyonel polinom egrisi denir [11].

Tanmm 2.25.  «(t) = (o (t), aa(t), ..., an(t)) n-boyutlu polinom egrisi i¢in,

max = {der(a(t)), der(as(t)), ..., der(a,(t))}

degerine a polinom egrisinin derecesi denir [11].

Tanmm 2.26. «(t) = (ay(t), az(t), ..., an(t)) n-boyutlu polinom egrisinin hodografi o egrisi-

nin tiirevi olan o/ (t) = (o (), a4(t), ..., o/, (t)) vektor alanidir [2].

11



Tamm 2.27. «(t) polinom egrisi olsun. a,b € I ve v(t) bir polinom olmak iizere, «(t)

/bHO/(t)Hdt:/bu(t)dt, tel

egrisinin yay uzunlugu,

dir [2].
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3. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA HODOGRAF EGRILERI

Bu boliimde hodograf egrilerinin tarihsel gelisimi anlatilip, baz1 hodograf egrilerine ait karakte-

rizasyonlar ve 6rnekler verilecektir.

Hodograf kavramu ilk olarak 1847 yilinda, kuaterniyonlar: da bilim diinyasina kazandiran W.R.
Hamilton tarafindan tanimlanmistir [7]. Hamilton hodograf kavramini kullanarak gezegenlerin
giines etrafindaki yoriingelerinin eliptik oldugunu yeni bir yontemle gostermistir. Bu calismasin-
da Hamilton, bir parcacigin hiz-zaman fonksiyonunun grafigini, parcacigin hodografi olarak
almistir. Bunu yaparken hizi, hodograf tizerindeki bir noktanin konum vektorii olarak gostermis-

tir. Eger hiz fonksiyonu zamana bagli ise buradan yoriingeye, integral alinarak direkt gecilebilir.

Lemma 3.1. [E* de birim hizh tiim egrilerin hodografi kiiresel bir egridir.

Ispat. « : I — E* birim hizli bir egri ise ||/(s)||= 1 dir. Dolayisiyla Tanim 2.19 dan

7'(s) C S? tiir. Yani v egrisinin hodografi, S® iizerinde yatan kiiresel bir egridir.

Ornek 3.1. ~ : I — E* birim hizh bir egri olsun. 71,75, my,my € R ve r2m32 + ram? =

m2m3 (r? 4+ r3) # 0 olmak iizere,

—L sin(mys), —— cos(mys), — sin(mss), 2 cos(m23)>

(s) 1 <7’ r r
S) = —
! V43 N\ m ma .

egrisi icin,
dy(s)

=1, ||—|| =1
)l =1, 1552

oldugundan () ve hodografi olan

dy(s) 1 . .
i T (r1 cos(mys), ry sin(mys), r9 cos(mas), 1o sin(mss))

egrileri S? iizerinde yatan kiiresel egrilerdir [13].
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Ornek 3.2. +:1 — E*biregriolsun. a,b € R, 0 < a < bve a® + b* = 1 olmak iizere,
v(s) = (cos(as), sin(as), cos(bs), sin(bs))
i¢in,

71(8) + V5 (s) = cos*(as) + sin*(as) = 1

Y3(s) + i (s) = cos?(bs) + sin®(bs) = 1

oldugundan ~y(s) egrisi Z iizerinde yatar.

oldugundan y(s) egrisinin hodografi,

dy(s)
ds

= (—asin(as), a cos(as), —bsin(bs), b cos(bs))

S? iizerinde yatan kiiresel bir egridir [13].
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4. 4-BOYUTLU OKLID UZAYINDA PiSAGOR-HODOGRAF EGRILERI

Tanmm 4.1.  «(t) = (ay(t), as(t), ..., a,(t)) n-boyutlu polinom egrisinin hodografi o' (¢), v(t)

bir polinom olmak {iizere,
(1) 4+ () + ...+ ol (1) = v(t)?

esitligini saghyorsa « egrisine n-boyutlu Pisagor-Hodograf egrisi denir. Kisaca PH ile gosteri-

lir [2].

Tanmm 4.2. «(t) = (a1(t), as(t), az(t), ayu(t)) 4-boyutlu polinom egrisinin hodografi o/(¢),

v(t) bir polinom olmak iizere,
(1) + a(t) + a5(t)* + 0y (£)* = w(t)*

esitligini sagliyorsa « egrisine 4-boyutlu PH egrisi denir [2].

Teorem 4.1. «(t) = (ay(t), aa(t), as(t), as(t)) polinom egrisinin hodografi,
ebob( (1), o (t), as(t), oy (t)) = w(t) olmak iizere,

al(t) = [u2(t) + ()] w(t)

ah(t) = [V2(u(t)a(®) + v(t)p(t))] w(t

o (t) = [V2(u(t)q(t) — u(t)p(t))] w(t

aj(t) = [p*() + ¢*(1)] w(t) 4.1)

aralarinda asal u(t), v(t), p(t), ¢(t) polinomlar1 yardimiyla yazilabiliyorsa, o egrisi E* uzayinda

bir PH egrisidir.
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Ispat. « egrisi (4.1) esitligini saglasin. Bu durumda,

o/ ()] = [2(6) + (1)) w0 + [VE(u(t)a(t) + o(e)p(e)] w(e)
+ [ﬂ<v<t>q<t>—u )] we? + [0 + 0] wit)?
= [ (1) + 207 (0)02(0) + o (O (0) + [2u2(0)a2(0) + 4u()o(Dp(t)a(r)
F 22Ol + [22(0)¢2(0) ~ du(tyo()p()a(t) + 2020 ()
+ [0 (0) + 20%()a2(0) + g (] (1)
= w20t (0) + 04 (0) + 10+ 0 (0) + 202007 (0) + 202 (1) + 2021 (1)
+ 203 ()p*(t) + 20%()¢* (t) + 2p* ()" (1))

= w(t)? [u(s) + v*(t) + P2(1) + ()]
dir. Dolayisiyla

lo/ )] = v(t) = w(t) [u(s) +v*(t) + p*(t) + ¢*(¢)]

olacak sekilde bir () polinomu vardir. Tanim 4.2 den dolay1 « egrisi E* uzayinda bir PH

egrisidir.

.. 5 2 1 3 1 1 1 1
Ornek4.1. aft) = (Zt4 + §t3 + §t2, \/5(5255 + Zt4)’ \/5(5755 — Zt4)’ gtﬁ) polinom egrisi-
nin hodografi olan,

of (t) = (58° 4 262 + ¢, V/2(3t4 4+ 13), V2(t* — 7), 2t7)

egrisi

ult)=t+1, vt)=2t, pt)=1t* qt)=1t* wk)=t

olmak iizere Teorem 4.1 deki kosulu saglar. Dolayisiyla « bir PH egrisidir.
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Gerekli islemler yapilirsa,

o’ (D)]12 = (58° + 262 + )2 + (V231 + )2 + (V2(t' — 13))? + (2t7)?
= 2(2t" + 5% + 2t + 1)

= V(1)

bulunur. Dolayisiyla v(t) = 2t5 4 5¢3 + 2¢? + ¢ polinomu elde edilir.

« egrisinin egrilikleri,

2v/4 + 4t + 5¢2
R(t) =
v(t)?
) 21/36 + 48t + 80t2 + 192t3 + 384¢% + 512t° + 540t6 + 300¢7 + 1418
T =
t(4 + 4t + 5t2)v(t)?
n 12(2 + t)V4 + 4t + 512
g =
(36 + 48t + 80t2 4 192t3 + 384t* + 512¢° 4 540t5 + 300¢7 + 141¢8)

dir.

Teorem 4.2. «(t) = (ay(t), aa(t), as(t), as(t)) polinom egrisinin hodografi,
/
4

)
ebob (ol (t), o (t), a4 (t), oy (t)) = 1 olmak iizere,

() = u?(t) + v*(t)

ay(t) = V2(u(t)q(t) + o(t)p(1))

(1) = V2(u(t)q(t) — u(t)p(t))

ay(t) = p*(t) + (1) (4.2)

aralarinda asal u(t), v(t), p(t), ¢(t) polinomlar1 yardimiyla yazilabiliyorsa, o egrisi E* uzayinda

bir PH egrisidir.
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Ispat. « egrisi (4.2) esitligini saglasin. Bu durumda,

2

o/ ()P = [2(6) + (1)) + [VEQuD)a(t) + vp()] + [VE@(a(r) — u(t)p(r)
+ [P + 1)
= [w(t) + 203 ()0%(t) + o' (1)) + [2u3(£)g () + dult)o(B)p(t)q(t) + 20 (£)p ()]
+ [20°()g* (1) — du(t)o(t)p(t)q(t) + 2u>()p? (1)) + [p* () + 207 () (1) + ¢ ()]
= ut(t) + vt () + p*(t) + ¢ (t) + 2uP ()03 (t) + 2uP ()PP (1) + 2uP ()¢ (t)
+ 20 (OpP(1) + 20 (D) (1) + 252 (1)g (1)

= [u3(s) +v3()) + P2() + (1))

dir. Dolayistyla
lo/ @) = v() = [u?(s) +v*(t) + p*(t) + ¢*(¢)]

olacak sekilde bir () polinomu vardir. Tanim 4.2 den dolay1 « egrisi E* uzayinda bir PH

egrisidir.

e 5) 3 1 1 1 2
Ornek 4.2. «(t) = <§t3 + 2 +t, \/§(Zt4 + §t3), \/§(Zt4 — §t3), 5t5> polinom egrisinin

hodografi olan,
of (t) = (512 4 2t + 1, V2(3t% + 1), V2(t* — t?), 2t%)

egrisi,

u(t) =t+1, o) =2t, pt)=t* qt) =1

olmak iizere Teorem 4.2 deki kosulu saglar. Dolayisiyla a bir PH egrisidir.

Gerekli iglemler yapilirsa,

lo/ (O] = (58* + 2t +1)* + (V2(38* + 2))* + (V2(£* — #9))* + (2t*)°
= (2t + 5t + 2t + 1)

= V(t)
bulunur. Dolayisiyla v(t) = 2t* + 5t + 2t + 1 polinomu elde edilir.
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« egrisinin egrilikleri,

2tv/4 + 4t + 5t2
R(t) = 7
V(1)
0 21/36 + 48t + 80t2 + 192¢3 + 384t4 + 512t° + 54016 + 300¢7 + 141¢8
T =
(4 + 4t + 562)u(t)?

12(2 4+ t)V4 + 4t + 5¢2

olt) = (2+t)VA+4t+

36 + 48¢ + 80t2 + 192¢3 + 384t* + 512t5 + 540t6 + 3007 + 1418

dir.

Teorem 4.3. «(t) = (a1 (t), aa(t), as(t), au(t)) polinom egrisinin hodografi,
ebob (ol (t), o (t), o4 (t), oy (t)) = 1 olmak iizere,

i (t) = u?(t) +0*(t) — p*(t) — ¢*()

ay(t) = 2(u(t)q(t) + v(t)p(t))

a4 (t) = 2(v(t)q(t) — ult)p(t))

ay(t) = u’(s) +0*(t) + p*(t) + ¢*(t) (4.3)

aralarinda asal u(t), v(t), p(t), ¢(t) polinomlar1 yardimiyla yazilabiliyorsa, o egrisi E* uzayinda

bir PH egrisidir.

Ispat. o egrisi (4.3) esitligini saglasin. Bu durumda,

o/ B2 = [u3(s) +v2(t) — pA(1) — (D] + [2(u(t)a(t) + v(B)p(t))]
+ [200®)g(t) — ut)p®))] + [u3(s) + v*(t) + () + ()]
[ (1) + v (1) + p*(t) + <>+2u2<t>v2<t>—2u2<t>p2<t>
— 203(t) () — 203 () (1) — 202 (D)2 (1) + 2p*(H)g*(1)]
[ (1)g* (1) + Su(t)u()p(t)q(t) + 40> (H)p?(1)]
+ 402 ()gA (1) — Su(t)u(t)p(t)q(t) + 4u? ()P (1)
+ [ut (1) + v* (1) + (1) + ¢* (1) + 202 (D (1) + 263 (L)p* (1)

_I_

t
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+ 20 ()¢ (t) + 20°()p* (1) + 20 (8) ¢ (t) + 2p° () (¢)]
= 2[u(t) + v (t) + p'(t) + ¢ () + 26 ()0*(t) + 2u?(t)p*(t)
£ 2R + 23O + 202 () + 220 (1)

= 2[u3(s) + v*(t) + () + ¢*(1)]”

dir. Dolayisiyla
I/ ()] = v(t) = V2 [u*(s) +02(1) + P*() + ¢*(1)]

olacak sekilde bir v(t) polinomu vardir. Tanim 4.2 den dolay1 « egrisi E* uzayinda bir PH

egrisidir.

2., t i
(5+ 3t2), 12, =13, — + i

372 15

) t 2t
Ornek 4.3. «(t) = (— - v

N (5+ 3t2)> polinom egrisi-

nin hodografi,

,2t, 22,

—1+ 262 + 2t
a,(t)_<_ + 2% +

14 2t% 4+ 2t4>
B V2

V2

dir. Gerekli islemler yapilirsa,
v(t) =1+ 2% + 2¢*
elde edilir. Dolayistyla o bir PH egrisidir.

« egrisinin egrilikleri,

2v1 4 4t?
") = =
v(t)
(t) = 2v/2v/1+ 612 + 18t + 325 + 18¢8
= (1 + 42)0(t)?
6tV 1 + 4¢t2
a(t)

T 1+ 62+ 1814 + 3216 + 1818

dir. Teorem 4.1, Teorem 4.2 ve Teorem 4.3 de verilen karakterizasyonlarin diginda farkl

karakterizasyonlar da elde edilebilir.
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Tanim4.3. «a(t) = (ay1(t), as(t), as(t), as(t)) 4-boyutlu rasyonel polinom egrisinin hodografi,

v(t) bir rasyonel polinom olmak iizere,
af (1) + ay(t)? + a(t)* + ) (1)* = v(t)?
esitligini saghiyorsa « e8risine 4-boyutlu Rasyonel Pisagor-Hodograf egrisi denir. Kisaca RPH

ile gosterilir [2].

. 6 20(=3+1%) 3v2t* V23 + ¢
Ornek 44. «t) = —\/_( 1) 3V V2B + )> rasyonel polinom

—6 + 4’ —64+t* T —6+tY —6+t
egrisinin hodografi,

o) = (— 243 V2(—18 + 18t — 9¢* +19)  6v21(6 + )
(—6+1t4)2 (—6 4 t1)2 T (641127
V2(18 + 18t + 9t* 4 1)
B (—6 + t4)2 )

dir. Gerekli islemler yapilirsa,

2 (18 + 18t% 4 9t* + t)
(—6 4 t4)?

v(t) =
elde edilir. Dolayisiyla o bir RPH egrisidir.

« egrisinin egrilikleri,

3(—6 + t1)?
r(t) =
V2(18 + 182 + 9t + 16)2
0) 3(—6 + t1)21/36 + 14412 + 84t* + 166 + 18
T =
V2(18 + 1812 + 9t4 4 16)2
2(—6 + t1)?

T 36 + 14412 | 84t* + 1615 1 8

dir.
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4.1. Donme Altinda Pisagor-Hodograf Egrileri

Donme altinda bir egrinin hizinin invaryant kaldig:1 bilinmektedir. Dolayisiyla, donme altinda
v(t) polinomu invaryanttir. Ornegin, a(t) = (ay(t), ax(t), as(t), au(t)), E* de bir PH egrisi

olsun. « egrisi x;x4 diizlemi etrafinda 6 radyan dondiiriiliirse,

ay(t) cosf 00 sind | ay(t)

)| | 0 10 0 | |at)

a)| | 0 01 0 ||as)
| () | | —sinf 00 cosd | | au(t) ]

olmak tizere

a(t) = (au(t), ax(t), as(t), au(t))

= (ay(t) cos + ay(t)sin b, as(t), as(t), —ay(t) sin € + ay4(t) cos )

egrisi elde edilir.

a(t) egrisinin hodografi,

(1) = (@ (1), ay(t), as(t), ai(t))

= (a}(t) cos O + ) (t) sin 0, y(t), a3 (t), —y (t) sin 6 + ay(t) cos 6)
egrisidir. Gerekli islemler yapilirsa,

16/ (@)1* = 01 (8)* + ab(t)* + a5 (t)” + ay(1)*
= v(t)?

olacak bigimde ||&/(t)|| = v(¢) bulunur [14].

. 2., 2 2
Ornek 4.1.1.  a(t) = (¢, %, §t3, §t3 + g1t5) egrisi igin,
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a(t) egrisinin hodografi,

o/ (t) = (1,2t, 262, 2t + 2t*)

egrisidir.

o/ ()] = v(t) =1+ 2t* + 2¢*

oldugundan « egrisi bir PH egrisidir. Dolayisiyla, o egrisi x1X4 diizlemi etrafinda 6 radyan

dondiiriildiigiinde elde edilen

2 2 2 2 2
a(t) = (tcos® + (=t + Zt°)sin 0, ¢, 3, —tsin 0 + (=1* + =t°) cos 0)
3 5 3 3 D
egrisi de v(t) = 1 + 2t* + 2t esitligini saglayan bir PH egrisidir.
a(t) egrisinin hodografi,
& (t) = (cos@ + (2t* + 2t*)sin 0, 2t, 2>, — sin 6 + (2t* 4 2t*) cos 6)

dir. Gerekli igslemler yapilirsa,

& (t)]]* = cos® @ + (2t* + 2t*)? sin? O 4 4% + 4t* + sin? 6 + (2% + 2t*)? cos? 0
= cos? (1 + (2t* + 2t*)?) +sin® O(1 + (26 + 2t")?) + 4% + 4¢*
= 1+ 482 4 4t + (22 + 2t*)?
= 142022 +2t*) 4 (2% + 2t*)?
= (1+ (2t* +2t*))?
= &) = v(t) =142t +2t*

bulunur [1].
4.2. Pisagor-Hodograf Egrileri ile Helis Egrilerinin Iliskisi

« bir polinom egrisi olmak {izere, « egrisi bir helis ise bu egri polinom helis olarak adlandirilir.
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Teorem 4.2.1. E* de her polinom helis egrisi PH egrisidir .

Ispat. «f(t) egrisi 4-boyutlu Oklid uzayinda polinom helis egrisi olsun. «(t) egrisinin teget
a'(t)
I e/ (t)

vektorii T'(t) = , sabit bir v vektorii ile sabit a¢1 yapar.

denkleminde esitligin sag tarafi cos 6 nin sabit olmasindan dolayi bir polinomdur ve
| a'(t) |= v(t) olacak sekilde bir v(t) polinomu vardir. Dolayisiyla o helis egrisi bir PH

egrisidir.

.. 2. 2 2
Ornek 4.2.1. a(t) = (¢, %, §t3, §t3 + gt5) egrisi igin,

a(t) egrisinin hodografi,

o/ (t) = (1,2, 2t 2t* + 2t*)
1

1
bulunur. v = (—,0,0, ﬁ) olmak iizere, (T'(t),v) = 7 esitligini sagladigindan, « bir

helistir. Ayrica
0y (1) + ay (1) + a3(t)” + ay(t)* = (1+ (26° + 2t"))°

oldugundan

v(t) =1+2* +2t*

bulunur. Yani, o egrisi ayn1 zamanda bir PH egrisidir.
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« polinom helisinin egrilikleri,

2v/1 + 4t2

K(t) =
(1 + 2t2 4 2t4)?
0 2v/2v/1 + 62 + 18t4 + 32t6 + 18¢8
7’ f—
(1 + 4¢2)(1 + 22 + 2t4)?
6tv/1 + 4t2
o(t)

T 1+ 62+ 1814 + 3216 + 1848
dir.

« : I — E* polinom helis egrisinin dogrultusu v birim vektorii olsun. « egrisinin dogrultusuna

dik olan diizleme izdiisiim yapildiginda elde edilen egri,
Bt) = a(t) — (a(t),v)v (4.4)

dir. « polinom helis oldugundan (o/(t), v) = cos0||a/(t)|| = cosOv(t) dir.

B egrisinin hodografi,

’

B(t) = a'(t) = ((t), v)v

olur. Gerekli iglemler yapilirsa,

= (v(t)sin(0))? (4.5)
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elde edilir. Buradan ||3'(¢)|| = v(t) sin # bulunur. Dolayisiyla o polinom helisinin izdiisiimii

ile elde edilen 3 egrisi bir PH egrisidir [14].

.. 2.2 2
Ornek 4.2.2. a(t) = (¢,t2, §t3’ §t3 + gtf’) egrisinin dogrultusu v = (\/_ \/_) olan

bir helis oldugunu Ornek 4.2.1 den biliyoruz. « egrisinin teget vektor alani, v vektorii ile %

radyanlik bir ac1 yapar. Yani,

1 s
T(t),v) = — =cos—
(1)) = 75 = cos |
olur. Dolayisiyla, (4.4) esitliginden
2. 2 2 2. 2 2 1 1
t) = (t, 2, =%, St3 + %) — (¢, 1%, =3, =1° t5 00—

2 . 1 2., 2 1
= (4,2, =3, S8 + S1°) — —=(t + t3+ t5)(—00 —)

373 5 V2 V2 V2

2 2 i a8 t 2
—t3+—t5)—(—+—+—’0707—+—+—)

2
= (t,*, =t
2 3 5 2 3 5

373 5

[t P t5t22t3 t+t3+t5
~\2 3 57737 2 3 5

elde edilir. £ egrisinin hodografi i¢in

L a2+ M) = sin )

18'®)1 = 7

bulunur. Yani, 3 egrisi bir PH egrisidir.
B egrisi, x1x4 diizlemi etrafinda % radyan dondiiriildiigiinde,

- 2., 1 23 2
t) = (0,8 2%, —=(—t + — + —
B(t) = (0, 73,\/5( +t )

egrisi elde edilir. 3 egrisi de bir PH egrisi olur. 6 egrisinin birinci bileseni sifir oldugundan E3

de bir egri olarak kabul edilebilir. E3 deki bu egri ﬁ: ile gosterilsin.
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yazilabilir. ﬁ: egrisinin hodografi,

B(8) = (2,262, — (—1 4 22 1 28

[\

dir.

B: egrisinin ve hodografinin grafigi asagida verilmistir.

| . )z
| . e ‘.
f— | -~ J
T -

e
hkazsd 50-0 el
;=

Sekil 4.1. 3 egrisi

Sekil 4.2. B: egrisinin hodografi
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, 4-boyutlu Oklid uzayinda verilen baz1 egrilerin, hodograf egrilerine ait
karakterizasyonlar1 incelenmis ve [7] nolu ¢alismada yer alan hodograf egrilerinin tarihsel geli-
simi hakkinda bilgi verilmistir. Daha sonra Farouki ve Sakkalis’in Pisagor-Hodograf egrileri
icin 2 ve 3-boyutlu Oklid uzayinda yaptig1 ¢aligmalardan ve [14] nolu calismadan yola ¢ikilarak
4-boyutlu Oklid uzayinda Pisagor-Hodograf (PH) egrileri ve uygulamalar1 incelenmistir.

Pisagor-Hodograf ve Rasyonel Pisagor-Hodograf (RPH) egrilerine ait karakterizasyonlar elde
edilmis ve bu egrilerle ilgili 6rnekler verilmistir. PH egrileri ile helis egrileri arasindaki iligki
incelenmis ve izdiisiim fonksiyonu kullanilarak 3-boyutlu Oklid uzayinda PH helis egrisi elde

edilmistir.

Bu calismadaki tiim 6rnekler Mathematica 10 programi kullanilarak yapilmustir.
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