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ONSOZ

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen bir egrinin;
sekil egrili8i, sekil torsiyonu ve bu kavramlarin egriler teorisi ile ilgili uygulamalar calisilmistir.
Bu tez ¢alismas1 Kirsehir Ahi Evran Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Boliimii

biinyesinde gerceklestirilmistir.
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA SEKIL EGRILiGI, SEKIL
TORSIYONU VE UYGULAMALARI

Betiil KORKMAZ

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Billent ALTUNKAYA

Bu tez alt1 boliimden olusmaktadir. Birinci boliim giris kismia ayrilmustir. Ikinci boliimde,
tez icin gerekli temel kavramlar verilmistir. Ugiincii boliimde, sekil egriligi ile sekil torsiyonu
kavramlar1 verilmis ve bu kavramlar kullanilarak egrilerin invaryantlari incelenmistir. Dordiincii
boliimde, sekil egriligi ve sekil torsiyonu kavramlart kullanilarak, birim kiire tizerinde yatan bir
egri yardimiyla, 3-boyutlu Oklid uzayimndaki diger egrilerin parametrik denklemlerini bulmak
icin bir yontem verilmistir. Besinci boliimde, dordiincii boliimde verilen yontem kullanilarak,
slant helisler ve kiiresel helisler ile ilgili ¢esitli karakterizasyonlar elde edilmistir. Son boliim

tartisma ve sonu¢ kismina ayrilmistir.
Nisan 2019, 58 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Sekil Egriligi, Sekil Torsiyonu, Geometrik Invaryantlar, Slant ve Kiiresel

Helisler.
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ABSTRACT

MSc THESIS

SHAPE CURVATURE, SHAPE TORSION AND ITS APPLICATIONS IN
3-DIMENSIONAL EUCLIDEAN SPACE

Betiil KORKMAZ

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Asst. Prof. Biillent ALTUNKAYA

This thesis consists of six section. First section is devoted to the introduction. In the second
section, the basic concepts for the thesis are given. In the third section, the concepts of shape
curvature and shape torsion are given and by means of these concepts, invariants of curves
are examined. In the fourth section, by using shape curvature and shape torsion, we give a
method to determine parametric equations of curves in the 3-dimensional Euclidean space. In
the fifth section, various characterizations related to slant helices and spherical helices have
been obtained by using the method given in the fourth section. In the last section, discussion

and results are given.
April 2019, 58 Pages.

Keywords: Shape Curvature, Shape Torsion, Geometric Invariants, Slant and Spherical Helices.



1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda egriler teorisi, geometrinin temel konularindan biridir. Frenet-Serret
denklemleri yardimiyla bir egrinin egriligi ile torsiyonu tanimlanir ve egrinin karakterini belirle-

mek igin kullamlir. Ornegin;

i) Egriligi sifir olan egri bir dogrudur.

i1) Egriligi sifirdan farkli ve torsiyonu sifir olan egri diizlemseldir [2].

Egrilerin yerel kuramiin temel teoremine gore, egriligi ve torsiyonu bilinen bir egri Oklid
hareketleri altinda tek olarak belirlenir [14]. Encheva ile Georgiev, bu teoremin bagka bir
versiyonunu elde etmek i¢in sekil egriligi ve sekil torsiyonu kavramlarini tanimladilar. Bu
kavramlar yardimiyla, egrilerin yerel kuraminin temel teoremine benzer olarak sekil egriligi ve
sekil torsiyonu bilinen bir egrinin Oklid hareketleri altinda tek olarak bulundugunu gosterdiler.
Buna ek olarak, birim kiire iizerinde yatan bir egri yardimiyla 3-boyutlu Oklid uzayindaki baska

egrileri elde etmek icin bir yontem gelistirdiler [6].

Daha sonra Altunkaya ile Kula, sekil egriligi ve sekil torsiyonu kavramlarini kullanarak hangi

sartlar altinda bir egrinin slant helis veya kiiresel helis olacagini1 gosterdiler [1].

Bu tez calismasinda, yukarida bahsedilen ¢alismalarin yardimiyla 3-boyutlu Oklid uzayinda

sekil egriligi ile sekil torsiyonu kavramlari ve bu kavramlarin uygulamalar: incelenmistir.

Bu tezde, iizerinde ¢aligilan tiim egrilerin egriliginin sifirdan biiyiik oldugu kabul edilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde kullanilacak temel kavramlar ve teoremler verilecektir.

Tamm 2.1. R reel sayilar cismi olmak iizere,

R™ = {(x1, 29, ..., xp)| z; € Ryi = 1,2,...,n} ile tamimh R" kiimesinde toplama iglemi,
(@1, 225 s @) + (Y1, Y25, Yn) = (T1 + Y1, T2 + Y2, o, Tn + Yn)
esitligiyle tanimlanir. A € R icin skalarla carpma islemi,
M1, T, oy ) = (X1, ATo, ..oy ATy,)

esitligiyle tanimlanir. Bu iglemlere gore R™ kiimesi R cismi iistiinde bir vektor uzay1 olur. R"

vektor uzayinda,
i=1
esitligiyle tanimlanan,

R" x R" - R

(z,y) = (z,y)
fonksiyonu R™ uzayinda bir i¢ carpimdir. z € R" olmak iizere,
]l = /()
olsun.

R* - R

z = |||



fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore R™ vektor uzayi, normlu vektor uzayidir.

d(z,y) = [l =y
esitligiyle tanimlanan,
d:R"xR"—=R
fonksiyonu R™ uzayinda bir metriktir. Buna goére R" bir metrik uzaydir. Bu metrik ile birlikte

R" uzayina Oklid uzay1 denir ve E” ile gosterilir [14].

Teorem 2.1. z,y sifirdan farkli ve =,y € R" i¢in,

():R"xR* > R

(@, y) = (z,9) = |[z[|lyl| cos 0

seklinde tanimlanan fonksiyon bir i¢ carpim fonksiyonudur. 6, z ile y arasindaki agidir [13].

Tammm 2.2. [ C R bir acik aralik olmak iizere, o : I — E” bi¢ciminde C* siifindan bir «

doniisiimiine " uzay1 i¢inde bir egri denir [14].

Tanmm 2.3. « : [ — E" bir egri olsun.

da

i R
all

do
dt

=

-]

da(t) H
dt

fonksiyonuna, o egrisinin skalar hiz fonksiyonu denir.

d
seklinde tanimli v = H d—(:‘

u(t) = ‘

da(t
% H > 0 reel sayisina da « egrisinin, a(t) noktasindaki skalar hizi denir [11].



Tanim 2.4. « : [ — E" bir egri olsun. s € [ i¢in,

i

ise o egrisine birim hizli egri denir ve s’ye « egrisinin yay parametresi denir [11].

do(s)
ds

=l =1

Teorem 2.2. « : [ — E" egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu,

tllda(v)
t) = dv), tel
o) = f|| 22|
dir [14].
Tamm 2.5. « : I — E3 birim hizh egri olsun.
T(s)=a/(s)

esitligi ile belirli T'(s) vektoriine, o egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [14].

Tamm 2.6. « : [ — [E3 birim hizli egri olsun. x : I — R, k(s) = ||T"(s)| fonksiyonuna, a

egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki egriligi denir [14].

Tamm 2.7. « : I — E3 birim hizh egri olsun.

esitligi ile tanimli V() vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki asli normali denir [14].



Tamm 2.8. o : I — E3 birim hizh egri olsun.

esitligi ile tanimli B(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir [14].

Tamm 2.9. T'(s), N(s), B(s) vektorlerine, a : I — E? egrisinin «(s) noktasindaki Frenet
vektorleri denir. {7'(s), N(s), B(s)} kiimesine, « egrisinin «(s) noktasindaki Frenet catist

denir. 7', N, B vektor alanlarina, o egrisi iistiinde Frenet vektor alanlar1 denir [14].

Tamm 2.10. « : [ — E3 birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlar1 7', N, B olmak iizere,

T : I —=>R

fonksiyonuna, « egrisinin torsiyon (burulma) fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s)

noktasindaki torsiyonu denir [14].

Teorem 2.3. « : [ — 3 birim hizh egrisinin Frenet vektor alanlari T'(s), N(s), B(s) ise,

dir [14].

Teorem 2.4. Birim hizli olmayan bir o : [ — 3 egrisi i¢in Frenet vektor alanlarim 7'(¢), N (t),

B(t) ile egrilik ve torsiyonu sirasiyla x(t) ve 7(¢) ile gosterilirse asagidaki gibi tanimlanir [14].



el
dt
do(t) " dQOzgt)
B(t) docfft) ) d;Z(t)
dt dt?
N(t) = B(t) x T(t)
do(t) " d*a(t)
w(t) = 1Lt de?
’ da(t)||?

dt
do(t dPa(t) dalt
< di> 2 dtg)’ dt§)>

’ 2

Tanmm 2.11. « : [ — M birim hizl1 bir egri olsun.

"= " Re e

i ae

ky(s) = (a’(s),Y(s)) esitligi ile belirli k,(s) sayisma, (a, M) egri yiizey ikilisinin a(s)
noktasindaki geodezik egriligi denir [14].

Tamm 2.12. « : I — E3 bir egri olsun. V¢ € [ igin,

da(t)
o 7

ise « egrisine regiiler egri (diizenli egri) denir [14].

Tamm 2.13. « : I — E3 birim hizli egrisi igin,
D(s) =71(s)T(s) + k(s)B(s)

vektor alanina o egrisinin Darboux vektor alani denir [11].

6



Teorem 2.5. ~ : I — S? birim hizh kiiresel egrisi ¢emberdir ancak ve ancak v egrisinin

geodezik egriligi k, = 0 dir [2].

Teorem 2.6. ~ > 0 ve « regiiler bir egri olmak iizere, v egrisi genel helistir ancak ve ancak

orani sabittir [1].

Teorem 2.7. x > 0 ve « bir regiiler egri olmak iizere, o egrisi slant helistir ancak ve ancak «

egrisinin asli normal gostergesinin geodezik egriligi,

y K2 d(1/kK)
olt) = (U(/i2 +T2)% dt ) ®)

sabittir [1].

Teorem 2.8. x > 0 ve « bir regiiler egri olmak iizere, o egrisi yaricapi r olan bir kiire

ylizeyinde yatar ancak ve ancak

(i () (5) ) e

dir. Buradan,

esitligi elde edilir [1].



Tamm 2.14. Merkezi orijinde bulunan ve yaricapi bir birim olan kiireye E3 de birim kiire

denir. Birim kiire,
S?={P = (P, P, P;) € B3| (P,P) = 1)}

ile gosterilir [4].

Tamm 2.15. ~: [ — S?, yay parametresi s olan birim hizh kiiresel bir egri ve

olsun.

alirsak ~y tizerinde {7(s),(s),p(s)} ortonormal catisimi elde edebiliriz. Bu cat1  egrisinin

Sabban Catis1 olarak isimlendirilir. Sabban catisina gore ~y egrisinin geodezik egriligi;

kg(s) = det(v(s),t(s), £ (s))

olmak iizere -y egrisi i¢in,

esitlikleri yazilir [1].



Tanim 2.16. E3 de ortogonal matrislerin kiimesi,
0B3)={Ace€ Eg;ATA = AAT =1}

bigciminde tanimlanir. O(3) kiimesi, matris ¢arpma islemine gore bir gruptur. Bu gruba ortogonal

grup denir [5].

Tanim 2.17. V, n-boyutlu bir i¢ carpim uzay1 olsun. Vo € V icin,

(A(2), A(x)) = (z, x)

sagliyorsa A : V' — V lineer doniisiimii ortogonaldir [5].

Teorem 2.9. R”" vektor uzayinda, x = (r1, %2, ..., Ts), ¥ = (Y1, Y2, .-, Y ) Olmak iizere,

<$, y) = Z TiYi
i=1

Oklid i¢ garpimini koruyan ortogonal grup O(n) ile 0 = (0,0, ....,0) noktasin sabit birakan
donme grubu eslenebilir. Yani A € O(n) i¢in y = Az dir [5].

Tanmmm 2.18. [ET ve EJ sirasiyla n-boyutlu V; ve V5, i¢ carpim uzaylari ile tanimlanan birer

Oklid uzay1 olsunlar. [ : E? — EZ afin déniisiimii, Vo, y € Vi igin,

(W(2),v(y)) = (z,y)

olacak bigcimde bir ¢ : V; — V5 lineer doniisiimii varsa [ bir izometridir [8].

Tanmm 2.19. [E" in bir [ izometrisi i¢in 0 € E™ ve [(0) = 0 olacak bi¢imde bir O noktasi varsa

I’ya O etrafinda donme denir [8].



Tanim 2.20. 1 <i<n, t; € Rvev; = (v1,v9,...,v,) € E" olsun. E™ de bir g izometrisi,

g(vl) = (Ul + tl,’UQ + tz, ceey Upy + tn)

ise g’ye oteleme denir [8].

Tanmm 2.21.

¢ E" — E"

x—y=(ha)r+c

bicimindeki doniisiimiine E™ de homotetik hareket denir [5].

Teorem 2.10. Otelemeler ve donmelere kat1 hareketler denir. Kat1 hareketler birlesme islemine

gore bir gruptur. 0, a ve b € R olmak iizere,

Tog =x1C080 —y;sinf + a

Yo = x1 806 4y cosf + b

doniisiimleri birer kat1 harekettir. Bu doniigiimler altinda bir seklin herhangi iki noktas1 arasindaki

uzaklik degismez [10].

Tammm 2.22. « : I — 3 birim hizli egri ve aym aralikta tammli o* : I — IE? egrisi
verilsin. Vs € I i¢in « egrisinin «(s) noktasindaki tegeti o*(s) noktasindan gegiyorsa ve

(T*(s),T(s)) = 0ise a* egrisine « egrisinin bir involiitii denir [14].

Tamm 2.23. « : [ — T3 birim hizh e8ri ve aym aralikta tammli o* : [ — [E? egrisi
verilsin. Vs € [ i¢in o egrisinin a*(s) noktasindaki teget dogrusu «(s) noktasindan geciyorsa

ve (T*(s), T(s)) = 0 ise o egrisine « egrisinin bir evoliitii denir [14].
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Tanim 2.24. Bir reel kuaterniyon, sirali dort sayinin 1, e, eo, e3 gibi dort birime eslik etmesiyle
tanimlanabilir. Burada birinci birim +1 bir reel sayidir, diger ti¢ birim ise,

iel=ei=¢el=-1

ii)e; X eg = €3, €9 X €3 = €1, €3 X €] = €9

iii)ey X €1 = —eg, €3 X €9 = —e€1, €1 X €3 = —€3

ozelliklerine sahiptir. Boylece bir kuaterniyon,

iv)q = d+ aeq + bey + ces

biciminde ifade edilebilir. Burada d, a,b,c € R reel sayilarina g kuaterniyonunun bilesenleri
denir. ey, ey, eg birimleri 3-boyutlu reel vektor uzayinin bir dik koordinat sisteminin baz vektorle-
ri olarak alinabilirler ve dolayisiyla ¢ kuaterniyonu S, ile gosterilen skalar kisim ve V ile
gosterilen vektorel kisim olmak iizere iki kisima ayrilabilir.

v)S, =d, Vy = aeq + beg + ces

O halde,

vi)g = S, +V,

yazilabilir. Reel kuaterniyon kiimesini H ile gosterecek olursak,

ReH = d, ImH = aey + bey + ces dir.

H = {q = d + aey + bey + ces| d, a, b, c € R} kiilmesinden birer 6zel hél olarak R reel sayilar
kiimesi, C kompleks sayilar kiimesi ve R? ii¢ boyutlu vektor kiimesi elde edilebilir. Bu kiime

izerinde tanimlanan toplama ve ¢ikarma islemleriyle beraber H bir vektor uzayidir [8].

Tanmim 2.25. ¢ = d + ae; + bey + ces kuaterniyonunun normu,

Ny =Vd+a>+ 0+

dir [15].

Tanmm 2.26. ¢ = S, + V, kuaterniyonu i¢in, S, = 0 ise ¢’ya piir kuaterniyon denir [15].

11



Tanim 2.27. w bir piir kuaterniyon olmak iizere,

¥R - R3

w = Y(w) = qug”’

seklinde tamimli ¢ doniigiimii lineerdir. N, = 1 olmak iizere R® = span{ey, 2, e3} oldugundan

eger ¢ = d + aey + bes + ces ise,

Y(er) = (d® 4+ a® = b* — ®)e; + (2de + 2ab)e; + (2ac — 2db)es
Y(eg) = (=2dc+ 2ab)e; + (d* + b* — a® — c*)ea + (2da + 2bc)es

Y(es) = (2db + 2ac)ey + (2bc — 2da)ey + (d* + ¢ — a* — b*)es

dir. 1) doniisiimiiniin matris gosterimi,

P +a®>—b* -  —2dc+ 2ab 2db + 2ac
Ay = 2dc +2ab > +b —a®> -  2bc—2da
2ac — 2db 2bc — 2da &P+ —a?-b

seklindedir. AquT = [ ve det A; = 1 oldugundan A, ortogonal matristir. Boylece,

P(w) = qug™!

lineer doniisiimii R? bir dénme gosterir [15].

Teorem 2.11. ¢; : Im H — H fonksiyonu her ortogonal doniigiim icin,
(i) g1(u) = cuc™, g € OF (Im H)
(i1) g1(u) = —cuc™, g1 € O~ (Im H)

ozelliklerini saglayan bir ¢ € H kuaterniyona karsilik gelir [5].
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Teorem 2.12. [ = (a,b),a : [ — E® ve 8 : [ — [E? iki birim hizli egri olsun. Bu iki egrinin
egriligi (x > 0) ile torsiyonu (7) birbirine esit ise bir f Oklid hareketi altinda o ve /3 egrileri

estir [7].
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3. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA DIREKT BENZERLIK DONUSUMLERI
GRUBU ALTINDA EGRILERIN INVARYANTLARI

Bir kat1 hareket ile homotetinin bilesiminden olusan doniisiimlere benzerlik doniisiimleri denir.
[E3 de benzerlik doniisiimleri ac1 biiyiikliiklerini korurlar. Bir benzerlik doniisiimii yonii koruyor-
sa "direkt" korumuyorsa "indirekt" olarak adlandirilir. E® deki tiim direkt benzerlik doniigiimle-
rinin grubu Sim™(E?) ile gosterilsin. Bu durumda herhangi bir f € Sim™(E3) doniisiimii;
h oran1 A > 0 olan merkezil (orijini merkez kabul eden) bir homoteti, g; orijini koruyan bir

ortogonal doniisiim ve g bir 6teleme olmak iizere,

f=g20g10h

biciminde yazilir [6].

Orijini koruyan herhangi bir ortogonal doniigiim birim kuaterniyonlar yardimiyla da ifade edile-

bilir. Yani n bir birim kuaterniyon olmak iizere,

g1(q) = ngn™* (¢ € ImH)

biciminde yazilir. Bu ¢arpimi yazarken p kuaterniyonunun reel kismu sifir kabul edilir. Dolay1-

stylaa € R3, A€ R ve A > 0 olmak iizere,

f(q) = Angn~" +a

biciminde yazilir.

a:l — E3

t = a(t) = (u(t), as(t), as(t))

14



C3 sinifindan bir egri olsun. f direkt benzerlik doniisiimii altinda o egrisinin goriintiisii o ile

gosterilsin.

O(()II%EB

t— ap(t) = Anat)n™ +a

esitligiyle o egrisi ifade edilir. o e8risinin yay uzunlugu fonksiyonu,

do(v)

d
dv v

()=

dir. Dolayisiyla oy egrisinin yay uzunlugu fonksiyonu,

t

)= [ ||

_ / )\d;xv(v)

dv

dv

dir. Buradan s (t) = As(t) esitliginin sq’a gore tiirevi alinirsa,

ds
1= —
dS()
ds 1
dSO N A

. ds . . y .
elde edilir. Sonug olarak e sabittir. s ve so yay uzunlugu parametreleri ile sirasiyla, o ve «
S0

egrileri parametrelendirilsin. Birim hizli « egrisinin egriligi ve torsiyonu,

e (s ve s) — det(a'(s),a” (s),a” (s))
’{(S) _ H ( )H ( ) ||Oél,<S)H2

15



dir. o egrisinin egrilidi ro(sg) = ko(As) ve torsiyonu 74(sg) = 7o(\s) hesaplamak igin oy

egrisinin s’ye gore tiirevi alinirsa,

dayg doo

s = )\n%n
dagdsy | da
dsy ds ' ds

dag  da

dsy  ds

elde edilir. Tekrar tirev alinirsa,

Pagdsy  d’a

U2 ds  d?
elde edilir. Bu esitligin normu alinirsa,
d? oy B A’
ds3 || ds?
Ko\ = K
1
Ko = —K
DY
bulunur. Ayrica,
oy 1d°a
ds? — \ds?

ifadesinin turevi alinirsa,
Bagdsy 1d3«
dsj ds — \ds
dPag 1 P«

FEE T

elde edilir. Bu esitlikler kullanilarak,

de(] d2 Qp d3050
det , ,
B dso’ ds?’ ds}
o= d2 (7)) 2

2
dsg
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bulunur. Boylece,

esitlikleri kullanilirsa,

\(

esitlikleri elde edilir.

(0 10 1
ds’ )\ ds?’ \2 ds3

o 1 ||2a|l?
A2 || ds?
1
T0 = XT
1 1
Rog = X:‘i, To — XT
ds
Ro = —K
0 dS()

Kodsp = kds

T0 — — T

dS()
TQdSQ = 7ds

3.1

Oklid uzayindaki bir egri, tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi ile parametrelendiri-

lebilir [12]. E8er o ve «y egrileri sirasiyla, tegetler gdstergelerinin yay uzunlugu parametreleri

u ve ug olacak sekilde parametrelendirilirse du = kds ifadesi direkt benzerlik doniistimii grubu

altinda,

dir [6].

du = kodsy = dug = kds

17
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Lemma 3.1. Tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi v ile parametrelendirilen o

egrisinin Frenet vektor alanlart 7'(u), N(u), B(u) olsun. O zaman « egrisinin Frenet-Serret
denklemleri,

dB(u) __LU) u
o= K(U)N()
dur. Ayrica,
E ke ORI

dur. Benzer sekilde, Frenet vektor alanlart Ty (ug), No(uo), Bo(ug) olmak iizere oy = f o
egrisi i¢in,

d2Oéo(U0) _J dlﬁlo(Ug) dOéo(U(]) 1 N (u )
du? ro(u)du  dug  ro(ug) O "

\(

_ drio(uo) _ dr(u)
Ko(ug)dug r(u)du

ve =

esitlikleri saglanir [6].

Ispat. Bir o egrisinin, tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi u ve Frenet vektorler
alanlar1 7'(u), N(u), B(u) olsun.

da(u)  da(u)ds 1
du —  ds du T(u)/ﬁ(u)
dT'(u)  dT'(u)ds
du —  ds du
dT'(u) r
= N(u)m(u)ﬁ(u) = N(u)
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dN (u) _ dN(u) ds

du ds du
djz;(ﬁ) = (—r(u)T(u) + T(U)B(u))%u) — _T(u) + %B(u)
dB(u)  dB(u) ds
du  ds du
dB(u) _T(u) y
du K(U)N( )
dur. d(;él;u) - T(U)ﬁ esitligi kullanilirsa,

Pofu)  d(1/k(u)) 1 dT(u)

du? du Tlu) + k(u) du
d*a(u) _ dr(u) da(u)ﬁ " 1 "

du> k2(u)du du (w) + m(u)N( )
da(u) dr(u) da(u) 1 h

du?  k(u)du du * KJ(U)N( )

elde edilir. Benzer sekilde, o egrisinin de Frenet-Serret denklemleri bulunur. (3.1) ve (3.2)

deki esitlikler kulanilirsa,

_ drig(uo) _ dsk(u) dr(u)
Ko(ug)dug T (u)du r(u)du

veE

To(uo) %T(U) 7(u)
) (Uo) %

elde edilir.

dr(u)

Lemma 3.2. E3 de direkt benzerlik doniisiimii grubu altinda #(u) = — (w)d ve T(u) =
k(u)du
% fonksiyonlar invaryanttir. (3.3) deki esitligi ve « egrisinin Frenet- Serret denklemleri
K(u
kullanilirsa,
da(u) _, | dof(u) 1 dT (u)
= ——N(u), = N(u),
du? Au) du i K(u) () du ()



dN(u) _ ~T(u) + 7(u) B(u), dii“) — —F(u)N(u)

( :
~ du? du
= 4
() <da(u) da(u)> 4)
du ~ du
3
da(u) d*a(u) da(u) dilim 2 2
T(u) = det 3.5
T(U) ¢ < du ’ du? 7 dud ) ‘ da(u) 2 d?a(u) 2 . (<da(u) an(u)>>2 (3-5)
du du? du ' du?
dir [6].
Ispat. Bir o egrisinin, tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi v ve Frenet vektorler
4 d b
alanlar1 T'(u), N(u), B(u) olsun. k(u) = —H(Z()ZL ve T(u) = % esitlikleri, Lemma 3.1

deki Frenet-Serret denklemlerinde yerine yazilirsa,

a = Tawde du ) du )
dSL) = N(u)
) 1w+ %B(U) = T(u) + 7(u) B(u)
T - TN () = ~FN (W
elde edilir. Ayrica,
Falu) da(w), _ dafw) dafw) v, o) ﬁ

< du? ’ du

veE
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do(u) ||?

du

7(u) <d°2§f> Xdi(z);f?’dgdoﬁ )> ’

k() ‘ d(jliu) d?;;f:) 2 ' do;iu) y deOL(;L) ’
da(u) i
du

T(u) = det
7(u) = de < du = du?  dud da(u)  d*a(u)

du x du?

da(u) da(u) d3a(u)) ’

dur. Vektorel carpim 6zeliklerinden,

Njw

dofu) ||
— <docélgbu)’ d;;(;t)’ ddO;(;i)) ’ @ 12t f“_ ((da(U) an(U)>)2
du du? du e

bulunur.

Tanim 3.1. Tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi v ile parametrelendirilen,

a : I — E3 egrisi C* simifindan bir egri olsun. Eger x(u), 7(u) sirastyla o egrisinin egriligi
d ~

_ dnlw) fonksiyonuna « egrisinin sekil egriligi, 7(u) = ()
K(u)du

r(u)

fonksiyonuna da « egrisinin sekil torsiyonu denir. (kK(u), 7(u)) ciftine de « egrisinin sekli

ve torsiyonu ise k(u) =

denir.

Ayrica s yay uzunlugu parametresi kullanilarak « egrisinin sekil egriligi ile sekil torsiyonu,

ds dur(s)  r2(s)

di(s)ds 1 K(s) _( 1 > (Inf[a” (s)[| 7))’

Als) == &) = o)l

ve

7(s) _ det(a'(s),a" (s),a" (s)
K(s) [ (s)][?

7(s) =
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biciminde yazilir. Herhangi bir ¢ parametresi kullanilarak o egrisinin sekil egriligi ile sekil

torsiyonu,
2
%(t) . _dl‘{/(t) ﬂ 1 o 3 d‘zgt) X% <%’%> | t) H <do¢(t> d2dt2(t)7o¢;:) d'ii(:(t)>
dt du fi(t> H da(t) d2dot¢2(t> H
ve
da(t)

3
da(t) d*a(t) dPalt)
det( dt 7 dez2 7 dt?
do(t) " d*a(t)
dt dt?

o) || at
K(?) ‘

biciminde yazilir [6].

Teorem 3.1. [ C R bir agik aralik ve i = 1,2 olmak iizere, o; : [ — E3 egrisi, tegetler
gostergesinin yay uzunlugu parametresi u olan C* smifindan egri olsun. Eger Vu € I igin oy
ve oy egrilerinin sekil egriligi ile sekil torsiyonu birbirine esitse o zaman o, = f o a;; olacak

bicimde E? de bir f direkt benzerlik doniisiimii vardir [6].

Ispat. i = 1,2 ve x; # 0 olsun. «; egrisinin egriligi ile torsiyonu sirasiyla #;, 7; ve sekil
egriligi ile sekil torsiyonu da sirasiyla x;, 7; olsun. A sifirdan biiyiik bir reel say1 olmak iizere,
K1 = Ry esitliginden dk,/k; = dks/ke yazilir. Bu esitligin her iki tarafinda integrali alinirsa
In k1 = In Ky +1In A esitligi elde edilir. Dolayisiyla Vu € I icin, k1 = Aro esitligi vardir. Benzer
sekilde 71 = 7, oldugundan 7; = A7y esitligi bulunur. uy € I olmak iizere, «; egrisinin Frenet

vektor alam T3, V;, B; olsun. ||T;|| = 1, || N;|| = 1, || Bi|| = 1 oldugundan,

h(ai(uo)) = aa(uo)

\(



olacak sekilde IE® de yonii koruyan bir h Oklid hareketi vardir.

¢(u) = |In(Ta(w)) = Ta(w)l|* + [A(N1(w)) — Na(u)|[* + [|h(B1(u)) — Ba(u)]?

ile tamimlanan ¢ : I — R bir fonksiyon olsun.
IM(T)IP = IITl* =1, [IA(N)IP = [[M]* =1,

oldugundan,

Ve

<%<U),Tg<u>> ~0

<%@),NQ(U)> =0
<%(u),32(u)> ~0

elde ederiz. Boylece ¢(u) fonksiyonunun tiirevi alinirsa,

du du

du U
d
du du

-w<iu&w»——ﬂmmmaw»—&w>
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elde edilir.
dj;;iu) = Ni(u), d]\;iqiu) = —Ti(u) + 7;(u)B;(u) ve dlj;iw = —T:(u)N;(u) esitlikleri
kulanilarak,

dgi»l(uu) = —27 (w)(h(By (1)), Na(w)) — 27 (u) (B (w), h( Ny (v)))

+271 () ((N1(u)), Ba(u)) + 27(u) (Na(u), h(Bi(u)))

o(u)

U

elde edilir. 77 = 7 ise Vu € [ icin,

Vu € I igin ¢(u) = 0 dir. Yani,

= 0 dur. Diger taraftan ¢(ug) = 0 oldugundan

WMT(u)) =To(u),  h(Ni(u)) = Na(u),  h(Bi(u)) = Bsy(u)

olur. A = & pozitif reel say1 olmak iizere, g : E® — E3 ve ¢ = \h ile tanimlanan g fonksiyonu
)

[E? de bir direkt benzerlik doniisiimiidiir. Yu € I i¢in ¢ : I — R fonksiyonu,

2

() = || ot - fhea)
ile tanimlansin. O zaman ) (u) fonksiyonunun tiirevi alinirsa,

2~ 2 so(on(1) — gzt oo (1) — ) )
o) () o)
L <%<u>,g(d‘“ )> <Cﬁi )52

elde edilir. h fonksiyonunun 6zellikleri kullanilirsa,
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db() LR R 7 (u) (1)
du B R awm T mwm )

elde edilir. g o o ve ay egrileri icin Lemma 3.1 deki esitlikler kullanilirsa,

d A d 1

%g(al(uo)) = K_1T2(U0) ve d_uCV?(UO) - %TQ(UO)

oldugundan ¢ (ug) = 0 dir. Boylece, Vu € I i¢in 1»(u) = 0 dir. Yani,

olur. as(u) = g(ay(u)) + r olacak bicimde bir r € R3 sabit vektorii vardir. Bu r vektorii ile
g1 : E3 — 3 6teleme hareketi tanimlanabilir. O zaman f = g; o g direkt benzerlik doniisiimii

altinda s egrisi oy egrisinin goriintiisiidiir.
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4. BIRIM KURE UZERINDE YATAN BiR EGRi YARDIMIYLA BASKA EGRILERi
OLUSTURMA

v : I — S?, yay uzunlugu parametresi v olan birim hizh kiiresel bir egri olsun. + egrisinin teget

vektori,

olur.

olmak tizere {7y(u),t(u),p(u)} ortogonal catisina ~ egrisinin Sabban catis1 denir. ~ egrisinin

dt
geodezik egriligi ky(u) = det (v(u), t(u), (u)) olmak iizere ~y egrisi icin,
u

i) ) 4y w)p), — k() @D

esitlikleri yazilir. a sabit vektor, b € R ve k : I — R, C! smifindan bir fonksiyon olsun. O

zaman « : [ — [E3 egrisi,

alu) = b/ef MWWy (y)du + a 4.2)
ile tanimlanabilir [6].
do(u)
du
do(u) v(u)
du

oldugundan v’nun « egrisinin tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi oldugu aciktir.

Yukaridaki varsaymmlar altinda IE® deki biitiin egriler bu denklem ile tanimlanabilir.
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Onerme 4.1.  a(u) = b [ e/ ¥@4W~ (y)du + a ile tammlanan egri sekil egriligi 7(u) = k(u)
ve sekil torsiyonu 7(u) = k,(u) olan bir egridir. Bu yontemle, E? deki tiim egriler elde edilir
[6].

Ispat. = Tlk olarak a(u) = b [ e/ ¥y (y)du + a egrisinin diferansiyel denklemlerinden,

y - befk(“)duy(u)
% = el K (k(U)v(U) + dZZ—(;)>
T = el v {(H(u) + %“)) () + 26 2 DA

esitlikleri elde edilir. Yu € [ i¢in, ||y(u)|| = 1 ve ||dy(u)/du|| = 1 oldugundan,

(v(u), dziiu)> =0vey(u) x dziiu) £0

dir. Boylece,

dOé(U) dZOé(U) _ 12,2 [k(u)du d’y(u)
7 X e = b%e v(u) X T # 0

dir. Yani « egrisinin egriliinin sifirdan biiyiik oldugu goriiliir. (3.4) ve (3.5) deki esitlikler

kullanilarak,
ve

F(u) = det <'y(u), dZ;u“), d?qu)) = ky(u)
elde edilir.

< Tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi u ile parametrelendirilen o : [ — E?

regiiler bir egri olsun. « e8risinin egriligi ve torsiyonu sirasiyla x ve 7 tanimlanirsa o zaman,

27



g__d_'i ~
- kdu

sirasiyla k ile 7 o egrisinin sekil egriligi ve sekil torsiyonudur.

’ = k(u) d‘;‘liw

() = Ti) = 250 || 1

oldugundan ~y : I — S? egrisi, a egrisinin tegetler gostergesidir.

Boylece u’nun, 7 egrisinin yay uzunlugu parametresi ve k,(u) = det <7(u), t(u), diz?) =
7(u)’nun 7 egrisinin geodezik egriligi oldugu aciktir. a, sabit vektor ve by reel sayr olmak

iizere eger k(u) = K(u) ise o zaman,

/efk(“)duv(u)du — /ef%(“)d(“)T(u)du
= /ef:&%{iduT(u)du

= /e_fdg(;))T(u)du

1
=W / ——T(u)du
K(u)
da(u
= ebo/ dEL >du = e™a(u) + ag

dir. Boylece « egrisinin denklemi,
a(u) = b [ el Hduy(y)du + a

dir.

Sonu¢ 4.1. ~ : I — S? kiiresel egrisi gemberdir ancak ve ancak
a(u) = b [ el MWWy (y)du + a

esitligi ile tammlanan « : I — 3 egrisi silindirik helistir [6].
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Ispat. = ~ kiiresel egrisi bir cember olsun. O halde ~ egrisinin geodezik egriligi k4 sabittir.

Onerme 4.1 den,

()

@ sabittir. Dolayisiyla a(u) = b [ e/ ¥ Wy (y)du + a egrisi silindirik helistir.
K (u

oldugundan

7(u)

< a(u) = b [ e/ MWW~ (y)d(u) + a egrisi silindirik helis ise —— sabittir. Onerme 4.1 den,

K(u)

oldugundan k, sabittir. Dolayisiyla ~ kiiresel egrisi cemberdir.

Ayrica, Darboux gostergesi ve kiiresel evoliit tamimlart ile v kiiresel egrisi ile de (4.2) deki

esitlik tarafindan tanimlanan egri arasindaki iligski gosterilir [12]. v egrisinin kiiresel evoliitii,

) = — () y(1) + p(u)) 43)
k2(u) +1

dur. o : I — [E3, tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi u ile parametrelendirilen bir

egri olsun. Eger o egrisinin Frenet vektor alan1 7', N, B ise o zaman,

« egrisinin Darboux vektoriidiir. Darboux vektoriiniin birim vektoriine,

D(u) 1 (7(u)T (u) + B(u)) (4.4)

P = 1wl = 7w

kiiresel Darboux goriintiisii ya da « egrisinin Darboux gostergesi denir.
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Onerme 4.2. v : I — S? kiiresel bir egri ve (4.2) deki denklem ile tanimlanan o : [ — E3
bir egri olsun. O zaman « egrisinin kiiresel Darboux goriintiisii ile -y egrisinin kiiresel evoliitii

cakisiktir [6].

ispat.
T(w) = 7(u)
do(u) y d*a(u) ]
) = —au du? ) x () = p(u
B(u) ey 1) x ) = plu)
du du?

oldugu aciktir. Boylece (4.3) ve (4.4) deki esitlikler kullanilirsa,

DO(u) = ———— (kg (u)y() + p(w)) = €()
k2(u) 4+ 1

g

oldugu goriiliir.
Baz1 baslangig sartlar altinda, sekil egriligi ve sekil torsiyonu tanimlari ile E? de egriligi sifirdan

biiyiik bir egri olusturulabilir.

Teorem 4.1. i = 1,2 olmak iizere f; = [ — R, C' simfindan fonksiyon olsun. 7°, N°, B°
vektorleri, 3 de bir ¢y noktasinda sag-el ortonormal iicliisii olsun. Merkezi ¢, noktasi olan ve
yOnii koruyan bir homoteti doniisiimii altinda asagidaki sartlar1 saglayan o : I — E3 egrisi
tektir.

i) a(ug) = co ve « egrisinin ¢y noktasindaki Frenet catis1 {77, N° B} olacak sekilde bir
ug € I vardir.

it) Yu € I icin, kK(u) = f1(u) ve T(u) = fo(u) dur [6].
Ispat. v(u), t(u) ve p(u) vektor alanlarinin sirastyla diferansiyel denklemleri,

dp(u)
du

= t(u), = —7(u) + fo(u)p(u), = —Ltw) 45

30



ile tanimlansin. Eger bu vektor alanlarinin kordinatlart matris formunda yazilirsa,

0 1 0
Alu)= | -1 0  fo(u)
O —fg(u) O

ve X (u) satir matrisi olmak iizere (4.5) deki denklem sistemi,

dX

— (@) = A(w) X (u) (4.6)

ile ifade edilir. uy € I i¢in (4.6) daki sistemin tek ¢ozimii X (ug) = (T°(ug), N°(ug), B%(uo))

baglangi¢ sartin1 saglayan,

X(u) = (v(u), t(u), p(u)) 4.7)

dur. Eger X (u) matrisinin tranpozu X7 (u) ve E birim matris ise o zaman,

] 000
2o (X (@) X (w)) = X () (AT (u) + A(w)) X(u) = 1000
000

dir. Ciinkii A(u) matrisi anti simetriktir. Fakat 7°, N°, B° vektorleri ortonormal oldugundan,

Xw)X(u)=F

dir. Sonug olarak Vu € [ igin, yukaridaki esitlik vardir. Boylece y(u), t(u), p(u) vektor alanlar:
sag-el ortonormal alanlar1 cinsinden ifade edilebilecegi agiktir. Buradan u € [ ve b > 0 olacak

sekilde o : T — E? egrisi;
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au) = co+ b [ el iy (y)du
uo
biciminde yazilir.
Onerme 4.1 den, « egrisinin Frenet vektor alanlart {7T'(u) = v(u), N(u) = t(u), B(u) = p(u)}
ve cp = a(ug) da Frenet ¢atist {7°(ug) = v(ug), N°(uo) = t(ug), B®(ug) = p(ug)} dir. Ayrica

« egrisinin sekil egrilgi ve sekil torsiyonu sirastyla f; ve f, dir.

Teorem 4.2. i = 1,2 ve f; = I — R fonksiyonu C' sinifindan olsun. E3 de direkt benzerlik

doniisiimii altinda sekil egriligi f; ve sekil torsiyonu f, olan egri tek olarak bulunur [6].

Ispat. o ve o egrilerinin, sekil egriligi f; ve sekil torsiyonu f olsun. Teorem 3.1 den,
as = f o ay olacak sekilde E® de bir f direkt benzerlik doniisiimii vardir. Boylece, f Oklid
hareketi altinda o ve aip egrileri estir. O zaman sekil egriligi f; ve sekil torsiyonu f olan egri

tektir.
4.1. Sekil Egriligi ve Sekil Torsiyonu Yardimiyla Bir Egriyi Elde Etme

I C R bir acik aralik olmak iizere, tegetler gostergesinin yay uzunlugu parametresi v olan
a : I — &3 egrisi, C® sinifindan bir egri olsun. O zaman, « egrisinin sekilleri C* sinifindan % ile
7 fonksiyonlaridir. 79, N°, BY vektorleri sabit bir sag-el ortonormal iigliisii olsun. 7°, N9, B?

baglangic sart1 ile,

dp(u
du

!

= t(u), = —7(u) + 7(u)p(u), = —7(u)t(u) (4.8)

diferansiyel denklemlerin tek ¢oziimii bazi uy € I igin y(ug) = T° olacak sekilde bir v = ~y(ug)
kiiresel egrisi ile yapilir.

u

u; € I sabiti igin p(u) = [ F(u)du olsun. (4.2) deki denklem ile Onerme 1°i kullanirsak

a(ug) = co noktasindan gegen ve sekilleri (k(u), 7(u)) olan,
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u

a(u) = co+ /e“(“)fy(u)du (4.9)

uo

egrisi bulunur [6]. Fakat genellikle bu diferansiyel denklemlerin analitik bir ¢6ziim miimkiin

degildir.

Ornek 4.1.  a sifirdan farkli bir reel say1 olmak iizere, sekilleri (0, ) olan o : I — E? bir egri

olsun. Sonug 4.1 den « egrisi bir silindirik helistir. Vu € I igin p(u) = 0 dir. Baglangig sartlari,

1 a a 1
T° = (0,— , ), N° = (1,0,0), BOZ(O, , )
( Vi+a? V1+a? ( ) V1i+a? V1+a?

olsun. O zaman ~(0) = T° olmak iizere (4.8) deki diferansiyel denklemlerden tanimlanan,

sin(v1 + a?u), — cos(V1 + a’u),

(w) ( 1 1 a >
_— u =
T 1+ a? V1+a? 1+ a?

bir kiiresel egridir. a(u) = o + [ ey (u)du esitligi kullanilirsa,

uo

1
— sin(v1 + a?u),

1+a 1+a

o) = (—ﬁcos(mu),— %(WU))

1
elde edilir. a = T icin,

—— COS

() = 289 (‘/29%) _@Sm(\/wou) u
n 290 17 7 290 17 774/290

dir [6].
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1.0

Sekil 4.1. Silindirik Helis
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5. SABBAN CATISINA GORE SLANT HELISLERIN VE KURESEL HELISLERIN
BAZI KARAKTERIZASYONLARI

I C R bir agik aralik, v : I — S? birim kiire iizerinde birim hizli bir egri ve k(s) : I — R

fonksiyonu C* simifindan bir fonksiyon olmak iizere,
=b[é s)ds +a

esitligi ile tammlanan o : I — [E? regiiler bir egri olsun.

4. bolimde, v egrisi cember ise « egrisinin silindirik helis oldugu gosterildi. Buna benzer
olarak, - egrisinin geodezik egriligi k, kullanilarak, Frenet gatis1 {7', N, B} olan « egrisi ile

Sabban ¢atis1 {7, t, p} olan v egrisi arasinda bagka iligkilerde gosterilebilir.

Teorem 5.1. ~(s) egrisi geodezik egriligi k, olan, birim kiire tizerinde birim hizli bir egri
olsun. b; € R olmak iizere eger 7(s) egrisi bir cemberse, a(s) = b [ "4y (s)ds + a egrisi

bir kiiresel helistir ancak ve ancak k(s) = —k, tan[(k,)(s — bl)] dir [1].

Ispat. = a(s) = b [ e s)ds + a egrisi kiiresel bir helis olsun. Bu durumda,

1 ~ ky(s)

= — _ pof k(s)ds
K8) = e ") = T hes Vs =te (5.1)

esitlikleri elde edilir. b;, by € R olsun. « kiiresel bir egri oldugundan,

()] +fo=0

sartin1 saglar. (5.1) deki esitlikler kiiresellik sartinda yerine yazilirsa,

/ 4 kg
1 1 1 e kds B
(bel 7o) F i +5T | (=0
(b@f kds) 9 -
be kds beJ kds he kds
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(bef% {kig(bef de)’}l + kg) (s)=0

(ﬁ [k el ks 4 2ol k] | k) (s) =0
g

—k2 =K (s) + k*(s)

dk(s)
T = —k; — k2(s)
ds —1

dk(s) — K2+ k(s)

—dk(s)

ds = — )
K2+ k2(s)

elde edilir.

< k(s) = —kytan[(ky)(s — by)] olsun. Bu esitligin integrali alinirsa,
[ k(s)ds = [ —kytan[(ky)(s — b1)]ds

elde edilir. z = ky(s — by) = ks — kyby olsun. O zaman k,ds = dz oldugundan,

/k(s)ds _ /—tanzdz

=1Incosz + Inby

= In[by cos(ky(s — by))]
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elde edilir. Bu esitligi yerine yazarsak,

afs) = b/efk(s)ds’Y(S)dS Ta
_ b/eln[bg COS(k‘g(S_bl))]v(s)dS + a

= b/bg cos(ky(s — b1))v(s)ds + a

ile £ fonksiyonuna bagli olmayan yeni bir esitlik elde edilir. Sonug 4.1 den, y egrisi gemberse

« egrisi helistir. Simdi « egrisinin kiiresel oldugunu gosterilsin.

- (e (R @) )

1 1
=3 )
b€f kds bef kds

:z%w%+(%@dm)f>@

9

b2 k>
_ <b2€2fkds i FQQIkds> (s)

g

= (b%?f s (1 + Z—;)) (s)

= b?b3 cos®(ky(s — by)) (1 +

_ b2€2fkds +
bef kds

kg

(=g tan[(ky)(s — bl)])Q)

= 0°bj cos® (ky(s — b)) (COS2(kg(15 — bl)))

= b3

dir. « egirisi yarigapi |bby| olan bir kiire tizerinde yatar. Dolayisiyla «v erisi kiiresel helistir.
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e 1 S 1 S 2
Ornek 5.1. s)=|—=cos| ——=—|,—=sin | ——= |,/ = | birim kiire {izerinde birim
7(e) <\/§ <(1/\/§)> V3 (1/\/5) \/?)

hizl ve geodezik egriligi v/2 olan bir egri olsun. b, by, by € R olmak iizere Teorem 5.1 den,
k(s) = —v2tan[(v2)(s — by)]
ve
a(s) = b [bycos(v2(s — by))y(s)ds +a
dir. b=2,b; =0,by = 1 ve a = (0,0,0) alinirsa, a(s) = (a1(s), as(s), az(s)) olmak iizere,

a; = —2\/§COS(\/§S> sin(v/2s) + 2 cos(v/2s) sin(v/3s)

ay = —§(3 cos(v/2s) cos(v/3s) + V6 sin(v/2s) sin(v/3s))

as(s) = 2sin(v/2s)
’ V3

dir. Dolayisiyla « egrisi, yarigapt » = 2 olan kiire lizerinde yatan kiiresel helistir [1].
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Sekil 5.1. Kiiresel Helis

Teorem 5.2. ~y(s), birim kiire iizerinde birim hizli kiiresel bir egri olsun. b,m,n € R ve a

sabit vektor olmak iizere, a(s) = b [ e/ F(9)%5~(s)ds + a egrisi bir slant helistir ancak ve ancak

~(s) egrisininin geodezik egriligi,

dir [1].

Ispat. =« egrisi slant helis olsun. O zaman « egrisinin asli normal gostergesinin geodezik

egriligi sabit bir fonksiyondur.

m,n € Rveo(s) = <ﬁ (£>,> (s) = m olmak iizere,
e (U(I{Q +7’2)% (E) ) ()
_ k’lg(s)
(k2(s) + 1)
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dir. Bu diferansiyel denklemin ¢oziimiinden,

ms—+mn = —kg(s)
k2(s) +1
dir. Buradan,
kg (s)
2 _ _ Ny
(ms +n)° = F(s) + 1
ki (s)+1—1
2 _ My
(ms +n)° = B 11
1
(ms+n)?=1-
k2(s) +1
1
k2(s) = -1
)(5) 1 — (ms+n)?
+n)?
2 (ms
() 1 — (ms+n)?

elde edilir.
<= a(s) = b [ e/ M)y (s)ds + a egrisinden,
o' (s) = bel o1 (s)

' (s) = bel HO (k(s)y(s) ++(s))
Q" (s) = bel Keds <<k2(s) + k’(3>> v(s) + 2k(s)y (s) + 7”(3))

1
KJ(S) - beJ k(s)ds
_ kg(s)
T(S) - bef k(s)ds

v(s) = be k(s)ds

esitlikleri elde edilir. Bu esitlikleri v e8risinin asli normal gostergesinin geodezik egriliginde

yerine yazarsak,



o(s) | @
()
£y(s)
RNTERE

elde edilir. z(s) = ms + n olsun. O zaman & (s)

2
- % esitliginden,
— \ms n

elde edilir. Bu denklemin tiirevi alinirsa,

2k, (5)K 5) — <2zz’(1 —22) — (—2zz’)z2) (s

(1—22)

b6 = (=)

K (s) = ((ﬁ) (6 ! ;222>> (s)

elde edilir. ¢ = +1 olmak iizere, (5.3) ve (5.4) esitlikler (5.2) de yerine yazilirsa,
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(=222 2
- (Gase) @
ms—+n
E——m
|ms + n|

=&m

elde edilir. Yani, o egrisinin asli normal gostergesinin geodezik egriligi sabit fonksiyondur.

Sonug olarak « egrisi slant helistir.

Ornek 5.2. ~(s) = (v/1 —s2 cos(\/ﬁarcsin(S»_i_S Sin(ﬁarcsin(s))’ s cos(v/2 arcsin(s)) B

/2 V2
V1 — 82 sin(v/2arcsin(s)),

) egrisini alalim.

Sl

()l =1
Iv(s)lf =1

oldugundan v egrisi birim kiire lizerinde yatan birim hizli bir egridir.  egrisinin geodezik
2
s

1 1
egriligi /{:3 =1 = dir. Teorem 5.2 den; b = 3" k = B ve a = (0,0,0) alimirsa « egrisi,

a(s) = (ai(s), as(s), as(s))

olmak iizere,

= %(2\/ 1 — s2(—1 + 45%) cos(v/2 arcsin(s) + v/2s(—2 + 5s?) sin(v/2 arcsin(s)))

ay = %(\/53(—2 + 55%) cos(v/2 arcsin(s) + 2v/1 — s2(—1 + 4s?) sin(v/2 arcsin(s)))

83

=55

bicimindedir. « egrisinin asli normal gostergesinin geodezik egriligi,

a3

o(s)=—1
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dir. Dolayisiyla, « egrisi bir slant helistir.

0.05 0.00 n.os 010

Sekil 5.2. Slant helis
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢aligmasinda, E® de verilen bir egrinin sekil egriligi, sekil torsiyonu ve bu kavramlarin
egrilerin temel teoremi ile ilgli uygulamalar1 calisilmistir. i1k olarak, E® de direkt benzerlik
doniistimleri grubu altinda egrilerin invaryantlarina yer verilmistir. Daha sonra [6] nolu ¢alisma-
daki sekil egriligi ve sekil torsiyonu tanimlart yapilmistir. Bu kavramlar kullanilarak egrilerin
temel teoremi ile ilgili bagka bir versiyon verilmistir. Buradan yola ¢ikarak birim kiire {izerinde
yatan birim hizh bir egri yardimiyla, E3 de egriligi sifirdan biiyiik olan baska bir egrinin nasil
elde edildigi ile ilgili onermeler ve teoremler detayl olarak ele alinmistir. E3 de egriligi sifirdan
biiyiik olan egriler i¢in elde edilen yontemin 6rnek tizerinde uygulamasi yapilmistir. Son kisimda

[1] nolu calismada yer alan slant ve kiiresel helisler icin bazi karakterizasyonlar verilmistir.
Sonug olarak [E? deki bir v egrisi ve birim kiire iizerinde yatan birim hizl bir +y egrisi verildiginde,

i) v egrisi bir cemberdir ancak ve ancak a(s) = b [ €¥®4y(s)ds + a esitligi ile elde edilen o

egrisinin kiiresel helis,

ii) -y egrisi bir kiiresel helistir ancak ve ancak a(s) = b [ %y (s)ds + a esitligi ile elde
edilen « egrisinin slant helis olmasi i¢in -y egrisinin geodezik egriligi ile ilgili karakterizasyonlar
elde edilmistir. Elde edilen sonuclarla ilgili 6rnekler verilerek uygulamasi yapilmigtir. Ayrica
bu tez calismasinda, v egrisinin kiiresel evoliitii ile o egrisinin Darboux goriintiisiiniin ¢akisik
olduguda da gosterilmistir.

Bu caligsmadaki tiim 6rnekler Mathematica 10 programi kullanilarak yapilmstir.
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