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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

R™ : n-boyutlu Reel uzay

B(z,r) : x merkezli, r yarigapli yuvar
|B(x,r)| :B(x,r) yuvarmin Lebesgue dlgiisii
|- Iz : Lebesgue normu

LP(R™) : Lebesgue uzay:

WILP(R™) : Zayif Lebesgue uzay1
(R™)  : lokal integrallenebilir fonksiyonlar uzay:
L,A(R™) : Morrey uzay1

M, (R") : Genellestirilmis Morrey uzay1

M : Hardy-Littlewood Maksimal operatorii
M., : Kesirli Maksimal operatorii
T : Singiiler integral operatorii

e

: Kesirli integral operatérii (Riesz potansiyeli)
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

HARMONIK ANALIZIN INTEGRAL OPERATORLERININ
FONKSIYON UZAYLARINDA SINIRLILIGININ BAZI
UYGULAMALARI

Kemal ARIKAN

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Dog. Dr. Ali AKBULUT

Bu tez beg boliimden olugmaktadir. Birinci boliim girig kismina ayrilmisgtir.

Tkinci ve {i¢iincii boliimde Harmonik Analizde fonksiyon uzaylar1 ve operatérler hakkinda

baz1 temel kavramlara yer verilmistir.

Dordiincii boliimde, Genellestirilmis Morrey uzaylarinda integral operatorlerinin sinirhliklar:

detayl bir sekilde incelenmistir.

Besinci boliimde ise Harmonik Analizde integral operatérlerinin sinirhiliginin bazi uygulamalarina

yer verilmigtir.

NISAN 2019, 69 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: L,uzaylar1, Morrey uzaylari, Genellestirilmis Morrey uzaylari,

Hardy-Littlewood maksimal operatorii, Kesirli maksimal operator, Riesz potansiyeli,
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ABSTRACT

MSc THESIS

SOME APPLICATIONS OF BOUNDEDNESS OF THE
INTEGRAL OPERATORS ON HARMONIC ANALYSIS

Kemal ARIKAN

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Do¢. Dr. Ali AKBULUT

This thesis is consists of five chapters. The first chapter is devoted to the introduction.

In the second and third sections, some basic concepts about function spaces and

operators are given in Harmonic Analysis.

In the fourth chapter, the boundedness of integral operators in generalized Morrey

spaces are investigated with full of details.

In the fifth chapter, some applications of boundedness of some integral operators of

Harmonic Analysis are given.
APRIL 2019, 69 Pages.

Keywords: L, spaces, Morrey spaces, Generalized Morrey spaces, Hardy-Littlewood

maximal operator, Fractional maximal operator, Riezs potential



1. GIRIS

Harmonik Analizde fonksiyon uzaylarinin modern teorisi son yiizyilda S.L. Sobolev, A.
Zygmund, S.M. Nikolskii, A. Calderon, V. Mazya, L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn,
E.M. Stein, O.V. Besov, P.I. Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov gibi diinyaca iinlii
matematikgiler tarafindan incelenmektedir. Bu teorinin Harmonik Analizin problemlerinin
¢oziilmesinde oldugu gibi kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans,

miihendislik ve ayrica diger disiplinlerde bir ¢ok uygulamalar: vardir.

Reel analizin klasik operatorlerinin sinirlilik teorisi Maksimal operator, Kesirli Maksimal
operator, Riesz potansiyeli ve Singiiler operatorler Lebesgue uzayida daha 6nce galigilmig

olmasina ragmen Lebesgue uzaylari ile birlikte Morrey uzaylarinda énemli bir rol oynar.

Harmonik Analizde bu operatorlerin agirlikli esitsizliklerini caligmak onemli bir yere
sahip olup, L,(w) Agirhikh Lebesgue uzaylarinda smirliliklar R. Coifman, C. Fefferman,
B. Muckenhoupt ve R. Wheeden tarafindan elde edilmistir. Harmonik Analizde 6nemli
bir yere sahip olan Maksimal integral operatoriiniin, Riesz potansiyelinin ve Singiiler
integral operatoriiniin M, , Genellestirilmis Morrey uzaylariaki sinirhiliklar: ilk olarak

Mizuhara, Nakai ve Guliyev tarafindan aragtirilmigtir.

Bu yiiksek lisans tezinde Morrey uzaylarinin, Genellegtirilimig Morrey uzaylarinin tanimi
ve temel Ozellikleri verilerek, bu uzaylarda Harmonik Analizin baz fonksiyonel operatorleri

olan Maksimal, Riesz potansiyeli ve Singiiler integral operatorlerinin sinirliligi incelendi.

Son boliimde Harmonik Analizin integral operatorlerinin fonksiyon uzaylarinda sinirlhiliklarinin
bazi uygulamalari olarak Littlewood-Paley operatorii, Marcinkiewicz operatorii, Bochner-Riesz
operatorii, VY(—A + V)™ ve VIV(—A + V)=? Schrédinger tipli operatorleri ve bazi

analitik yar1 gruplarinin kesirli kuvvetleri icin yer verilmistir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez aragtirma konusunda gecen bazi temel tanim ve teoremlere kisaca yer

verildi.

2.1. Normlu Uzaylar

Bu kisimda normlu uzaylarin tez konusu ile ilgili tanimlarina, ézelliklerine ve teoremlerine

yer verildi.

Tanim 2.1. [Norm, Normlu Vektér Uzaylari] X, K cismi iizerinde tamimli bir
vektor uzayi olsun. Eger

[l X =R, z— |z

doniisiimii Vz,y € X ve a € K igin

(Ny) ||lz|| >0ve |jz|| =0 x=10
(N2) [laz]| = [af ||z
(Ns) llz +yll < llz]l + llyll (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine de

bir normlu vektor uzayi denir. (X, ||-||) normlu uzay: kisaca X ile gosterilir [2].

Tanim 2.2. [Denk Norm] X, K cismi iizerinde tammh bir vektor uzay1 olsun.
Vr € X icin

cllzfy < llzllz < Cllzl

olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilar1 varsa X {izerinde tamimli ||-||; ve || || normlarima

denk norm denir [42].



Tanim 2.3. [Yakinsaklik, Norma Goére Yakinsaklik| (z,,), (X, ||-||) normlu uzayinda

bir dizi ve g € X olsun. Eger
lim ||z, — zo]| =0
n—oo
olursa x,, dizisi zy noktasina yakinsaktir denir ve
Tp — Lo

veya

lim x, = zo
n—oo

seklinde gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsaklik

denir [42].

Tanim 2.4. [Cap, simirh kiime, simirh dizi] (X || - ||) normlu uzay ve bunun bir alt
kiimesi A olsun.

d(A) ::sup{Ha?—ZJH cx €A, yeA}ZO

sayisina A kiimesinin ¢ap1 denir. Eger bir A C X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesine

sinirh kiime denir. (x,) dizisinin terimlerinin kiimesi sinirh ise diziye sinirh dizi

denir [2].

Tanim 2.5. [Cauchy Dizisi] (X, || - ||) normlu uzay: iginde (z,,) bir dizi olsun.
Ve > 0 icin m,n > n, oldugunda ||z, — ,,|| < € olacak sekilde € sayisina bagh bir n.

dogal sayis1 varsa o zaman (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir [42].

Onerme 2.6. Cauchy dizisi ile ilgili agagidaki 6nermeler dogrudur .

(a) Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.

(b) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirhdir.

(¢) (X, | -]) bir normlu uzaymnda (z,) Cauchy dizisi x € X noktasima yakinsak bir
(2, ) alt dizisine sahip ise (z,) dizisi de x e yakinsaktir.

(d) (X, -]) bir normlu uzayinda (z,) ve (y,) iki Cauchy dizisi ise, (z,, + y,) dizisi de
bir Cauchy dizisidir [2].



Tamim 2.7. [Banach Uzaylari] Bir (X, | -||) normlu uzay: igindeki her Cauchy dizisi
X igindeki bir noktaya yakinsiyor ise bu (X, || - ||) normlu uzay: Banach uzay1 olarak

adlandirilir [2].

Tanim 2.8. [Ustten smrl, iist simir, supremum| Vn € N icin x, < M olacak
sekilde bir M reel sayis1 varsa (z,,) dizisi tistten siirhdir denir. M sayisina da bu
dizinin bir iist smir1 adi verilir. Ust simrlarin en kiiciigiine dizinin en kiigiik iist

siir1 veya supremumu denir ve sup z,, ile gosterilir [6].

Tanim 2.9. [Alttan smirly, alt sinir, infimum| Vn € N icin z,, > m olacak sekilde
bir m reel sayisi varsa (z,) dizisi alttan sinirhdir denir, m sayisina da bu dizinin bir
alt sinir1 adi verilir. Alt simirlarin en biiyiigiine dizinin en biiyiik alt siir1 veya

infimumu denir ve inf z,, ile gosterilir [6].

Ayrica infimum ve supremum o6zellikleri agagidaki 6nermede verildi.

Onerme 2.10. A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. inf A = a ve supA = b
olmak iizere a ve b sayilarinin ozellikleri agagidaki gibi saglanir .

(i) Vo € Aigin x > a dir. Ciinkii @ alt sinirhdir.

(i) V6 > 0 icin

r<a+s (2.1)

olacak gekilde en az bir z € A vardir. Ciinkii a alt sinirlarinin en biyiigiidiir. Eger A
nin higbir eleman i¢in (2.1) bagintisi saglanmasaydi A kiimesinin biitiin = elemanlari
icin

r>a+0

olacakti. Bu ise a+¢ sayisinin bir alt sinir1 oldugunu ifade eder. Halbuki bu alt sinir, en
biiyiik alt sinir olarak kabul edilen a sayisindan daha biiyiiktiir. Bu miimkiin degildir.
(iii) Vo € A i¢in = < b dir. Dolaysiyla b bir {ist simirdar.

(iv) V6 > 0 i¢in

r>b—0



olacak gekilde en az bir z € A vardir[4].

Tanim 2.11. [Artan Fonksiyon, Azalmayan Fonksiyon] A C R ve f : A —
R bir fonksiyon olsun. A nin bir F alt kiimesinin xz; < x5 sartini saglayan Vi, zs
elemanlarn icin f(z1) < f(zq) ise f fonksiyonu E iizerinde artan fonksiyon denir.
Artan fonksiyon 7 ile gosterilir. Eger f(z1) < f(x2) oluyorsa da azalmayan fonksiyon

denir [4].

Tanim 2.12. [f* Azalan Yeniden Diizenleme] f fonksiyonunun f* : [0,00) —

[0, 00] yeniden diizenlemesi

seklinde tammlanir [7].
2.2. Operator Teorisi

Bu kisimda operator kavramlarina ve bu operatorlerin tanim ve teoremlerine yer verildi.

Tanim 2.13. [Operator| X ve Y bog olmayan kiimeler ve D C X olsun. D nin her
elemanima Y nin bir elemanini karsilik getiren bir kurala D den Y ye bir operator
veya doniisiim denir. A operatoriiniin x e kargilik getirdigi eleman A(z) ile gosterilir.
A operatoriiniin x € D yi, A(z) € Y ye gotiirdiigiinii belirtmek i¢in, A : D — Y
gosterimi kullanir. Bu durumda D ye A operatoriiniin tanim kiimesi denir ve genellikle

D(A) ile gosterilir.
R = N(A) = {er:y:A(x), :ceD(A)}

kiimesine A operatoriiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir [2].

Tanim 2.14. [Lineer Operator] X ve Y ayni K cismi {izerinde iki lineer uzay ve

A: X — Y operatorii verilsin.



Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve Va,y € D(A) ve V «, 8 € K i¢in

Alax + By) = aA(x) + BA(y)

ise A operatoriine lineer operator denir [2].

Tanim 2.15. [Birim Operatorii] A: X — X operatorii verilsin. Vx € X igin

Alx) ==

ise A operatoriine birim operatorii veya 6zdeslik operatorii denir. Iy veya [ ile

gosterilir [2].

Tanim 2.16. [Smrhlik] X ve Y iki normlu uzay ve D (A) C X olmak iizere
T :D(A) — Y lineer operator olsun. Eger Vo € D (A) i¢in

[Az|| < C' =]

olacak gekilde bir C reel sayisi varsa, A operatoriine sinirlidir denir. Bir A operatoriiniin

normu
Ax
= sup 121
cen(4) |7
x#0

seklinde tammlanir [2].

Tanim 2.17. [Siirekli] X ve Y iki normlu uzay ve T : D(T) — Y operatérii verilsin.

(a) Ve > 0igin 3§ > 0 olmak iizere Vo € D(T), ||z — x|l < 0 iken

|Tx — Txo| < e.



(b) xo noktasima yakinsayan V(z,) C D(T) dizisi igin

lim T'(x,) = T'(zo)

n—oo

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda T operatorii zy € D(T) noktasinda siireklidir
denir. Eger T': X — Y operatorii D(T') nin her noktasinda siirekli ise 7' operatorii
D(T) tizerinde siireklidir denir [2].

Teorem 2.18. X ve Y normlu uzaylar ve D (T') C X olmak tizere T': D (T) —» Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7' operatoriiniin siirekli olmasi i¢in gerek ve yeter

sart T operatoriiniin sinirh olmasidir [2].

Tanim 2.19. [Gémme] X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

yani Vx € X i¢in I(x) = x olacak sekilde Y de en az bir eleman olmak iizere
I:X—>Y
ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operator siirekli ise yani her x € X i¢in
zlly < cllzllx

olacak gekilde bir ¢ > 0 sabiti var ise X uzay1 Y uzayina siirekli gémiiliir denir. 7
operatoriine X uzaymdan Y uzayina bir gdémme operatorii denir. Alternatif olarak

bazen X uzaymin Y uzayma bir stirekli(veya siirl) gommesi mevcuttur denir.

I flly
|| x sy == sup ———
- 20 |1 fllx



seklinde gosterilen bu sayiya da I nin operatér normu denir. Eger X ve Y iki normlu

lineer uzay olmak iizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gomme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=>YveY —X

ayni anda oluyorsa,

Xa2Y

seklinde gosterilir ve eger bu gomme operatorii kompakt ise de
X ==Y

seklinde gosterilir [39].
2.3. Olcii Teorisi

Bu kisimda Olcii Teorisi ile ilgili bazi tanimlar ve teoremler verildi.

Tanim 2.20. [Cebir ve 0—Cebir] X bostan farkh bir kiime ve A C P(X) olsun.

i) 0, X e A
(i) VE€ A, E°=X\Ec A

(i) Ve =1,2,....n, {E}i, € A= JE € A

k=1

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A smifina X {izerinde bir cebirdir denir.

Eger (iii) sart1 yerine



VneN, {E ), e A= JE, € A

n=1

sart1 alimirsa A cebirine bir o-cebir denir [40].

Tanim 2.21. [Borel Cebiri] Bir £ simifim1 kapsayan o-cebirlerinin en kiigiigiine K
nin {irettigi(veya dogurdugu) o-cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin acik
(a,b) araliklarmin dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir.
n = 1 olmasi halinde B(R") Borel cebiri B(R) ile gésterilir. B(R) nin her bir elemanina

Borel kiimesi denir [40].

Tanim 2.22. [Olgiilebilir Uzay, Olcii Uzay1, Olgiilebilir Kiime] X, bostan farkl
bir kiime, A C P(X) de X in bir o—cebiri ve p : A — [0,00) de A iizerinde bir dl¢ii
olsun. (X,.A) ikilisine bir 6lgiilebilir uzay denir. (X, A, u) iigliisiine de bir 8lgii

uzay1 denir. A daki her bir eleman da 6lgiilebilir kiime olarak adlandirilir [40].

Tanim 2.23. [Olgii, Sonlu Olgii, o-sonlu, Olasilik Olgiisii] (X, .A) bir élciilebilir

uzay olsun. A iizerinde tamiml genigletilmis reel degerli bir p fonksiyonu

(i) u(@) =0

(i) VAe A, u(A) >0
(iii) Her ayrik {A4,}°°, icin u(UJ An) = > p(4,)
n=1 n=1
ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6lcii fonksiyonu veya olgii adi verilir. Eger
VA € A igin u(A) < oo oluyorsa p ye sonlu 6lgit denir. X kiimesi her biri sonlu

Olciiye sahip sayilabilir adetteki kiimelerin birlegimi olarak yazilabiliyorsa p Olgiisiine

o-sonlu denir. Eger u(X) = 1 ise bu 6lgiiye olasilik 8lgiisii adi verilir [40].

Tanim 2.24. [Dig Olgii] X bostan farkh bir kiime olsun. P(X) iizerinde tanimh

genigletilmig reel degerli bir pu* fonksiyonu igin



(i) p(@ =0
(ii) VE € P(X), p*(E) >0

(i) AC B C X, u*(A) < u*(B)

(iv) ¥n € N, A, € P(X) = o ['jl) < f;l 1 (A)

sartlar saglanirsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dig 6lgii denir [40].

Tanim 2.25. [Lebesgue Dig Olgiisii, Lebesgue Olgiilebilir] {7}, , R nin smirh

ve acik alt araliklarinin bir dizisi ve

TA:{([k):AC ka}

k=1

olsun. P (R) iizerinde

A" (A) = inf {il([k) c(Iy) € TA}

seklinde tanimlanan A* bir dig 6l¢iidiir. Bu dig 6l¢iiye Lebesgue dig 6lgiisii adi verilir.
Lebesgue dig 6l¢iisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

n—boyutlu R™ uzayinda Lebesgue dig 6l¢iisiinii tanimlamak icin
I={zr:a;<2;<Vb;, i=1,..,n}

n—boyutlu kapali araliklarin1 gbz 6niine alinirsa, bu araliklarin hacimleri

v (I) ZH(bz‘—az’)

(2

bi¢imindedir. Keyfi bir £ C R" kiimesinin Lebesgue dig 6l¢iisii

A" (F) = inf {Zv(]k) B C U Iy, , Ij bir arahk}
k=1 k=1

10



ile tanimlanir. VA C R" igin eger
AN(A) =N (ANE)+ X (AN (R" - E))

Caratheodary Olgiimii ise £ kiimesine Lebesgue &lgiilebilirdir denir [40].

Tanim 2.26. [Dagilim Fonksiyonu] (X, u) bir iilgii uzay1 ve f : X — R(veya C)

olciilebilir bir fonksiyon olsun.

as(A) = u({x €X: |f(x) > A})

seklinde tanimlanan
ay : (0,00) = [0, 0]

fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir [7].

Tanim 2.27. [Yeniden Diizenleme Altinda Degismeyen (Rearrengement Invariant)
Uzaylari] p(X,%, 1), o-sonlu bir dl¢ii uzay1 iizerinde bir norm olsun. f ve g es

dlgiilebilir fonksiyonlar ve f,g € M (X, i) olmak iizere

saglaniyorsa X = X (p) uzayina yeniden diizenleme altinda degismeyen (rearrengement

invariant) uzaylari denir [7].

Tanim 2.28. [Hemen Hemen Her Yerde (h.h.y)] (X, A, 1) bir 6l¢ii uzay: olsun.
Eger bir 6nerme olciisii sifir olan kiime veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6lgiilii
bir kiime tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni {izerinde dogru ise, o 6nerme
hemen hemen her yerde dogrudur denir, kisaca h.h.y biciminde yazilir.

Bir p(x) 6nermesinin dogru olmadigr = noktalarimn kiimesi sifir 6lgiilii bir kiime veya
sifir 6lgiilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(x) 6nermesi hemen hemen her z igin

dogrudur denir [6].
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Tanim 2.29. [Homojen Fonksiyon] A ve « iki reel say1 olmak iizere

fAx) = (A" f(z)
oluyorsa f fonksiyonuna a. dereceden homojen fonksiyon denir [39].

Tanim 2.30. [Ortii, Acik Ortii, Alt Ortii, Sonlu Alt Ortii] Birlesimleri A kiimesini
kapsayan | J kiimeler ailesine A kiimesinin bir 6rtiisiidiir denir. Bu | kiimelerinin her
biri aglksalbu halde (J, A kiimesinin agik 6rtiisiidiir denir. Birlegilmleri A kiimesini
kapsayan alt toplululzdar ailesine verilen oOrtiiniin alt ortiisii adi verilir. Eger bu

topluluklar ailesi sonlu sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortiiye sonlu alt 6rtii denir

2].

Tanim 2.31. [Kompakthk] X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt
ortiisii varsa, X kiimesine kompakttir denir. Kapali ve sinirli her kiimenin acik

ortiisiiniin sonlu sayida bir alt 6rtiisii vardir. Yani, kapali ve sinirli her kiime kompakttir

2].

Tanim 2.32. [Destek] (X, o) bir metrik uzay1 ve f : X — [0,00] olsun. f(x) # 0

sartin1 saglayan x noktalarimin kapanigina f fonksiyonunun destegi denir ve

suppf:{:pGX: f(x);éO}

ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f

kompakt destekli fonksiyon adini alir [39].

Teorem 2.33. (X, A, ) metrik ile verilen bir o —sonlu 6l¢ii uzay: olsun. Bu durumda
bir s : X — R fonksiyonunun basit olmas: icin gerek ve yeter sart s fonksiyonunun

goriintiisii sonlu bir kiime ve desteginin sonlu 6lgiilii olmasidir [39].
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3. HARMONIK ANALIZDE FONKSIYON UZAYLARI
3.1. L, Uzaylan (Lebesgue Uzaylar:)

Fonksiyonel analizde, Banach uzayinin ve topolojik vektor uzaylarinin énemli bir sinifini
Lebesgue uzay1 (L,(R"™) uzay1) olugturur. Fonksiyonel analizin énemli konularindan
biri olan L,(R"™) uzaymimn, Fonksiyonel analizin i¢ problemlerinin ¢oziilmesinde oldugu
gibi kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, miihendislik ve ayrica
diger disiplinlerde uygulamalar1 vardir. Bu béliimde Fonksiyonel analizde, Banach
uzaylarimin ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli bir sinifin1 olan Lebesgue uzayimin

tanimi ve 6zellikleri incelendi. Bunun yan sira gerekli olan bazi teoremlere yer verildi.

Tamim 3.1. [L, Uzaylar1 (Lebesgue Uzaylar1)] (X, i) bir 6lgii uzay: ve
M, f: X — C tamimh p-6lciilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun. 0 < p < co olmak

izere

L,(X):= {fEM:/|f|pd,u<oo}

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinifi denir.

f fonksiyonunun L, normu

p

B =

()J;!fl”d/i) , 1<p<oo
I1fllz, =

esssupf(@)] , p=oco
\ zeX

ile tanimlanir ve bu norm ile L, ye Lebesgue uzaylar:1 denir. Burada

esssup | f(z)| = inf{)\ p({x e X |f(x)] > A}) = O}

zeX
dir [39].

13



1 1

Teorem 3.2. [Holder esitsizligi] 1 < p < oo ve — + — = 1 olmak iizere f € L,(f2)
p p

ve g € Ly(Q) olsun. Bu durumda f,g € L(€2) olur ve

/ F@g@)dz < [ Fley@lolz @ (3.1)

Q

esitsizligi saglanir [39)].

Teorem 3.3. [Minkowski esitsizligi] 1 < p < oo ve f,g € L, olsun. Bu durumda
(f +9g) € L, olmak iizere

If =+ gllz, < flle, + llgllz, (3.2)

esitsizligi saglanir [39)].

Lebesgue integralinin 6zellikleri ve Holder esitsizligi gozoniine alindiginda L, uzaylarinin
1 < p < oo icin bir vektor uzay1 oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f € L, olmak

tizere || f||L» normu altinda;

(L1) Az, =0

(L2) Ifllz, =0 = hhy f(z)=0
(L3) llaflz, = |l fllz,, « € R

(L4) [If +gllz, < 1 flle, + lgllz,

sartlar saglandigindan 1 < p < oo i¢in L,, bir normlu uzaydir.

1 1
Teorem 3.4. [Young esitsizligi] 1 < p < co ve — + — = 1 olsun. Va,b € R igin
p p

a,b>0vep = P : olmak iizere

14



P
ab§%+? (3.3)

esitsizligi saglanir [39)].

Tamm 3.5. [L, uzaylarinda yakinsaklik] f,, f € L, olmak tizere {f,}°°, nin f
fonksiyonuna p. mertebeden yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart Ve > 0 icin en az

bir ng € N mevcuttur dyle ki her n > ng icin || f, — f|z, < € olmasidir.

Burada

I = fley = | (U= sPan) . 12p<ce.
Q
Buna gore, {f,}°°, nin f fonksiyonuna L, de yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart
lim [|f, = fllr, =0
n—oo

olmasidir [39)].

Teorem 3.6. 1 <p < oo 2 C R” olsun. L, uzaylari

1/p

1], = / (@) Pde
Q

normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir [40].

Teorem 3.7. [Fubini]| f, R™*" {izerinde dl¢iilebilir bir fonksiyon ve

I = / 1f (z, )| dady

Rn+tm
L= [ [1s@yld]d
Rm n
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fsz]R[ Zlf(x,yﬂdy di

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. I i¢in bu R” {izerinde integrallenebilen
bir g fonksiyonu vardir 6yle ki g (y) hemen her y igin icteki integrale esittir anlamindadir

ve I3 i¢in de aynisi gecerlidir. Bu durumda

(a) Hemen her y € R™, f(-,y) € L1 (R")

(b) Hemen her x € R, f(z,-) € Ly (R™)

/f y)dy € Ly (R")

/f Yz € L, (R™)

(e) ]1 :IQ :I3

sartlar: elde edilir [39].

Teorem 3.8. 1 < p < oo olmak iizere L, uzaylarindaki basit fonksiyonlarin kiimesi

L, uzaylarmda yogundur [40].
Tanim 3.9. [Kuvvetli ve Zayif Tip Sinirlilik] 1 < p, ¢ < oo olmak iizere

T : L,(R") — L,(R™) bir operator olsun. Eger V f € L,(R") i¢in

1T/, < Allfl,,

olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatoriine kuvvetli (p, q)

tipindedir denir. p bir 6l¢ii olmak iizere eger V a > 0 igin

u{xt Tf() >a} < (%) ¢ < oo

olacak gekilde a ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa T' doniigiimiine zayif (p,q)

tipindendir denir [43].
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Tamim 3.10. [Lokal Integrallenebilme] f 6lciilebilir bir fonksiyon olmak iizere her

K kompakt kiimesi {izerinde
/ | fldp < o0
K
ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir ad: verilir ve
Li (R™) := f:/|f|d,u < o0, K C R", K kompakt

seklinde ifade edilir. Ayrica,

Lp

loc

(R™) := /\f\pdu < oo, K € R", K kompakt

seklinde tanimlanir [40].

Teorem 3.11. 1 < p < oo olmak {izere

LP (R") < LP

loc

(R™) — L}

loc

(R")
gomme kosullar1 elde edilir [40].

Tamim 3.12. [L? Uzaylar1 (Agirliklhh Lebesgue Uzaylar1)] 1 < p < oo ve w bir
agirlik fonksiyonu olsun. f fonksiyonlar: biitiin 6l¢iilebilir norma sahip ise bu durumda

LP (R™) uzaylar

RS

1115 (R™) = /If P w <

seklinde tanimlanan normlu uzaylara L2 (R"™) uzaylar: denir. p = oo durumunda ise

L>®(w) = L>®(R™,w) de norm

17



1fllzee = 1f 1l zer my = ess sup [ f ()| w(z)

r€R™

ile tanimlanir [40].
Simdi, 1 < p < oo olmak tizere L,(Q2) uzaylarinn [L,(2)]* dual uzaym ifade eden

tanimi asagida verelim.

Tamm 3.13. [Dual Uzayi] g € L, olmak tizere f € L,(f2) i¢in
®,(f) = [ falgla)da
0

gosterilsin. Bu durumda,

ve

12|l = gl

olarak tanimlanir [39].

Lemma 3.14. ), R™ nin bir bosg olmayan sinirli agik alt kiimesi ve g de € iizerinde
bir 6lgiilebilir fonksiyon olsun. p > 1 ve M > 0 olmak tizere dyle keyfi bir f € L,(Q2)

i¢in
f-g¢€ Li(Q)

ve

/#@M@MISAMﬂu

Q

seklindedir. Bu durumda g € L, () ve ||g||,y < M biciminde olur [40].
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Tanim 3.15. [Maksimal Operatér| f : R" — R ve f € L;,.(R") olmak {izere,
Mf : R" — [0, 00] Hardy-Littlewood Maksimal fonksiyonu

Mf(z) = sup|B(z, r)| " / F)ldy

r>0
B(z,r)
bigiminde tanimlanir [46].

Tanim 3.16. [Kesirli Maksimal Operatér] 0 < a <n, f: R" = Rve f € L;,.(R")

olmak tiizere, M, kesirli Maksimal operatorii

r>0

Maf(z) = sup|B(z, r)| "% / F)ldy
)

B(z,r
bigiminde tanimlanir [46].

Teorem 3.17. R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu icin

(i) fe L,(R"),1<p<ooise Mf Maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.

(ii) Eger f € Li(R") ise V a > 0 i¢in

m{a: M) > a} <2 [ @)

R

saglanir, burada A sadece boyuta bagl bir sabittir ve m Lebesgue ol¢iisiidiir.

(iii) fe L,(R"),1<p<ooise Mf e L,(R") olur ve

M Fllp < Apll I

esitsizligi gerceklenir [46].
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Tanim 3.18. [Riesz Potensiyeli] f € L}, (R") ve 0 < a < n olmak iizere,

loc

1, Riesz potansiyeli
L) = [ 0y
Rn

olarak tanimlanir [46].

Teorem 3.19. 1 <p<oo, QCR" d=diam(Q2) =sup {|m —yl; z,y € Q},

1
- olsun. Bu durumda
qg n

1
O<0¢<E, -
p p

o f Ly < Ep, o n)|| fllz, @)
gergeklenir, burada ¢(p, a, n) pozitif sabiti

— 4 n "N1/q
C<p7O[,TL) CO_/[TL—OZP] (p)
seklindedir ve ¢ > 0 sabiti p ve a ya bagh degildir [36].

Tanmim 3.20. [Singiiler Integral]
Tf(5) = [ K@) i@y o€ R\supps
Rn

Calder6n-Zygmund operatorii 7' : C§° — Lj,.(R™) siirekli lineer operatordiir ve

Ly(R™) — Lo(R™) uzayma simirhdir. Ayrica K(z,y)

(x,y) ER"XR" : z=y
{ j

diginda siirekli bir fonksiyondur ve ¢; > 0 ve 0 < ¢ < 1 olmak {izere

(i) Vx,y € R", x # y igin

|K(z,y)| < cilz —y|™.
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(ii) 2 |x — 2’| < |x — gy igin

r—1
K, 9) ~ K(&', )| + [K(y. 2) ~ K(y. 2| <e ('M - y|'> o =y

esitsizlikleri saglanir [11].

Onerme 3.21. T Calderén-Zygmund operatorii L,(R") , 1 < p < oo iizerinde siirhdir
ve zayif (1,1) tiplidir [17].

Teorem 3.22. [Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi] (X, x) ve (Y, v) dlcii uzay
1<po<pr <00, T Ly(X,p)+ Ly, (X, ) den Y ye zayif (po, po) ve zayif (p1,p1) tipli
alt lineer operator olsun. O halde py < p < p; i¢in T kuvvetli (p, p) tiplidir [15].
Ispat. f e L, olsun. VA > 0 icin

fO = fX{x|f(x)\>c/\}

fi = fX{zf@)<en)

olmak tizere f = fo + fi1 seklinde yazilabilir. O halde fy € L, (u) ve fi € Ly, (u) olur.

Tf() = IT(fo+ f1) ()]
< [Tfo(x) + T fi(x)]

< |Tfo(z)| + T fi()]
saglanir. Boylece

arf(A) < arg,(A/2) +arp (M /2)
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gerceklenir.

1
1. Durum: p; = oo olsun. A;]|7¢|lx < Aillg]/ec olmak {izere ¢ = —— segilirse, bu

- 24,
durumda oy, (A/2) = 0 olur. Zayif (po, po) esitsizliginden

2A po
arn(M/2) < (T‘)nﬁ)um)

saglanir. Dolayisiyla

[e.o]

ITfIE < p / N Yy (A/2)dA
0

1

p [ x (%) [ i@

0 {@:|f(z)[>eA}

IN

1
A / AP=1P0 (9 4 )P0 / | f (@) [P dpud
0 {elf@)>eA)
f(z)/c
=) [l [ v

X 0
Ao f(@)(241)
=A™ [ If)p i
0

P —Do
X

p 0 —Po
= LA Ayl

elde edilir.

2. Durum: p; < oo olsun. Bu durumda

2A pi
arg,(A/2) < ( 2 s ) =01
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olur. Bu durumda

(e 9]

s < [ meag [ @
0 {z:|f(z)|>cA}

e [ameay [ @ duay
0 {z:] f(@)[<eA}

p2ro  APO p2Pr AP
=< ot — I3

pP—pocP™P  pp—pcTh

Teorem 3.23. T Calderon-Zygmund operatorii olsun. Bu durumda p ye bagh olmayan

c > (0 sabiti i¢in

|7 fllL, @) —Lo@n) < C<Z% + ﬁ) 1 fllz, @y, 1<p<2,

1T fllz,@m)—Ly@n) < C<p + ﬁ) £l 2, &), p>2

gergeklenir [36].

Not: T = Ty herhangi bir kompakt destekli f € L;(R") ve z & suppf icin

Wﬂwg%/ /()]

g [T —y|"

dy, (3.4)

ozelligini saglayan altlineer bir operator olsun burada ¢y, f ve x den bagimsizdir. Benzer

sekilde kabul edelim ki T, herhangi bir kompakt destekli, « € (0,n), f € Li(R"™) ve

x & suppf icin

UU@Hﬁq/—i&M—@,

g |T — Y[
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ozelligini saglayan bir altlineer bir operatér olsun ¢y, f ve x den bagimsiz oldugu

durumda bazi o € (0,n) igin esitsizligi saglar [22].
3.2. Banach Fonksiyon Uzaylar:

Bu kisimda Banach fonksiyon uzaylarinin tanim ve bazi temel 6zellikleri verildi.

Tamim 3.24. [Banach Fonksiyon Normu] (R, 1) bir 6lgii uzayi, M+, f : R — [0, o0]
tanimh pu— olgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ve p : M — [0, oo] bir fonksiyon olsun.
M+ daki f, g, fn, (n=1,2,3,...) fonksiyonlari, Va > 0 sabiti ve u— olgiilebilir E C R
kiimesi igin

(P) p(f) =0 hhy. f=0,

(P2) plaf)=ap(f),

(Ps) p(f+g)<p(f)+plg),

(Pr) hhy 0<g<f=p(g) <p(f),

(Ps) hhy 0< fotf=p(fa)Tp(f),

(Fs) n(E) <oo=p(xe) <oo,

(Pr) p(E) <oo= [fdu < Cgp(f), (burada Cg, 0 < Cg < o0, E ve p ya bagh
E
fakat f ye bagh degildir)

ozellikleri saglaniyorsa p ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir
[7].

Tanim 3.25. [Banach Fonksiyon Uzaylari] (R, i) bir 6lgii uzay1, M de R iizerinde
taniml genisletilmis skaler degerli (reel ya da kompleks) p— 6lgiilebilir fonksiyonlarin

siifi ve p bir fonksiyon normu olsun. Bu durumda p (| f|) < oo olacak bi¢imde M deki
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f fonksiyonlarimin X = X (p) simifina Banach fonksiyon uzay1 denir.

Vf e X igin

1fllx = p (/1)

seklinde ifade edilir [7].
Ornek 3.26. 1 < p < oo olmak iizere L, uzaylar1 bir Banach fonksiyon uzayidir.

Teorem 3.27. p bir fonksiyon normu, X = X (p) Banach fonksiyon uzay1 ve |.||y
Tanim 3.25. deki gibi tanmimlanmig olsun. Bu durumda vektor uzay islemleri altinda
(X, |-l x) normlu lineer uzaydir. S de R tizerinde tammmli p-basit fonksiyonlarin kiimesi

olmak lizere

icermeleri saglanir.
Ozel olarak, X te f, — f ise sonlu 6lciilii kiimeler iizerinde f,, — f 6lciide yakimsaktir

ve f, in bir alt dizisi h.h.y. f ye p-noktasal yakinsaktir [7].

Lemma 3.28. X = X (p) bir Banach fonksiyon uzayi ve f, € X (n=1,2,...) olsun.
(i) (Fatou Ozelligi)
0<f.1f, (n-hhy) olmak iizere a) f¢X = | fallx Too

by feX = |fulx Tl

(ii) (Fatou Lemmast)

fo— f (p-hhy) ve liminf|f,|ly <oo = | fllx <liminf||f,|y saglanr [7].

Teorem 3.29. X bir Banach fonksiyon uzayi, f, € X (n =1,2,...) ve

)
D fallx < o0
n=1
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olsun. Bu durumda Z fn X te f € X e yakinsaktir ve

n=1

11 < D fullx
n=1

gerceklenir. Ozel olarak X tamdir [7].

Tanim 3.30. [Mutlak Siirekli Norm] X bir Banach fonksiyon uzay1, {E,} -, X in
olgiilebilir alt kiimelerinin bir dizisi ve f, X uzayinda bir fonksiyon olsun.

Eger h.h.y. E, — @ olacak bicimde her {E,}~ | dizisi i¢in

| fxE.ll =0

oluyorsa bu durumda f fonksiyonuna mutlak siirekli norma sahiptir denir [7].
3.3. M, Uzaylar1 (Morrey Uzaylar1)

Morrey uzaylar 1938 yilinda kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimlerinin dogruluk
problemi konusunda C. Morrey tarafindan kullanildi. Bu boliimde Morrey uzayimin
tanimi ve bazi teoremlere yer verildi.  C R™ agik kiime olsun. B(z, r) = B(x,r) N,

z € Q,r >0, ve |A| R". de dlgiilebilir kiimelerin Lebesgue 6l¢iisiinii simgeler.

Tamm 3.31. [Morrey uzaylari] 1 <p < oo ve A > 0 olsun. M, ,(2) Morrey uzay1

Mar(Q) = {f € L(@): swp ~ [ |fw)Pdy < o0} (3.6)

A
zeQr>0 T B(z,r)

olarak tanimlanir.
Bu
1 1/p
£l = s (5 [ 17wy (37)
z€Qir>0 " JB(z,r)
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normuna goére Banach uzaydir.

A > nicin M, (Q2) = {0} ve M,o(Q2) = L,(Q) ve M,,,(2) = L(£2) olur.

Bu uzaylar icin bazi durumlarda M, ,, formiiliinden kullamldigina dikkat edelim farkh
bir harf olan M se¢imi diginda ikinci bir paremetre ayrica (3.7) farkli olarak normda

degisik bicimde kullamlir. Oyleki,

7

||f”Mp,q(Q) = xesfgfrp>0rq P Hf”Mp(E(J?,T‘))

olur [26].

Teorem 3.32. [Holder Esitsizligi| f € M, \(2) ve g € M, ,(2) olsun.

17 9llaz,.0 ) < M1 fllag, s@ 91l azq i (3.8)

1 1
Budurumda 1 <p<oo,1 <g<oo,—+—->1ve
p

q
1 1 1
=42,
r b q
A
K:_+H (3.9)
r p q

olur [26].

Holder esitsizliginin B (x,r) integralleri tizerinde uygulanmasiyla Morrey uzaylar: igin

Gomme teoremi goyledir:

Teorem 3.33. [Gomme Teoremi] 1 < p < ¢ < oo ve A, v negatif olmayan sayilar

olsun. Bu durumda

M, ., (2) — M,\(2) (3.10)
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kogulu ile |€2| sonlu ise

(3.11)

|| sonsuz ise

= (3.12)

olur.

(3.11) kosulu ile “iyi tammmh” Q kiimelerinde gémme (3.10) kosulu i¢in gerekli ve
yeterlidir. Q = Qg de kiip oldugu durumda L.C. Piccinini [38] incelemistir. Ayrica
Y. Furusho [19] da Morrey uzaymim MP*, p,r € [1, co) degisikligi icin benzer bir sonug

elde etmistir. Bu degisiklik su sekilde ifade edlilebilir. S, (), kesismeyen parelel alt

kiiplerinin sonlu sayilarinda olusan tam sistemlerini olugturan

S ={Q; :UQ; C Qo}

ve

A-n
[l 2oy (@) = Sup Q[ llulla, @)

CQj

ve

ull i gp) = UL Y lullieg, (s M
Ses Q;eS

n/r—XAp<1lven/s—pu/q<1durumunda MP* — M%* gémme igleminin gegerliligi

icin gerek ve yeter gart ispatlanmigtir [26].
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3.4. M, .(R") Uzay1 (Genellestirilmis Morrey Uzaylar1)

Bu kisimda Genellestirilmig Morrey Uzayin tanimi ve 6zellikleri ile ilgili bilgilere yer
verildi.

M,

. taniminda (3.7) esitliginde r* giig fonksiyonu yerine herhangi bir élgiilebilen pozitif

agirlik fonksiyonu alinirsa bu fonksiyon Genellestirilmig Morrey uzay: olur.

Tanim 3.34. w(z,r) nin R" x (0, 00) {izerinde pozitif dlgiilebilen bir agirlikh fonksiyon

ve 1 < p < oo olsun.

il
1 fllagy @y = sup w(z, )" 2| fllz,B@r)
zeR™ r>0

seklinde gosterilir.

Sonlu yari normlar ile f € L*(R™) ile biitiin fonskiyon uzayma, M, ., Genellestirilmis

Morrey uzay: olarak adlandirilir [3].

Tanim 3.35. Herhangi bir z € R" ve t > 0 i¢in p € (0,00) ise

00 inf b d ? t
(/ <ess inf, <s<o0 w1 (7, S)) _r) < C’M (3.13)
\ rm r tm

ve p = 0 ise

essinf, g wi (z, s) < ng(x,t)

= om

ess sup (3.14)

t<r<B rm

olacak sekilde bir C' sabiti p € [0,00), m > 0 i¢in (wy,ws), Z,, smnifina aittir [3].

Tanim 3.36. Herhangi bir x € R” ve t > 0 igin
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p € (0,00) ise

(/too (wlgi T>>; %)p = CWQEZ’ ! (3.15)

ve p =0 ise

wy(z,r
ess sup (z,7) <C
t<r<oo rm tm

wo(x,t)

(3.16)

olacak gekilde bir C' sabiti varsa p € [0,00), m > 0 igin (w1, ws) Z,,, smifina aittir [3].

Belirtelim ki p € [0,00), m > 0 i¢in Z,,, C 2, dir.

Zym, p € [0,00), m > 0 smiflar i¢in agagidaki gémme teoremini verelim.
Lemma 3.37.
U Zom € Zom
0<p<oo
[3].

Ispat. Baz p € (0,00) ler i¢in (wy,ws) € 2, oldugunu varsayalim. Bu durumda

s € (t,00) i¢in

p

: 1
aten) o ([ (SN 0
tm ' rm r

p

1
oo (essinfwi(z,7)\ 7 4
> r<T<00 _T
~\Js rm r
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‘ © r p
2 essinf wy (z, T) T
ST <00 s TF"‘

essinfw (x, 7)
~ S<7<0

Sm
Boylece
essinf wy(z, 7
W2(£7t) > s<T<00 1( ’ )
2 esssup
tm t<s<oo s™m
Bu da
U Zp,m C ZO,m
O0<p<oo

oldugunu ispatlar.

Uyar1 3.38. w(t) = t" olsun. Bu durumda (w,w) € Zy,; fakat p € (0,00) i¢in
(w,w) € Z,n [3].
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4. GENELLESTIRILMIS MORREY UZAYLARINDA INTEGRAL
OPERATORLERININ SINIRLILIGI

Bu boliimde, Harmonik Analizde fonksiyon uzaylarinda 6nemli yere sahip olan Genellegtirilmis
Morrey uzaylarinda integral operatorlerinin sinirliliklari ile ilgili teorem ve ispatlara yer

verildi.
4.1. M, ,(R") Uzaylarinda Maksimal Operatériiniin Sinmirhlig:

Bu kisimda Genellestirilmig Morrey uzaylarinda Maksimal operatoriin sinirhligiyla ilgili

tanim, teorem ve ilgili lemmalara yer verilerek operatoriin sinirliligi incelendi.
v negatif olmayan ol¢iilebilir bir fonksiyon ise, Lo (0, 00) ile
1911 2.c,00,00) = esSsUP 0 (2)9 (1)
>0

normuna sahip biitiin sonlu normlu ¢(t);¢ > 0 fonksiyonlarmin olugturdugu sonlu

normlu uzay1 gosterilir ve
Lo (0,00) = Lo 1(0, 00).

M (0, co) kiimesi; (0, 0o) tizerinde biitiin Lebesgue 6l¢iilebilir fonksiyonlarin bir kiimesi
ve MT(0, 00) C M(0, 00) kitmesi; (0, 0o) iizerinde negatif olmayan fonksiyonlarin kiimesi
olsun. (0, 00) iizerinde azalmayan, 9% (0, co) daki tiim fonksiyonlarmin konisi

M (0, 00,7) kiimesi ve

A

t—0-+

(o emo.00m): i ot =0}

seklinde tanimlanir.

u; (0, 00) tizerinde negatif olmayan ve siirekli bir foksiyon olsun, g € 9%(0, co) tizerindeki
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supremal operator Sy, ;

(Sug)(t) = [[ugll o0y T € (0,00)

seklinde tanmmlanir [12].

Asagidaki teorem Burenkov ve ark. [12] tarafindan 2010 yihinda ispatlanmigtir.

Teorem 4.1. vy, vy ve V £ > 0 i¢in 0 < |[vy]|1,t,00) < 00 sartini saglayan negatif

olmayan fonksiyonlar ve u; (0, c0) tizerinde negatif olmayan siirekli bir fonksiyon olsun.

Bu durumda S, operatérii A konisi iizerinde L, ,, (0, 00) uzaymdan Le, ., (0, 00) uzayima

sinirh olmasi igin gerek ve yeter kogul

0550 (loillz o)) | < oo. (4.1)

L (0,00)

Genellestirilimig Morrey uzaylarinda M smirhligr igin Nakai [37] , Mizuhara [34], Burenkov
ve ark. [8], [10] - [12] tarafindan farkli sonuglar elde edilmigtir. Simdi siradaki lemmaya

bakalim;

Lemma 4.2. 1 < p < oo olsun. Bu durumda R™ deki herhangi bir B = B(z, ) ve
V f e Ly¢(R") icin

1M flley ey S UF ey + 77 Sup 7l w0 (4.2)
V [ e Lp¢(R") icin

IMfllwe, sy S I llnBeen) +r" fggt_”||f||L1(B(z,t)) (4.3)
esitsizligi gergeklenir. [12]
Ispat. 1 < p < co olsun, herhangi bir B = B(z,r) igin

1M fllz, ) < [|M(fxes) i) + M (fxen\e@s) |, x5
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oldugu agiktir. 1 < p < oo da M : L,(R") — L,(R™) operatoriiniin siirekliliginden

IM(fxep)le,m S 1l

esitsizligi elde edilir.

y; B(x,r) den herhangi bir nokta olsun. Eger B(y,t) N {R"\(2B)} # 0 ise bu durumda

t > r olur. Gergekten z € B(y,t) N {R"\(2B)} ise

t>ly—z>lzr—zl—|lz—y|>2r—r=r

olur. Diger taraftan

B(y,t) N {R"\(2B)} C B(x,2t)

olur. Gergekten z € B(y,t) N {R™\(2B)} ise bu durumda

o —z| <|ly—z|+ |z —y|<t+r<2t

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla

1
M em)0) =sup o £z

>0 | By, )| Je@.onmn @8

< 2" su dz

o t>§ (z,2t)] / B(z,2t) )l
2" sup —— e

=2" sup ———— 2)|dz.

t>2r |B(QJ, t)’ B(z,t)
Bundan dolay1 V y € B icin
M n < 2" su )|dz.
(fxre\(28))(Y) t>£’th‘/“ z)|
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Boylece

M < Blr )|d
I sy 5 Wl + 181 (sup s [ 1)
elde edilir. p =1 olsun ve herhangi bir B = B(z,r) i¢in

1M fllwr,s) < IM(fxes)llwes) + 1M xen@)llwes)

oldugu agiktir. M : Li(R™) — W L;(R"™) operatoriiniin siirekliliginden dolayn,

1M (fxes)llwe.s) S| fllzes)

esitsizlikleri elde edilir. Bu durumda (4.4) esitsizliginden (4.3) esitsizligi elde edilir.

Lemma 4.3. 1 < p < oo olsun. Bu durumda herhangi B = B(z,r) € R™ ve
V [ e Lp¢(R") igin

M flz, B <re Supt prHLp B(a,t)) (4.5)
V f € LP¢(R") igin

M fllwr. B ST sup ey (B (4.6)
esitsizligi gergeklenir [12].

ispat. 1 < p < o0 olsun. Tanimdan

M, : = |B|7 (su / dz)7
=181 (oo gy L )

My = ||fll, @B
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Holder esitsizligi uygulanirsa

1 1 »
M1 (s ([ prraz)”).
t>2r |B(x,t)|? \JB(xp)

esitsizligi elde edilir. Diger yandan

1 1 %
Bl» _ P
1Bl <1€S;12p7“ |B(x,t)|» (/B(r,t) 7l Z) )

olur. Lemma 4.5. den dolay1
| M fllz,8) < Mi+ My,

(4.5) esitsizligi ispatlanir.
p =1 olsun. (4.6) esitsizliginden (4.3) esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.4. p € [1,00) ve (w,w) € Zy,(R") olsun. Bu durumda p > 1 i¢in M, M, ,

uzaymdan M, ,, uzaymna ve p = 1 i¢in M, M, uzaymmdan WM, ,, uzayna smirhdir

3]
Ispat. Lemma 4.3. ve Teorem 4.1. den dolay1 p € (1,00) ise

1 n _n
Il S 5o i) 50 (500 1 o)

zER™ r>0

_1
S osup wi(w, ) 7| fllL, By
z€R™ r>0

= | f1as, 0, (R7)
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elde edilir ve p =1 ise

IM fllwaty @y S sUp waa, )" <Supt_"HfHL1<B(w,t)))
z€R™ r>0 t>r

< sup wi(@, ) Ml se)
zeR™ r>0

= || fllas1.0, (&)
elde edilir.

4.2. M, ,(R") Uzaylarinda Kesirli Maksimal Operatoriiniin Sinirlhihig:

Genellestirilmig Morrey uzaylarinda M ve M, nin smirlihgi « igin yeterli kogullari
ozellikle Burenkov ve Guliyev ark. tarafindan son yillarda ([3], [8]-[12], [23], [24],
[33], [37]) elde edilmistir. Bu kisimda ise Genellestirilmis Morrey uzaylarinda Kesirli

Maksimal operatoriiniin sinirliligi incelendi.

Lemma 4.5. 1 <p<oo,0<a< %, % = i — % olsun. Bu durumda R" de herhangi
bir B = B(x,r) C R" ve V f € L“(R") icin

1Mo fllz,B@r) S fllz,(B@ary) 7 sup t N F 1 Ly (Bt - (4.7)

AyricaV f € L*(R™) igin

1Mo fllwzazen) S 1 llsean + 7o sup N f (B (4.8)
[25].
Ispat. 1 < p < ¢ < oo ve % —% = 2 olsun. f1 = fxap ve fo = fxu(2B) oldugunda
[ = fi+ f2 herhangi B = B(x,r) icin ,

[ Mafllz,) < IMafillL,s) + 1Mafallz,m)
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olur. M, : L,(R™) — L,(R") operatériiniin siirekliliginden dolay1 y € B(y, t) olsun.

Mo fillz,e) S I fllz, B

elde edilir. y; B(y,t) de herhangi bir nokta olsun. B(y,t) N C(QB) # 0, ise t > r dir.

Ayrica, z € B(y,t) N E(ZB) ise

t>ly—z|>lzv—z2—|lz—y|>2r—r=r

olur. Diger taraftan B(y,t) N C(2B) C B(z,2t) dir. Ayrica, z € B(y,t) N C(ZB) ise

lz—z|<|ly—z|+|r—y|<t+r<2t

elde edilir. Bu durumda

1
) A o PO
2< ) t>0 |B(yat)|1_a/n B(y,t)ﬁc(23)| ( >|

1
< 2" qup / F(2)|d=.
t>r | B2, 20)]770 [ g0

1
:2n_a su —/ z)|dz
SR 1B O Jyn )

Boylece, y € B i¢in
Mafaly) €2 swp e [ If)d
al2\Y) > sup z)\az
=2 | Bz, t)7= [

esitsizligi elde edilir. Boylelikle

1 1
[MafllL,m) S I fllz,@s) +1Ble (Sup—/ \f(Z)\dZ)
(B) (2B) t>2r |B<$7t)|1_a/n B(z,t)
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olur. p =1 olsun. Herhangi bir B = B(z,r) yuvari i¢in
[Mafllwr,s) < IMafillwrys) + |Mafallwr,s)

olacag agiktir.

M, : L1(R™) — W L,(R™) operatériiniin siirekliliginden dolay1
Mo fillwram S 1 flles)

elde edilir. Bu durumda (4.9) esitsizligi ile (4.8) esitsizligi elde edilir.

Lemma 4.6. 1 <p<oo,0<a< %, é = zla — % olsun. Bu durumda R" de herhangi

bir B = B(x,r) yuvar ve V f € L*°(R") igin

1Mo gz S 7o fygt_%||f||Lp(B(x,t))- (4.10)
Ayrica V f € L°(R") igin

1Mo fllwe,m) S f;lgt_ﬁllfHLl(B(zyt)) (4.11)
25).

Ispat. 1<p<o0,0<a< %, % = > — 2 olsun. Tamimdan dolay1

SR

1 1
My :=|BJ7 | su —/ z dz),
=18 <t>£|B<x,t>|1—a/n ey T )

My = |fllL, @)

Holder esitsizligini uygulayarak

. 1 v
M, < |BJF (sup——— ( / If(Z)I”dZ)
t>2r ’B(x’ t)‘ q B(x,t)
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elde edilir. Diger yandan

1 1 %
Bla _ Pd
ot (st () o))

. 1
S 1Bl | sup ———— | [|f]l1,25) = M.
t>2r |B(,§(;7t>"1

Lemma 4.5. den dolay1
[MafllL,m) < Mi+ Ma,

(4.10) esitsizligi ispatlanir.

p =1 olsun. (4.11) esitsizliginden (4.8) elde edilir.

Teorem 4.7. 1 <p<oo,0<a< — % ve (1, 2) olsun,

n 1 1
p’q p

sup t%p1(z,t) < Cpg(x,r), (4.12)

r<t<oo

kosulunu saglasin, burada C', x ve r den bagimsizdir. Bu durumda M,, p > 1 ic¢in

M, ,, (R") uzaymdan M, ,,(R") uzayma ve p = 1 icin M,, M, (R") uzaymmdan

WM, ,,(R™) uzayma smirhdir [25].
ispat. Lemma 4.6. ve Teorem 4.1. den dolay1 p > 1 ise

Mo fllag, @y S sup  @oa,r)™ <Supt_PHfHLp<B(x,t>))
zeR™,r>0 t>r

S sw afw,r) supts i@ ) (e ) s

zeR™,r>0 t>r

< ||f||MW1(Rn) sup  @o(x,r) tsupt®oy(z,t)
zeR™,r>0 t>r
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S 16y e, &7

p=11ise

Mo fllwas, gy@n sup go(w,r)™ (SuptpllfllLl(B(z,t»)
z€R™ r>0 t>r

Sl @) sup ga(a, ) supt®ion (2, t)
z€R™,r>0 t>r

S sy, @)
elde edilir.

4.3. M, ,(R") Uzaylarinda Calderon-Zygmund Operatorii Tarafindan

Uretilen Altlineer Operatdriin Simirhilig

Bu kisimda

1 t
(Ho)(t) = ;/ g(r)dr, 0 < t < 00
0
Hardy operatoriiniin sinirliligiyla ilgili teoremlere yer verildi.

Teorem 4.8. Biitiin negatif olmayan ve (0, 00) iizerinde artmayan ¢ fonksiyonlar: igin

ess supw(t)Hg(t) < cess supv(t)g(t)

t>0 t>0

esitsizligi saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul

t
A :=sup w(t) / dr < 00,
0

>0 ess sup v(s)
0<s<r
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ve c = A [14].

Lemma 4.9. 1 < p < oo, T (3.4) kogulunu saglayan altlineer operatérii p > 1 igin
L,(R™) uzaymda L;(R") uzaymdan W L;(R") uzayma simirh olsun.
Bu durumda 1 < p < oo i¢in herhangi bir B = B(zg,r) yuvari ve V f € LP¢(R") olmasi

durumunda

1Tl By S / P P
2r

p = 1 i¢in herhangi bir B = B(zg,r) yuvari ve V f € L*(R") olmasi durumunda

T fllw Ly (B(xo,r)) S?‘”/ Nl 2 (Boy dE, (4.13)

2r

esitsizligi gerceklenir [22].

Ispat. p € (1,00) olsun. Herhangi bir 2, € R" i¢in B = B(wo,r) o merkezlii r

yarigapll yuvar ve r nin yarigapi igin 2B = B(xg, 2r) olsun.

[) = FWxas),  f2(y) = FW)xeop W), >0, (4.14)

ile gosterilir ve f fonksiyonu

f=h+/

ile gosterilir ve bu durumda

1T f L) < T fillL,s) + 1T follL,m)
esitsizligi elde edlilir.

f1 € L,(R") oldugundan T'f; € L,(R") olur ve T nin L,(R™) deki simrhhigindan C' > 0,

f den bagimsiz olmak iizere
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\T fillz,8) < T fill, @

< Ol fill, @

=C| fllz,eB)

elde edilir. x € B,y € C(QB) olmak iizere

|z — xo| <7, |zo — y| > 2r oldugunda |x — x| <7 < u;—xo‘ dir. Dolaysiyla

|z —y| = |z — 20+ 20 — Y|

< |z — 20| + |10 — ¥

<7+ |20 — 9
< 2o —
=35 0o—Y
ve
|t —y| = |zo— x4+ —y

< |xg — x| + |2 — y

< 7+ lz—yl
x_
< Y 4 r—y
5
= Y <y
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dir. Sonug olarak

1\ | < |
5 0~ Yl = Yy

3
S Ell‘ — y|
olmasini gerektir. Buradan
Th@)] < 2 | 1w,
Sop) |20 — Yl

elde edilir. Fubini teoreminden dolay1

£ ()] / Toodt
T dy = £ ()] dy
ﬁ(QB) |20 — y|" C2B) lzo—y| gt
/ / W)l dt
Y
2r<|zo— y|<t it
<[, o
)
2r B(xo,t) tn+1

sonucuna ulagilir. Holder egitsizlgini uygulayarak

d
/ g, < / ety 557 (4.15)

top) [To — y["

elde edilir. Ayrica, p € [1,00) igin

n [ dt
HszHLp(B>§”/2 HfHLp(B@o,t))t%ﬁ (4.16)

r

dogrudur. Boylece

n dt
1T Al < Il scomy + / 11 5 57

2r
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olur. Diger yandan

n *dt
1 f[2,28) z7””||f||Lp(2B)/ e,

2r

n dt
< / 11y (30
i t

elde edilir. Boylece

n dt
177ty 75 [ W o 52
r p

olur. p =1 olsun. T nin (1, 1) zayif smirlihgindan ve (4.17) den ;

1T fillwe,sy < 1T fillweieny S 1 filly e

dt
1 ey S 7 / / Py
1(2B) B(Iot ntl

elde edilir. Bu durumda (4.16) ve (4.19) ile (4.13) esitsizligini elde edilir.

Teorem 4.10. 1 < p < oo ve (@1, 902)

t<8<oot%+1 dt < Cs(x,7),

/oo ess inf oy (z, s)s»

kogulunu saglasin, burada C', x ve r den bagimsizdir.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

T, (3.4) kogulunu saglayan altlineer operatérit p > 1 igin L,(R") uzaymda ve p = 1 i¢in

L1(R™) uzaymdan W Ly (R") uzayna sinirli olsun. Bu durumda 7" operatorii p > 1 igin

M, ,, uzaymdan WM, ,, uzayma ve M), , uzaymdan WM,

Ayrica p > 1 igin
T f sty oy S WSty
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ve p =1 icin
1T fllwan g, S 1My,

22].

Ispat. Lemma 4.9. ve Teorem 4.8. den dolay1 p € (1,00) icin

4 [~ dt
17flas,y S 50 aler) ™ [ Wflasioiony e

z€R™ r>0

~ sup g02($,r)_1/ ||f||Lp(B(x,t—%))dt
0

z€R™ r>0

s

4% /||f||

z€R™ r>0

< -1
~ Sup (,01<£IZ',7” ) r HfHLp(B(xﬂf%))

zER™ r>0

= [[f1lag.,

ve p =1 icin

_ dt
17wy § s a(er)™ [ o

z€R™, >0

g —1
sup  @a(x,r) /0 HfHLl(B(w,t*%))dt

z€R™, >0

ﬁ-

= s ) / 171, e

z€R™, r>0
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< —u)!
Nze%g§>0(pl(x7T ) r||f||L1(B(%V%))

= [ fllan .,

elde edilir.

4.4. M, ,(R") Uzaylarinda Riesz Potansiyeli Tarafindan Uretilen Altlineer

Operatoriin Sinirhihigi

Bu kisimda Genellestirilmis Morrey uzaylarinda Riezs Potansiyeli tarafindan iiretilen

altlineer operatoriin siirliligi incelendi.

Lemma 4.11. 1 < p < 00, 0 < o < 2, é = i— % Ty, (3.4) kosulunu saglayan
altlineer operator olsun ve p > 1 i¢in 7,,, L,(R™) uzaymndan L,(R") uzayma, p = 1 igin
Ty, L1 (R™) WL,(R"™) uzaymma smirh olsun.

Bu durumda p > 1 i¢in VB(xg,r) yuvar1 ve f € L}DOC(R”) olmas1 durumunda

VT f Nl se0ry S 75 / 5 L e,

ayrica p = 1 i¢in V¥ B(xo, ) yuvari ve f € L°(R") olmasi durumunda

o f Ity S5 [ 63 1 eonnd (421)
2r
esitsizligi gergeklenir. [22]
ispat. l<p<oo,0<a< %, % = ]13—% olsun. Herhangi bir zy € R" icin, x( merkezli

r yarigapli yuvar ve r nin yarigapi igin B = B(z,7) olsun. f; = fxap ve fo = fx o)

olmak ftizere f fonskiyonu
f=h+/
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olarak gosterilir. Boylece

1T fllz,8) < [|Tafillz,B) + | Tatf2llL,B)

olur.

fi € L,(R") oldugundan T, f; € L,(R") olur ve T, nin L,(R") deki smirhhigimdan
T, : L(R") — L (R")
uzayina sinirhdir. C' > 0, f den bagimsizdir.
|Tofillys) < | TafillL,@y < Cllfillz,®ey = Clfll,e5)

olur. x € B,y € E(2B) olmasi durumunda

|z —xo| <7, |zo — y| > 2r oldugunda |z — x| <7 < @ dir. Dolayisiyla

lz —y| = |v — 20+ 20 — Y|
< | — 20| + |T0 — Y|
<7+ |0 — Y

<3| |
_:I/‘_
_20 Yy

ve
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|z —y| = |vg—x+2 —y
< |xo — x| + [z — y
< r+lr—yl

r—y
< _
< — + [z =yl
=T <yl
dir. Sonug olarak
Lro — gyl < Jo—y
5 0 — Yl > Yy
_§|$o—y|

olmasini gerektirir.

|Taf2($)| S 2"

elde edilir. Fubini teoremi ile

/ /()]
Cop) |10 — y[" e

|f(v)]

’nfa

dy

Yo /
c
(

2B) |0 —y

dt

dy%/ \f(y)|/ —dy
Som) jwo—yl T

dt
y)ldy
/ /27"<|a:0 y|<t gl
dt
/ /960 |dytn+1 @
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elde edilir. Burada Holder teoremi uygulanirsa

d
/ —ﬁ@lawsé - (4.22)

Sop) |10 — Y[
elde edilir. Ayrica p € [1,00) i¢in

n

n dt
MMNMESraérumpxmtul (4.23)

esitsizligi gecerlidir. Boylece

n dt
I s 5 1 sem + 5 [ 1 ltotonsy i

olur. Diger yandan

n < dt
| fllz,2B) = T2 HfHLp(zB)/2 ] (4.24)
n dt
< 7“‘1/ £ 1|2, (Bo.t) ) (4.25)
2r q

olur. Bu durumda

n dt
1T fllL,B) S “/2 1Nl 2, (Bo.t) peee)

olur. p =1 olsun. T, mn (1, q) zayif stmirhligindan ve (4.24) ten ;

|Tofillwe,) < 1 Tafillwe,ey S Iz, @ (4.26)
<. & dt
=l fllzem) S e i ||f||L1<B(:co,t>)tgﬁ (4.27)

olur. Bu durumda (4.23) ve (4.26) ten (4.21) esitsizligini elde edilir.
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Teorem 4.12. 1§p<oo,0<a<%,%=%—%ve (o1, p2)

t<s<oot%+1 dt < Cps(x,7r) (4.28)

/oo ess inf oy (z, s)s»

kosulunu saglasin. Burada C, x ve r den bagimsizdir.

Ty, (3.4) kogulunu saglayan p > 1 i¢in L,(R") iizerinde T, L,(R") uzaymdan L,(R")
uzaymna, p = 1 i¢in T, Li(R") uxaymdan WL,(R") uzayma ye sirh altlineer bir

operator olsun. Bu durumda Ty, p > 1 i¢in M, ,, uzaymdan M, ,, uzayma ve p = 1

icin Ty, M, o, uzaymdan WM,

0,00 e surhdir.

Ayrica p > 1 igin

[ (YA (V4 SV
ve p =1 icin

1Tafllwtypy S Il

olur [22].

ispat. Lemma 4.11. ve Teorem 4.8. ile p > 1 i¢in

4 [~ dt
7o lity S 50 eale)™ [ 1 leyoen s

z€R™ r>0

~  sup @2(1’77‘)_1/ A1, a2
0

z€R™ r>0

<3

a9\ _ "
= sup o(x,r n) 1/0 ||fHLp(B(ac,t*%))dt

z€R™, r>0

< _4\_1 4 _
~ m€§25>0 901(1',7' n) re "f”Lp(B(z7r7%)) ”‘f“MPwpl
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ve p =1 icin

IToflwas,., S sup alr,r) / 11l acs

z€R™ r>0

<3

,
~ -1 n
q
= sup oz, 77 ") ||f||L1 -4)
z€R™, r>0
< su z, 7 ) Ly -4
Nxe]Rn,E>OS01< ) ”fHLl(B(x’r "))
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5. HARMONIK ANALIZDE BAZI INTEGRAL
OPERATORLERINDEKI SINIRLILIKLARININ BAZI
UYGULAMALARI

Bu boliimde, Harmonik Analizin integral operatorlerinin fonksiyon uzaylarinda sinirliliklarinin

bazi uygulamalari olarak Littlewood-Paley operatorii, Marcinkiewicz operatorii, Bochner-Riesz

operatoril, VY(—=A + V)7# ve VIV(—A + V)~? Schrédinger tipli operatérleri ve bazi

analitik yar1 gruplariin kesirli kuvvetleri i¢in yer verilmistir.

5.1. Littlewood-Paley Operatorii

Littlewood-Paley fonksiyonlar: klasik harmonik analizde 6nemli rol oynamaktadir. Ornegin

Stein ([45],[46],[47]) tarafindan Fatou tipinin tanjatsal olmayan yakinsakhig1 ve Riesz

doniigiimlerinin ve ¢arpanlarinin simirliliklar: ¢aligilmigtir.
Simdi Littlewood-Paley operatoriiniin tanimini verelim.

Tanim 5.1. ¢ € L (R") i¢in

. Y(z)dr =0 (5.1)

saglansin. gy, genellestirilmis Littlewood-Paley ¢ fonksiyonu ¢ > 0 igin ¢4 (z) =
t="(x/t) ve Fy(f) = 1y % f olmak {izere

i@ = ([T1merd)

seklinde tanimlanir.

Lu vd. ([32]) tarafindan Littlewood-Paley operatérii igin agagidaki teorem verilmistir.
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Teorem 5.2. 1) € Li(R"), (5.1) kosulunu ve

C n
[ (x)| < Aty * €eR (5.2)

[W(xz+ h) —(x)|de < Clh|Y, zeR" (5.3)

R"

ozelliklerini saglasin. Burada C ve a > 0 sabitleri x ve h dan bagimsizdir. Bu durumda

gy, 1 <p < ooicin L,(R") uzaymnda ve L; (R") uzaymdan W L;(R") uzayma siirhdir.

H uzay,

= {nn = ( " h) )2

seklinde tanimlanan bir uzay olsun. Boylece her bir sabit z € R" igin F;(f)(x)[0, c0)

den H ya bir doniigiim olarak ele alinirsa

gu(N)(@) = [E() (@)

oldugu aciktir. Dolaysiyla Minkowski esitsizligi ve v iizerindeki kosullardan

i@ = [ 11 ([ w0

t

00 t72n dt 1/2
< e
<C Rn‘f@)'(/o <1+rx—yr/t>2<n+1>t) %

R [T —y["

elde edilir. Simdi Guliyev [22] tarafindan elde edilen sonucu verelim.
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Sonug 5.3. 1 < p < oo olsun. (¢1,p2), (4.20) kogulunu ve ¢ € Ly(R™), (5.1)-(5.3)

kogullarim saglasin. Bu durumda g, Littlewood-Paley operatorii, p > 1 i¢in M, ,

uzaymdan M, ., uzayma ve gy operatorii, M; ,, uzaymdan WM, ,, uzayma simirhdir.
5.2. Marcinkiewicz Operatorii

St ={x € R": |z| = 1} R" de do Lebesgue &lgiisii ile donatilmig birim kiire olsun.

() agagidakileri saglasin.

(a) 2, R™ \ {0} de sifirmc1 dereceden homojen bir fonksiyondur yani herhangi bir
p> 0,2 € R"\ {0} i¢in

Q(ux) = Q(z).
(b) Q, S™! iizerinde sifir ortalamaya sahipdir yani

s Q(z")do (") = 0.

(¢) Q € Lip,(S™'), 0 <y < 1 yani herhangi 2/,y € 5" " icin
Q(2") = Qy)| < M|2" =y

olacak sekilde herhangi bir M > 0 sabiti vardir.

1958 de, Stein [45] da pg, yiksek boyutlu Marcinkiewicz integrali

Fou(f)(z) = /| AT =Y 1)y

z—y|<t |[E - y|n—1

olmak lizere
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seklinde tanimlamigtir.

Torchinsky [50] tarafindan kesirli Marcinkiewicz integrali

FoaPa) = [ Y

|lz—y|<t ‘x - y‘n—l—a

f(y)dy.

olmak tizere

poa(f)(z) = (/Ooo |Fﬂ,a,t(f>([)j)‘2%)l/2

seklinde tanimlamigtir.

a =0 1ise

pof = MQ,of

olur.

H uzay,

1= {h: ] = (/Ooo [h(t)Pdt /)7 < oo )

seklinde tanimlanan bir uzay olsun. Bu durumda

p6.0(f) (@) = [ Foa(2)]]

oldugu agiktir. Minkowski egitsizligi ve {2 iizerindeki koguldan

poal$ie) < [ M\f(y)\( | ‘”)Wdygc [,

R™ |$ _ y|n717a 2| t3 n ’.CE _ y’nfa
elde edilir.

Boylece, pi0.a, (3.4) kogulunu saglar. pig ., p > 1icin L,(R"™) uzayindan L,(R") uzayma
ve p = 1 i¢gin Ly(R") uzaymdan WL,(R™) uzayma smrh oldugu agiktir (bkz.[50]).

Teorem 4.10. den dolay1 agagidaki sonug elde edilir.
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Sonug 5.4. 1 < p < o0, 0 <a < 7, % = % — % olsun. (p1,2), (4.28) kosulunu ve

Q, (a)—(c) kogullarini saglasin. Bu durumda p > 1 icin pgq, My, uzaymmdan M, ,,

uzayimna ve p = 1 icin M ,, uzaymdan WM, ,, uzayma simirhdir [22].

5.3. Bochner-Riesz Operatorii

B)(f)(€) = (1= LIEP)LIE), 6> (n—1)/2

ve

Bl(z) =t™"B%(z/t), t>0

olsun. Maksimal Bochner-Riesz operatorii

Bs.(f)(x) = sup | By (f) ()|

t>0

seklinde tammlanir.(bkz [29],[30])
H uzayn,

H = {h:||h]| = sup|h(t)] < oo}
>0
seklinde tanimlanan bir uzay olsun. Bu durumda

Bs(f)(x) = |1B{(f)()]]
oldugu aciktir. BY iizerindeki koguldan ( bknz [20])

Biw = )] < Or (14| — gl fr) O+

B C< r >5—(n—1)/2 1
e =yl (r+ |z =yl
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<o —y[™

elde edilir ve

Ba,*(f)(x)gc/ fwl

re |T — y["

Boylece By, (3.4) kogulunu saglar. Dolaysiyla Bs,, p > 1 igin L,(R") iizerinde ve
Li(R™) uzayindan W L;(R™) uzayma simirhdir. Teorem 4.10. den agagidaki sonug elde

edilir.

Sonug 5.5. 1 < p < oo i¢in (g1, p2) (4.20) kosulu ve § > (n — 1)/2 olsun. Bu

durumda Bs, Bochner-Riesz operatorii p > 1 igin M,

b1 Uzayindan M,

poe UZayINa ve

M, ,, uzaymdan WM, ,, uzaymna smirhdir [22].
54. VI(=A+V)™? ve VIV(—A + V)~ ?Schrédinger Tipli Operatorler

R™ de negatif olmayan V' potansiyeli baz1 ¢ > n i¢in B, (R™) ters Holder sinifina

ait olmak tizere —A + V' Schrédinger operatorii olsun. M, ,, — M,

Morrey uzaylari, V7(—A+V)=# ve VIV (—=A+V)~# oparetorlerinin komiitatérleri igin

Genellestilmis

hesaplanmasiyla elde edilir.

Ters Holder siifina ait nagatif olmayan potansiyeller ile R” Oklid uzayimda Schrédinger
operatorlerinin incelenmesi Feferman[18], Shen [44], Torchinsky [50] gibi bir¢ok aragtirmacinin
dikkatini gekmigtir. Shen [44] de ¢ > n/2 igin B,(R™) ters Holder smifina ait olan
negatif olamayan V potansiyeli i¢cin —A 4 V' Schrédinger operatoriinii inceledi ve
(—A+V)7, VH(=A+V)™, V(=A+V)"2 ve V(=A+V)~! operatorlerin L, uzaymda

sinirliligini ispatladi.

Kurata ve Sugano, Shen’in sonuclarini diizgiin eliptik operatorler i¢in genellesttirdi.

[27]. Ayrica Sugano [48] da Shein’in baz1 sonuglarini
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operatorlerine genisgletti. Daha sonra, Lu [31] ve Li [28] tarafindan Schrodinger operatorleri

daha genis kiimelerde incelenmisgdir.

Bu kisimda, M,

po Genellestirilmis Morrey uzaymdan M, Genellestirilmis Morrey

uzayina

Ti=VI(-A+V)? 0<y<B<l,

To=V'V(-A+V)? 0<~y<=-<B<1, B—7>

N =
N | —

operatorlerin sinirhihigr ile ilgili teoremlere yer verilmistir.

Li [28] tarafindan verilen V(—A 4+ V)~! ve V2V(=A + V)~ operatéorleri, sirasiyla T3

ve T, nin 6zel durumlardir.

Ayrica burada bir noktaya daha dikkat edilirse, Li [28] tarafindan R™ {izerinde Schrédinger
operatorii icin temel ¢oziim yollarim kullanarak 77, 75 ve bunlarin adjoint operatorleri
i¢cin noktasal hesaplamalar yapilmasina gerek duyulmustur ve kesirli maksimal operatorlerin

siirhihigy M, ,, — M,

i 0> Kullanlarak Genellestirilmis Morrey hesaplamasi ile ispatlanmigtir.

V' > 0 olsun. R"™ de her B kiiresi i¢in

C

VL) < 15
W =10B] /s

V(z)dz

olacak gekilde bir C' > 0 sabiti mevcut ise V' € By,. [28]

59



Fonksiyonel hesaplamadan dolay1

1 oo
(—A+V)B:—/ AP (=A+VHN AN, 0<p<1

T™Jo
seklinde yazilabilir.

f € Cg°(R™) olsun.

(A +V+NT @) = [ Ty
den dolay1

0<pB <1 igin L [FAXPT(x,y,\)dX

Kl(xvy) =
B =1I(x,y,0) icin I'(x,y,0).

olmak lizere

Tif(x) = | Ki(z,y)V () f(y)dy

Rn

Zhong [51] tarafindan 77 ve T i¢in iki noktadaki hesaplamasiyla V' € B,, potansiyeli

ile Lemma 3.2 agagidaki teoremlerden ispatlanmistir.

Teorem A.V € By, ve 0 <y < <1 olsun. Bu durumda, herhangi bir f € C5°(R"™)

icin a = 2(8 — ) olmak iizere
I Tuf (@) S Maf(x), b, Tf| S Myof()

22].

Teorem B. V € B, 0 <~y < % b<1vef—vy> % olsun. Bu durumda , herhangi
(B —

bir f € C§°(R") igin @ = 2(5 — ) — 1 olmak iizere

T2f (@)l S Maf(2), [0, S Moof (@)
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[22].
Yukaridaki teoremler 77 ve 7T igin Genellestirilmis Morrey sonuglarii verecektir .

Sonug 5.6. V€ B, 0<~v < <1 olsun. 1§p§q<oo,2(ﬁ—7):n<%—%> ve

a =2(f — ) icin (4.28) kosulunu saglasin.

Bu durumda, herhangi bir f € C§°(R™) i¢in

p>1ise

[WEWAIRYAPST [V FA
p=11ise

1T lwatyoy S N Fllatrs,
olur [22].

Sonug 5.7. V € B, 0 <y < f<f<1lvef—vy>3olsun. 1 <p<g<oo,
2(8—7)—1 :n<% - %) ve a =2(f — ) — 1 igin (4.28) kosulunu saglasin.

Bu durumda, her bir f € C§°(R"™) i¢in p > 1 ise
[WEYAIRYANSS VA PV
ve p =1 ise
T2 f lw bty oy S N lIanr,

olur [22].
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5.5. Baz1 Analitik Yar1 Gruplarinin Kesirli Kuvvetleri

Simdiye kadar verilen teoremler bircok operatorlere uygulanabilir. Bu kisimda Riesz

potansiyeline uygulamasinin bir érnegine yer verilmistir.

L operatorii, pi(z,y) bir Gaussian st s saglayan gekirdek yani, x,y € R™ ve

Vt > 0 icin ve ¢y, co > 0 ler x, y ve t den bagimsiz olmak iizere

1 . lz—y|?
Ipe(z,y)| < /2¢ 2 (5.4)
ile e~* analitik bir semi-grup tarafindan olusturulan L, iizerinde lineer bir operator
olsun.

0 < a < n icin L operatoriiniin L=%/? kesirli kuvveti

o A dt
L) = g [ )

seklinde tanmmlanir [22].

Belirtelim ki, R" {izerinde L = —A Laplacian ise bu durumda L=/2, I, Riesz potansiyeli

dir [46).

Teorem 5.8. (5.4) sartin1 saglasin. Ayrica 1 < p < 00, 0 < a < o

(¢1,02) (4.28) kosulunu saglasin. Bu durumda L=/2,
p > 1ise M, ,, uzaymdan M, ,, uzaymna,

p = 11ise M, uzaymdan WM, ,, uzayma smirhdir [22].

Ispat. e 'L yar grup oldugundan, (5.4) kosulunu saglayan bir p,(z,y) g¢ekirdegine
sahiptir, bundan dolay1

L2 f(2)] S L(fl)(2)
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(bkz.[22]). Boylece yukaridaki teoremler den dolay1

122 Nty S MaClF D0ty S 1F Nt

elde edilir.
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