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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

OTELEME YUZEYLERININ EGRILIKLERI VE BAZI
KARAKTERIZASYONLARI

Neriman ACAR

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Do¢. Dr. Ferdag KAHRAMAN AKSOYAK

Bu tez alt1 boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, tezle ilgili baz1 temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.

Uciincii boliimde, 6teleme yiizeyinin birinci ve ikinci temel formunun katsayilari, sekil operatorii
matrisi, ortalama egriligi, Gauss egriligi, asli egrilikler ile ilgili baz1 hesaplamalar yapilmistir.
Dérdiincii boliimde, 6teleme yiizeyinin bazi noktalarinin bir siniflandirmasi verilmistir.

Besinci boliimde, kiiresel gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyleri tanimlanmistir.
Sirasiyla tegetler, normaller ve binormaller gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyleri
i¢in cesitli karakterizasyonlar elde edilmistir.

Son boliimde ise tezden elde edilen sonuglara yer verilmistir.
Nisan 2019, 69 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Oteleme Yiizeyleri, Gauss ve Ortalama Egrilikleri, Kiiresel Gosterge

Egrileri.
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ABSTRACT

MSc THESIS

CURVATURES AND SOME CHARACTERIZATIONS OF
TRANSLATION SURFACES

Neriman ACAR

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Ferdag KAHRAMAN AKSOYAK

This thesis consists of six chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

The second chapter, concepts and definitions which are needed in the further chapters are given.
The third chapter, some calculations about the coefficients of the first and second fundamental
forms, the shape operator matrix, the mean curvature, the Gaussian curvature, the principal
curvatures of the translation surface have been made.

The fourth chapter, a classification of some special points of the translation surface is given.
The fifth chapter, the translation surfaces generated by the spherical indicatrix curves are defined.
Some characterizations about the translation surfaces generated by the tangents, principal normals
and binormals indicatrices curves have been obtained, respectively.

In the last chapter, the results obtained from the thesis are given.
April 2019, 69 Pages.

Keywords: Translation Surfaces, Gauss and Mean Curvature, Spherical Indicatrix Curves.



1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda bir dteleme yiizeyi,

X(u,v) = (u, 0, f(u)) + (0,0,9(v))

parametrizasyonuyla verilen bir yiizey olarak tanimlanir. Burada f ve g reel sayilarin bir
acik araligi tizerinde diferensiyellenebilir fonksiyonlardir. 1835 yilinda H. Scherk, diizlemlerin

disinda, minimal 6teleme yiizeyinin sadece

1

X(u,v) = (u,v, —log cos(au)
a

cos(av)

D , a stfirdan farkli reel sabit

parametrizayonuyla verilen Scherk yiizeyi oldugunu ispat etti.

Sekil 1.1. Scherk yiizeyi

Genel anlamda bir 6teleme ylizeyi ise keyfi iki egriden birinin, digeri boyunca 6telenmesiyle
elde edilen bir yiizey olarak tanimlanir. Bu nedenle 6teleme yiizeyinin genel parametrizasyonu,

a ve 3 E3 de iki egri olmak iizere

X(u,v) = a(u) + B(v) (1.1)



seklindedir.

Giinliik hayatta mimari yapilarin tasarlanmasinda da karsimiza ¢ikan teleme yiizeyleri bircok
diferensiyel geometrici tarafindan calisilmistir. 1992 yilinda L. Verstraelen, J. Walrave ve S.
Yaprak, n-boyutlu Oklid uzaylarinda minimal 6teleme yiizeylerini inceledi [15]. 1999 yilinda
H. Liu, 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda sabit ortalama egrilikli ve sabit Gauss
egrilikli 6teleme yiizeylerini simiflandirmigtir [12]. 2008 yilinda M. I. Munteanu ve A. I. Nistor,
3-boyutlu Oklid uzayinda teleme yiizeylerinin ikinci temel formunu, ikinci Gauss egriligini
ve ikinci ortalama egriligini inceledi [13]. 2011 yilinda M. Cetin, Y. Tuncer ve N. Ekmekgi,
3-boyutlu Oklid uzayinda 6teleme yiizeyinin egriliklerini, yiizeyin iirete¢ egrilerinin egrilikleri
cinsinden ifade etmis ve cesitli karakterizasyonlar elde etmistir [3]. 2012 yilinda M. Cetin, H.
Kocayigit ve M. Onder, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet ¢atisina gore 6teleme yiizeylerini
inceledi [4]. Ayrica M. Cetin ve Y. Tunger 2015 yilinda 6teleme yiizeyine paralel olan yiizeylerin
geometrik Ozelliklerini inceledi [5]. 2015 yilinda A. T. Ali, H. S. Abdel Aziz ve A. H. Sorour,
iki uzaysal egri tarafindan iiretilen oteleme yiizeyinin egriliklerini, ylizeyin lirete¢ egrilerinin
Frenet catisin1 ve egriliklerini kullanarak ifade etmis ve yiizey iizerindeki bazi noktalarin bir

siniflandirmasini vermistir [1].

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak [1] ve [3] nolu calismalarda yer alan Oteleme yiizeyleri ile
ilgili baz1 hesaplamalara yer verilmistir. Daha sonra 3-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel gosterge
egrileri tarafindan liretilen 6teleme yiizeyleri tanimlanarak, bu tip yiizeyler icin cesitli karakteri-
zasyonlar elde edilmistir. Ayrica Mathematica 10 programi kullanilarak bazi yiizey orneklerinin

cizimleri yapilmistir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Oklid Uzaymda Temel Tanim ve Kavramlar

Tanim 2.1. Bos olmayan bir ciimle A ve bir K cismi iistiinde bir vektor uzay1 V' olsun. Asagidaki
onermeleri dogrulayan bir

FiAXA—SV

fonksiyonu varsa A ya V ile birlestirilmis bir afin uzay denir:

i) VPQ ReAicn f(P,Q)+ [(Q,R) = f(P,R)
ii) VP e AveV a € Vigin f(P,Q) = « olacak bigimde bir tek () € A noktasi vardir [10].

Tanmim 2.2. V bir reel vektor uzay1 olsun. V' iizerinde bir i¢ ¢carpim diye asagidaki aksiyomlari
ile tanimlanan bir

(V:VxV SR

doniigiimiine (reel degerli fonksiyon) denir ve degeri u,v € V olmak tizere (u,v) seklinde

gosterilir [9].

i) Simetri aksiyomu:

(u,v) = (v,u), Yu,v e V.
ii) Bi-lineerlik aksiyomu:
(auy + bug,v) = aluy,v) + blus,v) Yui,us,v €V vea,b R
(u,avy + bvy) = alu,v1) + blu,vy) Yu,v1,v9 €V vea,beR

iii) Pozitif tanimlilik aksiyomu:

(u,u) >0, Yu eV,



(u,u) = 0 <= u = 0.

Tanim 2.3. R"™ vektor uzayinda p = (py, pa, ..., pn) Ve ¢ = (q1, G2, ---, ¢, ) olmak iizere

(pa) =D _piti
=1

esitligiyle tanimlanan R™ x R™ — R, (p, ¢) — (p, q) fonksiyonu, R™ uzayinda bir i¢ ¢carpimdir.
Bu i¢ carpima, R™ uzaymin dogal i¢ ¢arpimi veya Oklid i¢ ¢arpimi denir [14].

Tanim 2.4. p € R" olmak iizere

Ipll = V/{(p;p)

olsun. R" — R, p — ||p|| fonksiyonu, R™ uzayinda bir normdur. Buna gore R" vektor uzayi,

normlu vektor uzayidir [14].

Tanmim 2.5. R" vektor uzayinda p, ¢ € R"™ olmak iizere

d(p,q) = |lp — 4|

biciminde tanimlanan d : R” x R™ — R fonksiyonu, R™ uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla R"
bir metrik uzaydir. Bu metrikle birlikte R uzayina Oklid Uzay1 denir. Bu uzay kimi zaman E"

ile gosterilir [14].

Tanim 2.6. 0 < 6 < 7 olmak iizere (,) : E" x E" — R fonksiyonu Vu,v € R igin
(u,v) = ||u||||v|| cos O biciminde tanimlanan bir i¢ carpimdir. Dolayisiyla u ve v gibi iki vektor

arasindaki ac1 6 olmak iizere
{u,v)

cosf = ————
[ullf|v]l

biciminde ifade edilebilir [10].

Tanim 2.7. z; : E* — R, z;(p1,p2,...,pn) = p; fonksiyonuna, E™ uzayinda j inci dik
koordinat fonksiyonu denir. Koordinat fonksiyonlarinin olusturdugu (x1, xs, ..., z,) sirali n

lisine, E" iistiinde dik koordinat sistemi (veya Oklidyen koordinat sistemi) denir [14].



Tanim 2.8. f fonksiyonunun E" in her bir noktasinda k inc1 basamaktan kismi tiirevleri varsa
ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C* simifindandir, denir. E* den R ye giden

C* sinifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C*(E", R) bi¢iminde gosterilir.

[E™ in her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler
stirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C'*° sinifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz) fonksiyondur,
denir. E" den R ye giden C*° sinifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C*°(E", R) bi¢ciminde

gosterilir [14].

Tanmim 2.9. ¢ € E” olsun. v € E" olmak iizere ¢ noktasindan ¢+v noktasina giden yonlii dogru
parcasi, ¢ noktasinda, v teget vektorii diye adlandirilir ve ¢ noktasindaki biitiin teget vektorlerin

kiimesi 7, (E") ile gosterilir [14].

Tanim 2.10. ¢,v,w € E" olmak tizere T},(E") kiimesinde toplama iglemi,
vy +wy = (v+w),
esitligiyle tanimlanir. Skalarla carpma iglemi, A € R icin
v, = (Av),

esitligiyle tanimlanir.
T,(E™) kiimesi yukarida tanimlanan iglemlere gore R cismi iistiinde bir vektor uzayidir. Boylece

elde edilen 7, (E") vektor uzayina, E™ uzaymin ¢ noktasindaki teget uzayi denir [14].

Tanmim 2.11. E" deki dik koordinat fonksiyonu (z1, o, ..., z,,) olmak tizere 7,(E") uzaymnim

dogal tabani

(20 20 2w

seklindedir. Burada % = (0j1,0;2,...,0jn), 1 < j <n[l4].

Tamim 2.12. [ € C*(E",R) ve v, € T,(E™) olsun. Kurali, ¢(t) = g + tv esitligiyle verilen
¢ : E™ — R fonksiyonunu goz 6niine alalim. f o ¢ fonksiyonunun sifir noktasindaki tiirevine,

f fonksiyonunun v, yoniindeki tiirevi denir ve v,[f] biciminde gosterilir [14].
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Tanmm 2.13. ¢ : E" — E™ | ¢ = (f1, fo, ..., [m) Olsun. f; fonksiyonlar1 diizgiin fonksiyonlar

ise ¢ fonksiyonu da diizgiindiir, denir [14].

Tamm 2.14. ¢ : E" - E™ | ¢ = (f1, fa, ..., fim) diizgiin fonksiyon olsun. v, € T, (E") i¢in

@*q(vq) = (Uq{fl}vvq[fﬂ’ "'>Uq[fm])§0(Q)

esitligiyle tanimli ,, : T,(E") — T, (E™) fonksiyonuna, ¢ fonksiyonunun ¢ noktasindaki

tiirev doniistimii denir [14].

Tanmim 2.15. V, E" uzaymnin acik bir alt kiimesi olsun. V' nin her bir ¢ noktasina, ¢ noktasinda

bir teget vektor karsilik getiren bir fonksiyona, V' listiinde bir vektor alan1 denir [14].

2.2. Oklid Uzayinda Egriler Teorisi

Tanim 2.16. 7, R nin bir agik aralif1 olmak iizere

oa: —E”

t— a(t) = (aq(t), aslt),...,a,(t))
biciminde diizgiin (C'*° sinifindan) bir o doniisiimiine, [E™ uzayi i¢cinde bir egri denir [14].

Tamm 2.17. o : I — E", «a(t) = (ai(t),aa(t), ..., a,(t)) egrisi verilsin. R deki dik
koordinat fonksiyonu z olmak iizere T;(R') uzayinin dogal tabam {-£ |, } olsun. o, (L |;)
vektoriine, « egrisinin «(t) noktasindaki hiz vektorii denir ve kisaca o/(t) ile gosterilir. Bu

durumda

dir [14].

Tanmm 2.18. « : [ — E" egrisi verilsin. Her ¢ € [ i¢in o/ (t) # 0 ise « egrisine diizenli egri

(regiiler egri) denir [14].



Tanim 2.19. o : I — E" egrisi verilsin.

|l : T — R

t = (| () = llo/ @]

seklinde taniml ||/ || fonksiyonuna, « egrisinin skalar hiz fonksiyonu ve ||o/(t)|| reel sayisina

da o nin a(t) noktasindaki skalar hiz1 denir [10].
Tanim 2.20. o : [ — E" egrisi verilsin. Eger Vs € [ i¢in,

lof (s)]] = 1

ise « egrisi birim hizli egridir denir. Bu durumda s € [ parametresine yay parametresi adi

verilir [10].

Tanmm 2.21. « : [ — [E” egrisi verilsin. a,b € [ olmak lizere, a dan b ye o egrisinin yay

uzunlugu diye, egrinin «(a) ve a(b) noktalart arasindaki uzunluguna kargilik gelen

b
[l te

reel sayisina denir [10].

Teorem 2.1. [E" de regiiler her egrinin, birim hizli olacak sekilde bir koordinat komsulugu

vardir [10].

Tamm 2.22. E3 uzayinda birim hizh o : I — E3 egrisi i¢in,

t(s) = (s)

esitligiyle belirli ¢(s) vektoriine, o egrisinin «(s) noktasindaki birim teget vektorii denir [14].



Tamm 2.23. E3 uzayimndaki birim izl o : I — E3 egrisi igin,

k:I—R

r(s) = [[t'(s)]]

fonsiyonuna, « egrisinin egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

egriligi denir [14].

Tamim 2.24. E3 uzayindaki birim hizli o : [ — E3 egrisi icin,

esitligiyle belirli n(s) vektoriine, «v egrisinin «(s) noktasindaki birinci dik vektorii (asli normali)

denir [14].

Tamm 2.25. E3 uzayindaki birim izl o : T — E3 egrisi igin,

esitligiyle taniml b(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki ikinci dik vektorii (binormali)

denir [14].

Tamim 2.26. Birim hizli o : I — E? egrisinin Frenet vektor alanlari ¢, n, b olmak iizere,

7: 1 —R

7(s) = =(t'(s),n(s))

fonksiyonuna, «v egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(s) sayisina egrinin «(s) noktasindaki

burulmasi denir [14].

Tanim 2.27. t(s), n(s), b(s) vektorlerine, o : I — E? egrisinin «(s) noktasindaki Frenet

vektorleri denir. < £(s),n(s), b(s) ¢ kilmesine, « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir

[14].



Teorem 2.2. Birim izl v : I — E3 egrisinin Frenet vektor alanlari ¢, n, b ise

t' = kn,
n' = —kt + 7,
V' =—7n

dir.

Bu teoremde elde edilen esitliklere, v egrisi icin Frenet formiilleri denir ve Frenet esitlikleri

#'(s) 0  s(s) 0 t(s)
n'(s)| = | —k(s) 0 7(s) n(s)
b'(s) 0 —7(s) O b(s)

seklinde matris formunda da ifade edilebilir [14].

Teorem 2.3. « : [ — 3 birim hizli bir egri olsun. « egrisinin egriligi sifir ise a(7) kiimesi
[E? uzayinda bir dogrunun alt kiimesidir. Karsit olarak «/(7) kiimesi E? uzayinda bir dogrunun

alt kiimesi ise « egrisinin egriligi sifirdir [14].

Teorem 2.4. o : I — IE? egrisi diizlemsel ise 7 = 0 dir ve egrinin her bir noktasindaki
dokunum diizlemi, egrinin i¢inde bulundugu F diizlemidir. Kargit olarak 7 = O ise o : I — E?

egrisi diizlemseldir [14].

Tanmm 2.28. « : I — E" egrisi verilsin. Vs € [ i¢in o/(s) hiz vektorii, bir u sabit vektorii
ile sabit ag1 tegkil ediyorsa, «v ya bir egilim ¢izgisi ve Sp{u} ya da « egilim ¢izgisinin egilim

ekseni denir [10].

Tanim 2.29. « : [ — E" egrisi verilsin. Vs € [ ya karsilik gelen a(s) noktasinda « egrisinin

1. ve 2. egrilikleri k1 (s) ve ko(s) ise



H:I—-R

s— H(s)= Z;Ez;

seklinde tanimli /7 fonksiyonuna, v egrisinin s noktasindaki 1. harmonik egriligi denir [10].

Teorem 2.5. « : I — E" egrisi verilsin. Bu durumda « nin bir egilim ¢izgisi olmasi i¢in

gerek ve yeter sart Vs € [ i¢in H(s) = sabit olmasidir [10].

Tamm 2.30. 3-boyutlu Oklid uzay1 E3 te, bir o egrisi s € I yay parametresi ile verilsin. o
egrisinin birim teget vektorii ¢ olmak iizere, P@ = t alindi@inda, P noktas1 « egrisi ¢izerken,
@ noktasinin birim kiire yiizeyi iizerinde cizdigi egriye « egrisinin tegetler gostergesi ad1 verilir

[10].

Tanm 2.31. 3-boyutlu Oklid uzay1 E? te, bir « egrisinin birim asli normal vektorii 7 olsun.
a egrisi cizilirken n vektoriiniin u¢ noktalari ciimlesinin birim kiire yiizeyi tizerinde meydana

getirdigi egriye « egrisinin asli normaller gostergesi denir [10].

Tamim 2.32. 3-boyutlu Oklid uzay: E? te, o bir egri olsun. « egrisinin bir P noktasidaki
binormal vektori PR = b ve komsu iki binormal vektorii arasindaki ag1 Af olmak tizere P
noktast « egrisini ¢izerken R noktasinin birim kiire yiizeyi tizerinde ¢izdigi egriye o e8risinin

binormaller gostergesi denir [10].
2.3. Oklid Uzayinda Yiizeyler Teorisi

Tamim 2.33. E", n-boyutlu Oklid uzayinda (n — 1) boyutlu bir yiizey veya (n — 1) yiizey diye

[E™ deki bos olmayan bir M cilimlesine denir, dyle ki bu M ciimlesi
M = {x eV CE"f:V =R, V bir agik alt cijmle}

r— f(z)=-c
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Vp € M igin V|, # 0 bigiminde tammlanir. E? de 1-yiizeye diizlemsel egri denir. E? de bir
2-ylizeye ekseriya sadece yiizey denir. E" de bir (n — 1)-yiizey, n > 3 olmas1 halinde daha ¢ok

bir hiperyiizey olarak adlandirilir [11].

Tamm 2.34. V, E? uzaymnn irtibatli bir agik alt kiimesi olmak iizere X : V C E? — 3,
diizgiin ve regiiler bir doniigiim olsun. X : V' — X (V') doniisiimii bir homeomorfizm ise X (V')

kiimesine, IE® uzayinda bir basit yiizey denir [14].

Tamm 2.35. E3 de bir M yiizeyi X = X (u,v) seklinde parametrelendirilmis olsun. {X,,, X, }
M yiizeyinin bir p noktasindaki tanjant vektor uzay1 7,,(M) nin baz vektorleri olmak iizere, M

yiizeyinin p noktasindaki birim normal vektor alani

X, x X
U — u v
[ Xu x Xl
seklinde tanimlanir [8].

Tanmm 2.36. E" uzaymin bir hiperytizeyi M nin birim normal vektor alan1 U verilsin. x (M),
M nin vektor alanlart uzayr ve E" deki Riemann konneksiyonu D olmak iizere VX € x (M)

icin S(X) = —DxU seklinde tanimli S doniisiimiine M iizerinde sekil operatorii denir [8].

Teorem 2.6. [E" in bir hiperyiizeyi M ve M nin sekil operatorii S olsun. Bu durumda,

i) S:x(M)— x(M) dir,

ii) S lineerdir [11].

Teorem 2.7. [E™ de bir hiperyiizey M olsun. M iizerinde S sekil operatorii simetriktir. Bu
durumda VX,Y € x(M) i¢in
(S(X),Y) = (X,5(Y))

dir [11].
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Lemma2.8. [E3debir M yiizeyi X = X (u, v) seklinde parametrelendirilmis olsun. {X,, X, }
M yiizeyinin bir p noktasindaki tanjant vektor uzay1 7,()M) nin bir bazi ve U, M yiizeyinin

birim normal vektor alani verilsin. Bu durumda
S(X,)=-U, ve S(X,)=-U,

olur [8].

Tamm 2.37. E” in bir hiperyiizeyi M olsun. M iizerinde sekil operatorii .S olmak tizere, M
tizerindeki temel formlar su sekilde tanimlanir. E™ in g-yuncu temel form diye, 1 < ¢ < n

olmak tizere,

I7: x(M) x x(M) — C>*(M, R)
(X,Y) = 11(X,Y) = (Sqfl(X),Y>

seklinde taniml1 /9 fonksiyonuna denir [11].
Tamim 2.38. X : U — E” bir yiizey olsun. F, F, G : U — R fonksiyonlari

E= ||Xu||2a F = <XuaXv>a G = ||)(v||2

ile tammlanir. O zaman ds® = Edu® + 2Fdudv 4+ Gdv?, X yiizeyinin Riemann metrigi ya da
birinci temel formu olarak adlandirilir. Buradaki E, I, G ye birinci temel formun katsayilari

denir [8].

Tamm 2.39. X : U — E3 bir regiiler yiizey olsun.

l

<_Uua Xu> = <U’ qu>7

m = (U, Xu) = (U, Xuw) = (U, Xpu) = (—Uy, Xo),

n <_UvaXv> = <U7 va>7

seklinde tanimli [, m, n ye X yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilar1 denir [8].
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Teorem 2.9. [E? de bir M yiizeyi X = X (u,v) seklinde parametrelendirilmis olsun. X in
{X., X, } bazina gore S sekil operatorii

_Fm—Gl Fl— Em

S =gt g

Xo,

Fn—Gm Fm — En

—S(Xy)=—— X+ —=-X

S(X) EG — F? "+EG—F2 !
seklinde verilir. Boylece sekil operatorii matrisi

_ Fm-Gl _ Fn—Gm
EG-F? EG—F?
S = 4 “ (2.1)
_Fl-Em _ Fm—FEn
EG-F? EG—-F?2

seklinde yazilir [8].

Tanim 2.40. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatorii S(p)

olmak tizere

K:-M—=R
p — K(p) = detS(p)

bi¢ciminde tanimlanan fonksiyona M nin Gauss egrilik fonksiyonu ve K (p) degerine de M nin

p noktasindaki Gauss egriligi denir [11].

Tanim 2.41. E" de bir hiperyiizey M olsun. M nin bir p noktasindaki sekil operatorii S(p)

olmak tizere

H:M->R
p— H(p) =

—1=5(p)

biciminde tanimlanan fonksiyona A/ nin ortalama egrilik fonksiyonu ve H (p) degerine de M
nin p noktasindaki ortalama egriligi denir [11].

Boylece asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 2.10. X : V C E? — M C E? bir doniisiim olsun. X in Gauss ve ortalama egriligi

In —m?

T EG - FY @2
1Gl+ En—2Fm

2 EG-F? 2:3)

olarak verilir [8].

Tamim 2.42. E3 te bir minimal yiizey, ortalama egriligi sifir olan regiiler bir yiizeydir. Regiiler
bir yiizeyin flat (diiz) ylizey olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Gauss egriliginin sifir olmasidir

[11].

Tamim 2.43. E” de bir hiperytizey M ve M nin sekil operatorii S olsun. M nin bir p noktasina
karsilik gelen S(p) nin karakteristik degerleri M nin bu noktadaki asli egrilikleri olarak adlandiri-
lir. Asli egriliklere karsilik gelen ve karakteristik vektor denen vektorlerin belirttigi dogrultulara

da M nin bu p noktasindaki asli egrilik dogrultulari denir [11].

Teorem 2.11. k; ve k, asli egrilikleri,
kK> —2Hk + K =0

denkleminin kokleridir. Boylece

ki = H+VH?— K, (2.4)
by = H—VH? - K (2.5)
dir [8].

Tanim 2.44. E3 te bir hiperyiizey M ve M yiizeyinin p noktasindaki asli egrilikleri k;(p) ve
k2(p) olsun.

i) ki1(p)ka(p) > 0 ise p noktasina M yiizeyinin bir eliptik noktasi denir.
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ii) ki(p)ka(p) = 0ve ki(p) ile k2(p) den en az biri sifirdan farkli ise p noktasina M yiizeyinin
bir parabolik noktas1 denir.

ki1 = 0 ve ky = 0 ise p noktasina M yiizeyinin bir diizlemsel noktas1 denir.

iii) k1(p)k2(p) < 0 ise p noktasina M yiizeyinin bir hiperbolik noktasi denir [14].

Tamm 2.45. M, E3 uzayinda bir yiizey ve M lizerinde bir egri o : I — M olsun. o(0) = p
ve o/(0) = v, € T,M olmak iizere k,(v,) = (S(72r), nir) esitligiyle tammlanan k, (v,)

p
l[lopll /7 Nlvpll

sayisina, M yiizeyinin p noktasinda, v, dogrultusundaki normal egriligi denir [14].

Teorem 2.12. v, € T,M olsun. M yiizeyinin birim dik vektor alam U olduguna gore v,

vektoriine yapisik her bir v : I — M egrisi i¢in

(S(vp), vp) = (2"(0),U(p))
dir [14].

Tamm 2.46. 3 de bir hiperyiizey M ve M iizerinde bir egri o : I — M olsun. a(sg) = p ve
d

d—j(so) = X, € T,M olmak iizere [1(X,, X,) = (5(X,), X,) = 0, Vp € «a ise « egrisine bir
asimtotik egri denir [11].

Tamm 2.47. M yiizeyinin bir p noktasinda S, lineer doniisiimii, birim doniisiimiin bir say1 ile

carpimina esit ise p noktasina yiizeyin bir gébek (umbilik) noktast denir [14].

Teorem 2.13. M yiizeyinin bir p noktasinin umbilik nokta olmasi i¢in gerek ve yeter sart

H? — K = 0 olmasidir [11].

Tamm 2.48. 3 te birim normali, belirli sabit bir vektorle sabit ag1 yapan yiizeylere, sabit agili

yiizeyler denir [2].
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3. OTELEME YUZEYI

Bu boliimde ilk olarak [1] ve [3] nolu ¢alismalarda yer alan M &teleme yiizeyinin 1. temel
formunun katsayilari, 2. temel formunun katsayilari, sekil operatorii matrisi, asli egrilikleri,
ortalama ve Gauss egrilikleri ile ilgili hesaplamalara yer verilecektir.

[E3, 3 boyutlu Oklid uzayinda bir M &teleme yiizeyi

M : X(u,v) = a(u) + B(v) 3.1

seklinde parametrelendirilir. Burada u ve v sirasiyla iirete¢ egrileri olan «v ve 3 nin yay parametre-
leridir. {tn, nq,bs} « egrisinin Frenet ¢atisi, x, ve 7, sirasiyla a nin egriligi ve torsiyonu;
{ts,np, bz} B egrisinin Frenet catisi, £ ve 75 ise sirastyla 5 nin egriligi ve torsiyonu olmak

iizere, (3.1) denkleminin u ve v ye gore kismi tiirevi alinirsa M yiizeyinin {X,, X, } tanjant

vektorleri
0X (u,v)
Xy =
ou
= o(u)
= t,
ve
0X (u,v)
X, =
ov
= B(v)
= tg
seklinde elde edilir.
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Bu durumda yiizeyin birinci temel formunun katsayilari:

E = <Xu>Xu> = <taata> = 17 (32)
F = (Xu, Xo) = (ta; 1g) = [[tallllts]| cos[¢(u, v)] = cos[p(u,v)], (3.3)
G = (Xy, Xy) = (lg,tg) =1 (3.4)

seklinde hesaplanir. Burada ¢(u, v), a ve [ egrilerinin teget vektorleri arasindaki agidir.

M oteleme yiizeyinin birim normal vektorii

Xy x X,
[ Xu x Xo|
- to X t/g
[ta x ts]
. to X tﬁ
[tallI£al sin[o(u, v)]
to X tg

= Slo(a. o)) sin[¢(u,v)] # 0 (3.5)

U(u,v)

ile verilir.
Oteleme yiizeyinin birim normal vektorii U ile o egrisinin asli normal vektorii n,, arasindaki
ac1 0, (u,v) ve dteleme yiizeyinin birim normal vektorii U ile (3 egrisinin asli normal vektorii

ng vektorii arasindaki ac1 6g(u, v) olmak iizere, yiizeyin ikinci temel formunun katsayilar

L= (Xuw, U)
= (ta, U)
= (KaNa, U)
= Ko(Na, U)
= Kal[nal[l[|U]] cos[fa (u, v)]

= Fq cos[0a(u, )], (3.6)
m = (Xu, U)

=(0,U)

=0, 3.7)
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n = (X, U)
= (t5,U)
= (kgng, U)
= rg(ng, U)
= rglnsl[|U]| cos[0s(u, v)]

= kg cos|fs(u,v)] (3.8)

olarak hesaplanir.
(3.2), (3.3), (3.4), (3.6), (3.7) ve (3.8) numarali esitlikler, (2.1) esitliginde yerine yazilirsa, M

oteleme ylizeyinin sekil operatorii matrisi

f{,a(:025[9a(u7'u)] r Kcos(fg (;L,U)}cos[qﬁ(u,v)}
_ sin®[¢(u,v)] sin®[¢(u,v)]
S _ K cos|fa (u,v)]cos[@(u,v)] kgcos[fg(u,v)] (39)
sin?[é(u,v)] sin? [ (u,v)]

elde edilir [3].

Teorem 3.1. M, (3.1) parametrizasyonuyla verilen bir 6teleme yiizeyi olsun.

i) t, vetgteget vektorleri arasindaki ¢ agisinin u ve v degiskenlerine bagl olmast igin gerek

ve yeter sart « ve 3 egrilerinin non-dejenere egriler olmasidir (k, # 0, kg # 0).

ii) t, vetgteget vektorleri arasindaki ¢ agisinin sadece u degiskenine bagli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart a egrisinin non-dejenere ve 3 egrisinin dejenere olmasidir (k, # 0, kg = 0).

iii) t, vetgteget vektorleri arasindaki ¢ acisinin sadece v degiskenine bagli olmasi i¢in gerek

ve yeter sart a egrisinin dejenere ve (3 egrisinin non-dejenere olmasidir (k, = 0, K5 # 0).

iv) t, ve tg teget vektorleri arasindaki ¢ agisinin sabit olmast icin gerek ve yeter sart o ve /3

egrilerinin dejenere egriler olmasidir (k. = 0 ve kg = 0) [1].
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ispat.

i) t, ve tg vektorleri arasindaki ¢ agisi, u ve v degiskenlerine bagli olsun. Bu durumda

<t0m tﬁ> = COS[gb(u, U)]

olur. Boylece ¢, u yabagl ve t5 v ye bagh teget vektorler olup o ve 3 egrileri non-dejenere

egrilerdir.

Tersine v ve 3 egrileri non-dejenere egriler (k, # 0 ve kg # 0) olsun. Bu durumda «
ve (3 egrilerinin teget vektorleri sabit vektorler degildir. O zaman (t,,,t3) = f(u,v) olur.

Boylece bu iki vektor arasindaki ¢ agis1 da u ve v degiskenlerine bagh olur.

ii) t, ve tg vektorleri arasindaki ¢ agisi, sadece v de8iskenine bagl olsun. Bu durumda

(tastg) = cos[p(u, vy)]

olur. Boylece t,, teget vektorii u ya bagl ve ¢ 5 teget vektorii sabit olup o egrisi non-dejene-

re egri, 3 egrisi ise dejenere bir egri olur.

Tersine « egrisi non-dejenere egri ve [ egrisi dejenere egri olsun. « egrisi non-dejenere
bir egri oldugundan x, # 0 dir. O zaman « egrisinin teget vektori sabit bir vektor
degildir. Diger bir deyisle ¢, teget vektorii v degiskenine bagh olur. Diger taraftan

egrisi dejenere bir egri oldugundan x5 = 0 dir. Bu durumda

[£s]l = 0

ts =0
Her iki tarafin integrali alinirsa

t3 = sbt vektor
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elde edilir. ¢, ve t3 teget vektorlerinin i¢ carpimi alinirsa

(o, 3) = cos[p(u, vo)]
——
u ya bagh

Boylece ¢ agis1 sadece u degiskenine bagli olur.

iii) t, ve tg vektorleri arasindaki ¢ agisi, sadece v degiskenine bagl olsun. Bu durumda

(ta,tg) = cos[(uo, v)]

olur. Boylece ¢, teget vektorii sabit ve ¢3 teget vektorii v degiskenine bagh olup « egrisi

dejenere egri, 3 egrisi ise non-dejenere bir egri olur.

Tersine « egrisi dejenere egri ve 3 egrisi non-dejenere egri olsun. 3 egrisi non-dejenere
bir egri oldugundan x5 # 0 dir. O zaman (3 egrisinin teget vektorii sabit bir vektor
degildir. Boylece tsz teget vektorii v degiskenine baglh olur. Diger taraftan o egrisi

dejenere bir egri oldugundan x, = 0 dir. Bu durumda

l£a]l =0

=0

«

Her iki tarafin integrali alinirsa
t, = sbt vektor

elde edilir. ¢, ve tg teget vektorlerinin i¢ carpimu alinirsa

{ta,13) = cos[(uo, v)]
——

v ye bagh
Boylece ¢ acis1 sadece v degiskenine bagli olur.

iv) 4 sikkinin ispatindan bu gikkin ispati agiktir.

20



Lemma 3.2. Eger 6teleme yiizeyinin iki iirete¢ egrisinin egrilikleri sifir (ko = 0 ve kg = 0)

ise 0, 05 ve ¢ sabittir [1].

Onerme 3.3. ), (3.1) parametrizasyonuyla verilen bir Gteleme yiizeyi olsun. )M yiizeyinin

asli egrilikleri k; ve ko, Gauss egriligi K ve ortalama egriligi H asagidaki sekilde verilir [3].

by — Ko COS 6, .+2/£5 cos 03 14| 4Kqkp €08 b, coS Q,BSinQ(ﬁ 2 7 (3.10)
2sin“¢ (Ka €080y + K cos 03)?

;. Ko COS 0, ‘+2n5 cos 03 1- |- Afiatkis COS O cO8 gsin®p : : (3.11)
2sin”¢ (Ko €08 0y + K cos 03)?

o facos b
K = Joyky = Dofi98 7a0875 .12)
sin® ¢
5 _ Btk Racosfy _+2/<5008 O (3.13)
2 2sin” ¢

Ispat. (3.2), (3.3), (3.4), (3.6), (3.7) ve (3.8) esitlikleri (2.2) ve (2.3) denklemlerinde yerine
yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (3.12) ve (3.13) denklemleri elde edilir. (3.12) ve
(3.13) denklemleri (2.4) ve (2.5) denklemlerinde yerine yazilirsa (3.10) ve (3.11) denklemleri
elde edilir.

Teorem 3.4. Eger Oteleme yiizeyinin iiretec egrilerinden biri dejenere egri ise o zaman Steleme

yiizeyi flat yilizeydir [1].

Ispat. Eger iiretec egrilerinden biri dejenere egri ise ., = 0 veya xg = 0 dir. Bu durumda

(3.12) denkleminden K = 0 olur. Boylece Tanim 2.42 den 6teleme yiizeyi flat yiizeydir.

Lemma 3.5. M, (3.1) parametrizasyonuyla verilen bir 6teleme yiizeyi olsun. cos[f,(u,v)] ve
cos[fg(u, v)| sifirdan farkli olmak iizere M yiizeyinin flat yiizey olmast igin gerek ve yeter sart

asagidaki durumlardan birinin saglanmasidir.

i) ¢ acis1 sadece u nun bir fonksiyonudur.
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ii) ¢ acis1 sadece v nin bir fonksiyonudur.

iii) ¢ acis1 sabittir [1].

Ispat. Oteleme yiizeyi flat yiizey ise X' = 0 dir. Bu durumda (3.12) denkleminden
Kok cos[lq(u, v)] cos[fs(u,v)] =0

elde edilir. cos[f,(u, v)] ve cos[fs(u, v)] sifirdan farkli oldugundan

i) ko # 0 ve kg = 0 olmast durumunda Teorem 3.1 in (i¢) sikkindan ¢ agis1 sadece u

degiskenine bagh olur.

ii) Ko = 0 ve kg # 0 olmasi durumunda Teorem 3.1 in (7i7) sikkindan ¢ acist sadece v

degiskenine bagl olur.

iii) ko = 0ve kg = 0 olmas1 durumunda Teorem 3.1 in (iv) sikkindan ¢ agis1 sabittir.

Teorem 3.6. ), (3.1) parametrizasyonuyla verilen bir 6teleme yiizeyi olsun. M nin minimal

yiizey olmasi1 i¢in gerek ve yeter sart

coslfa(u,v)] kg
coslB3(w, )] ha G

olmasidir [3].

Ispat. M oteleme yiizeyi minimal olsun. Bu durumda H = 0 olur. (3.13) denkleminden

KaCoS[0q (1, v)] + Kgcos|fs(u, v)] = 0,
K0 CO8[0a (1, v)] = —rgcos[fs(u, v)],
cos[0,(u, v)] _ kg
cos[0s(u, v)] Ka

esitligi elde edilir.
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Sonu¢ 3.7. M, (3.1) parametrizasyonuyla verilen 6teleme yiizeyi minimal yiizey olsun. Bu

durumda

0(u,v) = cos1 | — KaC0S[0, (1, v)]

ks

esitligi elde edilir [1].
Ispat. M &teleme yiizeyi minimal olsun. Bu durumda (3.14) denkleminden

KaC08[0, (1, v)]

ks

B(u, v) = cos1| — KaC0S[0, (1, )]
B\ Kp

cos[lp(u,v)] = —

esitligi elde edilir.

Onerme 3.8. 1/, (3.1) parametrizasyonuyla verilen bir 6teleme yiizeyi olsun. Eger M minimal

i~ (epelledl)

ise M nin Gauss egriligi

dir [3].
Ispat. M/ minimal Gteleme yiizeyi olsun. (3.14) denkleminden

KaC08[0,(u, v)]

cos[lp(u,v)] = —
kg

elde edilir. Bu esitlik (3.12) denkleminde yerine yazilirsa

KaC0S[0 (1, )]

Kakpcos|fy(u, v)]

_ Kp
K= sin?[¢(u, v)]

B _ma2cos2 [0, (u,v)]
sin?[¢(u, v)]

_ ( Kacos|ba(u, v)] 2

- ()

elde edilir.
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4. OTELEME YUZEYI UZERINDEKI BAZI NOKTALARIN SINIFLANDIRMASI

Bu boliimde, [1] numarali ¢alismada yer alan, dteleme ylizeyi iizerindeki bir noktanin eliptik,

hiperbolik, parabolik, diizlemsel ve umbilik nokta olmasi durumlarini inceleyecegiz.

4.1.

Oteleme Yiizeyinin Eliptik, Hiperbolik ve Parabolik Noktalari

Bu alt baglikta, (3.12) denklemi kullanilarak, (3.1) parametrizasyonuyla verilen M oteleme

yiizeyinin eliptik, hiperbolik, parabolik ve diizlemsel noktalar1 belirlenecektir.

Teorem 4.1. M, (3.1) parametrizasyonuyla verilen bir 6teleme yiizeyi olsun. p € M noktasinin

sirastyla eliptik, hiperbolik ve parabolik nokta olmas1 icin gerek ve yeter sart asagidaki durumla-

rin saglanmasidir [1].

i) p noktasi yiizeyin bir eliptik noktas: olmasi icin gerek ve yeter sart X' > 0 olmasidir.

ii)

Bu durumda (3.12) denkleminden k,rscos 6,cos 03 > 0 olur ve ylizeyin asli egrilikleri
k1 ve ky aym isarete sahiptir. Eger k., ve kg aym isaretli ise cosf, ve costs da aym
isaretlidir. Bu durumda ¢, ve 05 € [0,7) yada 0, ve 03 € (5, 7] dir. Eger , ve kg zit
isaretli ise cos 0, ve cos 03 da zit isaretlidir. 0, € [0, %) ve 03 € (3, 7] yada 0, € (5,7
ve 05 € [0,7) dir. Ayrica p noktasimin yiizeyin bir eliptik noktas1 olmasi durumunda

(Kn)a(kn)pg > 0 olur. Bu durumda « ve 3 egrilerinin normal egrilikleri ayn1 isaretli olur.

p noktasi yiizeyin bir hiperbolik noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart X < 0 olmasidir.
Bu durumda (3.12) denkleminden k,kgcos 8,cos s < O olur ve ylizeyin asli egrilikleri
k1 ve ko z1t isarete sahiptir. Eger x, ve kg ayni isaretli ise cos 8, ve cos 8 zit isaretlidir.
0o €[0,%) ve s € (5,7 yada, € (5,7 ve 05 € [0, 7) dir. Eger x,, ve kg z1t isaretli
ise cos 0, ve cos 05 aym isaretlidir. 0, ve 05 € [0, ) yada 6, ve 03 € (3, 7] dir. Ayrica
p noktasinin yiizeyin bir hiperbolik noktas: olmas1 durumunda (). (%,)s < 0 olur. Bu

durumda « ve 3 egrilerinin normal egrilikleri zit isaretli olur.
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iii) p noktas1 yiizeyin bir parabolik noktas1 olmasi i¢in gerek ve yeter sart X = 0 olmasidir.
(3.12) denkleminden krcos 0,cos 03 = 0 olur. Bu durumda x, = 0 veya k3 = 0 veya
cosf,coslp = 0 dir. Eger cost, = 0ise, 0, = g(Qn + 1), n € Z dir. Boylece «
egrisi bir asimtotik dogrultudur. Benzer sekilde, cos 03 = 0 ise, 03 = g(2n +1),neZ
dir. Boylece /3 egrisi bir asimtotik dogrultudur. Ayrica p noktasinin yiizeyin bir parabolik
noktasi olmast durumunda (£, ) (%, )s = 0 olur. Bu durumda (k,,), = 0 veya (k) = 0

dir.

T
2
durumda p noktasi yiizeyin diizlemsel noktas1 ve k; = ko = 0 dur.

Eger cosf, = 0 ve costlg = Oise, 0, = 5(2n + 1) ve 03 = =(2n + 1), n € Z dir. Bu

4.2. Oteleme Yiizeyinin Umbilik Noktalar:

p noktasi (3.1) parametrizasyonuyla verilen M 6teleme yiizeyinin umbilik noktasi ise 0 zaman
yiizeyin sekil operatorii matrisi, birim matrisin bir katidir. Diger bir deyisle sekil operatorii
matrisinin esas kosegeni tizerindeki elemanlar birbirine esit, digerleri sifir olmalidir. Bu durumda

(3.9) denkleminden

Ko €OS[0, (1, v)] = Kpgcos|fs(u, v)] 4.1)
Ko €O8[0, (u, v)]cos[p(u, v)] = 0 4.2)
rgeos|fs(u, v)]cos[p(u,v)] = 0 4.3)

esitlikleri elde edilir.

(4.2) ve (4.3) esitliklerinde e8er cos[¢(u,v)] = 0 ise (4.1) denkleminden, p noktasinin (3.1)
parametrizasyonuyla verilen yiizeyin umbilik noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Ko CO8[0q (1, v)] = Kgcos[fs(u, v)] olmasidir. Diger bir deyisle (k,,)o = (ky) s dir.

Eger cos[¢(u, v)] # 0 ise (4.2) ve (4.3) esitliklerinden r,cos[f,(u, v)] = 0 ve

rgcos|fs(u,v)] = 0 olur ve (4.1) denklemi de saglanir. Bdylece asagidaki dort durum elde

edilir:
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i) ko = 0ve kg = 0 dir. Budurumda K = H = 0 ve p noktasi bir diizlemsel noktadir.

ii) Ko = 0 vecosfg = 0dir (05 = g(Qn—i- 1),n € Z). Budurumda K = H = 0 vep

noktasi bir diizlemsel noktadir.

iii) cost, = 0ve kg = 0dir (6, = g(2n+ 1),n € Z). Budurumda K = H = 0 ve p

noktasi bir diizlemsel noktadir.

iv) cosf, = 0vecostlg =0dir (0, =03 = g(2n+ 1),n€ Z). Budurumda K = H =0

ve p noktasi bir diizlemsel noktadir.

Boylece yukaridaki durumlarin bir sonucu olarak asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.2. cos[¢(u,v)] # 0 olmak iizere, eger (3.1) parametrizasyonuyla verilen yiizey bir

flat yiizey degilse, o zaman Oteleme yiizeyi iizerinde umbilik nokta yoktur [1].

Onerme 4.3. p noktas, (3.1) parametrizasyonuyla verilen yiizeyin umbilik noktasi olsun. Bu

durumda

(2 cos?[0a(u, v)] + K3 cos?[05(u, v)] + 2kqkg cos[fa (u, v)] cos[fs(u, v)] (1 — 2sin®[P(u, v)])]

4sin[p(u, v)] =0

esitligi elde edilir [1].

Ispat. p noktas, (3.1) parametrizasyonuyla verilen yiizeyin umbilik noktas1 olsun. Teorem 2.13

den H? — K = 0 dir. Béylece (3.12) ve (3.13) denklemlerinden yukardaki esitlik elde edilir.

4.3. Oteleme Yiizeyinin Singiiler Noktalar

Teorem 4.4. (3.1) parametrizasyonuyla verilen M Gteleme yiizeyinin bir X (ug, vg) noktasinin

singiiler nokta olmasi i¢in gerek ve yeter sart sin[¢(u, v)] = 0 olmasidir [1].
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Ispat. X (ug,vo) noktasi, (3.1) parametrizasyonuyla verilen M oteleme yiizeyi iizerinde bir

singiiler nokta olsun. Bu durumda ||.X,, x X, || = 0 dir. Yani
| Xu X Xo| = [|Xul[[|Xo|| sinf¢(u, v)].
0 11

Boylece sin[¢(u, v)] = 0 olur.

Tersine sin[¢(u, v)] = 0 olsun. Bu durumda
[ Xu X Xo|| = [ Xull| Xol| sinfp(u, v)].
11 0

Boylece || X, x X, || = 0 elde edilir. Buradan X (u, vy) noktasi, M yiizeyi iizerinde bir singiiler

nokta olur.

Teorem 4.5. Eger (3.1) parametrizasyonuyla verilen M 6teleme yiizeyinin bir X (uy, vg) noktast,

bir singiiler nokta ise;

i) « ve [ egrilerinin teget vektorleri arasindaki ac1 nmw, n € Z.

ii) o ve f3 iireteg egrileri, dejenere egrilerdir (k, = kg = 0) [1].
ispat.

i) (3.1) parametrizasyonuyla verilen )M 6teleme yiizeyinin bir X (ug, v9) noktasi, singiiler
nokta olsun. Bu durumda Teorem 4.4. den sin[¢(u, v)] = 0 dir. Eger sin[¢(u, v)] = 0 ise
é(u,v) = nmw, n € Z olur. Boylece o ve [3 iireteg egrilerinin teget vektorleri arasindaki

acinm, n € Z dir.

ii) (3.1) parametrizasyonuyla verilen M oteleme yiizeyinin bir X (ug, v9) noktasi, singiiler
nokta olsun. Bu durumda (7) sikkindan « ve f3 iireteg egrilerinin teget vektorleri arasindaki
agt ¢(u,v) = nm, n € Z olup sabittir. Boylece Teorem 3.1 in (iv) sikkindan o ve 3

egrileri dejenere egrilerdir.
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Ornek 4.1. M, dairesel helis egrileri tarafindan iiretilen ve minimal olmayan bir 6teleme

ylizeyi olsun.

2 2
24/2
Bv) = (COSg — 1,sin§, \é_v)

seklinde verilsin.Bu durumda

Benzer sekilde

seklinde elde edilir.

Yiizeyin birinci temel formunun katsayilari;

olarak hesaplanir. Yiizeyin birim normal vektorii

U v u ] 3u+2v
(—451115—\/gcosg,—élcosg—\/ésmg,\/icos[%])

U prm—
/23 + cos [2422] 4 8v/sin [222]
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ile verilir. Yiizeyin ikinci temel formunun katsayilari

_ 44 6 sin [2520]
4.\/23 + cos [%} + 8/6sin [3u;rzy]

m =0,

l

Y

V6 + 4sin [%}

n =
9.\/23 + cos [%} + 8\/asin |:3u—§2v]

seklinde elde edilir. Orijinde

2 1 1
) \/;7 2\/67 m ) n 18

olarak hesaplanir. Bu durumda in — m? > 0, buradan K > 0 olur. Bdylece orijin bir eliptik

noktadir.
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5. EGRILERIN KURESEL GOSTERGE EGRILERI TARAFINDAN URETILEN
OTELEME YUZEYLERI

Bu boliimde 3-boyutlu Oklid uzay1 E? de, verilen egrilerin kiiresel gosterge egrileri tarafindan
iretilen 6teleme yiizeyleri tantmlandi. Bu yiizeylerin birinci ve ikinci temel formunun katsayilari,
sekil operatorii matrisleri, Gauss ve ortalama egrilikleri hesaplandi. Ayrica bu tip yiizeyler i¢in

cesitli karakterizasyonlar elde edildi.

a: I CR = Eu— aluvep:J R — E v — B(v), birim hizh non-dejenere
egriler olmak tizere {t,, o, ba, Ko, Ta } Ve {ts, g, bs, kg, T3} sirastyla o ve [ egrilerinin Frenet

elemanlar olsun.

5.1. Egrilerin Teget Gosterge Egrileri Tarafindan Uretilen Oteleme Yiizeyleri

a ve f3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli non-dejenere iki egri olmak iizere bu egrilerin

sirastyla ¢, ve g teget gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyi
My - X (u,v) = to(u) + tg(v) (5.1

seklinde verilir. (5.1) denkleminin u ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa M yiizeyinin { X, X, }

tanjant vektorleri

veE
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olarak bulunur.

Bu durumda M/, yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari:

E = (X,, X,) = (KaNa, Kalla) = K3, (5.2)
F = (X, Xy) = (KaNa, Kang) = Kakp cos[p(u, v)], (5.3)
G = (X, X,) = (kgng, kgng) = K3 (5.4)

seklinde elde edilir. Burada ¢(u,v), o ve 5 egrilerinin asli normal vektérleri arasindaki acidir.

M, oteleme yiizeyinin birim normal vektorii

X, X X,
[ X x X
Kakg(Na X ng)

U(u,v) =

[Kakip(na X ng)|
Kakg(Na X Ng)

Kakp|nallllns]| sin[o(u, v)]
Ng X N

= et sinfo(u, )] # 0 (5.5)

ile verilir.
« egrisinin asli normal vektorii n,, 5 egrisinin ortonormal baz vektorleri {¢3, ng, bz} cinsinden
ve [ egrisinin asli normal vektorii ng, o egrisinin ortonormal baz vektorleri {¢,,, n,, b, } cinsinden

yazilirsa

Ne = patg + pang + p3bg (5.6)

Ve
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ng = )\1ta -+ )\gna + )\3[)& (57)

olur. Burada

1 = (na, tg) = sinfé(u, v)]cosly(u, v)],
Ho = <nomnﬁ> — cos[qﬁ(u,v)],
ps = (Na, bg) = sin[o(u, v)]sin]y(u, v)] (5.8)

veE

AL = <n57 ta) — Sin[¢(uv U)}COS[Q(%U)]:
Ay = (1, ) = cos[d(u, v)],
A3 = (ng, by) = sin[¢p(u, v)|sin[f(u, v)] (5.9

dir. Ayrica M, yiizeyinin birim normal vektorii asagidaki gibi iki farkli sekilde ifade edilebilir:

(5.5) denkleminde (5.7) denklemi yerine yazilirsa M; yiizeyinin birim normal vektorii

Uy = sin[f(u, v)]t, — cos[f(u, v)]b, (5.10)

elde edilir. Benzer sekilde (5.5) denkleminde (5.6) denklemi yerine yazilirsa M, yiizeyinin

birim normal vektori

Uy = —sin[y(u, v)]ts + cos|y(u,v)]bs (5.11)

olarak elde edilir.
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{X., X, } tanjant vektorlerinin ikinci dereceden kismi tiirevleri

X (u,v)
o2

= (KaNa)'

XU’LL

/ /
= Ka Na + KaNa
/
= Ko Na + ﬁa(_"iata + Taba)
2 !
= —Ka' ta + Ko N + /{aTabom

Xuv = Xvu =0

ve

0P X(u,v)

N .8”02

= (Kpng)

= /-i.gn/g -+ Iﬁgﬁﬁ

= Kgng + kp(—kptp + T50s)

= —rg’ts + Kgng + KpTabs

seklinde hesaplanir. Boylece M, yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilari

I = (Xuu, U)
= (Xuu, U1)
= (—Ka o + Ko Mo + KaTaba, si0(u, v)]ta — cos[f(u, v)]ba)
- —ma2[cos[9(u,v)];—z +sin[f(u, v)]], (5.12)
m = (Xuy, U)
_ 0. (5.13)

33



n = (Xy, U)

= <X’U’U7 U2>
= (—rg’ts + Kang + KaTbg, — sin[y(u, )]t + cosy(u, v)]bg)
= 52 [cos[y(u, v)]/:—Z +sinfy(u, v)]] (5.14)

olarak hesaplanir.

Onerme 5.1. M, (5.1) parametrizasyonuyla verilen dteleme yiizeyi olsun. M; yiizeyinin sekil

operatOrii matrisi

(cos[@(u,v)} :—2+sin[0(u,v)}> kg (COS['Y(UW)] %—&—sin[w(u,v)})cos[¢(u,v)]
= ) F )
S — sin?[¢(u,v)] Hoz51Tn [#(w,v)] (515)
Ka (cos[&(u,v)] Z—ngsin[G(u,v)]) cos[p(u,v)] (COS[’Y(UW)] %—i—sin['y(u,v)}
rgsin®[(u,v)] sin”[¢(u,v)]

seklinde elde edilir.

ispat. (5.2), (5.3), (5.4), (5.12), (5.13) ve (5.14) numaral esitlikler, (2.1) esitlig¢inde yerine
yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (5.15) esitligiyle ile verilen S sekil operatorii matrisi

elde edilir.

Onerme 5.2. 1, (5.1) parametrizasyonuyla verilen dteleme yiizeyi olsun. M, in Gauss egriligi

K ve ortalama egriligi A asagidaki sekilde verilir.

[cos[e(u, V)] 2 + sin[6(u, v)]] [cos[v(u, o) Z + sin[y(u, v)]]

K== sin?[¢(u, v)] ’

(5.16)

— [cos[e(u, v)] 7= + sin[6(u, v)]] + [Cosh(u, v)]Z—Z + sin[y(u, v)]}

= 2sin2[(u, v)]

(5.17)

ispat. (5.2),(5.3),(5.4), (5.12), (5.13) ve (5.14) esitlikleri (2.2) ve (2.3) denklemlerinde yerine
yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (5.16) ve (5.17) esitlikleri ile verilen denklemler elde

edilir.
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Teorem 5.3. (5.1) parametrizasyonuyla verilen M; oteleme yiizeyi flat olsun. Bu durumda

cos|f(u, v)];——a + sin[f(u,v)] = 0 veya cos[y(u, v)];——g + sin[y(u,v)] =0 (5.18)

elde edilir.

ispat. M yiizeyi flat olsun. Bu durumda K = 0 dir. (5.16) denklemi kullanilirsa (5.18) de

verilen esitlikler elde edilir.

Teorem 5.4. M, yiizeyi flat ise, 6 agis1 sadece v nun bir fonksiyonu veya - agist sadece v nin

bir fonksiyonudur.

Ispat. M, yiizeyi flat olsun. O zaman (5.18) esitligi saglanur.

Eger cos|f(u,v)]™ + sin[f(u,v)] = 0 ise /:—a = —tan[f(u,v)] dir. Bu durumda 6 agist

sadece u nun bir fonksiyonu olur. Benzer sekilde, eger cos[y(u, U)];—Z + sin[y(u,v)] = 0 ise
75— _tan [v(u,v)] dir. Bu durumda -y agis1 sadece v nin bir fonksiyonu olur.

Teorem 5.5. M, yiizeyi flat olsun. Eger o ve (3 egrileri helis ise o zaman 6 veya 7y acilar1

sabittir.
Ispat. o ve j egrileri helis olsun, o zaman Ta — sbtve 22 = sbt olur. Ayrica M, ylizeyi
Ka Rpa
flat oldugundan (5.18) deki birinci denklemden tan[f(u,v)] = ~ o bt olup # = sbt olur.
Benzer sekilde (5.18) deki ikinci denklemden tan[y(u,v)] = ~ B sht olup v = sbt olur.
ki

Boylece 6 veya v agilart sabit olur.

Teorem 5.6. ), yiizeyi flat olsun. Eger o ve [ egrileri diizlemsel egriler ise § = 7k veya

v =7k (k € 7).

Ispat. o ve j egrileri diizlemsel egriler olsun, o zaman 7, = 0 ve 73 = 0 dir. Ayrica M,
yiizeyi flat oldugundan (5.18) esitliginden sin[f(u,v)] = 0 veya sin[y(u,v)] = 0 olur. Eger
sin[f(u,v)] = 0ise, § = 7k, k € Z elde edilir. Benzer sekilde, eger sin[y(u,v)] = 0 ise,
v = mk, k € Z olur.
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Teorem 5.7. M, yiizeyi flat olsun. Eger o ve 3 egrileri helis ise, o zaman M yiizeyi sabit acili

bir ylizeydir.

Ispat. Varsayalim ki M, yiizeyi flat ve a ve 3 egrileri helis olsun. Teorem 5.5 den, # veya
sabit acidir. Genelligi bozmadan, kabul edelim ki # = 6 sabit olsun. « helis oldugundan, «
egrisinin birim teget vektorii ¢, birim sabit bir dogrultu u,, ile sabit a¢1 yapar. Yani

(ta,Uq) = cosdy = sbt tir. Bu durumda u,, birim sabit dogrultusu
Uy = COS Opty + Sin dgby, (5.19)
seklinde ifade edilir. (5.10) ve (5.19) esitliklerinden

(Uy, u4) = sinfycos g — cos fpsin dy

= sbt

elde edilir. Bu durumda Tanim 2.48 den ispat tamamlanir.

Teorem 5.8. (5.1) parametrizasyonuyla verilen )/, 6teleme yiizeyi minimal olsun. Bu durumda

cos(0(u, v)]T—Z + sin[f(u, v)]} — {cos[fy(u, v)];——é + sin[y(u,v)]| =0 (5.20)

esitligi elde edilir.

Ispat. M, yiizeyi minimal olsun. Bu durumda H = 0 dur. (5.17) denklemi kullanilirsa (5.20)

de verilen esitlik elde edilir.

Teorem 5.9. )/, yiizeyi minimal olsun. Eger o ve [ egrileri diizlemsel egriler ise n, ve bg

arasindaki agi ile b, ve ng arasindaki ag1 aynidir.
Ispat. o ve /3 egrileri diizlemsel egriler olsun, o zaman 7, = 0 ve 175 = 0 dir. M, ylizeyi

minimal oldugundan, (5.20) esitligiden sin[f(u,v)] = sin[y(u,v)] olur. Bu durumda (5.8) ve

(5.9) denklemleri esittir. Boylece n,, ve bg arasindaki a1 ile b, ve ng arasindaki ag1 ayn1 olur.
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Ornek 5.1.

o) = 2 (VIT. 20 m(u + VT

ve

Bv) = %(U + V1402 (v+ V1402 V2In(v + m)>

olmak tizere, o ve (3 egrilerinin teget gosterge egrileri

" t(v)zl(v—i-\/l—i-zﬂ B 1 V2 )
’ 2\ Vi+?2 = V1+02(v+V1+02) V1402

dir. Bu durumda ¢, ve t3 teget gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

U +v+\/1+v2 2 1 1 n V2
VE+5u? 2T +02 V5 2VT+ 02 (v + VI +02) V5 5u? 21 + 02

M, (u, v) = (

seklinde elde edilir.

Sekil 5.1. Teget gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyi 1

Ornek 5.2. ,
- (e[ 5) B [3])

Bv) = %(U—l—\/1+v2,(v+\/1+v2)_1,\/§ln(v+m)>

ve
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olmak iizere, o ve 3 egrilerinin teget gosterge egrileri

o= e[

1(1}—1—\/1—1—1)2 1 V2 )
2\ Vi+02 7 V1+02(v+V1+02) V1402

dir. Bu durumda ¢, ve t3 teget gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

\(

tp(v) =

sin [£] vt VIt 2 1 cos | E] V2 )

M1<“’”):<‘ B it VB Wit ewrvit®) V5 /it

seklinde elde edilir.

oo/

Sekil 5.2. Teget gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyi 2

5.2. Egrilerin Asli Normal Gosterge Egrileri Tarafindan Uretilen Oteleme Yiizeyleri
a ve f3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli non-dejenere iki egri olmak iizere bu egrilerin

sirastyla n, ve ng asli normal gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

M; : X (u,v) = ng(u) + ng(v) (5.21)
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seklinde verilir. (5.21) denkleminin v ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa M, yiizeyinin
{X., X, } tanjant vektorleri

_ 0X(u,v)

ou

= ng,(u)

- _’iata + Taba

ve

0X (u,v)
v
= nig(v)

= —ligtg -+ Tgbﬁ

olarak bulunur.
« egrisinin teget vektorii, asli normal vektorii ve binormal vektorii, S egrisinin Frenet c¢atisi

{ts,ng, bs} cinsinden yazilabilir:

ta = )\1755 + )\2715 + )\3[)/3, (522)
Ng = )\415,3 + /\57L5 + /\Gbg, (523)
ba = )\7155 + )\gng + /\ng (524)

Benzer sekilde, 3 egrisinin teget vektorii, asli normal vektorii ve binormal vektorii, o egrisinin

Frenet catisi {t,, na, b, } cinsinden yazilabilir:

tﬂ = /\1ta + )\4na + /\7ba, (525)
ng = )\Qta + )\5na + /\gba, (526)
blg = )\3ta + Aﬁna + )\gba. (527)
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Burada

<t0¢7t,8> = /\17 <ta7n,8> = AQ? <ta7bﬂ> = )‘37
<na7tﬁ> = )‘4a <na7nﬂ> = )‘5a <nocab,3> = )‘67 (528)

<ba,tﬁ> = )\7, <ba,n5> = )\8, <ba, b5> = )\9

ve \; = A\i(u,v), 1 <i <9 dir. Budurumda (5.21) parametrizasyonuyla verilen M, yiizeyinin

birinci temel formunun katsayilari:

E = (Xy, Xu)

= (—Kata + Taba, —Kata + Taba)

= K.+ T2, (5.29)
F = (Xy, Xy)

= (=Kol + Taba, —Kats + Tobg)

= /ialig <ta, t5> —/iaTg <ta, b@> —Talig <ba, tg) —|—Ta7'5 <ba, b5>
—— —— —— ——"
)\1 )\3 )\7 )\9
= KaKpA1 — KaTaA3 — TaKaA7 + TaTaAg

T, T,
= Katip( A — R—‘;Ag) — Tatig (M — H—‘;Ag), (5.30)
G = (X,, Xy)
= (—rgls + Tabs, —Kgts + Tsbp)

= kg + 75 (5.31)

seklinde elde edilir.
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M, yiizeyinin birim normal vektorii

Xy x X,
[ Xu x X

X, x X,
VEG — F?
(—/iata + Taba) X (—Iigtg + Tﬁbg)

VEG — F?
Ha/i5<ta X tg) — HaTg(ta X bg) — Ta/fg(ba X tg) + Ta7'5<ba X bg)
vVEG — F?

Fabis [(ta X 15) = Z(ta X b@} Tk [(ba X 1) = 2 (b X bﬁ)]

= 32
VEG — F? 6-32)

U(u,v)

ile verilir. Burada
T, T, 2
EG - F? = (k2 +12) (k5 +73) — [/@ang (M — /{/—[;)\3) — Takig(Ar — H—Z)\g):| .

Ayrica M, yiizeyinin birim normal vektorii asagidaki gibi iki farkli sekilde ifade edilebilir:
(5.32) denkleminde (5.25) ve (5.27) denklemleri yerine yazilirsa M, ylizeyinin birim normal

vektori

L Faks [;—Z(A4 — ZAg)ta — [()\7 — ) + B (M — ;—pg)]na + (M- Z—f;AG)ba]
b VEG — I

seklinde yazilabilir. Benzer sekilde (5.32) denkleminde (5.22) ve (5.24) denklemleri yerine

yazilirsa My yiizeyinin birim normal vektorii

Rakp [Z—Z(;—‘;)\g - )\Q)tf)’ + |:(/\3 + ;—Z)q) - Z—Z()\g + ;—_Z)W)] ng + (,:_Z)\8 - )‘Q)bﬁ]

U P—
2 VEG — 2

seklinde elde edilir.
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{X., X, } tanjant vektorlerinin ikinci dereceden kismi tiirevleri

¥ 0?X (u,v)
uw o2
= (_Kozta + Taba),
- _"fa,ta - ﬁata, + Ta/ba + Taba/
= _fia/ta - ("ia2 + Taz)na + Ta/baa
Xy = X =0
veE
¥ 02X (u,v)
vV 002

= (—rptp + 73bg)
= —Ii.ﬁtﬁ — ligt'g + 7",3[)5 + Tgbhg

= —Kgtg — (kp” + 75" )np + Tsbg

seklinde elde edilir. Boylece yiizeyin ikinci temel formunun katsayilari

_ _ FRaks flo <_> (= 25%) (5.33)
VEG =7\ ~(sa? 4 72) (o = 2) + 2 (2 = M)

m =0, (5.34)

_ __ faks i (ﬁ) (R = 22%) (5.35)

Ra

VEG = (s 4 7%) [+ 200) = 22 (o 2)]

olarak hesaplanir.
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Onerme 5.10. M,, (5.21) parametrizasyonuyla verilen Steleme yiizeyi olsun. M, yiizeyinin

Gauss egriligi K ve ortalama egriligi [ asagidaki sekilde verilir.

. Re <;—Z> ()\4 — ;—ZAE;) liﬁ <;—i) (/\2 /\8)
K = ——(\/%)4 —(Ka® + Ta )(;—’;)\9 - X)) | e+ (As+ 2 ~A ) | 536
—(Ka® +1?) B (ZAs — A1) )\ —(rs® +76%) 2= (Ao + o =)

/fa<7a) (kg + 75%) (A1 — Z—Z)\G)
—(Ka® + 7a?) (K5 + 752)(7—[“')\9 — X7
Kaks —(Ka® + 7a?) (K> + 758%) 2= (L ﬁAg A1)
2(VEG — F?2)3 —Kg (;—i) (Fa” + 7a”) (A2 — = Xg)
—(ka® + 7a%) (k6% + 75%) (A3 + T—B)\l)
+(ko® 4 7o) (k5 + 75%) == (Ao + 22 >\7)

(5.37)

Ispat. (5.29), (5.30), (5.31), (5.33), (5.34) ve (5.35) esitlikleri (2.2) ve (2.3) denklemlerinde
yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (5.36) ve (5.37) esitlikleri ile verilen denklemler

elde edilir.

Teorem 5.11. (5.21) parametrizasyonuyla verilen M, 6teleme yiizeyi flat olsun. Bu durumda

o (1) Ou = 1200) = (s 4 7)) [(200 =20 + 2 (Ex = M) =0 538)

Re Rpg Ra RKp
veya
T35\’ Ta T,
Kﬂ(ﬁ_z) (o = 7208) + (" +75%) [ (s + ) = Qo —6A7)} =0. (5.39)

ispat. Kabul edelim ki M5 flat olsun. Bu durumda K = 0 olur. O zaman (5.36) denkleminden
(5.38) ve (5.39) esitlikleri elde edilir.

Teorem 5.12. M, yiizeyi flat olsun. Eger o ve /3 egrileri diizlemsel egriler ise ¢, ve bg vektorleri

ortogonal veya b, ve tz vektorleri ortogonaldir.
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Ispat. o ve 3 diizlemsel egriler olsun, o zaman 7, = 0 ve 7g = 0 dir. Ayrica M, yiizeyi flat
oldugundan (5.38) ve (5.39) esitliklerinden A3 = 0 veya \; = 0 elde edilir. Eger A3 = 0 ise
(5.28) esitliginden (t,,bz) = 0 olur. Boylece t,, ve bg vektorleri ortogonaldir. Benzer sekilde,

eger Ay = 0 ise (5.28) esitliginden (b,, t53) = 0 olur. Buradan b,, ve t5 vektorleri ortogonaldir.

Teorem 5.13. (5.21) parametrizasyonuyla verilen M 6teleme yiizeyi minimal olsun. Bu durumda

() (587 4 76) (s = 20)
= (Fa® + 7a®) (5% + 75°) (75 ho — 1)
= (a® 4 70%) (55" + 76%) 22 (54 — M)
() (Fa® + 7a?) (2 = Zs)
—(ka® + 70%) (kg% + 75%) (A3 + ;—‘;)\1)
+(Ka® + 70%) (kg* + 75%) == (Mg + ;—‘;)\7)

Ko

=0 (5.40)

esitligi elde edilir.

Ispat. Kabul edelim ki M/, minimal bir yiizey olsun. Bu durumda H = 0 olur. O zaman (5.37)
denkleminden (5.40) denklemi elde edilir.

Teorem 5.14. ), yiizeyi minimal olsun. Eger o ve (3 egrileri diizlemsel egriler ise ¢, ve bg

arasindaki aci ile b, ve ¢ arasindaki a¢1 aynidir.

Ispat. o ve j3 diizlemsel egriler olsun, 0 zaman 7, = 0 ve 7g = 0 dir. Ayrica M, yiizeyi minimal

oldugundan (5.40) denkleminden A3 = A7 olur. (5.28) esitliginden (t,, bz) = (b4, t5) olur.

Ornek 5.3.

o) = 2 (VI 20l + VI ) )

veE

Bv) = %(v—i—\/l—i—vz,(v—i—\/l—i—zﬂ)_l,\/§ln(v+v1+v2)>
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olmak iizere, o ve 3 egrilerinin asli normal gosterge egrileri

\(

(v) ( 1 1 v )
napl\v) = 3 s T
g V21202 V21202 I+ o?

dir. Bu durumda n,, ve ng asli normal gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

Ma(u, v) ( 1 N 1 1 U v )
u,v) = ) y T -
2 Vit V2+22 V2+22 VitwE I+l

seklinde elde edilir.

Sekil 5.3. Asli normal gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyi 1

Ornek 5.4.

) = = (VIT 20 b+ VT )

5) 8 . 12
B(v) = (E cos|v], 5~ sin|v], —13 cos[v]))

olmak tizere, o ve (3 egrilerinin asli normal gosterge egrileri

= (gm0 i)
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\(

ns(v) = (— % cos[u], sin[u], % Cos[v])

dir. Bu durumda n,, ve ng asli normal gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

Mo (u,v) = (; o cos[v], sin[v], —\/% + % cos[v])

Vituw: 13

seklinde elde edilir.

Sekil 5.4. Asli normal gosterge egrileri tarafindan iiretilen oteleme ylizeyi 2

5.3. Egrilerin Binormal Gosterge Egrileri Tarafindan Uretilen Oteleme Yiizeyleri

a ve 3, 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli diizlemsel olmayan iki egri olmak iizere bu

egrilerin sirasiyla b, ve bg binormal gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi
M; : X (u,v) = byo(u) + bg(v) (5.41)

seklinde verilsin. (5.41) denkleminin u ve v ye gore kismi tiirevleri alinirsa M3 yiizeyinin

{X., X, } tanjant vektorleri
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veE

olarak hesaplanir.

Bu durumda M3 yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari:

E = Xy, Xy) = (~Tala, —Tala) = T2, (5.42)
F = (Xy, Xy) = (—TaNa, —Tpng) = 7473 cos[f(u, v)], (5.43)
G = (Xy, X,) = (—7gnp, —1gn3) = 7} (5.44)

seklinde elde edilir. Burada 6(u, v), n, ve ng vektorleri arasindaki agidir. M3 6teleme yiizeyinin

birim normal vektori

Xy x X,
X x X
_ TaT3(Na X Ng)
[TaTs(na X ng)||
B TaT(No X Np)
TaTalnall sl sin[f(u, v)]
Na X Mg

= (o)) sin[f(u,v)] # 0 (5.45)

U(u,v)

olarak hesaplanir.

« egrisinin asli normal vektorii n,, 5 egrisinin Frenet catis1 {¢5, ng, bz} cinsinden ve [ egrisinin
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asli normal vektorii ng, a egrisinin Frenet catisi {¢,, n, b, } cinsinden yazilirsa

Nag = ultg + Hang + [Lgbg (546)

\(

ng = )\1ta + )\gna + )\3[)& (547)

olur. Burada

pa = (Na, tg) = sinlf(u, v)jcos[¢(u, v)],
fo = (Na,ng) = cos[f(u,v)],
ps = (Na, bg) = sin[f(u, v)]sin[p(u, v)] (5.48)

veE

A = (ng, ta) = sin[f(u, v)]cos[y(u, v)],
Ay = (ng,ng) = cos|f(u,v)],
A3 = (ng, by) = sin[f(u, v)|sin[y(u, v)] (5.49)

dir. Ayrica M3 yiizeyinin birim normal vektorii asagidaki gibi iki farkli sekilde ifade edilebilir:

(5.45) denkleminde (5.47) denklemi yerine yazilirsa M3 yiizeyinin birim normal vektorii

Uy = sin[y(u, v)|ts — cos[y(u, v)]bq (5.50)

seklinde elde edilir. Benzer sekilde (5.45) denkleminde (5.46) denklemi yerine yazilirsa M5

yiizeyinin birim normal vektorii

Uy = —sin[¢p(u, v)]ts + cos[p(u, v)]bg (5.51)

olarak elde edilir.
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{X., X, } tanjant vektorlerinin ikinci dereceden kismi tiirevleri

X (u,v)
N ou?

= (~TaNa)

qu

= —7./ng — Tony
/
= Ta Na — Ta(_ﬁata + Taba)
o / 2
- /{'aTatoz —TaNa — Ta baa

Xuv :Xvu:(]

ve

” 0?X (u,v)
v —5_222
= (—7pn)

XU’U

= —Tgng — TaNg
= —7gng — Tg(—ksts + Tpbg)

= KpTats — Tang — T5°bg
seklinde hesaplanir. Boylece M3 yiizeyinin ikinci temel formunun katsayilari

L= (X U)
= (Xyu, Un)
= (KaTala — Ta'Na — Ta2ba, sin]y(u, v)]ta — cos|y(u, v)]ba)
= rara[cosly(u, )] = + sinly (. )]

m = (Xu, U)
— 0,
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(5.53)



n = (X, U)
= (X, Uz)
= (KaTats — ToNa — T5°bg, —sin[p(u, v)]ts + cos[d(u,v)]bs)
= —ksTs [Cos[gzﬁ(u,v)]l:—i + sin[(u, v)]] (5.54)

olarak hesaplanir.

Onerme 5.15. M, (5.41) parametrizasyonuyla verilen Gteleme yiizeyi olsun. M5 yiizeyinin

sekil operatorii matrisi

Ko (Cos[’y(u,v)} ;—2+sin[7(u,v)]) kg (cos[d)(u,v)]Z—i—i—sin[qﬁ(u,v)]) cos[0(u,v)]
] I
S = Tasin?[0(u,v)] TaSIn [GT(u,v)} (555)
_ FKa (cos['y(u,v)];—Z+sin['y(u,v)})cos[9(u,v)} P kg (COSW(%U)} %—l—sin[qﬁ(u,v)])
Tgsin?[0(u,v)] Tgsin[0(u,v)]
seklinde elde edilir.

ispat. (5.42),(5.43),(5.44), (5.52), (5.53) ve (5.54) numarali esitlikler, (2.1) esitliginde yerlerine
yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (5.55) esitligiyle ile verilen S sekil operatorii matrisi

elde edilir.

Onerme 5.16. Mj, (5.41) parametrizasyonuyla verilen 6teleme yiizeyi olsun. Ms; yiizeyinin

Gauss egriligi K ve ortalama egriligi / asagidaki sekilde verilir.

Kakp [cos[y(u, v)] 7= + sin[y(u, v)]} [cos[gb(u, v)];—’; + sin[g(u, v)]]

TaTB sin? 6

K=-

,  (5.56)

Kok [Z—*Z [cos[y(u, v)] = + sin[y(u, v)]] - o [cos[p(u, v)];—z + sin|p(u, v)]”

H = —
27,7 sin” 0

(5.57)

Ispat. (5.42), (5.43), (5.44), (5.52), (5.53) ve (5.54) esitlikleri (2.2) ve (2.3) denklemlerinde
yerine yazilir ve gerekli hesaplamalar yapilirsa (5.56) ve (5.57) esitlikleri ile verilen denklemler

elde edilir.
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Teorem 5.17. (5.41) parametrizasyonuyla verilen M35 Gteleme yiizeyi flat olsun. Bu durumda

cos|v(u, v)];—a + sin[y(u, v)] = 0 veya cos[¢(u, v)];—i + sin[p(u,v)] =0 (5.58)

esitligi elde edilir.

ispat. Ms yiizeyi flat olsun. Bu durumda K = 0 dir. (5.56) denklemi kullanilirsa (5.58) de

verilen esitlikler elde edilir.

Teorem 5.18. (5.41) parametrizasyonuyla verilen M3 6teleme yiizeyi flat ise, v agis1 sadece u

nun bir fonksiyonu veya ¢ agis1 sadece v nin bir fonksiyonudur.

Ispat. M5 yiizeyi flat olsun. O zaman (5.58) esitligi saglanur.

Eger cos[y(u,v)]™> + sinf[y(u,v)] = 0 ise &y _ — tan[y(u, v)] dir. Bu durumda v agist
sadece u nun bir fonksiyonu olur. Benzer sekilde, eger cos|¢(u, v)],:—’; + sin[p(u,v)] = 0 ise
AL tan[¢p(u, v)] dir. Bu durumda ¢ agis1 sadece v nin bir fonksiyonudur.

K

Teorem 5.19. M yiizeyi flat olsun. Eger o ve /3 egrileri helis ise y veya ¢ agilar sabittir.

. o Ta U .
Ispat. o ve 3 egrileri helis olsun, o zaman — = sbt ve £ — sbt olur. Ayrica Mj yiizeyi
ks

KRa
flat oldugundan (5.58) deki birinci denklemden tan[y(u,v)] = SN, olup v = sbt olur.
Benzer sekilde (5.58) deki ikinci denklemden tan|¢p(u,v)] = ~ T8 bt olup ¢ = sbt olur.
kp

Boylece v veya ¢ acilari sabit olur.

Teorem 5.20. M3 yiizeyi flat olsun. Eger o ve 3 egrileri helis ise, o zaman M3 ylizeyi sabit

acil bir yiizeydir.
Ispat. Varsayalim ki M; yiizeyi flat ve a ve 3 egrileri helis olsun. Teorem 5.19 dan,  veya ¢

acilar sabittir. Genelligi bozmadan, kabul edelim ki v = v, sabit olsun. « helis oldugundan, «

egrisinin birim teget vektorii ., birim sabit bir dogrultu u,, ile sabit a¢1 yapar. Yani
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(o, Uq) = costhy = sbt tir. Bu durumda u,, birim sabit dogrultusu
Uq = COS Yoty + Sin Yybg, (5.59)
seklinde ifade edilir. (5.50) ve (5.59) esitliklerinden

(Uy, uq) = sinypcos ¥y — cos vpsin Py

= sbt

elde edilir. Bu durumda Tanim 2.48 den ispat tamamlanir.

Teorem 5.21. (5.41) parametrizasyonuyla verilen M3 6teleme yiizeyi minimal olsun. Bu durumda

/:—Z [cos[q/(u, U)]/:_Z + sin[y(u, v)]] — ;—Z [cos[gb(u, v)];-—z + sin[p(u, v)ﬂ =0 (5.60)

esitligi elde edilir.

ispat. Ms3 yiizeyi minimal olsun. Bu durumda A = 0 dir. (5.57) denklemi kullanilirsa (5.60)

da verilen esitlik elde edilir.

Ornek 5.5.

o(u) = (1 s %) <cos [ (1-+ )] sin [1n 1+ %)},1)

veE

1
B(v) = 3 (v VI H+02 (v +V1+02) L V2In(w + V1 + v2)>
olmak iizere, o ve 3 egrilerinin binormal gosterge egrileri

1 U

bolw) = 72 (sin [ (1472 o [ (14 2)], =i [1n (14 7)] —cos [1n (1472, 2)
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\(

1( 1 v+ V1 + 02 \/i)
2 VIt 2(v+vV1+02) Vi+o2 V1402

dir. Bu durumda b,, ve bg binormal gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

bs(v) =

sin [ln (1—&—%)}—005 [ln (1—&—%)} B 1
NG 2V 1402 (v+/1+02)”
Mg(U,U) — — sin [ln (1—1—%)]—005 |:ln (1—1—%)] n Y
V6 2v/1+02 7
2
V6 2V14e?
seklinde elde edilir.

1.0/ _ - )

Sekil 5.5. Binormal gosterge egrileri tarafindan iiretilen oteleme yiizeyi 1

Ornek 5.6.
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\(

Bv) = % <v +VI+ 0% (v+VI+0?) " V2In(v + m>)

olmak iizere, o ve 3 egrilerinin binormal gosterge egrileri

o= (-] s3]

ve

b(v)—1<— 1 Tl )
U220 VI R+ v+ ) Vil VIt

dir. Bu durumda b,, ve bg binormal gosterge egrileri tarafindan iiretilen dteleme yiizeyi

Vo) ( 2sin [ 2] 1 L ok VITe? 200s[E] Vo )
u,v) =\ — - P )
’ V5 2/1+ 2w +vVI+?) VB 2VI+ o2 NN
seklinde elde edilir.
o 0.4
1'5_.-1f£ }\\3?}2 00
/ "5.—-%"._3_2

o5
oo/

o5 A
I

Sekil 5.6. Binormal gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyi 2
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6. TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinda, 3-boyutlu Oklid uzayinda iki uzay egrisi tarafindan iiretilen dteleme
yiizeyleri calisild. 11k olarak [3] nolu ¢alismada yer alan 6teleme yiizeyi ile ilgili bazi hesaplama
lar detayl olarak ele alindi. Bu anlamda 6teleme yiizeyinin 1. temel formunun katsayilari,
2. temel formunun katsayilari, sekil operatorii matrisi, ortalama egriligi, Gauss egriligi, asli
egriligi gibi ylizeye ait baz1 hesaplamalar, yiizeyi olusturan lirete¢ egrilerinin egrilikleri cinsinden

hesaplandi.

Daha sonra [1] nolu calismada yer alan 6teleme yiizeyinin eliptik, hiperbolik, parabolik,
diizlemsel, umbilik ve singiiler noktalar1 gibi bazi 6zel noktalarinin karakterizsyonlarina yer

verildi.

Son olarak iki uzay egrisinin kiiresel gosterge egrileri tarafindan iiretilen 6teleme yiizeyleri
tanimlanarak, bu tip yiizeylerin 1. temel formunun katsayilari, 2. temel formunun katsayilari,
sekil operatOrii matrisi, ortalama egriligi ve Gauss egriligi gibi yiizeye ait bazi hesaplamalar
yapildi. Boylesi yiizeylerin minimal (H = 0) ve flat (K = 0) olma durumlar icin cesitli
karakterizasyonlar elde edildi. Ayrica Mathematica 10 programi kullanilarak bu yiizeyler i¢in

bazi 6rnekler verildi.
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