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ÖZET

YÜKSEK LİSANS TEZİ

SONLU BOYUTLU LEİBNİZ CEBİRLERİNİN YAPISI

Mücahit ÖZKAYA

Kırşehir Ahi Evran Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematı̇k Anabilim Dalı

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Nil MANSUROĞLU

Bu tezin ana amacı sonlu boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirlerinin yapısı hakkında bilgi vermektir.

Bu amaç doğrultusunda, Lie cebirleri ve Lie cebirlerinin anti-komütatif olmayan genelleştirilmesi

olan Leibniz cebirleri üzerine literatürdeki bir çok çalışma incelenmiş ve aralarındaki ilişki

çalışılmıştır. Tez beş ana bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde, Leibniz cebirlerinin tarihçesine

ve tezin içeriğine yer verilmiştir. İkinci bölümde, Lie cebirleri ile ilgili temel tanım ve teoremler

ele alınmıştır. Üçüncü bölümde, Lie cebirleri için verilen temel tanım ve teoremlerin benzerleri

Leibniz cebirleri için de verilmiştir. Sonlu boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri üzerine elde

edilen sonuçlar dördüncü bölümde incelenmiştir. Son olarak beşinci bölümde, Leibniz cebirleri

ve Leibniz çekirdeğinin yapı sabitleri incelenmiş ve elde edilen sonuçlar verilmiştir.

Mayıs 2019, 50 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Lie Cebiri, Leibniz Cebiri, Leibniz Çekirdeği, Boyut, Yapı Sabitleri
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ABSTRACT

MSc THESIS

THE STRUCTURE OF FINITE DIMENSIONAL LEIBNIZ ALGEBRAS

Mücahit ÖZKAYA

Kırşehir Ahi Evran University

Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nil MANSUROĞLU

The main aim of this thesis is to give information about the structure of finite dimensional

non-Lie Leibniz algebras. For this purpose, in literature many studies on Lie algebras and

Leibniz algebras which are non-anti-commutative generalization of Lie algebras are investigated

and the relationship between them is studied. This thesis consists of five main chapters. In

the first chapter, the history of Leibniz algebras and the contents of this thesis are given. In

the second chapter, some basic definitions and theorems for Lie algebras are included. In the

third chapter, the analogs of some basic definitions and theorems in Lie algebras are given for

Leibniz algebras. In the fourth chapter, the results obtained on non-Lie Leibniz algebras is given.

Finally, in the fifth chapter, the structure constans of Leibniz algebras and its Leibniz kernel are

investigated and the results obtained are given.

May 2019, 50 Pages.

Keywords: Lie Algebra, Leibniz Algebra, Leibniz Kernel, Dimension, Structure Constants
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1. GİRİŞ

Leibniz cebirleri ilk olarak 1960’lı yılların başında A.M. Bloh [6, 7] tarafından keşfedilmiş ve

D-cebirleri olarak adlandırılmıştır. Ancak o zamanlarda gerekli ilgiyi göremediğinden geliştiri-

lememiştir. Daha sonra 1993 yılında sol (sağ) Leibniz cebirleri, Lie cebirleri üzerine çalışmalar

yapan J.L. Loday [17, 18] tarafından Lie cebirlerinin anti-komütatif olmayan genelleştirilmesi

olarak tanıtılmıştır.

Leibniz cebirlerinin tanıtılmasından bu zamana kadar bir çok araştırmacı Lie cebirlerindeki

önemli teorem ve sonuçların benzerlerini Leibniz cebirleri için de elde etmek amacıyla araştırma-

lar yapmıştır. Bunlara örnek olarak Lie Teoremi, Levi Teoremi, Engel Teoremi ve Cartan Kriteri

gibi önemli teoremlerin benzerleri Leibniz cebirleri için de elde edilmiştir [3, 4, 5, 8, 12].

Literatürde bu sonuçların bazıları sol Leibniz cebirleri için bazıları da sağ Leibniz cebirleri

için ispatlanmıştır. D. Barnes, Leibniz cebirlerinin yapısı üzerine çalışmalar yapmış [3] ve sol

Leibniz cebirleri için Engel Teoremi [4] ile Levi Teoremi’ni [5] ispatlamıştır. Lie cebirlerindeki

bazı sonuçların Leibniz cebirleri için de benzerlik göstermesine rağmen bazı sonuçlar benzerlik

göstermemektedir. Ayrıca sağ Leibniz cebiri üzerinde uygun bir dönüşüm tanımlanarak bir sol

Leibniz cebiri elde edilebileceğinden, sağ Leibniz cebiri için elde edilen bir sonucun sol Leibniz

cebiri için de elde edilmesi mümkündür.

Bu tezde özellikle sonlu boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri üzerinde çalışılmış ve tezin

amacına uygun olarak Lie cebirlerindeki bazı önemli teorem ve sonuçların Leibniz cebirleri için

de sağlanıp sağlanmadığı incelenmiştir. Literatürde bir ve iki boyutlu Leibniz cebirleri üzerine

bir çok çalışma olmasına rağmen boyutu üç ve üçten büyük olan Leibniz cebirleri daha karmaşık

olduğundan bu cebirler üzerine fazla çalışma bulunmamaktadır. Bu tezin ana amacı üç boyutlu

Lie olmayan Leibniz cebirleri üzerinde incelemeler yapmak ve bu şekildeki bir Leibniz cebirinin

izomorf olduğu en az bir Leibniz cebirinin var olduğunu göstermektir. Son olarak bu tezin bir

diğer amacı Lie cebirlerinin yapı sabitleri kullanılarak Leibniz cebirleri için de yapı sabitlerini

tanımlamak ve sağlaması gereken koşulları belirlemektir.

Bu tez beş bölümden oluşup şu şekilde düzenlenmiştir. İkinci bölümde, Lie cebirleri için ileri

ki bölümlerde gerekli olan temel tanım ve teoremler [10, 13, 26] kaynaklarından yararlanılarak

verilmiştir.
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Üçüncü bölümde, ikinci bölümde Lie cebirleri için verilen temel tanım ve teoremlerin benzerleri

Leibniz cebirleri için de [1, 3, 8, 11, 12, 15, 23, 24] kaynaklarından yararlanılarak verilmiştir.

Dördüncü bölümde, sonlu boyutlu Leibniz cebirleri tanımlanmış ve bu cebirler üzerine literatürde

yapılmış olan bir çok çalışma incelenmiştir. Bu incelemeler sonucunda bir boyutlu Leibniz

cebirinin abelyen olduğu ve bir boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirlerinin var olmadığı gösteril-

miştir. İki boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirlerinin en az bir nilpotent veya çözülebilir Leibniz

cebirine izomorf olduğu gösterilmiştir. Ayrıca bu bölüm sonunda üç boyutlu Lie olmayan Leibniz

cebirleri üzerine I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger’in [8] makalesinde elde edilmiş bazı

sonuçlar incelenerek üç boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri üzerine elde edilen ana sonuç

verilmiştir.

Beşinci bölümde, öncelikle yapı sabitleri kavramı tanımlanmış ve literatürde Lie cebirlerinin

yapı sabitleri üzerine yapılmış olan çalışmalar incelenmiştir. Daha sonra literatürde Leibniz

cebirlerinin yapı sabitleri üzerine yapılmış çalışmalar incelenmiş ve Lie olmayan Leibniz cebirle-

rinin yapı sabitlerinin sağlaması gereken koşullar belirlenmiştir. Ayrıca bir Leibniz cebirinin

Leibniz çekirdeğinin yapı sabitleri üzerine elde edilen sonuç verilmiştir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, Lie cebirleri ve Leibniz cebirlerinin yapılarının karşılaştırılabilmesi için gerekli

olan temel tanım, teorem ve notasyonlar [10, 13, 26] kaynaklarından yararlanılarak verilmiştir.

2.1. Cebir

Tanım 2.1. A, F cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun.

m : A× A → A

(x, y) 7→ m(x, y) = xy

olacak şekilde tanımlanan dönüşüm her x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ A ve λ, µ ∈ F için

(i) (λx1 + µx2)y = λx1y + µx2y

(ii) x(λy1 + µy2) = λxy1 + µxy2

bilineerlik koşullarını sağlıyorsa (A,m) ikilisine bir cebir ve m ye A üzerinde bir çarpım denir.

Tanım 2.2. A, F cismi üzerinde bir cebir ve B, A nın bir alt uzayı olsun. Her x, y ∈ B için

xy ∈ B ise B ye A nın bir alt cebiri denir ve B ≤ A ile gösterilir.

Tanım 2.3. A, F cismi üzerinde bir cebir ve B, A nın bir alt uzayı olsun. Her x ∈ A ve y ∈ B

için xy, yx ∈ B ise B ye A nın bir ideali denir ve B E A ile gösterilir.

Uyarı 2.4. Her ideal bir alt cebir olmasına rağmen her alt cebir bir ideal değildir.

Tanım 2.5. A, F cismi üzerinde bir cebir olsun. Her x, y, z ∈ A için

(xy)z = x(yz)

ise A ya birleşmeli (asosyatif) cebir denir.

Tanım 2.6. A, F cismi üzerinde bir cebir olsun. Her x, y ∈ A için

3



xy = yx

ise A ya değişmeli (komütatif) cebir denir.

Tanım 2.7. A, F cismi üzerinde bir cebir olsun. Her x ∈ A için

x2 = xx = 0

ise A ya anti-komütatif cebir denir.

A, F cismi üzerinde bir anti-komütatif cebir olsun. O zaman her x, y ∈ A için

0 = (x+ y)2

= x2 + xy + yx+ y2

= xy + yx

dir ve xy = −yx elde edilir. Sonuç olarak bir anti-komütatif cebir bu özelliği her zaman sağlar.

Diğer taraftan kabul edilsin ki A, F cismi üzerinde bir cebir ve her x, y ∈ A için xy = −yx

olsun. x = y alınırsa x2 = −x2 olup 2x2 = 0 elde edilir. Bu durumda cismin karakteristiği

ikiden farklı ise x2 = 0 dır. Yani, A bir anti-komütatif cebirdir. Ancak cismin karakteristiği

iki olduğunda x2 sıfırdan farklı değerler alabileceğinden A bir anti-komütatif cebir olmayabilir.

Dolayısıyla her x, y ∈ A için xy = −yx özelliğine sahip A cebirinin bir anti-komütatif cebir

olup olmaması doğrudan cismin karakteristiğine bağlıdır.

Uyarı 2.8. Tez boyunca üzerinde çalışılan F cisminin karakteristiği sıfır olarak kabul edile-

cektir.

Tanım 2.9. A, F cismi üzerinde bir cebir olsun. Her x, y, z ∈ A için

J(x, y, z) = (xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0 (Jacobi özdeşliği) (2.1)

sağlanıyorsa A cebirine Jacobi özdeşliğini sağlar denir.
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A, F cismi üzerinde bir anti-komütatif cebir olsun. O zaman Jacobi özdeşliği (2.1)

(xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0

0 = −(xy)z − (yz)x− (zx)y

0 = z(xy) + x(yz) + y(zx)

şeklinde de ifade edilebilir.

2.2. Lie cebiri

Tanım 2.10. L, F cismi üzerinde bir cebir olsun. O zaman L cebiri

(L1) her x ∈ L için xx = 0, (anti-komütatif)

(L2) her x, y, z ∈ L için (xy)z + (yz)x+ (zx)y = 0 (Jacobi özdeşliği)

koşullarını sağlıyorsa L ye Lie cebiri denir.

L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman her x, y, z ∈ L için anti-komütatif özelliği

kullanılarak Jacobi özdeşliği (2.1)

(xy)z = −(yz)x− (zx)y

= x(yz) + y(zx)

şeklinde de ifade edilebilir. Buradan (xy)z 6= x(yz) olarak bulunur. Böylece Lie cebirleri

birleşmeli olmayan cebirlerdir.

A, F cismi üzerinde bir birleşmeli cebir ve A üzerinde

[ , ] : A× A → A

(x, y) 7→ [x, y] = xy − yx

olacak şekilde bir çarpım tanımlansın. Bu çarpıma Lie çarpımı ya da x ile y nin Lie komüta-

törü denir. Ayrıca A tanımlanan bu yeni çarpım ile birlikte bir cebirdir.
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Lemma 2.11. A, F cismi üzerinde bir birleşmeli cebir olsun. O zaman (A, [ , ]) ikilisi bir Lie

cebiridir.

Tanım 2.12. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. Her x, y ∈ L için [x, y] = 0 ise L ye

abelyen Lie cebiri denir.

Tanım 2.13. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve A ile B, L nin alt uzayları olsun. [A,B], her

a ∈ A ve b ∈ B olmak üzere [a, b] formundaki elemanlar tarafından gerilen bir alt uzaydır. Bu

alt uzaya A ile B nin Lie çarpım uzayı denir.

Tanım 2.14. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve K, L nin bir alt uzayı olsun. Her x, y ∈ K

için [x, y] ∈ K ise K ya L nin bir Lie alt cebiri denir ve K ≤ L ile gösterilir.

Tanım 2.15. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve I , L nin bir alt uzayı olsun. Her x ∈ L ve

y ∈ I için [x, y] ∈ I ise I ya L nin bir ideali denir ve I E L ile gösterilir.

Tanım 2.16. L, F cismi üzerinde bir abelyen olmayan Lie cebiri olsun. L nin tüm idealleri

yalnızca {0} ve kendisi ise L ye basit Lie cebiri denir.

Lemma 2.17. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve I ile J , L nin idealleri olsun. O zaman

[I, J ] = Span{[x, y]| x ∈ I, y ∈ J} çarpım uzayı L nin bir idealidir.

Tanım 2.18. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve I , L nin bir ideali olsun. O zaman x ∈ L için

x + I = {x + a| a ∈ I} koset olmak üzere tüm kosetlerin kümesi L/I = {x + I| x ∈ L} bir

vektör uzayıdır. Her x+ I, y + I ∈ L/I için

[x+ I, y + I] = [x, y] + I

şeklinde tanımlanan çarpım ile birlikte L/I bir cebirdir ve bu cebire bölüm cebiri denir. Ayrıca

L/I bir Lie cebiridir.

Tanım 2.19. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve S, L nin boştan farklı bir alt kümesi olsun.

CL(S) = {x ∈ L| her s ∈ S için [x, s] = 0}

alt uzayına S nin L içerisindeki merkezleyeni denir.

Tanım 2.20. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun.

6



CL(L) = C(L) = {x ∈ L| her y ∈ L için [x, y] = 0}

alt uzayına L nin merkezi denir.

Lemma 2.21. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman L nin merkezi C(L), L nin bir

idealidir.

Tanım 2.22. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve V , L nin bir alt uzayı olsun.

NL(V ) = {x ∈ L| her v ∈ V için [x, v] ∈ V }

alt uzayına V nin L içerisindeki normalleyeni denir.

Lemma 2.23. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve V , L nin bir alt uzayı olsun. O zaman V

nin L içerisindeki normalleyeni NL(V ), L nin bir Lie alt cebiridir. Ayrıca V , L nin bir ideali ise

NL(V ) de L nin bir idealidir.

Tanım 2.24. L1 ile L2, F cismi üzerinde iki Lie cebiri olsun.

ϕ : L1 → L2

[x, y] 7→ ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]

koşulunu sağlayan lineer dönüşüm Lie homomorfizmi olarak adlandırılır. ϕ dönüşümü birebir

ise monomorfizm, örten ise epimorfizm, hem birebir hem de örten ise ϕ ye Lie izomorfizmi denir

ve L1
∼= L2 ile gösterilir.

Lemma 2.25. L1 ile L2, F cismi üzerinde iki Lie cebiri ve ϕ : L1 → L2 bir Lie homomorfizmi

olsun. O zaman

(i) Kerϕ, L1 in bir idealidir.

(ii) Imϕ, L2 nin bir Lie alt cebiridir.

Tanım 2.26. A = [aij]n×n kare matrisinin esas köşegen elemanlarının toplamına A nın izi denir

ve trA ile gösterilir.
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Tanım 2.27. F cismi üzerinde

M(n, F ) = {A = [aij]n×n|, aij ∈ F}

vektör uzayı matrislerin bilinen çarpma işlemi ile birlikte bir birleşmeli cebirdir ve Lemma 2.11.

den (M(n, F ), [ , ]) ikilisi bir Lie cebiridir. Bu cebire matris Lie cebiri denir ve gl(n, F ) ile

ifade edilir. Ayrıca

sl(n, F ) = {A ∈ gl(n, F )| trA = 0}

alt uzayı gl(n, F ) nin bir Lie alt cebiridir ve bu cebir özel lineer Lie cebiri olarak adlandırılır.

Tanım 2.28. V , F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı olmak üzere

gl(V ) = {f | f : V → V lineer dönüşüm}

vektör uzayı bir birleşmeli cebirdir. Lemma 2.11. den dolayı bu cebir Lie çarpımı ile birlikte bir

Lie cebiridir ve genel lineer Lie cebir olarak adlandırılır.

V , F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir vektör uzayı olsun. gl(V ), V den V ye

tanımlı lineer dönüşümlerin vektör uzayı olmak üzere her lineer dönüşüme bir matris karşılık

gelir. Her lineer dönüşüme matris karşılık getiren ϕ : gl(V ) → gl(n, F ) dönüşümü bir Lie

izomorfizmidir. Yani, gl(V ) ∼= gl(n, F ) dir.

Tanım 2.29. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. L nin V vektör uzayı üzerinde

ρ : L → gl(V )

[x, y] 7→ ρ([x, y]) = [ρ(x), ρ(y)]

olacak şekilde tanımlanan Lie homomorfizmine L nin bir temsili denir. Ayrıca temsilin çekirdeği

Kerρ = {0} ise ρ ya bir faithful temsil denir.

L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. ad : L → gl(L) dönüşümü bir Lie homomorfizmidir.

Her x ∈ L için

adx : L → L
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dönüşümü lineerdir. Ayrıca ad dönüşümü bir Lie homomorfizmi olduğundan L nin bir temsilidir

ve adjoint temsili olarak adlandırılır.

Tanım 2.30. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri ve V bir vektör uzayı olsun. Her l ∈ L ve v ∈ V

için (l, v) 7→ lv olarak tanımlanan θ : L× V → V dönüşümü

(M1) bilineer,

(M2) her x, y ∈ L, v ∈ V için [x, y].v = xyv − yxv

koşullarını sağlıyorsa V ye bir L-modül denir.

V bir L-modül olmak üzere her x ∈ L ve v ∈ V için ρ(x)v = xv olacak şekilde tanımlanan

ρ : L → gl(V ) dönüşümü, (M1) ve (M2) koşullarından dolayı L nin V vektör uzayı üzerinde

bir temsilidir.

Diğer taraftan U , V nin bir alt uzayı olmak üzere τ : L → gl(U), U üzerinde L nin bir temsili

olsun. O zaman her l ∈ L ve u ∈ U için τ(l)u = lu dönüşümü ile birlikte U bir L-modüldür.

Böylece temsil ile modül arasında birebir bir ilişki elde edilir.

Tanım 2.31. V bir L-modül ve U , V nin bir alt uzayı olsun. Her x ∈ L ve u ∈ U için xu ∈ U

ise U ya bir L-alt modül denir.

Tanım 2.32. V bir L-modül olsun. V nin tüm L-alt modülleri sadece {0} ve kendisi ise V ye

indirgenmez L-modül denir.

Tanım 2.33. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. L1 = L ve k ≥ 1 tamsayısı için Lk+1 =

[L,Lk] olarak tanımlansın. O zaman i ≥ 1 için Li E L ve Li+1 ⊆ Li olup L nin ideallerinin

L = L1 ⊇ L2 ⊇ . . . ⊇ Li ⊇ Li+1 ⊇ . . .

bir azalan serisi elde edilir. Bu şekilde elde edilen seriye L nin alt merkezi serisi denir. n > 0

tamsayısı için Ln = 0 ise L ye nilpotent Lie cebiri denir. Ayrıca c > 0 tamsayısı için Lc 6= 0 ve

Lc+1 = 0 ise c ye L nin nilpotentlik sınıfı denir.

Teorem 2.34. [10]L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler doğrudur.

(i) L nilpotent ise L nin tüm Lie alt cebirleri ve homomorfik görüntüleri de nilpotenttir.
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(ii) L nilpotent ise L nin merkezi, C(L) 6= 0 dır.

Tanım 2.35. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. L nin nilpotent maksimal idealine L nin

nilradikali denir ve nil(L) ile gösterilir.

Tanım 2.36. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. L(0) = L ve k ≥ 0 tamsayısı için

L(k+1) = [L(k), L(k)] olarak tanımlansın. O zaman i ≥ 0 için L(i) E L ve L(i+1) ⊆ L(i) olup L

nin ideallerinin

L = L(0) ⊇ L(1) ⊇ L(2) ⊇ . . . ⊇ L(i) ⊇ L(i+1) ⊇ . . .

bir azalan serisi elde edilir. Bu şekilde elde edilen seriye L nin türetilmiş serisi denir. m ≥ 0

tamsayısı için L(m) = 0 ise L ye çözülebilir Lie cebiri denir.

Teorem 2.37. [10]L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman aşağıdaki ifadeler doğrudur.

(i) L çözülebilir ise L nin tüm Lie alt cebirleri ve homomorfik görüntüleri de çözülebilirdir.

(ii) L, bölüm cebiri L/I çözülebilir olacak şekilde bir I idealine sahipse çözülebilirdir.

(iii) I ile J , L nin çözülebilir iki ideali olsun. O zaman I + J ideali de çözülebilirdir.

Tanım 2.38. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. L nin çözülebilir maksimal idealine L

nin radikali denir ve rad(L) ile gösterilir.

Tanım 2.39. L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. L nin sıfırdan farklı çözülebilir ideali

yoksa yani, rad(L) = 0 ise L ye yarı-basit Lie cebiri denir.

Lemma 2.40. L, F cismi üzerinde bir nilpotent Lie cebiri olsun. O zaman L çözülebilirdir.

Tanım 2.41. V , F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı ve x ∈ gl(V ) olsun. n > 0

tamsayısı için xn = 0 ise x elemanına nilpotent lineer dönüşüm denir.

Teorem 2.42. (Engel Teoremi, [10]) V , F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı ve L,

gl(V ) nin nilpotent lineer dönüşümlerinden oluşan bir Lie alt cebiri olsun. O zaman L, V de

sıfır olmayan vektörü sıfırlar yani, her x ∈ L için x(v) = 0 olacak şekilde 0 6= v ∈ V vardır.

Teorem 2.43. (Lie Teoremi, [25]) L, F cismi üzerinde bir çözülebilir Lie cebiri olsun. O zaman

L nin her indirgenmez temsilinin boyutu 1 dir.
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Teorem 2.44. (Levi Teoremi, [13])L, F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri ve rad(L) =

R olsun. O zaman L nin L = R + S olacak şekilde bir S yarı-basit Lie alt cebiri vardır.

Tanım 2.45. V , F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı olsun. Her λ, µ ∈ F ve

u, u1, u2, v, v1, v2 ∈ V için β : V × V → F dönüşümü

β(λu1 + µu2, v) = λβ(u1, v) + µβ(u2, v)

β(u, λv1 + µv2) = λβ(u, v1) + µβ(u, v2)

β(u, v) = β(v, u)

özelliklerini sağlıyorsa β ya V üzerinde bir simetrik bilineer form denir.

Tanım 2.46. L, F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri ve β, L üzerinde bir simetrik

bilineer form olsun. Her x, y, z ∈ L için

β([x, y], z) + β(y, [x, z]) = 0

ise β ya L-invaryant denir.

Tanım 2.47. L, F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun.

κ : L× L → F

(x, y) 7→ κ(x, y) = tr(adx ady)

şeklinde tanımlanan dönüşüme Killing form denir.

Lemma 2.48. Killing form κ, L üzerinde bir L-invaryant simetrik bilineer formdur.

Teorem 2.49. (Cartan Kriteri, [10]) V , F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir vektör uzayı olmak

üzere L ⊆ gl(V ) yani, L lineer olsun. O zaman L nin çözülebilir olması için gerek ve yeter

koşul her x ∈ L ve y ∈ [L,L] için tr(xy) = 0 olmasıdır.
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3. LEİBNİZ CEBİRLERİNİN YAPISI

Bu bölümde, Lie cebirleri için verilen temel tanım, teorem ve notasyonlar Lie cebirlerinin anti-ko-

mütatif olmayan genelleştirilmesi olan Leibniz cebirleri için de [1, 3, 11, 12, 15, 22, 23, 24]

kaynaklarından yararlanılarak verilmiştir.

3.1. Leibniz Cebirleri

Tanım 3.1. L, F cismi üzerinde “ + ” ve “[ , ]” ikili işlemleri ile birlikte bir cebir olsun. Her

x, y, z ∈ L için

[[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]] (3.1)

Leibniz özdeşliğini sağlıyorsa L ye sol Leibniz cebiri denir.

Tanım 3.2. R, F cismi üzerinde “ + ” ve “[ , ]” ikili işlemleri ile birlikte bir cebir olsun. Her

x, y, z ∈ R için

[x, [y, z]] = [[x, y], z]− [[x, z], y] (3.2)

Leibniz özdeşliğini sağlıyorsa R ye sağ Leibniz cebiri denir.

F cismi üzerinde herhangi bir cebirin sağ Leibniz cebiri olması sol Leibniz cebiri olmasını

gerektirmez. Benzer şekilde bir sol Leibniz cebiri olması da sağ Leibniz cebiri olmasını gerektir-

memektedir. Yani, sağ Leibniz cebirleri ile sol Leibniz cebirlerinin sınıflandırılmaları farklıdır

ve bu durum aşağıdaki örnekle gösterilmiştir.

Örnek 3.3. L, F cismi üzerinde {x, y} bazına sahip bir cebir olsun. L cebiri üzerindeki çarpım

[x, x] = y, [x, y] = y,

[y, x] = 0, [y, y] = 0
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olarak tanımlansın. Her x, y ∈ L için

[[x, y], x] = [x, [y, x]]− [y, [x, x]]

[y, x] = [x, 0]− [y, y]

0 = 0

elde edilir. Böylece Leibniz özdeşliği (3.1) sağlanır yani, L bir sol Leibniz cebiridir. Ancak bazı

x, y ∈ L için

[x, [x, x]] = [[x, x], x]− [[x, x], x]

[x, y] = [y, x]− [y, x]

y 6= 0

olduğundan Leibniz özdeşliği (3.2) sağlanmaz. Dolayısıyla L bir sağ Leibniz cebiri değildir.

Tanım 3.4. L, F cismi üzerinde bir cebir olsun. L cebiri hem sol Leibniz cebiri hem de sağ

Leibniz cebiri ise L ye simetrik Leibniz cebiri denir.

Uyarı 3.5. Bundan sonra Leibniz cebiri ile sol Leibniz cebiri ifade edilecek ve sol Leibniz

cebirleri üzerinde çalışılacaktır.

R, F cismi üzerinde bir sağ Leibniz cebiri olsun. R cebiri üzerinde (x, y) = [y, x] olacak şekilde

( , ) : R×R→ R çarpımı tanımlansın. O zaman her x, y, z ∈ R için

((x, y), z) = ([y, x], z) = [z, [y, x]]

= [[z, y], x]− [[z, x], y]

= [(y, z), x]− [(x, z), y]

= (x, (y, z))− (y, (x, z))

olarak bulunur. Böylece R sağ Leibniz cebiri tanımlanan bu yeni çarpım ile birlikte bir sol

Leibniz cebiridir. Benzer şekilde uygun bir çarpım tanımlanarak sol Leibniz cebirinden bir sağ

Leibniz cebiri de elde edilebilir.
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L, F cismi üzerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman anti-komütatif özelliği kullanılarak Jacobi

özdeşliği (2.1) den

[[x, y], z] = −[[y, z], x]− [[z, x], y]

= [x, [y, z]] + [y, [z, x]]

= [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

Leibniz özdeşliği (3.1) elde edilir. Yani, her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir.

Diğer taraftan L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve her x ∈ L için [x, x] = 0 olsun. O

zaman her x, y ∈ L için

0 = [x+ y, x+ y]

= [x, x] + [x, y] + [y, x] + [y, y]

= [x, y] + [y, x]

dir. Buradan [x, y] = −[y, x] elde edilir. Bu eşitlik Leibniz özdeşliği (3.1) de kullanılarak

0 = [[x, y], z]− [x, [y, z]] + [y, [x, z]]

= [[x, y], z] + [[y, z], x]− [[x, z], y]

= [[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] (3.3)

Jacobi özdeşliği (2.1) elde edilir. Yani, her x ∈ L için [x, x] = 0 koşulu ile birlikte L bir Lie

cebiridir.

Tanım 3.6. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her x, y ∈ L için [x, y] = 0 ise L ye

bir abelyen Leibniz cebiri denir.

L, F cismi üzerinde bir abelyen Leibniz cebiri olsun. O zaman her x ∈ L için [x, x] = 0

olduğundan L anti-komütatiftir. Ayrıca Leibniz özdeşliği (3.1), [x, x] = 0 koşulu ile birlikte

Jacobi özdeşliği (2.1) i sağlar. Böylece her abelyen Leibniz cebiri bir Lie cebiridir.

Lemma 2.11. de olduğu gibi Leibniz cebirleri de birleşmeli cebirlerle ilişkilendirilebilir. Ancak

bu ilişkilendirme Lie cebirlerindekinden biraz daha karmaşıktır.
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L, F cismi üzerinde bir birleşmeli cebir ve f 2 = f olacak şekilde f : L → L bir endomorfizm

olsun. L üzerindeki çarpım [x, y] = f(x)y − yf(x) olmak üzere her x, y, z ∈ L için

[[x, y], z] = [f(x)y − yf(x), z]

= f(f(x)y − yf(x))z − zf(f(x)y − yf(x))

= (f 2(x)f(y)− f(y)f 2(x))z − z(f 2(x)f(y)− f(y)f 2(x))

= f(x)f(y)z − f(y)f(x)z − zf(x)f(y) + zf(y)f(x),

[x, [y, z]] = [x, f(y)z − zf(y)]

= f(x)(f(y)z − zf(y))− (f(y)z − zf(y))f(x)

= f(x)f(y)z − f(x)zf(y)− f(y)zf(x) + zf(y)f(x),

[y, [x, z]] = [y, f(x)z − zf(x)]

= f(y)(f(x)z − zf(x))− (f(x)z − zf(x))f(y)

= f(y)f(x)z − f(y)zf(x)− f(x)zf(y) + zf(x)f(y)

eşitlikleri elde edilir. Burada gerekli işlemler yapılırsa

[[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

Leibniz özdeşliği (3.1) in sağlandığı görülür. Yani L, tanımlanan bu yeni çarpım ile birlikte bir

Leibniz cebiridir. Ayrıca L cebirinin Lie cebiri olması için gerek ve yeter koşul f = id (birim

fonksiyon) olmasıdır.

Tanım 3.7. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve K, L nin bir alt uzayı olsun. Her x, y ∈ K

için [x, y] ∈ K ise K ya L nin bir Leibniz alt cebiri denir ve K ≤ L ile gösterilir.

Tanım 3.8. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve I , L nin bir alt uzayı olsun. Her x ∈ I

ve y ∈ L için I alt uzayı, [x, y] ∈ I ise sol ideal, [y, x] ∈ I ise sağ ideal olarak adlandırılır ve

sırasıyla [I, L]E L, [L, I]E L ile gösterilir. I alt uzayı hem sol ideal hem de sağ ideal ise L nin

bir ideali denir ve I E L ile gösterilir.

Leibniz cebiri L bir I idealine sahipse L/I bölüm cebirinden bahsedilebilir. O zaman x ∈ L için

x + I = {x + a| a ∈ I} koset olmak üzere tüm kosetlerin kümesi L/I = {x + I| x ∈ L} bir
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vektör uzayıdır. Her x+ I, y + I ∈ L/I için

[x+ I, y + I] = [x, y] + [x, I] + [I, y] + [I, I]

= [x, y] + I

şeklinde tanımlanan çarpım ile birlikte bir cebirdir ve bölüm cebiri olarak adlandırılır. Ayrıca

her x+ I, y + I, z + I ∈ L/I için

[[x+ I, y + I], z + I] = [[x, y] + I, z + I] = [[x, y], z] + I

[x+ I, [y + I, z + I]] = [x+ I, [y, z] + I] = [x, [y, z]] + I

[y + I, [x+ I, z + I]] = [y + I, [x, z] + I] = [y, [x, z]] + I

eşitlikleri elde edilir. Burada gerekli işlemler yapılırsa

[[x+ I, y + I], z + I] = [x+ I, [y + I, z + I]]− [y + I, [x+ I, z + I]]

Leibniz özdeşliği (3.1) in sağlandığı görülür. Böylece L/I bir Leibniz cebiridir.

Tanım 3.9. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. L2 = [L,L] = Span{[x, y]| x, y ∈ L}

çarpım uzayı L cebirinin bir Leibniz alt cebiridir ve türetilmiş alt cebir olarak adlandırılır.

Tanım 3.10. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. Leib(L) = Span{[x, x]| x ∈ L} alt

uzayı L cebirinin bir idealidir ve bu ideal Leibniz çekirdeği olarak adlandırılır.

Leibniz özdeşliği (3.1) den her [x, x] ∈ Leib(L) ve y ∈ L için

[[x, x], y] = [x, [x, y]]− [x, [x, y]] = 0 (3.4)

dır. Ayrıca

[[x, x] + y, [x, x] + y] = [[x, x], [x, x]] + [[x, x], y] + [y, [x, x]] + [y, y]

= [y, [x, x]] + [y, y]

olduğundan [y, [x, x]] ∈ Leib(L) elde edilir. Böylece Leib(L), L cebirinin bir idealidir. Ayrıca
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x ∈ L olmak üzere her x+ Leib(L) ∈ L/Leib(L) için

[x+ Leib(L), x+ Leib(L)] = [x, x] + Leib(L)

= 0 + Leib(L)

= Leib(L)

olarak bulunur. Dolayısıyla L/Leib(L) bir Lie cebiridir.

Uyarı 3.11. Lie cebirlerinde olduğu gibi Leibniz cebirlerinde de iki idealin toplamı ve kesişimi

idealdir. Ancak iki idealin çarpımının ideal olması gerekmediği aşağıdaki örnekle gösterilmiştir.

Örnek 3.12. L, F cismi üzerinde {x1, x2, x3, x4, x5} bazına sahip bir Leibniz cebiri olsun.

A = Fx2 ⊕ Fx4 ⊕ Fx5 ile B = Fx3 ⊕ Fx4 ⊕ Fx5, L nin alt uzayları olmak üzere L cebiri

üzerinde

[x1, x2] = x2, [x1, x4] = x4, [x1, x5] = x5, [x2, x1] = −x2,

[x2, x3] = x4, [x3, x2] = x5, [x4, x1] = x5, [x5, x1] = −x5

ve diğer durumlar sıfır olacak şekilde bir çarpım tanımlansın. A ile B, L cebirinin ideali olma-

larına rağmen [A,B] = Span{[x, y]| x ∈ A, y ∈ B} çarpım uzayı L cebirinin bir ideali değildir.

1 ≤ i ≤ 5 ve αi, βi ∈ F için x = α1x2 + α2x4 + α3x5, y = β1x3 + β2x4 + β3x5 olacak şekilde

her x ∈ A, y ∈ B olmak üzere [x, y] ∈ [A,B] ve

[x, y] = [α1x2 + α2x4 + α3x5, β1x3 + β2x4 + β3x5]

= α1β1x4

olarak bulunur. Bu durumda [A,B] = Span{x4} ve i = 1, 2, 3, 4, 5 için γi ∈ F olmak üzere

z = α1x2 + α2x4 + α3x5 ∈ L için

[[x, y], z] = [α1β1x4, γ1x1 + γ2x2 + γ3x3 + γ4x4 + γ5x5] = α1β1γ1x5,

[x, [y, z]] = [α1x2 + α2x4 + α3x5, [β1x3 + β2x4 + β3x5, γ1x1 + γ2x2 + γ3x3 + γ4x4 + γ5x5]]

= [α1x2 + α2x4 + α3x5, β1γ2x5 + β2γ1x5 − β3γ1x5] = 0,

[y, [x, z]] = [β1x3 + β2x4 + β3x5, [α1x2 + α2x4 + α3x5, γ1x1 + γ2x2 + γ3x3 + γ4x4 + γ5x5]]

= [β1x3 + β2x4 + β3x5,−α1γ1x2 + α1γ3x4 + α2γ1x5 − α3γ1x5] = −α1β1γ1x5
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eşitlikleri elde edilir. Burada yapılan işlemler sonunda Leibniz özdeşliği (3.1) sağlanmasına

rağmen [[x, y], z] /∈ [A,B] olduğundan [A,B] çarpım uzayı L cebirinin bir ideali değildir.

Tanım 3.13. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. [L,L] 6= Leib(L) ve L nin tüm

idealleri sadece {0}, Leib(L) ve kendisi ise L ye basit Leibniz cebiri denir.

Tanım 3.14. L1 ile L2, F cismi üzerinde iki Leibniz cebiri olsun.

ϕ : L1 → L2

[x, y] 7→ ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)]

koşulunu sağlayan lineer dönüşüme Leibniz homomorfizmi denir. ϕ dönüşümü hem birebir hem

de örten ise Leibniz izomorfizmi olarak adlandırılır ve L1
∼= L2 ile gösterilir.

Lemma 3.15. L1 ile L2, F cismi üzerinde iki Leibniz cebiri ve ϕ : L1 → L2 bir Leibniz

homomorfizmi olsun. O zaman

(i) Kerϕ, L1 in bir idealidir.

(ii) Imϕ, L2 nin bir Leibniz alt cebiridir.

İspat (i) Leibniz homomorfizminin çekirdeği Kerϕ = {x ∈ L1| ϕ(x) = 0} olmak üzere her

x ∈ Kerϕ ve y ∈ L1 için

ϕ([x, y]) = [ϕ(x), ϕ(y)] = 0

ve

ϕ([y, x]) = [ϕ(y), ϕ(x)] = 0

olduğundan [x, y], [y, x] ∈ Kerϕ elde edilir. Böylece Kerϕ, L1 Leibniz cebirinin bir idealidir.

(ii) Leibniz homomorfizminin görüntü kümesi Imϕ = {ϕ(x)| x ∈ L1} olarak tanımlanır. O

zaman x, y ∈ Imϕ için ϕ(x1) = x ve ϕ(y1) = y olacak şekilde x1, y1 ∈ L1 vardır. ϕ, Leibniz

homomorfizmi olduğundan

ϕ([x1, y1]) = [ϕ(x1), ϕ(y1)]

= [x, y]
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bulunur. Böylece [x, y] ∈ Imϕ elde edilir. Dolayısıyla Imϕ, L2 Leibniz cebirinin bir Leibniz alt

cebiridir.

Tanım 3.16. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve S, L nin bir Leibniz alt cebiri olsun. S

nin L içerisindeki sol merkezleyeni

C l
L(S) = {x ∈ L| her s ∈ S için [x, s] = 0}

alt uzayı ve S nin L içerisindeki sağ merkezleyeni

Cr
L(S) = {x ∈ L| her s ∈ S için [s, x] = 0}

alt uzayı olarak tanımlanır. CL(S) = C l
L(S) ∩ Cr

L(S) alt uzayına ise S nin L içerisindeki

merkezleyeni denir.

Tanım 3.17. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun.

C l(L) = {x ∈ L| her y ∈ L için [x, y] = 0}

alt uzayı sol merkez ve

Cr(L) = {x ∈ L| her y ∈ L için [y, x] = 0}

alt uzayı sağ merkez olarak tanımlanır. C(L) = C l(L) ∩ Cr(L) alt uzayına ise L nin merkezi

denir.

Leibniz cebirinin merkezi C(L), bir abelyen Leibniz cebiridir. Ayrıca sol merkez ideal olmasına

rağmen sağ merkezin ideal olması gerekmediği aşağıdaki örnekle gösterilmiştir.

Örnek 3.18. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her x ∈ C l(L) ve y, z ∈ L için

[[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]] = 0

ve

[[y, x], z] = [y, [x, z]]− [x, [y, z]] = 0
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olduğundan [x, y], [y, x] ∈ C l(L) olarak bulunur. Böylece sol merkez C l(L), L nin bir idealidir.

Diğer taraftan x ∈ Cr(L) ve y, z ∈ L için

[z, [x, y]] = [[z, x], y] + [x, [z, y]] 6= 0

elde edilir. Buradan [x, y] /∈ Cr(L) olduğundan sağ merkez L nin bir ideali değildir. Ancak sağ

merkez Cr(L), L nin Leibniz alt cebiridir. Ayrıca bu örnekten Leib(L), sol merkezin Leibniz alt

cebiri olduğu görülmektedir. Böylece Leibniz cebiri L/C l(L) bir Lie cebiridir.

Lemma 3.19. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. L nin merkeziC(L), L nin bir ideali

ve L/C(L) bir Lie cebiridir.

Tanım 3.20. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve V , L nin bir alt uzayı olsun. V nin L

içerisindeki sol normalleyeni

N l
L(V ) = {x ∈ L| her v ∈ V için [x, v] ∈ V }

alt uzayı ve sağ normalleyeni

N r
L(V ) = {x ∈ L| her v ∈ V için [v, x] ∈ V }

alt uzayı olarak tanımlanır. NL(V ) = N l
L(V ) ∩ N r

L(V ) alt uzayına ise V nin L içerisindeki

normalleyeni denir.

Leibniz cebiri L nin sol normalleyeninin Leibniz alt cebiri olduğu ancak sağ normalleyenin

Leibniz alt cebiri olması gerekmediği aşağıdaki örnekle gösterilmiştir.

Örnek 3.21. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve V , L nin bir alt uzayı olsun. Her x, y ∈

N l
L(V ) ve z ∈ L için

[[x, y], z] = [x, [y, z]]− [y, [x, z]]

olduğundan [x, y] ∈ N l
L(V ) elde edilir. Böylece L nin sol normalleyeni bir Leibniz alt cebiridir.

Ancak her x, y ∈ N r
L(V ) ve z ∈ L için [x, y] /∈ N r

L(V ) olduğundan sağ normalleyeni bir Leibniz

alt cebiri değildir.

Lemma 3.22. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve V , L nin bir alt uzayı olsun. L cebirinin

normalleyeni NL(V ) bir Leibniz alt cebiridir.
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Tanım 3.23. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve x∈L olsun. L cebiri üzerinde her y∈L

için Lx(y) = [x, y] şeklinde tanımlanan Lx : L → L dönüşümüne sol çarpım operatörü denir.

Benzer şekilde her y ∈ L için Rx(y) = [y, x] olarak tanımlanan Rx : L → L dönüşümüne sağ

çarpım operatörü denir.

Sol çarpım operatörlerinin vektör uzayı A(L) = {Lx| x ∈ L} komütatör çarpımı ile birlikte bir

Lie cebiridir.

Tanım 3.24. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve M bir vektör uzayı olsun. M vektör

uzayı, [ , ] : L×M →M ve [ , ] :M ×L→M olacak şekilde iki bilineer dönüşüm ile birlikte

her x, y ∈ L ve m ∈M için

(i) [x, [y,m]] = [[x, y],m] + [y, [x,m]]

(ii) [x, [m, y]] = [[x,m], y] + [m, [x, y]]

(iii) [m, [x, y]] = [[m,x], y] + [x, [m, y]]

koşullarını sağlıyorsa M ye bir L-modül denir.

M vektör uzayının tüm endomorfizmlerinin birleşmeli cebiri gl(M) ile gösterilsin. M bir

L-modül ise λx : m 7→ [x,m] ve ρx : m 7→ [m,x] dönüşümleri de M nin endomorfizmidir.

Ayrıca L den gl(M) ye λ : x 7→ λx ve ρ : x 7→ ρx şeklinde tanımlanan dönüşümler lineerdir.

Tanım 3.25. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve M bir vektör uzayı olsun. λ(x) = λx

ve ρ(x) = ρx olmak üzere λ : L → gl(M) ve ρ : L → gl(M) şeklinde tanımlanan iki lineer

dönüşüm her x, y ∈ L için

(i) ρyρx = ρ[x,y] − λxρy

(ii) ρyλx = λxρy − ρ[x,y]

(iii) λ[x,y] = λxλy − λyλx

koşullarını sağlıyorsa (ρ, λ) ikilisine M vektör uzayı üzerinde L nin bir temsili denir.

(ρ, λ) ikilisine L-modülM nin bir birleşmeli temsili denir ve çekirdeği Ker(ρ, λ) = Kerρ∩Kerλ

olarak ifade edilir.
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L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve (ρ, λ) ikilisi L nin bir temsili olsun. Her x ∈ L ve

m ∈M için

[m,x] = ρx(m) ve [x,m] = λx(m)

olmak üzere M , [ , ] : M × L → M ve [ , ] : L ×M → M şeklinde tanımlanan çarpımlar ile

birlikte bir L-modüldür.

Diğer taraftan M bir L-modül olsun. Her x ∈ L ve m ∈M için

ρx(m) = [m,x] ve λx(m) = [x,m]

şeklinde tanımlanan (ρ, λ) ikilisi L nin bir temsilidir. Böylece Lie cebirlerinde olduğu gibi

Leibniz cebirlerinde de temsil ile modül arasında birebir bir bağıntı olduğu görülür.

Tanım 3.26. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve M bir L-modül olsun. N , M nin bir alt

uzayı olmak üzere her n ∈ N ve x ∈ L için [x, n], [n, x] ∈ N ise N ye bir L-alt modül denir.

Tanım 3.27. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve M bir L-modül olsun. M nin tüm L-alt

modülleri sadece {0} ve kendisi ise M ye bir indirgenmez L-modül denir.

Lemma 3.28. M , Leibniz cebiri L nin bir indirgenmez modülü ve (ρ, λ) bir birleşmeli temsili

olsun. O zaman L/Ker(ρ, λ) bir Lie cebiridir ve her x ∈ L için λx = 0 veya λx = −ρx dir.

L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. L1 = L ve k ≥ 1 tamsayısı için Lk+1 = [L,Lk]

olmak üzere L nin ideallerinin

L = L1⊇ L2 ⊇ . . . ⊇ Lk ⊇ Lk+1 ⊇ . . .

bir azalan serisi elde edilir. Bu seriye L nin alt merkezi serisi denir.

Tanım 3.29. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. n > 0 tamsayısı için Ln = 0 ise L

ye nilpotent Leibniz cebiri denir. Lm 6= 0 ve Lm+1 = 0 olacak şekilde m > 0 tamsayısı varsa m

ye L nin nilpotentlik sınıfı denir.

Tanım 3.30. L, F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L nin bir

maksimal nilpotent ideali vardır. Bu ideale L nin nilradikali denir ve nil(L) ile gösterilir.
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L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. L(0) = L ve k ≥ 0 tamsayısı için L(k+1) =

[L(k), L(k)] olmak üzere L nin ideallerinin

L = L(0) ⊇ L(1) ⊇ L(2) ⊇ . . . ⊇ L(k) ⊇ L(k+1) ⊇ . . .

bir azalan serisi elde edilir. Bu seriye L nin türetilmiş serisi denir.

Tanım 3.31. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. n ≥ 0 tamsayısı için L(n) = 0 ise L

ye çözülebilir Leibniz cebiri denir.

Tanım 3.32. L, F cismi üzerinde sonlu boyutlu bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L nin bir

maksimal çözülebilir ideali vardır. Bu ideale L nin radikali denir ve rad(L) ile gösterilir.

Teorem 3.33. [11] L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her i, j pozitif tamsayısı için

[Li, Lj] ⊆ Li+j dir. O zaman her k ≥ 2 tamsayısı için L(k) ⊆ L2k−1 bulunur. Dolayısıyla her

nilpotent Leibniz cebiri çözülebilirdir.

Sonuç 3.34. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. L nin çözülebilir olması için gerek

ve yeter koşul türetilmiş alt cebiri L2 nin nilpotent olmasıdır.

Tanım 3.35. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. L nin maksimal çözülebilir ideali

Leib(L) ise L ye yarı-basit Leibniz cebiri denir.

Lie cebirlerindeki Lie Teoremi’nin Leibniz cebirleri için benzeri aşağıdaki teoremle verilmiştir.

Teorem 3.36. (Lie Teoremi, [8]) L, F cismi üzerinde bir çözülebilir Leibniz cebiri ve M bir

indirgenmez L-modül olsun. O zaman M nin boyutu 1 dir.

İspat Leibniz cebiri L çözülebilir olduğundan Lie cebiri A(L) de çözülebilirdir. Lie cebirleri

için Lie Teoremi’nden m, A(L)-invaryant olacak şekilde 0 6= m ∈ M vardır. M indirgenmez

L-modül olduğundan Lemma 3.28. den her x ∈ L için [m,x] = 0 veya [x,m] = −[m,x] dir.

Her iki durumda da [x,m], [m,x] ∈ Span{m} olup Span{m} bir L-alt modüldür. Fakat M

indirgenmez L-modül kabulünden Span{m} =M olarak bulunur yani, M nin boyutu 1 dir.

Aşağıdaki teoremde Lie cebirlerindeki Levi Teoremi’nin benzeri Leibniz cebirleri için veril-

miştir.
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Teorem 3.37. (Levi Teoremi, [5]) L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve L nin çözülebilir

radikali rad(L) = R olsun. O zaman L nin L = S + R olacak şekilde yarı-basit Lie cebiri olan

bir S Leibniz alt cebiri vardır.

Lie cebirlerindeki Cartan Kriteri’nin benzeri Leibniz cebirleri için aşağıdaki teoremle veril-

miştir.

Teorem 3.38. (Cartan Kriteri, [8]) L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L

nin çözülebilir olması için gerek ve yeter koşul her x ∈ [L,L] = L2 ve y ∈ L için tr(LxLy) = 0

olmasıdır.

Teorem 3.39. (Engel Teoremi, [4]) L, F cismi üzerinde bir sonlu boyutlu Leibniz cebiri ve

(ρ, λ), her x ∈ L için ρx nilpotent olacak şekilde sıfırdan farklı M vektör uzayı üzerinde L nin

bir birleşmeli temsili olsun. O zaman her x ∈ L için λx nilpotent ve λx(m) = ρx(m) = 0 olacak

şekilde 0 6= m ∈M mevcuttur.

Tanım 3.40. L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her x, y ∈ L için

κ : L× L → F

(x, y) 7→ κ(x, y) = tr(adxady)

şeklinde tanımlanan dönüşüme Killing form denir ve L üzerinde invaryant simetrik bilineer

formdur.
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4. SONLU BOYUTLU LEİBNİZ CEBİRLERİ

Bu bölümde ilk olarak sonlu boyutlu Leibniz cebirleri tanımlanmıştır. L.A. Kurdachenko [16] ile

I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger’in [8] bir boyutlu ve iki boyutlu Leibniz cebirleri üzerine

yapmış oldukları çalışmalar incelenmiştir. Daha sonra üç boyutlu Lie olma- yan Leibniz cebirleri

üzerine I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger’in [8] makalesi baz alınarak üç boyutlu Lie olmayan

Leibniz cebirleri üzerine elde edilen ana sonuç verilmiştir.

Leibniz cebiri L bir vektör uzayı olduğundan L cebirinin boyutundan bahsedilebilir. Dolayı-

sıyla L vektör uzayı olarak sonlu boyutlu ise sonlu boyutlu Leibniz cebiri aksi takdirde sonsuz

boyutlu Leibniz cebiri denir. Leibniz cebiri L nin boyutu boyL ile gösterilir.

L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve x ∈ L olsun. x1 = x ve k pozitif tamsayısı için

xk+1 = [x, xk] olacak şekilde xk ∈ L tanımlanır. Benzer olarak L1 = L ve k ≥ 1 tamsayısı için

Lk+1 = [L,Lk] ile Lk tanımlanır. L2 = 0 ise L ye abelyen Leibniz cebiri denir. Ayrıca Leibniz

özdeşliği (3.1) ve (3.4) ifadesinden her k > 1 tamsayısı için Lxk = 0 dır.

Tanım 4.1. L, F cismi üzerinde bir tek x elemanı tarafından üretilen n-boyutlu Leibniz cebiri

olsun. O zaman L = Span{x, x2, . . . , xn} ve bazı α1, α2, . . . , αn ∈ F için [x, xn] = α1x +

α2x
2 + . . .+ αnx

n dir. Leibniz özdeşliği (3.1) ve (3.4) eşitliğinden

0 = [x, [xn, x]]

= [[x, xn], x] + [xn, [x, x]]

= [α1x+ α2x
2 + . . .+ αnx

n, x]

= α1[x, x] + α2[x
2, x] + . . .+ αn[x

n, x]

= α1[x, x]

olarak bulunur. Buradan α1 = 0 ve L2 = Span{x2, . . . , xn} = Leib(L) elde edilir. Bu Leibniz

cebirine n-boyutlu devirli Leibniz cebiri denir.

Önerme 4.2. [12] L, nilpotentlik sınıfı n olan Leibniz cebiri ve boyL2 = n− 1 olsun. O zaman

L, bir tek x elemanı tarafından üretilen devirli Leibniz cebiridir.
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4.1. Bir ve İki Boyutlu Leibniz Cebirleri

Bu kısımda [8, 9, 16] kaynaklarından yararlanılarak bir boyutlu Leibniz cebirleri ve iki boyutlu

Lie olmayan Leibniz cebirleri incelenmiş ve bu cebirler üzerine elde edilmiş sonuçlar verilmiştir.

Lemma 4.3. [9] L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri ve boyL = 1 olsun. O zaman L abelyen

Lie cebiridir.

İspat L, F cismi üzerinde 1-boyutlu Leibniz cebiri olduğundan L = Span{x} ve α ∈ F için

[x, x] = αx dir. Bu durumda (3.4) ifadesinden yararlanılarak

0 = [[x, x], x] = [αx, x] = α[x, x] = α2x

elde edilir. Dolayısıyla α = 0 yani, [x, x] = 0 olduğundan L abelyen Lie cebiridir.

Lemma 4.3. ün sonucu olarak Lie olmayan Leibniz cebiri L için Leib(L) 6= 0 ve Leib(L) 6= L

olduğundan 1-boyutlu Lie olmayan Leibniz cebiri mevcut değildir.

Lemma 4.4. [16] L, F cismi üzerinde Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 2 olsun. O zaman

Leibniz cebiri L ye izomorf olmayan bir Leibniz cebiri mevcuttur.

İspat L, F cismi üzerinde Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 2 olsun. Bu durumda

Leib(L) 6= 0 ve abelyen olduğundan Leib(L) 6= L dir. Dolayısıyla y = [x, x] 6= 0 olacak şekilde

en az bir x ∈ L vardır. Böylece [y, x] = [[x, x], x] = 0 ve Leib(L), L nin ideali olduğundan her

0 6= β ∈ F için [x, y] = βy dir. z = β−1x alınırsa

[x, z] = [x, β−1x] = β−1[x, x] = β−1y,

[z, x] = [β−1x, x] = β−1[x, x] = β−1y,

[y, z] = [[x, x], z] = [x, [x, z]]− [x, [x, z]] = 0,

[z, y] = [z, [x, x]] = [[z, x], x]− [[z, x], x] = 0,

[z, z] = [β−1x, β−1x] = β−2[x, x] = β−2y

olarak bulunur. t = β−2y alınırsa

[z, t] = [β−1x, β−2y] = β−3[x, y] = β−2y = t,
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[t, z] = [β−2y, β−1x] = β−3[y, x] = 0,

[t, t] = [β−2y, β−2y] = β−4[y, y] = 0

elde edilir. Böylece {z, t}, L nin bir bazı olur. Sonuç olarak birbirine izomorf olmayan

[x, x] = y, [x, y] = βy, [y, x] = 0

çarpımları ile L1 = Fx⊕ Fy ve z = β−1x, t = β−2y olmak üzere

[z, z] = t, [z, t] = t, [t, z] = 0

çarpımları ile L2 = Fz ⊕ Ft Leibniz cebirleri bulunur.

Teorem 4.5. [8] L, F cismi üzerinde bir Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 2 olsun. O

zaman L, [x, x2] = 0 (L nilpotent) veya [x, x2] = x2 (L çözülebilir) olacak şekilde x elemanı

tarafından üretilen bir devirli Leibniz cebirine izomorftur.

İspat L, F cismi üzerinde 2-boyutlu Lie olmayan Leibniz cebiri ise o zaman Leib(L) 6= 0 dır.

Dolayısıyla x2 = [x, x] 6= 0 olacak şekilde 0 6= x ∈ L vardır. Böylece Leib(L) = Span{x2}

dir. Ayrıca Leib(L) abelyen olduğundan [x2, x2] = 0 ve bazı α ∈ F için [x, x2] = αx2 dir.

Bunun sonucunda L = Span{x, x2} elde edilir ve α = 0 veya α 6= 0 olmak üzere iki durum söz

konusudur:

1. Durum α = 0 ise [x, x2] = 0 elde edilir. Buradan L, x tarafından üretilen bir nilpotent devirli

Leibniz cebiri olarak bulunur.

2. Durum α 6= 0 ise x yerine 1
α
x alınarak

[
1

α
x, x2] =

1

α
[x, x2] =

1

α
αx2 = x2

elde edilir. Bu durumda L, x tarafından üretilen bir çözülebilir devirli Leibniz cebiridir.

Teorem 4.6. [8] L, F cismi üzerinde bir Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL ≤ 4 olsun. O

zaman L çözülebilirdir.

İspat L, F cismi üzerinde Lie olmayan Leibniz cebiri olduğundan Leib(L) 6= 0 dır. Böylece

boy(Leib(L)) ≥ 1 ve boy(L/Leib(L)) ≤ 3 dür. Bu durumda L/Leib(L) ya çözülebilirdir
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ya da basittir. L/Leib(L) çözülebilir ise Leib(L) abelyen ideal olduğundan L çözülebilirdir.

L/Leib(L) basit Lie cebiri ise boy(L/Leib(L)) = 3 ve sl(2,C) ye izomorftur.

4.2. Üç Boyutlu Leibniz Cebirleri

Boyutu üç ve üçten büyük olan Leibniz cebirlerinin yapısı, bir boyutlu ve iki boyutlu Leibniz

cebirlerinin yapısına göre daha karmaşıktır. Bu kısımda I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger

tarafından üç boyutlu Leibniz cebirleri üzerine yapılmış olan çalışma [8] incelenmiştir ve bu

inceleme sonucunda bu makalede aşağıdaki iki önemli sonuç elde edilmiştir.

Teorem 4.7. [8] L, F cismi üzerinde bir Lie olmayan nilpotent Leibniz cebiri ve boyL = 3

olsun. Bu durumda

(1) [x, x] = y, [x, y] = z,

(2) [x, x] = z,

(3) [x, y] = z, [y, x] = z,

(4) [x, y] = z, [y, x] = −z, [y, y] = z,

(5) [x, y] = z, [y, x] = αz, α ∈ C \ {1,−1}

şeklinde verilen sıfır olmayan çarpımlarla birlikte L, {x, y, z} bazına sahip bir Leibniz cebirine

izomorftur.

Teorem 4.8. [8] L, F cismi üzerinde bir Lie ve nilpotent olmayan çözülebilir Leibniz cebiri ve

boyL = 3 olsun. Bu durumda

(1) [z, x] = x,

(2) [z, x] = αx, α ∈ C \ {0}, [z, y] = y, [y, z] = −y,

(3) [z, y] = y, [y, z] = −y, [z, z] = x,

(4) [z, x] = 2x, [y, y] = x, [z, y] = y, [y, z] = −y, [z, z] = x,

(5) [z, y] = y, [z, x] = αx, α ∈ C \ {0},
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(6) [z, x] = x+ y, [z, y] = y,

(7) [z, x] = y, [z, y] = y, [z, z] = x

şeklinde verilen sıfır olmayan çarpımlarla birlikte L, {x, y, z} bazına sahip bir Leibniz cebirine

izomorftur.

Aşağıdaki teoremle bu tezin üç boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri üzerine N. Mansuroğlu ve

M. Özkaya tarafından elde edilmiş olan ana sonucu verilmiştir.

Teorem 4.9. [19] L, F cismi üzerinde bir Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 3 olsun. O

zaman L ye izomorf olan en az bir Leibniz cebiri vardır.

İspat L nin F cismi üzerinde Lie olmayan bir Leibniz cebiri ve boyL = 3 olduğunu kabul

edelim. O zaman Leib(L) 6= 0 ve abelyen olduğundan Leib(L) 6= L dir. Bu durumda x ∈

Leib(L) ise [x, x] = 0 dır. x /∈ Leib(L) ise y = [x, x] 6= 0 olacak şekilde en az bir x ∈ L vardır.

Böylece y ∈ L için Leib(L), L nin ideali olduğundan [x, y] ∈ Leib(L) elde edilir. Yani, β ∈ F

için [x, y] = βy dir. O halde L den alınacak keyfi z elemanı için iki durum söz konusudur:

1. Durum: z ∈ Leib(L) ise [z, z] = 0 ve u /∈ Leib(L) için 0 6= [u, u] = z dir. Böylece iki

durum daha ortaya çıkar.

(i) u = x ise o zaman z = [x, x] = y dir. Bu durumda

[x, y] = [x, z] = βy,

[y, x] = [z, x] = 0,

[z, z] = 0

sonuçlarına ulaşılır. Bu iseL nin iki boyutlu Leibniz cebiri olması demektir ki bu da kabulümüzle

çelişir.

(ii) u 6= x ise yani, z 6= y ise o zaman L = Fx ⊕ Fy ⊕ Fz ⊕ Fu dur. Böylece L dört boyutlu

Leibniz cebiri olarak bulunur ve yine kabul ile çelişkiye düşülür.

2. Durum: z /∈ Leib(L) ise L = Fx⊕ Fy ⊕ Fz dir. Böylece [y, z] = [[x, x], z] = 0 elde edilir.

Leib(L), L nin ideali olduğundan bazı α, γ ∈ F için [z, z] = αy ve [z, y] = γy olacak şekilde
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[z, z], [z, y] ∈ Leib(L) mevcuttur. Ayrıca

[x, z] = α1x+ α2y + α3z,

[z, x] = β1x+ β2y + β3z

dir. L den u = β−1x olacak şekilde yeni bir eleman alınırsa

[u, x] = [β−1x, x] = β−1[x, x] = β−1y,

[x, u] = [x, β−1x] = β−1[x, x] = β−1y,

[u, y] = [β−1x, y] = β−1[x, y] = β−1βy = y,

[y, u] = [y, β−1x] = β−1[y, x] = 0,

[u, z] = [β−1x, z] = β−1[x, z] = β−1(α1x+ α2y + α3z)

= α1u+ β−1α2y + β−1α3z,

[z, u] = [z, β−1x] = β−1[z, x] = β−1(β1x+ β2y + β3z)

= β1u+ β−1β2y + β−1β3z,

[u, u] = [β−1x, β−1x] = β−2[x, x] = β−2y

bulunur. L den v = β−1y olacak şekilde tekrar yeni bir eleman alınırsa

[x, v] = [x, β−1y] = β−1[x, y] = β−1βy = βv,

[v, x] = [β−1y, x] = β−1[y, x] = 0,

[v, y] = [β−1y, y] = β−1[y, y] = 0,

[y, v] = [y, β−1y] = β−1[y, y] = 0,

[v, z] = [β−1y, z] = β−1[y, z] = 0,

[z, v] = [z, β−1y] = β−1[z, y] = β−1γy = γv,

[u, v] = [β−1x, β−1y] = β−2[x, y] = β−2βy = β−1y = v,

[v, u] = [β−1y, β−1x] = β−2[y, x] = 0,

[v, v] = [β−1y, β−1y] = β−2[y, y] = 0
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elde edilir. Son olarak L den w = β−1z olacak şekilde yeni bir eleman alınırsa

[x,w] = [x, β−1z] = β−1[x, z] = β−1(α1x+ α2y + α3z)

= α1u+ α2v + α3w,

[w, x] = [β−1z, x] = β−1[z, x] = β−1(β1x+ β2y + β3z)

= β1u+ β2v + β3w,

[y, w] = [y, β−1z] = β−1[y, z] = 0,

[w, y] = [β−1z, y] = β−1[z, y] = β−1γy = γv,

[z, w] = [z, β−1z] = β−1[z, z] = β−1αy = αv,

[w, z] = [β−1z, z] = β−1[z, z] = β−1αy = αv,

[u,w] = [u, β−1z] = β−1[u, z] = β−1(α1u+ β−1α2y + β−1α3z)

= β−1(α1u+ α2v + α3w),

[w, u] = [β−1z, u] = β−1[z, u] = β−1(β1u+ β−1β2y + β−1β3z)

= β−1(β1u+ β2v + β3w),

[v, w] = [β−1y, β−1z] = β−2[y, z] = 0,

[w, v] = [β−1z, β−1y] = β−2[z, y] = β−2γy = β−1γv,

[w,w] = [β−1z, β−1z] = β−2[z, z] = β−2αy = β−1αv

sonuçlarına ulaşılır. L den seçtiğimiz elemanlar ile oluşan {u, v, w} kümesi L nin bir bazıdır.

Böylece birbirine izomorf olan

[x, x] = y, [y, y] = 0, [z, z] = αy,

[z, y] = βy, [z, y] = γy, [x, z] = α1x+ α2y + α3z,

[y, x] = 0, [y, z] = 0, [z, x] = β1x+ β2y + β3z

çarpımları ile L1 = Fx ⊕ Fy ⊕ Fz Leibniz cebiri ve u = β−1x, v = β−1y, w = β−1z olmak

üzere

[u, u] = β−1v, [v, v] = 0, [w,w] = β−1αv,

[u, v] = v, [w, v] = β−1γv, [u,w] = β−1(α1u+ α2v + α3w),

[v, u] = 0, [v, w] = 0, [w, u] = β−1(β1u+ β2v + β3w)

çarpımları ile de L2 = Fu⊕ Fv ⊕ Fw Leibniz cebiri elde edilir. Böylece ispat tamamlanır.
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5. YAPI SABİTLERİ

Bu bölümde ilk olarak sonlu boyutlu bir cebir için yapı sabitleri kavramı tanımlanmış ve Lie

cebirleri için yapı sabitlerinin sağlaması gereken koşullar incelenerek verilmiştir. Literatürde

Leibniz cebirlerinin yapı sabitleri üzerine az sayıda çalışma mevcut olup yapılmış olan bazı

çalışmalar bu tezde incelenmiştir. Ayrıca Leibniz cebirlerinin ve Leibniz çekirdeğinin yapı

sabitlerinin sağlaması gereken koşullar incelenmiş ve elde edilen sonuçlar verilmiştir.

Tanım 5.1. A, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir cebir olsun.

xixj =
n∑
k=1

ckijxk, 1 ≤ i, j, k ≤ n, ckij ∈ F (5.1)

olacak şekilde xixj çarpımı, A cebirinin çarpım tablosunu belirler. Her x, y ∈ A, 1 ≤ i, j ≤ n

olmak üzere αi, βj ∈ F için x =
∑n

i=1 αixi ve y =
∑n

j=1 βjxj şeklinde yazılabildiğinden

xy = (
n∑
i=1

αixi)(
n∑
j=1

βjxj) =
n∑

i,j,k=1

αiβjc
k
ijxk

olarak bulunur. Böylece n3 tane ckij sabitlerinin belirlenmesiyle A cebirinin çarpım tablosu

belirlenir ve bu sabitlere yapı sabitleri denir.

Yapı sabitleri A cebirinin baz seçimine bağlı olduğundan farklı bazlara göre farklı yapı sabitleri

elde edilir. Leibniz cebirlerinin yapı sabitlerinin belirlenmesinde kullanılmak üzere aşağıdaki iki

lemma ile Lie cebirlerinin yapı sabitlerinin sağlaması gereken koşullar verilmiştir.

Lemma 5.2. [10] L, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir cebir olsun. L cebirinin

Lie cebir koşulları (L1) ile (L2) yi gerçeklemesi için gerek ve yeter koşul

(i) xixi = 0,

(ii) xixj = −xjxi,

(iii) (xixj)xk + (xjxk)xi + (xkxi)xj = 0

olmasıdır.

Lemma 5.3. [10] L, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir cebir ve bu baza göre

yapı sabitleri 1 ≤ i, j, k, l,m ≤ n için ckij olsun. O zaman L cebirinin Lie cebiri olması için
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gerek ve yeter koşul

(i) ckii = 0,

(ii) ckij = −ckji,

(iii)
n∑
l=1

(clijc
m
lk + cljkc

m
li + clkic

m
lj ) = 0

olmasıdır.

5.1. Leibniz Cebirlerinin Yapı Sabitleri

Bu kısımda ilk olarak bir cebirin yapı sabitlerinin Leibniz özdeşliği (3.1) i gerçeklemesi için

literatürde yapılmış olan çalışmalar incelenmiştir ve aşağıdaki lemma ile sağlaması gereken

koşul verilmiştir.

Lemma 5.4. [22] L, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir cebir ve bu baza göre

yapı sabitleri 1 ≤ i, j, k ≤ n için ckij olsun. O zaman L cebirinin Leibniz özdeşliği (3.1) i

sağlaması için gerek ve yeter koşul

n∑
m=1

cmij c
s
mk −

n∑
p=1

cpjkc
s
ip +

n∑
l=1

clikc
s
jl = 0 (5.2)

olmasıdır.

İspat L, F cismi üzerinde bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L cebiri Leibniz özdeşliği (3.1) i

sağlar. Yani

[[xi, xj], xk]− [xi, [xj, xk]] + [xj, [xi, xk] = 0

dır. Bu durumda (5.1) eşitliği kullanılarak gerekli hesaplamalar yapılarak

0 = [[xi, xj], xk]− [xi, [xj, xk]] + [xj, [xi, xk]]

= [
n∑

m=1

cmijxm, xk]− [xi,
n∑
p=1

cpjkxp] + [xj,
n∑
l=1

clikxl]

=
n∑

m=1

cmij [xm, xk]−
n∑
p=1

cpjk[xi, xp] +
n∑
l=1

clik[xj, xl]
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=
n∑

m=1

cmij

n∑
s=1

csmkxs −
n∑
p=1

cpjk

n∑
s=1

csipxs +
n∑
l=1

clik

n∑
s=1

csjlxs

=
n∑

m,s=1

cmij c
s
mkxs −

n∑
p,s=1

cpjkc
s
ipxs +

n∑
l,s=1

clikc
s
jlxs

=
n∑
s=1

(
n∑

m=1

cmij c
s
mk −

n∑
p=1

cpjkc
s
ip +

n∑
l=1

clikc
s
jl)xs

sonucuna ulaşılır. Burada her 1 ≤ s ≤ n için xs ler lineer bağımsız olduğundan

n∑
m=1

cmij c
s
mk −

n∑
p=1

cpjkc
s
ip +

n∑
l=1

clikc
s
jl = 0

elde edilir.

Diğer taraftan

n∑
m=1

cmij c
s
mk −

n∑
p=1

cpjkc
s
ip +

n∑
l=1

clikc
s
jl = 0

olsun. O zaman Leibniz özdeşliği (3.1) in sağlandığını göstermek için ispatın gereklilik kısmında

yapılan işlemlerin tersten yapılması yeterlidir.

Leibniz cebirleri, Lie cebirlerinin anti-komütatif olmayan genelleştirilmesi olduğundan yapı

sabitleri benzer özellikler gösterebilir. Ancak herhangi bir Lie olmayan Leibniz cebiri ile Lie

cebirinin yapı sabitleri birbirinden farklıdır.

Aşağıdaki lemma ile N. Mansuroğlu ve M. Özkaya tarafından Lie olmayan Leibniz cebirlerinin

yapı sabitleri üzerine elde edilmiş sonuç verilmiştir.

Lemma 5.5. [20] L, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir Lie olmayan Leibniz

cebiri olsun. O zaman L nin yapı sabitleri

(i) bazı 1 ≤ i ≤ n ler için cmii 6= 0,

(ii) bazı 1 ≤ i, j ≤ n ler için cmij + cmji 6= 0,

(iii) her 1 ≤ i, j, k, s ≤ n için
∑n

m=1 c
m
ij c

s
mk −

∑n
p=1 c

p
jkc

s
ip +

∑n
l=1 c

l
ikc

s
jl = 0

koşullarını sağlar.
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İspat (i) L, Lie olmayan Leibniz cebiri ise bazı 1 ≤ i ≤ n için

0 6= [xi, xi] =
n∑

m=1

cmii xm

olarak bulunur. 1 ≤ m ≤ n için xm ler lineer bağımsız olduğundan cmii 6= 0 elde edilir.

(ii) L, Lie olmayan Leibniz cebiri ise bazı 1 ≤ i, j ≤ n için [xi, xj] 6= −[xj, xi] olduğundan

[xi, xj] + [xj, xi] 6= 0 dır. Böylece

0 6= [xi, xj] + [xj, xi] =
n∑

m=1

cmijxm +
n∑

m=1

cmjixm

=
n∑

m=1

(cmij + cmji)xm

olarak bulunur. 1 ≤ m ≤ n için xm ler lineer bağımsız olduğundan cmij + cmji 6= 0 elde edilir.

(iii) Lemma 5.4. den ispat açıkça görülmektedir.

Bu kısımda son olarak herhangi bir Lie olmayan Leibniz cebirinin Leibniz çekirdeğinin yapı

sabitleri incelenmiştir.

L, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir Lie olmayan Leibniz cebiri olsun. L nin

Leibniz çekirdeği Leib(L) = Span{[x, x]| x ∈ L} ve 1 ≤ i ≤ n için αi ∈ F olmak üzere

x =
∑n

i=1 αixi şeklinde ifade edilebildiğinden

[x, x] = [
∑

αixi,
∑

αixi]

=
n∑
i=1

α2
i [xi, xi] +

n∑
i,j=1(i 6=j)

αiαj[xi, xj]

=
n∑

m,i=1

α2
i c
m
ii xm +

n∑
m,i,j=1(i 6=j)

αiαjc
m
ijxm

olarak bulunur. Ayrıca L, Lie olmayan Leibniz cebiri olduğundan 0 6= [x, x] ∈ Leib(L) olacak

şekilde en az bir x ∈ L vardır. Böylece

0 6= [x, x] =
n∑

m,i=1

α2
i c
m
ii xm +

n∑
m,i,j=1(i 6=j)

αiαjc
m
ijxm

dir. Dolayısıyla cmii 6= 0 veya cmij 6= 0 elde edilir.
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Örnek 5.6. L, F cismi üzerinde {x1, x2, x3, x4} bazına sahip bir cebir olsun. L cebiri üzerindeki

çarpım

[x1, x1] = x2, [x1, x2] = −x2 − x3, [x1, x3] = x2 + x3,

[x1, x4] = 0, [x2, x1] = 0, [x4, x1] = x2 + x3

ve diğer durumlar sıfır olarak tanımlansın. O zaman 0 6= [x, x] = y ∈ Leib(L) olacak şekilde en

az bir x ∈ L vardır. Bu durumda

y = [x, x] = [
4∑
i=1

αixi,

4∑
i=1

αixi]

= [α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4, α1x1 + α2x2 + α3x3 + α4x4]

= [α1x1, α1x1] + [α1x1, α2x2] + [α1x1, α3x3] + [α1x1, α4x4]

+ [α2x2, α1x1] + [α2x2, α2x2] + [α2x2, α3x3] + [α2x2, α4x4]

+ [α3x3, α1x1] + [α3x3, α2x2] + [α3x3, α3x3] + [α3x3, α4x4]

+ [α4x4, α1x1] + [α4x4, α2x2] + [α4x4, α3x3] + [α4x4, α4x4]

= α2
1[x1, x1] + α1α2[x1, x2] + α1α3[x1, x3] + α1α4[x1, x4]

+ α2α1[x2, x1] + α2
2[x2, x2] + α2α3[x2, x3] + α2α4[x2, x4]

+ α2α1[x3, x1] + α3α2[x3, x2] + α2
3[x3, x3] + α3α4[x3, x4]

+ α4α1[x4, x1] + α4α2[x4, x2] + α4α3[x4, x3] + α2
4[x4, x4]

= α2
1x2 + α1α2(−x2 − x3) + α1α3(x2 + x3) + α4α1(x2 + x3)

= (α2
1 − α1α2 + α1α3 + α4α1)x2 + (−α1α2 + α1α3 + α4α1)x3

olarak bulunur. Sonuç olarak Leib(L) = Fx2 ⊕ Fx3 ve boy(Leib(L)) = 2 elde edilir.

Leibniz çekirdeği Leib(L) nin yapı sabitlerini belirlemek için u = β1x1 + β2x2 + β3x3 + β4x4

ve v = γ1x1 + γ2x2 + γ3x3 + γ4x4 olacak şekilde y1 = [u, u], y2 = [v, v] ∈ Leib(L) alınsın. O

zaman

[y1, y1] = [[u, u], [u, u]] = 0,

[y1, y2] = [[u, u], [v, v]] = 0,

[y2, y1] = [[v, v], [u, u]] = 0,

[y2, y2] = [[v, v], [v, v]] = 0
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elde edilir. Böylece Leib(L) nin tüm yapı sabitlerinin sıfır olduğu görülür. Bu örnekle aşağıdaki

sonuca ulaşılır.

Sonuç 5.7. [20] L, F cismi üzerinde {x1, x2, . . . , xn} bazına sahip bir Leibniz cebiri olsun. O

zaman L cebirinin Leibniz çekirdeğinin tüm yapı sabitleri sıfırdır.

İspat Leibniz çekirdeği Leib(L), L nin abelyen ideali olduğundan (3.4) eşitliği kullanılarak her

y1, y2 ∈ Leib(L) için

[y1, y2] = 0

= 0.x1 + 0.x2 + . . .+ 0.xn

elde edilir. Sonuç olarak Leib(L) nin tüm yapı sabitleri sıfırdır.
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