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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SONLU BOYUTLU LEIBNiZ CEBIRLERININ YAPISI

Miicahit OZKAYA

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Nil MANSUROGLU

Bu tezin ana amaci sonlu boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirlerinin yapist hakkinda bilgi vermektir.
Bu amag dogrultusunda, Lie cebirleri ve Lie cebirlerinin anti-komiitatif olmayan genellestirilmesi
olan Leibniz cebirleri iizerine literatiirdeki bir ¢ok calisma incelenmis ve aralarindaki iligki
calisilimigtir. Tez bes ana boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, Leibniz cebirlerinin tarih¢esine
ve tezin icerigine yer verilmistir. Ikinci boliimde, Lie cebirleri ile ilgili temel tanim ve teoremler
ele alinmustir. Ugiincii boliimde, Lie cebirleri icin verilen temel tanim ve teoremlerin benzerleri
Leibniz cebirleri i¢in de verilmistir. Sonlu boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri iizerine elde
edilen sonuclar dordiincii boliimde incelenmistir. Son olarak besinci boliimde, Leibniz cebirleri

ve Leibniz ¢ekirdeginin yapr sabitleri incelenmis ve elde edilen sonuglar verilmistir.
Mayis 2019, 50 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Lie Cebiri, Leibniz Cebiri, Leibniz Cekirdegi, Boyut, Yap1 Sabitleri
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ABSTRACT

MSc THESIS

THE STRUCTURE OF FINITE DIMENSIONAL LEIBNIZ ALGEBRAS

Miicahit OZKAYA

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nil MANSUROGLU

The main aim of this thesis is to give information about the structure of finite dimensional
non-Lie Leibniz algebras. For this purpose, in literature many studies on Lie algebras and
Leibniz algebras which are non-anti-commutative generalization of Lie algebras are investigated
and the relationship between them is studied. This thesis consists of five main chapters. In
the first chapter, the history of Leibniz algebras and the contents of this thesis are given. In
the second chapter, some basic definitions and theorems for Lie algebras are included. In the
third chapter, the analogs of some basic definitions and theorems in Lie algebras are given for
Leibniz algebras. In the fourth chapter, the results obtained on non-Lie Leibniz algebras is given.
Finally, in the fifth chapter, the structure constans of Leibniz algebras and its Leibniz kernel are

investigated and the results obtained are given.
May 2019, 50 Pages.

Keywords: Lie Algebra, Leibniz Algebra, Leibniz Kernel, Dimension, Structure Constants

viii



1. GIRIS

Leibniz cebirleri ilk olarak 1960’1 yillarin baginda A.M. Bloh [6, 7] tarafindan kesfedilmis ve
D-cebirleri olarak adlandirilmigtir. Ancak o zamanlarda gerekli ilgiyi goremediginden gelistiri-
lememistir. Daha sonra 1993 yilinda sol (sag) Leibniz cebirleri, Lie cebirleri lizerine ¢aligmalar
yapan J.L. Loday [17, 18] tarafindan Lie cebirlerinin anti-komiitatif olmayan genellestirilmesi

olarak tanitilmistir.

Leibniz cebirlerinin tanitilmasindan bu zamana kadar bir ¢ok arastirmaci Lie cebirlerindeki
onemli teorem ve sonuclarin benzerlerini Leibniz cebirleri i¢in de elde etmek amaciyla aragtirma-
lar yapmustir. Bunlara 6rnek olarak Lie Teoremi, Levi Teoremi, Engel Teoremi ve Cartan Kriteri
gibi 6nemli teoremlerin benzerleri Leibniz cebirleri i¢in de elde edilmistir [3, 4, 5, 8, 12].
Literatiirde bu sonuglarin bazilar1 sol Leibniz cebirleri i¢in bazilar1 da sag Leibniz cebirleri
icin ispatlanmistir. D. Barnes, Leibniz cebirlerinin yapisi iizerine ¢caligmalar yapmus [3] ve sol
Leibniz cebirleri i¢in Engel Teoremi [4] ile Levi Teoremi’ni [5] ispatlamistir. Lie cebirlerindeki
bazi sonuglarin Leibniz cebirleri i¢in de benzerlik gdstermesine ragmen bazi sonuglar benzerlik
gostermemektedir. Ayrica sag Leibniz cebiri iizerinde uygun bir doniisiim tanimlanarak bir sol
Leibniz cebiri elde edilebileceginden, sag Leibniz cebiri i¢in elde edilen bir sonucun sol Leibniz

cebiri i¢in de elde edilmesi miimkiindiir.

Bu tezde 6zellikle sonlu boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri iizerinde c¢alisilmis ve tezin
amacina uygun olarak Lie cebirlerindeki baz1 6nemli teorem ve sonuglarin Leibniz cebirleri i¢in
de saglanip saglanmadig1 incelenmistir. Literatiirde bir ve iki boyutlu Leibniz cebirleri iizerine
bir ¢cok calisma olmasina ragmen boyutu ii¢ ve iicten bilyiik olan Leibniz cebirleri daha karmagsik
oldugundan bu cebirler iizerine fazla ¢calisma bulunmamaktadir. Bu tezin ana amaci ii¢ boyutlu
Lie olmayan Leibniz cebirleri tizerinde incelemeler yapmak ve bu sekildeki bir Leibniz cebirinin
izomorf oldugu en az bir Leibniz cebirinin var oldugunu gostermektir. Son olarak bu tezin bir
diger amaci Lie cebirlerinin yap1 sabitleri kullanilarak Leibniz cebirleri i¢in de yap1 sabitlerini

tanimlamak ve saglamasi gereken kosullar1 belirlemektir.

Bu tez bes boliimden olusup su sekilde diizenlenmistir. Ikinci boliimde, Lie cebirleri icin ileri
ki boliimlerde gerekli olan temel tanim ve teoremler [10, 13, 26] kaynaklarindan yararlanilarak

verilmisgtir.



Uciincii boliimde, ikinci boliimde Lie cebirleri igin verilen temel tanim ve teoremlerin benzerleri

Leibniz cebirleri i¢in de [1, 3, 8, 11, 12, 15, 23, 24] kaynaklarindan yararlanilarak verilmistir.

Dordiincii boliimde, sonlu boyutlu Leibniz cebirleri tanimlanmig ve bu cebirler iizerine literatiirde
yapilmig olan bir ¢ok calisma incelenmistir. Bu incelemeler sonucunda bir boyutlu Leibniz
cebirinin abelyen oldugu ve bir boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirlerinin var olmadig1 gosteril-
mistir. Iki boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirlerinin en az bir nilpotent veya ¢oziilebilir Leibniz
cebirine izomorf oldugu gosterilmistir. Ayrica bu boliim sonunda ii¢ boyutlu Lie olmayan Leibniz
cebirleri iizerine I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger’in [8] makalesinde elde edilmis bazi
sonuglar incelenerek ii¢ boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri iizerine elde edilen ana sonug

verilmigtir.

Besinci boliimde, oncelikle yap1 sabitleri kavrami tanimlanmig ve literatiirde Lie cebirlerinin
yap1 sabitleri iizerine yapilmig olan ¢alismalar incelenmistir. Daha sonra literatiirde Leibniz
cebirlerinin yap1 sabitleri iizerine yapilmis ¢calismalar incelenmis ve Lie olmayan Leibniz cebirle-
rinin yap1 sabitlerinin saglamasi gereken kosullar belirlenmistir. Ayrica bir Leibniz cebirinin

Leibniz ¢ekirdeginin yapi sabitleri iizerine elde edilen sonug verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, Lie cebirleri ve Leibniz cebirlerinin yapilarinin karsilastirilabilmesi i¢in gerekli

olan temel tanim, teorem ve notasyonlar [10, 13, 26] kaynaklarindan yararlanilarak verilmistir.

2.1. Cebir

Tamm 2.1. A, I cismi lizerinde bir vektor uzayi olsun.

m:AxA— A

(z,y) = m(z,y) = zy

olacak sekilde tanimlanan doniisiim her x, x1, 2, v, y1,y2 € Ave A\, u € F igin

(i) (Azy + px2)y = Ax1y + paay

(i) 2(Ay1 + py2) = Azyr + pays

bilineerlik kosullarini sagliyorsa (A, m) ikilisine bir cebir ve m ye A iizerinde bir ¢arpim denir.

Tamm 2.2. A, F' cismi iizerinde bir cebir ve B, A nin bir alt uzay1 olsun. Her z,y € B icin

xy € Bise B ye A nin bir alt cebiri denir ve B < A ile gosterilir.

Tanmim 2.3. A, F' cismi iizerinde bir cebir ve B, A nin bir alt uzayi olsun. Her x € Avey € B

icin 2y, yxr € B ise B ye A nin bir ideali denir ve B < A ile gosterilir.
Uyari 2.4. Her ideal bir alt cebir olmasina ragmen her alt cebir bir ideal degildir.

Tamim 2.5. A, F' cismi lizerinde bir cebir olsun. Her x, y, z € A igin

(ry)z = x(yz)
ise A ya birlesmeli (asosyatif) cebir denir.

Tanim 2.6. A, I’ cismi iizerinde bir cebir olsun. Her z,y € A i¢in



Ty = yx
ise A ya degismeli (komiitatif) cebir denir.
Tamim 2.7. A, F' cismi lizerinde bir cebir olsun. Her x € A igin

=21 =0
ise A ya anti-komiitatif cebir denir.

A, F cismi iizerinde bir anti-komiitatif cebir olsun. O zaman her x,y € A i¢in

0= (z+y)?

= 2° + 2y + yx +

= xy +yx
dir ve zy = —yx elde edilir. Sonug olarak bir anti-komiitatif cebir bu 6zelligi her zaman saglar.
Diger taraftan kabul edilsin ki A, F' cismi iizerinde bir cebir ve her x,y € A igin xy = —yx
olsun. z = y alimirsa 22 = —2? olup 222 = 0 elde edilir. Bu durumda cismin karakteristigi

ikiden farkli ise #2 = 0 dir. Yani, A bir anti-komiitatif cebirdir. Ancak cismin karakteristigi
iki oldugunda 2 sifirdan farkli degerler alabileceginden A bir anti-komiitatif cebir olmayabilir.
Dolayistyla her z,y € A icin xy = —yx 6zelligine sahip A cebirinin bir anti-komiitatif cebir

olup olmamasi1 dogrudan cismin karakteristigine baglidir.

Uyan 2.8. Tez boyunca iizerinde calisilan F' cisminin karakteristigi sifir olarak kabul edile-

cektir.

Tamm 2.9. A, I’ cismi lizerinde bir cebir olsun. Her z,y, 2 € A icin

J(z,y,2) = (zy)z + (yz)xr + (22)y = 0 (Jacobi 6zdesligi) 2.1

saglaniyorsa A cebirine Jacobi 6zdesligini saglar denir.



A, F cismi iizerinde bir anti-komiitatif cebir olsun. O zaman Jacobi 6zdesligi (2.1)

(xy)z + (yz)x + (z2)y = 0
0=—(zy)z — (yz)z — (22)y
0 = 2(zy) + 2(y2) + y(22)

seklinde de ifade edilebilir.

2.2. Lie cebiri

Tanimm 2.10. L, F' cismi iizerinde bir cebir olsun. O zaman L cebiri

(L1) her x € L i¢in xz = 0, (anti-komiitatif)

(L) herz,y, z € Ligin (zy)z + (y2)z + (z2)y = 0 (Jacobi 6zdesligi)

kosullarin sagliyorsa L ye Lie cebiri denir.

L, F cismi lizerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman her x,y, z € L icin anti-komiitatif 6zelligi

kullanilarak Jacobi 6zdesligi (2.1)

(zy)z = —(yz)r — (22)y

= z(yz) +y(z2)

seklinde de ifade edilebilir. Buradan (zy)z # x(yz) olarak bulunur. Boylece Lie cebirleri

birlesmeli olmayan cebirlerdir.

A, F cismi iizerinde bir birlesmeli cebir ve A iizerinde

[, ]:AxA—> A

(ﬁ,y) = [ZL‘,y} =Yy —yxr

olacak sekilde bir ¢arpim tanimlansin. Bu ¢arpima Lie carpimi ya da z ile y nin Lie komiita-

torii denir. Ayrica A tanimlanan bu yeni carpim ile birlikte bir cebirdir.



Lemma 2.11. A, F cismi iizerinde bir birlesmeli cebir olsun. O zaman (A, [, |) ikilisi bir Lie

cebiridir.

Tamm 2.12. L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. Her z,y € L i¢in [z,y] = 0ise L ye

abelyen Lie cebiri denir.

Tamm 2.13. L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri ve A ile B, L nin alt uzaylari olsun. [A, B], her
a € Aveb € B olmak iizere [a, b] formundaki elemanlar tarafindan gerilen bir alt uzaydir. Bu

alt uzaya A ile B nin Lie ¢arpim uzay1 denir.

Tamm 2.14. L, F' cismi lizerinde bir Lie cebiri ve K, L nin bir alt uzay1 olsun. Her z,y € K

icin [z, y] € K ise K ya L nin bir Lie alt cebiri denir ve K < L ile gosterilir.

Tamm 2.15. L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri ve I, L nin bir alt uzay1 olsun. Her x € L ve

y € Iigin [z,y] € I ise I ya L nin bir ideali denir ve I < L ile gosterilir.

Tamm 2.16. L, F' cismi iizerinde bir abelyen olmayan Lie cebiri olsun. L nin tiim idealleri

yalnizca {0} ve kendisi ise L ye basit Lie cebiri denir.

Lemma 2.17. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve [ ile J, L nin idealleri olsun. O zaman

[I,J] = Span{[x,y]| x € I,y € J} carpim uzay1 L nin bir idealidir.

Tamm 2.18. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve I, L nin bir ideali olsun. O zaman x € L icin
x4+ I = {z + a| a € I} koset olmak iizere tiim kosetlerin kiimesi L/I = {x + I| z € L} bir
vektor uzayidir. Her x + I,y + I € L/I i¢in

[+ Ly+I =[x,y +1

seklinde tanimlanan carpim ile birlikte L /I bir cebirdir ve bu cebire boliim cebiri denir. Ayrica

L/I bir Lie cebiridir.

Tamm 2.19. L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri ve S, L nin bostan farkli bir alt kiimesi olsun.
Cp(S) ={z € L|her s € Si¢in [z, s| = 0}

alt uzayima S nin L igerisindeki merkezleyeni denir.

Tanim 2.20. L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun.



CL(L)=C(L)={x € Ll hery € Ligin [z,y] = 0}

alt uzayma L nin merkezi denir.

Lemma 2.21. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman L nin merkezi C'(L), L nin bir

idealidir.

Tamim 2.22. L, F' cismi lizerinde bir Lie cebiri ve V', L nin bir alt uzay1 olsun.

Np(V)={x € Ll herv € V igin [z,v] € V'}

alt uzaymna V' nin L igerisindeki normalleyeni denir.

Lemma 2.23. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri ve V, L nin bir alt uzay1 olsun. O zaman V'
nin L icerisindeki normalleyeni N, (V'), L nin bir Lie alt cebiridir. Ayrica V, L nin bir ideali ise

N (V') de L nin bir idealidir.
Tanmm 2.24. L ile Lo, F’ cismi iizerinde iki Lie cebiri olsun.

QDIL1—>L2

[z, y] = o[z, y]) = [p(z), p(y)]

kosulunu saglayan lineer doniisiim Lie homomorfizmi olarak adlandirilir. ¢ doniisiimii birebir
ise monomorfizm, orten ise epimorfizm, hem birebir hem de orten ise ¢ ye Lie izomorfizmi denir

ve L = L, ile gosterilir.

Lemma 2.25. L, ile Lo, F' cismi iizerinde iki Lie cebiri ve ¢ : Ly — Lo bir Lie homomorfizmi

olsun. O zaman

(i) Kery, L; in bir idealidir.
(i1) Im¢, Lo nin bir Lie alt cebiridir.

Tanmim 2.26. A = [a;;],,x, kare matrisinin esas kosegen elemanlarinin toplamina A nin izi denir

ve trA ile gosterilir.



Tanim 2.27. F cismi iizerinde

M(n, F) = {A = [aj]nxnl, aij € F'}

vektor uzay1 matrislerin bilinen ¢carpma islemi ile birlikte bir birlesmeli cebirdir ve Lemma 2.11.
den (M(n, F),[, |) ikilisi bir Lie cebiridir. Bu cebire matris Lie cebiri denir ve gl(n, F') ile
ifade edilir. Ayrica

sl(n, F)={A € gl(n, F)| trA = 0}

alt uzay1 gl(n, F') nin bir Lie alt cebiridir ve bu cebir 6zel lineer Lie cebiri olarak adlandirtlir.

Tamm 2.28. V/, F' cismi lizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi olmak iizere

gl(V)y={f| f:V — V lineer doniigiim}

vektor uzayi bir birlesmeli cebirdir. Lemma 2.11. den dolayi bu cebir Lie ¢arpimu ile birlikte bir

Lie cebiridir ve genel lineer Lie cebir olarak adlandirilir.

V, F cismi tizerinde {xy, o, ..., x,} bazina sahip bir vektor uzay1 olsun. gi(V'), V den V ye
tanimli lineer doniisiimlerin vektor uzayr olmak iizere her lineer doniisiime bir matris karsilik
gelir. Her lineer doniisiime matris karsilik getiren ¢ : gl(V) — gl(n, F') doniisimi bir Lie

izomorfizmidir. Yani, gl(V') = gl(n, F) dir.

Tamm 2.29. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L nin V' vektor uzayi lizerinde

p: L — gl(V)

[z,y] = p([z,y]) = [p(z), p(y)]

olacak sekilde tanimlanan Lie homomorfizmine L nin bir temsili denir. Ayrica temsilin ¢ekirdegi

Kerp = {0} ise p ya bir faithful temsil denir.

L, F cismi tizerinde bir Lie cebiri olsun. ad : L — gl(L) dontigiimii bir Lie homomorfizmidir.

Her x € L i¢in

adx : L — L



doniisiimii lineerdir. Ayrica ad doniisiimii bir Lie homomorfizmi oldugundan L nin bir temsilidir

ve adjoint temsili olarak adlandirilir.

Tanim 2.30. L, F' cismi lizerinde bir Lie cebiri ve V' bir vektor uzayi olsun. Herl € Lvev € V

icin (/,v) — lv olarak tanimlanan 6 : L x V' — V doniistimii

(M) bilineer,

(Ms) herz,y € L,v € V igin [z,y].v = zyv — yzv
kosullarini sagliyorsa V' ye bir L-modiil denir.

V bir L-modiil olmak iizere her x € L ve v € V i¢in p(x)v = zv olacak sekilde tanimlanan
p: L — gl(V) dontigimii, (M) ve (Mz) kosullarindan dolay1 L nin V' vektor uzay tizerinde

bir temsilidir.

Diger taraftan U, V' nin bir alt uzay1 olmak tizere 7 : L. — gl(U), U tizerinde L nin bir temsili
olsun. O zaman her [ € L ve u € U igin 7(l)u = lu doniisiimii ile birlikte U bir L-modiildiir.

Boylece temsil ile modiil arasinda birebir bir iligki elde edilir.

Tanim 2.31. V bir L-modiil ve U, V nin bir alt uzay1 olsun. Her x € L ve u € U i¢in xu € U

ise U ya bir L-alt modiil denir.

Tamm 2.32. V bir L-modiil olsun. V' nin tim L-alt modiilleri sadece {0} ve kendisi ise V' ye

indirgenmez L-modiil denir.

Tamm 2.33. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L' = L ve k > 1 tamsayis1 icin L**! =

L, L¥] olarak tanimlansin. O zaman i > 1i¢in L! < L ve L' C L? olup L nin ideallerinin
P
L=L'D2L*D>...2L DL D...

bir azalan serisi elde edilir. Bu sekilde elde edilen seriye L nin alt merkezi serisi denir. n > 0
tamsayisi i¢in L" = 0 ise L ye nilpotent Lie cebiri denir. Ayrica ¢ > 0 tamsayist i¢in L¢ # 0 ve

L¢tt = ( ise ¢ ye L nin nilpotentlik sinifi denir.

Teorem 2.34. [10] L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur.

(i) L nilpotent ise L nin tiim Lie alt cebirleri ve homomorfik goriintiileri de nilpotenttir.



(ii) L nilpotent ise L nin merkezi, C'(L) # 0 dur.

Tamm 2.35. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L nin nilpotent maksimal idealine L nin

nilradikali denir ve nil(L) ile gosterilir.

Tamim 2.36. L, F cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L®) = L ve k > 0 tamsayis1 igin
Lt+D = [L®) | L®)] olarak tammlansmn. O zaman i > 0 igin L < L ve Lt+Y C L@ olup L

nin ideallerinin
L=LO>rWor@ >  >LO oY >

bir azalan serisi elde edilir. Bu sekilde elde edilen seriye L nin tiiretilmis serisi denir. m > 0

tamsayis1 i¢in L™ = 0 ise L ye ¢oziilebilir Lie cebiri denir.

Teorem 2.37. [10] L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) L ¢oziilebilir ise L nin tiim Lie alt cebirleri ve homomorfik goriintiileri de ¢oziilebilirdir.
(ii) L, bolim cebiri L/ ¢oziilebilir olacak sekilde bir I idealine sahipse ¢oziilebilirdir.
(iii) I ile J, L nin ¢oziilebilir iki ideali olsun. O zaman 7 + J ideali de ¢oziilebilirdir.

Tamm 2.38. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L nin ¢oziilebilir maksimal idealine L

nin radikali denir ve rad(L) ile gosterilir.

Tamm 2.39. L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. L nin sifirdan farkli ¢oziilebilir ideali

yoksa yani, rad(L) = 0 ise L ye yari-basit Lie cebiri denir.
Lemma 2.40. L, F' cismi lizerinde bir nilpotent Lie cebiri olsun. O zaman L ¢6ziilebilirdir.

Tamm 2.41. V, F cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay1 ve x € gl(V') olsun. n > 0

tamsayisi i¢in ™ = 0 ise = elemanina nilpotent lineer doniisiim denir.

Teorem 2.42. (Engel Teoremi, [10]) V, I cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi ve L,
gl(V') nin nilpotent lineer dontigiimlerinden olusan bir Lie alt cebiri olsun. O zaman L, V' de

sifir olmayan vektorii sifirlar yani, her z € L i¢in x(v) = 0 olacak sekilde 0 # v € V vardir.

Teorem 2.43. (Lie Teoremi, [25]) L, F’ cismi iizerinde bir ¢6ziilebilir Lie cebiri olsun. O zaman

L nin her indirgenmez temsilinin boyutu 1 dir.
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Teorem 2.44. (Levi Teoremi, [13]) L, F' cismi iizerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri ve rad(L) =

R olsun. O zaman L nin L = R + S olacak sekilde bir .S yari-basit Lie alt cebiri vardir.

Tanmim 2.45. V, F' cismi iizerinde sonlu boyutlu bir vektor uzayi olsun. Her A\, u € F ve

U, Uy, Uz, v, 01,3 € Vigin §: V x V — F dontisimii

B(Aur + pug, v) = AB(u1,v) + pB(uz,v)
Blu, Avy + pa) = AB(u, v1) + pB(u, va)
B(u,v) = B(v, u)

ozelliklerini sagliyorsa 3 ya V iizerinde bir simetrik bilineer form denir.

Tanim 2.46. L, F' cismi iizerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri ve 3, L iizerinde bir simetrik

bilineer form olsun. Her x, y, 2 € L i¢in

B[z, yl, 2) + By, [z, 2]) =0

ise £ ya L-invaryant denir.

Tamm 2.47. L, F' cismi {izerinde sonlu boyutlu bir Lie cebiri olsun.

k:LxL—F

(z,y) — k(z,y) = tr(adx ady)

seklinde tanimlanan doniisiime Killing form denir.
Lemma 2.48. Killing form «, L {izerinde bir L-invaryant simetrik bilineer formdur.

Teorem 2.49. (Cartan Kriteri, [10]) V', I’ cismi {izerinde sonlu boyutlu bir vektor uzay1 olmak
tizere L C gl(V) yani, L lineer olsun. O zaman L nin ¢6ziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul her x € L ve y € [L, L] i¢in tr(zy) = 0 olmasidir.
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3. LEIBNiZ CEBIRLERININ YAPISI

Bu boliimde, Lie cebirleri i¢in verilen temel tanim, teorem ve notasyonlar Lie cebirlerinin anti-ko-
miitatif olmayan genellestirilmesi olan Leibniz cebirleri icin de [1, 3, 11, 12, 15, 22, 23, 24]

kaynaklarindan yararlanilarak verilmistir.

3.1. Leibniz Cebirleri

Tamm 3.1. L, F cismi iizerinde “ + " ve “[, ]” ikili igslemleri ile birlikte bir cebir olsun. Her

x,y,%z € Licin

Leibniz 6zdesligini sagliyorsa L ye sol Leibniz cebiri denir.

Tamim 3.2. R, F cismi tizerinde “+ 7 ve “[, |” ikili islemleri ile birlikte bir cebir olsun. Her

x,y,2z € Ricin

[z, [y, 2]] = [[z, 9], 2] — [z, 2], 9] (3.2)

Leibniz 6zdesligini sagliyorsa R ye sag Leibniz cebiri denir.

F' cismi lizerinde herhangi bir cebirin sag Leibniz cebiri olmasi sol Leibniz cebiri olmasini
gerektirmez. Benzer sekilde bir sol Leibniz cebiri olmasi da sag Leibniz cebiri olmasini gerektir-
memektedir. Yani, sag Leibniz cebirleri ile sol Leibniz cebirlerinin siniflandirilmalar1 farklidir

ve bu durum agagidaki ornekle gosterilmistir.

Ornek 3.3. L, I cismi iizerinde {z,y} bazina sahip bir cebir olsun. L cebiri iizerindeki carpim

[max] =Y, [l'ay] =Y

[y, 2] =0,[y,yl =0
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olarak tanimlansin. Her x,y € L icin

Hl’,y],l’] = [‘Ta [y,x]} - [y> [l‘,iL‘H
ly, x] = [2,0] — [y, 4]
0=0

elde edilir. Boylece Leibniz 6zdesligi (3.1) saglanir yani, L bir sol Leibniz cebiridir. Ancak bazi

x,y € Ligin

[:L", [va“ = H:L’,ﬁ],l‘] - [[I,ﬁ],l‘}
[I,y] - [y,x] - [y,l’]
y#0

oldugundan Leibniz 6zdesligi (3.2) saglanmaz. Dolayisiyla L bir sag Leibniz cebiri degildir.

Tamm 3.4. [, F' cismi iizerinde bir cebir olsun. L cebiri hem sol Leibniz cebiri hem de sag

Leibniz cebiri ise L ye simetrik Leibniz cebiri denir.

Uyan 3.5. Bundan sonra Leibniz cebiri ile sol Leibniz cebiri ifade edilecek ve sol Leibniz

cebirleri iizerinde calisilacaktir.

R, F cismi iizerinde bir sag Leibniz cebiri olsun. R cebiri tizerinde (z,y) = [y, x| olacak sekilde

(,): R xR — R c¢arpimi tanimlansin. O zaman her z,y, z € R i¢in

((z,9),2) = (ly, 2], 2) = [z, [y, 7]
= [[z,y, 2] = [[2, 2], 9]
= [(,2),2] = [(=,2),9]
= (z,(y,2)) = (y, (x,2))

olarak bulunur. Bdylece R sag Leibniz cebiri tanimlanan bu yeni carpim ile birlikte bir sol
Leibniz cebiridir. Benzer sekilde uygun bir carpim tanimlanarak sol Leibniz cebirinden bir sag

Leibniz cebiri de elde edilebilir.
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L, F' cismi iizerinde bir Lie cebiri olsun. O zaman anti-komiitatif 6zelligi kullanilarak Jacobi

0zdesligi (2.1) den

[z, 9], 2] = —[[y, 2], 7] = [[2, 2], 9]
= [z, [y, 2]] + [y, [2, 7]

= [$’ [?/, ZH - [yv [I’ ZH
Leibniz 6zdesligi (3.1) elde edilir. Yani, her Lie cebiri bir Leibniz cebiridir.

Diger taraftan L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve her x € L i¢in [z,2] = 0 olsun. O

zaman her z,y € L i¢in

0=[z+y,z+y]
= [z, 2] + [z,y] + [y, 2] + [y, Y]

a [I,y] g [%x]
dir. Buradan [z, y] = —[y, | elde edilir. Bu esitlik Leibniz 6zdesligi (3.1) de kullanilarak
0= Hxay]a 2] - [l’? [y,ZH + [y7 [1'72’]]

= =,y 2] + [ly, 2], =] = [[, 2], ]
= [lz,9], 2] + [y, 2], 2] + [, 2], ] (3.3)

Jacobi 6zdesligi (2.1) elde edilir. Yani, her # € L i¢in [x,z] = 0 kosulu ile birlikte L bir Lie

cebiridir.

Tamm 3.6. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her x,y € L i¢in [x,y] = 0 ise L ye

bir abelyen Leibniz cebiri denir.

L, F cismi iizerinde bir abelyen Leibniz cebiri olsun. O zaman her x € L i¢in [z,2] = 0
oldugundan L anti-komiitatiftir. Ayrica Leibniz 6zdesligi (3.1), [z, z] = 0 kosulu ile birlikte

Jacobi 6zdesligi (2.1) i saglar. Boylece her abelyen Leibniz cebiri bir Lie cebiridir.

Lemma 2.11. de oldugu gibi Leibniz cebirleri de birlesmeli cebirlerle iligkilendirilebilir. Ancak

bu iligkilendirme Lie cebirlerindekinden biraz daha karmagiktir.
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L, F cismi iizerinde bir birlesmeli cebir ve f? = f olacak sekilde f : L — L bir endomorfizm

olsun. L iizerindeki carpim [z, y] = f(z)y — yf(x) olmak iizere her z,y, z € L igin

[[2,9], 2] = [f()y — yf(2),2]
= [(f(@)y —yf(z))z — 2f(f(@)y — y[(2))
= (f*(2)f(y) = F) 2 (x))2 — 2(f*(2) f(y) — f(y) (@)
= [(@)f(y)z = f)f(2)z — 2f(@)f(y) + 2f(y) f(2),
[, 1y, 2]] = [z, f(y)z — 2 [ (y)]
= f(@)(f(W)z —2f(y) = (f(y)z — 2f () [ ()
= f@)f(y)z — f(@)zf(y) = fy)zf(@) + 2f(y) f(2),
[y, [z, 2]] = [y, f(2)2 — 2 f(2)]
= fW)(f(@)z = 2f(x) = (f(x)z = 2f(2)) f ()
= fW)f(@)z — f(y)zf(x) — f2)2f(y) + 2f(2)f(y)

esitlikleri elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

Hﬁay]’ Z] = [[E, [ya ZH - [yv [I’ ZH

Leibniz 6zdesligi (3.1) in saglandig1 goriiliir. Yani L, tanimlanan bu yeni ¢arpim ile birlikte bir
Leibniz cebiridir. Ayrica L cebirinin Lie cebiri olmasi icin gerek ve yeter kosul f = id (birim

fonksiyon) olmasidir.

Tamm 3.7. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve K, L nin bir alt uzay1 olsun. Her x,y € K

icin [z, y] € K ise K ya L nin bir Leibniz alt cebiri denir ve K < L ile gosterilir.

Tamm 3.8. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve I, L nin bir alt uzay1 olsun. Her z € [
ve y € Ligin I alt uzayi, [x,y] € I ise sol ideal, [y, x] € I ise sag ideal olarak adlandirilir ve
sirastyla [1, L) < L, [L, I]| < L ile gosterilir. I alt uzayi hem sol ideal hem de sag ideal ise L nin

bir ideali denir ve [ < L ile gosterilir.

Leibniz cebiri L bir [ idealine sahipse L /I boliim cebirinden bahsedilebilir. O zaman = € L i¢in

x4+ I = {x + a| a € I} koset olmak iizere tiim kosetlerin kiimesi L/I = {z + I| x € L} bir
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vektor uzayidir. Her z + I,y + I € L/I igin

[+ 1Ly+ 1] =[x,y + [z, |+ [L,y] + [I,1]

= [z,y] +1

seklinde tanimlanan carpim ile birlikte bir cebirdir ve boliim cebiri olarak adlandirilir. Ayrica

herx+I,y+1I,z+1¢€ L/Iigin

e+ Ly+1],z+ 1] =[x,y +1,z+ 1] =[z,y],z] + 1
4+ Ly+1,z+1]| =[x+ 1]y, 2z +1] =[xy, 2] +1
y+Ljx+1Lz+1]=y+1 [z, 2] +1] =y z,z]] +1

esitlikleri elde edilir. Burada gerekli islemler yapilirsa

Leibniz 6zdesligi (3.1) in saglandig1 goriiliir. Boylece L/ bir Leibniz cebiridir.

Tamm 3.9. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. L? = [L, L] = Span{|[x,y]| z,y € L}

carpim uzay1 L cebirinin bir Leibniz alt cebiridir ve tiiretilmis alt cebir olarak adlandirilir.

Tamm 3.10. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. Leib(L) = Span{[x,z|| = € L} alt

uzay1 L cebirinin bir idealidir ve bu ideal Leibniz ¢ekirdegi olarak adlandirilir.

Leibniz 6zdesligi (3.1) den her [z, ] € Leib(L) ve y € L i¢in

[z, z],9] = [z, [z,4]] — [z, [z,y]] = O 3.4)

dir. Ayrica

[z, 2] +y, [z, 2] + o] = [[z, 2], [2, 2]] + [z, 2], o] + [y, [, 2]] + [y, v]

= [y, [z, 2]] + [y, 9]

oldugundan [y, [z, z]] € Leib(L) elde edilir. Boylece Leib(L), L cebirinin bir idealidir. Ayrica
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x € L olmak iizere her « + Leib(L) € L/Leib(L) i¢in

[z 4+ Leib(L), x + Leib(L)] = [z, z] + Leib(L)
— 0+ Leib(L)
— Leib(L)

olarak bulunur. Dolayisiyla L/Leib(L) bir Lie cebiridir.

Uyan 3.11. Lie cebirlerinde oldugu gibi Leibniz cebirlerinde de iki idealin toplami1 ve kesisimi

idealdir. Ancak iki idealin ¢carpiminin ideal olmasi gerekmedigi asagidaki drnekle gosterilmistir.

Ornek 3.12. L, F cismi iizerinde {1, x9, w3, T4, x5} bazina sahip bir Leibniz cebiri olsun.
A= Fxy® Fxy ® Fasile B = Fx3 ® Fry ® Fxs, L nin alt uzaylar olmak iizere L cebiri

tizerinde

(21, %2] = @2, [21,%4] = 4, [0, %5] = w5, [22, 1] = —a2,

(o, k3] = x4, [T3,72] = x5, [T4,21] = 5, [25,21] = —25

ve diger durumlar sifir olacak sekilde bir carpim tanimlansin. A ile B, L cebirinin ideali olma-
larina ragmen [A, B] = Span{[z,y]| * € A,y € B} ¢arpim uzay1 L cebirinin bir ideali degildir.
1<i<bveaq;[; € Ficinx = 179 + oy + asxs, y = [fi1x3 + Poxry + B35 olacak sekilde
her z € A,y € B olmak iizere [z,y] € [A, B] ve

[z,y] = [oaxe + oz + g5, fras + Baxy + P32s)

= 04151304

olarak bulunur. Bu durumda [A, B] = Span{z,} ve i = 1,2,3,4,5 i¢in ; € F' olmak iizere

Z = 1%y + oy + a3Ts € L igin

[z, 9], 2] = [a1B14, 171 + V2T + Y3T3 + YaZa + V575 = a1 Siniws,

[z, [y, 2]] = [z + aoxy + asws, [Br2s + Bors + Bsxs, V171 + YoTo + V373 + YaTy + V5T5)]
= 179 + apxy + 35, f1721s + Bonis — Bsnias| = 0,

[y, [z, 2]] = [Brws + Bawa + B35, [0102 + aoxy + 3¥5, 71271 + V2T + Y373 + YaZy + V575)]

= [f123 + Bara + B35, —0q1T2 + Q17324 + oY1T5 — 31 T5] = —1 171 x5
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esitlikleri elde edilir. Burada yapilan islemler sonunda Leibniz 6zdesligi (3.1) saglanmasina

ragmen [[z,y], z| ¢ [A, B] oldugundan [A, B] ¢carpim uzay1 L cebirinin bir ideali degildir.

Tamim 3.13. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. [L, L] # Leib(L) ve L nin tim

idealleri sadece {0}, Leib(L) ve kendisi ise L ye basit Leibniz cebiri denir.
Tamm 3.14. L, ile L,, F' cismi iizerinde iki Leibniz cebiri olsun.

gOZLl—)LQ

[z, y] = o[z, y]) = [p(z), p(y)]

kosulunu saglayan lineer doniisiime Leibniz homomorfizmi denir. ¢ doniisiimii hem birebir hem

de orten ise Leibniz izomorfizmi olarak adlandirilir ve L = L ile gosterilir.

Lemma 3.15. L, ile Lo, F' cismi lizerinde iki Leibniz cebiri ve ¢ : L; — Lo bir Leibniz

homomorfizmi olsun. O zaman

(i) Kery, L; in bir idealidir.
(i) Im¢, Lo nin bir Leibniz alt cebiridir.

Ispat (i) Leibniz homomorfizminin cekirdegi Kerp = {z € L;| p(z) = 0} olmak iizere her
x € Kerp ve y € Ly igin

veE

o[y, 7)) = [e(), p(z)] =0

oldugundan [z, y], [y, 2] € Kery elde edilir. Boylece Keryp, L; Leibniz cebirinin bir idealidir.
(ii) Leibniz homomorfizminin goriintii kiimesi Imp = {¢(x)| © € Ly} olarak tamimlanir. O
zaman z,y € Imy igin p(z1) = = ve ¢(y;) = y olacak sekilde z1,y; € L; vardir. ¢, Leibniz

homomorfizmi oldugundan

o([r1,11]) = [o(@1), (y1)]

= [z,y]
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bulunur. Boylece [z, y] € Imgp elde edilir. Dolayisiyla Im¢, Ly Leibniz cebirinin bir Leibniz alt

cebiridir. m

Tanim 3.16. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve S, L nin bir Leibniz alt cebiri olsun. S

nin L icerisindeki sol merkezleyeni

CL(S) = {x € L| her s € S icin [z, s] = 0}
alt uzay1 ve S nin L icerisindeki sag merkezleyeni

C7(S)={x € L| her s € Si¢in s, x] = 0}

alt uzay1 olarak tammlanir. Cp(S) = CL(S) N C%(S) alt uzayma ise S nin L igerisindeki

merkezleyeni denir.

Tanmm 3.17. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun.

C'(L) ={z € L| hery € Ligin [z,y] = 0}
alt uzay1 sol merkez ve

C"(L) ={x € Llhery € Ligin [y,z] = 0}

alt uzay1 sag merkez olarak tamimlanir. C(L) = C'(L) N C"(L) alt uzayna ise L nin merkezi

denir.

Leibniz cebirinin merkezi C'(L), bir abelyen Leibniz cebiridir. Ayrica sol merkez ideal olmasina

ragmen sag merkezin ideal olmasi gerekmedigi asagidaki ornekle gosterilmistir.

Ornek 3.18. L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her 2 € C*(L) ve y, z € L igin

[[x,y], Z] = [x> [y>ZH - [y, [:L‘,ZH =0

veE

[y, 2], 2] = [y, [z, 2]] = [z, [y, 2]] = O
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oldugundan [z, y|, [y, z] € C'(L) olarak bulunur. Bylece sol merkez C*(L), L nin bir idealidir.
Diger taraftan x € C"(L) ve y, z € L igin

[z, [, yll = [lz, 2]yl + [, [2,9]] # 0

elde edilir. Buradan [z, y] ¢ C"(L) oldugundan sag merkez L nin bir ideali degildir. Ancak sag
merkez C" (L), L nin Leibniz alt cebiridir. Ayrica bu 6rnekten Leib(L), sol merkezin Leibniz alt

cebiri oldugu goriilmektedir. Boylece Leibniz cebiri L/C'(L) bir Lie cebiridir.

Lemma 3.19. L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. L nin merkezi C'(L), L nin bir ideali

ve L/C(L) bir Lie cebiridir.

Tamm 3.20. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve V', L nin bir alt uzayi olsun. V nin L

icerisindeki sol normalleyeni

NL(V) ={xz € L| herv € V i¢in [z,v] € V'}
alt uzay1 ve sag normalleyeni

Ni(V)={x € Ll herv € Vigin [v,z] € V}

alt uzay1 olarak tammlanir. N7(V) = NL(V) N N7 (V) alt uzayna ise V nin L igerisindeki

normalleyeni denir.

Leibniz cebiri L nin sol normalleyeninin Leibniz alt cebiri oldugu ancak sag normalleyenin
Leibniz alt cebiri olmasi1 gerekmedigi asagidaki 6rnekle gosterilmistir.

Ornek 3.21. L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve V, L nin bir alt uzay1 olsun. Her z,y €

NL (V) ve 2z € Ligin

Hmay]a Z] = [.1', [ya Z]] - [ya [ma ZH

oldugundan [z,y] € N% (V) elde edilir. Bdylece L nin sol normalleyeni bir Leibniz alt cebiridir.
Ancak her z,y € N7 (V) ve z € Ligin [z,y] ¢ NJ (V) oldugundan sag normalleyeni bir Leibniz
alt cebiri degildir.

Lemma 3.22. L, F' cismi lizerinde bir Leibniz cebiri ve V', L nin bir alt uzay1 olsun. L cebirinin

normalleyeni N, (1) bir Leibniz alt cebiridir.
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Tanmim 3.23. L, F' cismi lizerinde bir Leibniz cebiri ve z € L olsun. L cebiri iizerinde her y € L
icin L,(y) = [z,y] seklinde tanimlanan L, : L — L doniisiimiine sol ¢arpim operatorii denir.
Benzer sekilde her y € L i¢in R,(y) = [y, z| olarak tamimlanan R, : L. — L doniigiimiine sag

carpim operatorii denir.

Sol ¢arpim operatérlerinin vektor uzayr A(L) = {L,| x € L} komiitatér carpimu ile birlikte bir

Lie cebiridir.

Tamm 3.24. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve M bir vektor uzayr olsun. M vektor
uzayl, [, |: LxM — Mve [, ]: M x L — M olacak sekilde iki bilineer doniisiim ile birlikte
her z,y € L ve m € M igin

@ [z, [y, ml]] = [[z,y], m] + [y, [z, m]]

(D) [z, [m,yl] = [[z,m],y] + [m, [z,y]]

(iii) [m, [z, y]] = [[m, z],y] + [z, [m, y]

kosullarin1 saghyorsa M ye bir L-modiil denir.

M vektor uzaymin tim endomorfizmlerinin birlesmeli cebiri gl(M) ile gosterilsin. M bir
L-modiil ise A\, : m +— [x,m] ve p, : m — [m,x] doniisiimleri de M nin endomorfizmidir.

Ayrica L den gl(M) ye X : x — A\, ve p : © — p, seklinde tanimlanan doniigiimler lineerdir.

Tamm 3.25. L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve M bir vektor uzay: olsun. A\(x) = A,
ve p(x) = p, olmak tizere A : L — gl(M) ve p : L — gl(M) seklinde tanimlanan iki lineer

doniistim her z,y € L icin

(1) pypzr = Pley] — APy
(i) pyAs = Aepy = Play)
(i) Ay = Aady — Ay A

kosullarini sagliyorsa (p, ) ikilisine M vektdr uzayi tizerinde L nin bir temsili denir.

(p, A) ikilisine L-modiil M nin bir birlesmeli temsili denir ve ¢ekirdegi Ker(p, A) = KerpNKerA

olarak ifade edilir.
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L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve (p, A) ikilisi L nin bir temsili olsun. Her x € L ve

m € M i¢in
[m, z] = pz(m) ve [z, m] = As(m)

olmak iizere M, [, |: M x L — M ve |, |: L x M — M seklinde tanimlanan ¢arpimlar ile
birlikte bir L-modiildiir.

Diger taraftan M bir L-modiil olsun. Her x € L ve m € M i¢in
pe(m) = [m, x] ve A\y(m) = [z, m]

seklinde tamimlanan (p, \) ikilisi L nin bir temsilidir. Bdylece Lie cebirlerinde oldugu gibi

Leibniz cebirlerinde de temsil ile modiil arasinda birebir bir bagint1 oldugu goriiliir.

Tanmm 3.26. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve M bir L-modiil olsun. N, M nin bir alt

uzay1 olmak fizere hern € N ve x € L i¢in [z, n], [n, x] € N ise N ye bir L-alt modiil denir.

Tanmm 3.27. L, F’ cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve M bir L-modiil olsun. M nin tim L-alt

modiilleri sadece {0} ve kendisi ise M ye bir indirgenmez L-modiil denir.

Lemma 3.28. M, Leibniz cebiri L nin bir indirgenmez modiilii ve (p, A) bir birlesmeli temsili

olsun. O zaman L/Ker(p, \) bir Lie cebiridir ve her = € L i¢in A\, = 0 veya A\, = —p, dir.

L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. L' = L ve k > 1 tamsayst igin LFt = [L, L¥|

olmak tuizere L nin ideallerinin
L=L'D2I[*D>...DLFD>LF' D ..

bir azalan serisi elde edilir. Bu seriye L nin alt merkezi serisi denir.

Tanim 3.29. L, F' cismi lizerinde bir Leibniz cebiri olsun. n > 0 tamsayist i¢in L™ = 0 ise L
ye nilpotent Leibniz cebiri denir. L™ # 0 ve L™ = ( olacak sekilde m > 0 tamsayis1 varsa m

ye L nin nilpotentlik sinifi denir.

Tamm 3.30. L, F' cismi lizerinde sonlu boyutlu bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L nin bir

maksimal nilpotent ideali vardir. Bu ideale L nin nilradikali denir ve nil(L) ile gosterilir.
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L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. L® = L ve k > 0 tamsayisi i¢in L+ —

[L®) | L] olmak tizere L nin ideallerinin

L=LO>rMW>r®>  >r®W>opkD 5

bir azalan serisi elde edilir. Bu seriye L nin tiiretilmis serisi denir.

Tamm 3.31. L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. n > 0 tamsayisi i¢in L™ = 0 ise L

ye ¢oziilebilir Leibniz cebiri denir.

Tamm 3.32. L, F' cismi iizerinde sonlu boyutlu bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L nin bir

maksimal ¢ziilebilir ideali vardir. Bu ideale L nin radikali denir ve rad(L) ile gosterilir.

Teorem 3.33. [11] L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her ¢, j pozitif tamsayisi icin
[Li, L7] C L dir. O zaman her k > 2 tamsays1 icin L) C L2"™" bulunur. Dolayisiyla her

nilpotent Leibniz cebiri ¢oziilebilirdir.

Sonug¢ 3.34. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. L nin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul tiiretilmis alt cebiri L? nin nilpotent olmasidir.

Tanmm 3.35. L, I cismi lizerinde bir Leibniz cebiri olsun. L nin maksimal ¢oziilebilir ideali

Leib(L) ise L ye yari-basit Leibniz cebiri denir.

Lie cebirlerindeki Lie Teoremi’nin Leibniz cebirleri icin benzeri asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem 3.36. (Lie Teoremi, [8]) L, F' cismi iizerinde bir ¢oziilebilir Leibniz cebiri ve M bir

indirgenmez L-modiil olsun. O zaman M nin boyutu 1 dir.

Ispat Leibniz cebiri L ¢oziilebilir oldugundan Lie cebiri A(L) de ¢bziilebilirdir. Lie cebirleri
icin Lie Teoremi’nden m, A(L)-invaryant olacak sekilde 0 # m € M vardir. M indirgenmez
L-modiil oldugundan Lemma 3.28. den her x € L i¢in [m,z| = 0 veya [x,m] = —[m, z] dir.
Her iki durumda da [z, m], [m,x] € Span{m} olup Span{m} bir L-alt modiildiir. Fakat M/

indirgenmez L-modiil kabuliinden Span{m} = M olarak bulunur yani, A/ nin boyutu 1 dir. m

Asagidaki teoremde Lie cebirlerindeki Levi Teoremi’nin benzeri Leibniz cebirleri i¢in veril-

mistir.
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Teorem 3.37. (Levi Teoremi, [S]) L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve L nin ¢oziilebilir
radikali rad(L) = R olsun. O zaman L nin L = S + R olacak sekilde yari-basit Lie cebiri olan

bir S Leibniz alt cebiri vardir.

Lie cebirlerindeki Cartan Kriteri’nin benzeri Leibniz cebirleri i¢in asagidaki teoremle veril-

mistir.

Teorem 3.38. (Cartan Kriteri, [8]) L, F' cismi lizerinde bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L
nin ¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her x € [L, L] = L? ve y € L igin tr(L,L,) = 0

olmasidir.

Teorem 3.39. (Engel Teoremi, [4]) L, F' cismi iizerinde bir sonlu boyutlu Leibniz cebiri ve
(p, A), her x € L igin p, nilpotent olacak sekilde sifirdan farkli M vektor uzay1 iizerinde L nin
bir birlesmeli temsili olsun. O zaman her = € L i¢in A, nilpotent ve A\,(m) = p,(m) = 0 olacak

sekilde 0 # m € M mevcuttur.

Tamm 3.40. L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. Her x,y € L i¢in

k:LxL—=F

(x,y) — k(z,y) = tr(adzady)

seklinde tanimlanan doniisiime Killing form denir ve L iizerinde invaryant simetrik bilineer

formdur.

24



4. SONLU BOYUTLU LEIBNiZ CEBIRLERI

Bu boliimde ilk olarak sonlu boyutlu Leibniz cebirleri tanimlanmastir. L.A. Kurdachenko [16] ile
I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger’in [8] bir boyutlu ve iki boyutlu Leibniz cebirleri iizerine
yapmis olduklar1 caligmalar incelenmistir. Daha sonra ii¢ boyutlu Lie olma- yan Leibniz cebirleri
tizerine I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger’in [8] makalesi baz alinarak ii¢ boyutlu Lie olmayan

Leibniz cebirleri iizerine elde edilen ana sonug verilmistir.

Leibniz cebiri L bir vektor uzayr oldugundan L cebirinin boyutundan bahsedilebilir. Dolay1-
styla L vektor uzayi olarak sonlu boyutlu ise sonlu boyutlu Leibniz cebiri aksi takdirde sonsuz

boyutlu Leibniz cebiri denir. Leibniz cebiri L nin boyutu boyL ile gosterilir.

L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve x € L olsun. z' = z ve k pozitif tamsayis1 i¢in
xF*tl = [z, 2] olacak sekilde 2% € L tanimlanir. Benzer olarak L' = L ve k > 1 tamsayis1 igin
L¥Y = [L, L¥] ile L* tammlanir. L? = 0 ise L ye abelyen Leibniz cebiri denir. Ayrica Leibniz

0zdesligi (3.1) ve (3.4) ifadesinden her £ > 1 tamsayis1 i¢in L, = 0 dir.

Tammm 4.1. L, F' cismi {izerinde bir tek = elemam tarafindan iiretilen n-boyutlu Leibniz cebiri
olsun. O zaman L = Span{x,2? ... 2"} ve bazi aj, s, ...,q, € F igin [z,2"] = oz +

apx? + ... + a,x" dir. Leibniz 6zdesligi (3.1) ve (3.4) esitli§inden

0= [z, 2", «]]
= [[z,2"], 2] + [2", [z, 2]]
= [ + ar® + ... + az”, 7]
= o[z, 7] + ala®, 2] + ...+ ay [z, 2]

= oz, 7]

olarak bulunur. Buradan a; = 0 ve L? = Span{z?, ..., 2"} = Leib(L) elde edilir. Bu Leibniz

cebirine n-boyutlu devirli Leibniz cebiri denir.

Onerme 4.2. [12] L, nilpotentlik siifi n olan Leibniz cebiri ve boyL? = n — 1 olsun. O zaman

L, bir tek x eleman tarafindan iiretilen devirli Leibniz cebiridir.
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4.1. Bir ve iki Boyutlu Leibniz Cebirleri

Bu kisimda [8, 9, 16] kaynaklarindan yararlanilarak bir boyutlu Leibniz cebirleri ve iki boyutlu

Lie olmayan Leibniz cebirleri incelenmis ve bu cebirler tizerine elde edilmis sonuclar verilmistir.
Lemma 4.3. [9] L, F' cismi iizerinde bir Leibniz cebiri ve boyL = 1 olsun. O zaman L abelyen

Lie cebiridir.

Ispat L, F cismi iizerinde 1-boyutlu Leibniz cebiri oldugundan L = Span{z} ve a € F igin

[z, x] = ar dir. Bu durumda (3.4) ifadesinden yararlanilarak
0 = [[z,7],2] = [ax, 2] = a[r, 7] = o’z

elde edilir. Dolayisiyla & = 0 yani, [z, 2] = 0 oldugundan L abelyen Lie cebiridir. m

Lemma 4.3. iin sonucu olarak Lie olmayan Leibniz cebiri L i¢in Leib(L) # 0 ve Leib(L) # L

oldugundan 1-boyutlu Lie olmayan Leibniz cebiri mevcut degildir.

Lemma 4.4. [16] L, F' cismi iizerinde Lie olmayan Leibniz cebiri ve boy L = 2 olsun. O zaman

Leibniz cebiri L ye izomorf olmayan bir Leibniz cebiri mevcuttur.

Ispat L, F' cismi iizerinde Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 2 olsun. Bu durumda
Leib(L) # 0 ve abelyen oldugundan Leib(L) # L dir. Dolayisiyla y = [z, 2] # 0 olacak sekilde
en az bir z € L vardwr. Boylece [y, z] = [[x, x|, 2] = 0 ve Leib(L), L nin ideali oldugundan her

0 # B € Figin [z,y] = By dir. z = 37z alinirsa

(@, 2] = [z, 2] = B [z, 2] = 871y,

[z, 2] = [87 @, 2] = B [z, 2] = 871y,

Y, 2] = [z, 2], 2] = [z, [, 2]] = [, [, 2] = O,
[2,9) = [z [w, 2] = [z, 2], 2] = [[z, 2], 2] = 0,
[2,2] = [87"%, B a] = B[z, 2] = B~y

olarak bulunur. t = 52y alirsa

[2,1] = [B7'2, 8%y = B %z, y] = By =1,
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[t,2] = [B7%y, B '] = B°[y, 2] =0,
t,t] = [87%y,87%y] = B[y, y] =0

elde edilir. Boylece {z,t}, L nin bir baz1 olur. Sonug olarak birbirine izomorf olmayan

[.T,.CL’] =Y [xvy] = ﬁya [yux] =0
carpmmlariile L, = Fo ® Fy ve z = 712, t = 372y olmak lizere
[z,2] =t, [z, t] =t,[t,2] =0

carpimlart ile Ly = F'z & F't Leibniz cebirleri bulunur. =

Teorem 4.5. [8] L, F' cismi iizerinde bir Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 2 olsun. O
zaman L, [z,2?] = 0 (L nilpotent) veya [z, 2?] = 22 (L ¢oziilebilir) olacak sekilde = elemani

tarafindan uiretilen bir devirli Leibniz cebirine izomorftur.

Ispat L, F cismi iizerinde 2-boyutlu Lie olmayan Leibniz cebiri ise 0 zaman Leib(L) # 0 dur.
Dolayisiyla x* = [z, x] # 0 olacak sekilde 0 # z € L vardir. Boylece Leib(L) = Span{z?}
dir. Ayrica Leib(L) abelyen oldugundan [2%,2?] = 0 ve bazi a € F igin [z,2?] = az? dir.
Bunun sonucunda L = Span{z, 2%} elde edilir ve a = 0 veya a # (0 olmak iizere iki durum soz

konusudur:

1. Durum « = 0 ise [z, 2%] = 0 elde edilir. Buradan L, z tarafindan iiretilen bir nilpotent devirli

Leibniz cebiri olarak bulunur.

2. Durum « # 0 ise x yerine éx alinarak

elde edilir. Bu durumda L, x tarafindan iiretilen bir ¢oziilebilir devirli Leibniz cebiridir. m

Teorem 4.6. [8] L, F' cismi iizerinde bir Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL, < 4 olsun. O

zaman L ¢oziilebilirdir.

Ispat L, F cismi iizerinde Lie olmayan Leibniz cebiri oldugundan Leib(L) # 0 dir. Boylece
boy(Leib(L)) > 1 ve boy(L/Leib(L)) < 3 diir. Bu durumda L/Leib(L) ya ¢oziilebilirdir
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ya da basittir. L/Leib(L) ¢oziilebilir ise Leib(L) abelyen ideal oldugundan L ¢oziilebilirdir.
L /Leib(L) basit Lie cebiri ise boy(L/Leib(L)) = 3 ve sl(2, C) ye izomorftur. m

4.2. Uc Boyutlu Leibniz Cebirleri

Boyutu ii¢ ve iicten biiyiik olan Leibniz cebirlerinin yapisi, bir boyutlu ve iki boyutlu Leibniz
cebirlerinin yapisina gore daha karmasiktir. Bu kisimda I. Demir, K.C. Misra ve E. Stitzinger
tarafindan ii¢ boyutlu Leibniz cebirleri iizerine yapilmis olan ¢alisma [8] incelenmistir ve bu

inceleme sonucunda bu makalede asagidaki iki dnemli sonug elde edilmistir.
Teorem 4.7. [8] L, F' cismi iizerinde bir Lie olmayan nilpotent Leibniz cebiri ve boyL = 3
olsun. Bu durumda

(M) [z,2] =y, [z,y] = 2,

Q2) [z,z] = =,

G) [z, 9]l = 2 [y, 2] = 2,

@) [z,y] = 2, [y, 2] = =2, [y, 4] = 2,

S [z,y] =2, [y, 2] = az, a € C\ {1,—1}
seklinde verilen sifir olmayan ¢arpimlarla birlikte L, {x,y, z} bazina sahip bir Leibniz cebirine
izomorftur.
Teorem 4.8. [8] L, F' cismi iizerinde bir Lie ve nilpotent olmayan ¢oziilebilir Leibniz cebiri ve
boyL = 3 olsun. Bu durumda

(1) [z,2] = =z,

) [z,2] = az,a € C\ {0}, [2,4] = v, [y, 2] = =y,

G 2yl = v, ly, 2] = =y, [2,2] =,

@) [z,z] =2z, [y,y] =z, [2,y] =y, [y, 2] = =y, [2, 2] = x,

S [z,y] =y, [z,2] = ax, a € C\ {0},
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©6) [z,z] =2 +y,[2,9] = v,

(N [zl =y 2yl =y, 22 =2

seklinde verilen sifir olmayan ¢arpimlarla birlikte L, {x,y, z} bazina sahip bir Leibniz cebirine

izomorftur.

Asagidaki teoremle bu tezin ii¢ boyutlu Lie olmayan Leibniz cebirleri iizerine N. Mansuroglu ve

M. Ozkaya tarafindan elde edilmis olan ana sonucu verilmistir.

Teorem 4.9. [19] L, F' cismi iizerinde bir Lie olmayan Leibniz cebiri ve boyL = 3 olsun. O

zaman L ye izomorf olan en az bir Leibniz cebiri vardir.

Ispat L nin F cismi iizerinde Lie olmayan bir Leibniz cebiri ve boyL, = 3 oldugunu kabul
edelim. O zaman Leib(L) # 0 ve abelyen oldugundan Leib(L) # L dir. Bu durumda = €
Leib(L) ise [x,z] = 0 dir. x ¢ Leib(L) ise y = [z, z] # 0 olacak sekilde en az bir x € L vardur.
Boylece y € L igin Leib(L), L nin ideali oldugundan [z, y] € Leib(L) elde edilir. Yani, 5 € F'

i¢in [z, y] = Py dir. O halde L den alinacak keyfi z elemani i¢in iki durum s6z konusudur:

1. Durum: z € Leib(L) ise [z,2] = 0 ve u ¢ Leib(L) igin 0 # [u,u] = z dir. Boylece iki
durum daha ortaya cikar.

(i) u = z ise 0 zaman z = [z, z] = y dir. Bu durumda

[z, y] = [z,2] = By,
ly,z] = [z,2] =0,
[z,2] =0

sonuglarina ulagilir. Bu ise L nin iki boyutlu Leibniz cebiri olmasi demektir ki bu da kabuliimiizle
celigir.
(ii) v # z ise yani, z # yise o zaman L = Fu & Fy @ Fz & Fu dur. Boylece L dort boyutlu

Leibniz cebiri olarak bulunur ve yine kabul ile celigkiye diisiiliir.

2. Durum: z ¢ Leib(L) ise L = Fx @ Fy @ Fz dir. Boylece [y, z] = [[z, z], 2] = 0 elde edilir.
Leib(L), L nin ideali oldugundan bazt o,y € F i¢in [z, 2] = ay ve [z,y] = 7y olacak sekilde
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2, 2], [2,y] € Leib(L) mevcuttur. Ayrica

[z, 2] = a1 + oy + asz,

Brx + Bay + B3z

[2, 2]
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dir. L den v = S~ 'z olacak sekilde yeni bir eleman alinirsa

i
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elde edilir. Son olarak L den w = 37!z olacak sekilde yeni bir eleman alinirsa

[z, w] = [2,87"2] = 7z, 2] = B (arx + gy + a32)
= q1U + Q¥ + azw,

(w, 2] = [87 2, 2] = 87z, 2] = 87 (Brx + Boy + P2)
= Siu+ [av + [aw,

ly,w] = [y, 87'2] = B[y, 2] = 0,

[w,y] = [87"2,9] = 7' [2,y] = By =,

[2,w] = [z, 872 = 872, 2] = B ay = aw,

[w,z] = [8712,2] = 872, 2] = B ay = aw,

[, w] = [u, 87'2] = 7 u, 2] = B (uu + T agy + 7 ay2)
= 87 au + agv + azw),

[w,u] = [87'2,u] = 7 [2,u] = 87 (Bru + 7 oy + 67" B32)
= 7 (Bru+ Bov + Bsw),

[v,w] = [871y, 8712] = %[y, 2] = 0,

[w,v] = [8712,87y] = B72[z,y] = B2y = B,

[w,w] = [872,87'2] = B[z, 2] = B Pay = B aw

sonuglarina ulagilir. L den segtigimiz elemanlar ile olusan {u, v, w} kiimesi L nin bir bazidir.

Boylece birbirine izomorf olan

carpimlari ile L, = Fo @ Fy @ Fz Leibniz cebiri ve u = Sz, v = 7'y, w = 712 olmak

uzere

-1

[u,u] = B~ v, [v,0] =0, (w,w] =~ awv,
[u,v] = v, [w,v] = By, [u,w] = B a1u + av + azw),
[v,u] =0, [v, w] =0, (w, u] = B7H(Bru+ Pov + Paw)

carpimlart ile de Ly, = F'u & Fv & Fw Leibniz cebiri elde edilir. Boylece ispat tamamlanir. =
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5. YAPI SABITLERI

Bu boliimde ilk olarak sonlu boyutlu bir cebir icin yapr sabitleri kavrami tanimlanmis ve Lie
cebirleri i¢in yapi1 sabitlerinin saglamasi1 gereken kosullar incelenerek verilmistir. Literatiirde
Leibniz cebirlerinin yap1 sabitleri {izerine az sayida ¢alisma mevcut olup yapilmis olan bazi
calismalar bu tezde incelenmigstir. Ayrica Leibniz cebirlerinin ve Leibniz cekirdeginin yapi

sabitlerinin saglamasi gereken kosullar incelenmis ve elde edilen sonuglar verilmistir.

Tamm 5.1. A, F cismi iizerinde {z1, xo, . . ., 2, } bazina sahip bir cebir olsun.

Zc 2k, 1<i,jk<n,ceF (5.1)

71]

olacak sekilde x;z; carpimi, A cebirinin ¢arpim tablosunu belirler. Her x,y € 4,1 <i,5 <n

olmak iizere oy, 3; € Fliginz = Y 1" | aya; vey = > 7| Bz seklinde yazilabildiginden

Ty = (Z L) Zﬁ]ac] Z alﬁ]cka

i=1 Jj=1 1,5,k=1

olarak bulunur. Bdylece n® tane c - sabitlerinin belirlenmesiyle A cebirinin carpim tablosu

belirlenir ve bu sabitlere yapi sabitleri denir.

Yapi sabitleri A cebirinin baz se¢imine bagli oldugundan farkli bazlara gore farkli yapi sabitleri
elde edilir. Leibniz cebirlerinin yap1 sabitlerinin belirlenmesinde kullanilmak iizere asagidaki iki

lemma ile Lie cebirlerinin yap: sabitlerinin saglamasi gereken kosullar verilmistir.

Lemma 5.2. [10] L, F’ cismi tizerinde {x1, xo, . . ., x,, } bazina sahip bir cebir olsun. L cebirinin

Lie cebir kosullar1 (L) ile (Ls) yi gergeklemesi i¢in gerek ve yeter kosul

(ll) Tilj = —T;jTy,
(i) (wizj)zr + (xjoR) 2 + (2px;)z; =0

olmasidir.

Lemma 5.3. [10] L, F cismi iizerinde {x1, 2o, ..., z,} bazina sahip bir cebir ve bu baza gore

yap1 sabitleri 1 < 4,75, k,[,m < nigin cfj olsun. O zaman L cebirinin Lie cebiri olmasi i¢in
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gerek ve yeter kosul

n
(iii) Y (chicir + et + chact) = 0

olmasidir.
S.1. Leibniz Cebirlerinin Yapi Sabitleri

Bu kisimda ilk olarak bir cebirin yap: sabitlerinin Leibniz 6zdesligi (3.1) 1 gerceklemesi igin
literatiirde yapilmig olan ¢aligmalar incelenmistir ve asagidaki lemma ile saglamasi gereken

kosul verilmistir.

Lemma 5.4. [22] L, F cismi iizerinde {x1, s, ..., z,} bazina sahip bir cebir ve bu baza gore

yap1 sabitleri 1 < 4,5,k < n icin ¢, olsun. O zaman L cebirinin Leibniz 6zdesligi (3.1) i

J
saglamasi i¢in gerek ve yeter kosul

n

Z Zj mk Zcpcfp+zckcl_0 (52)

olmasidir.

Ispat L, F cismi iizerinde bir Leibniz cebiri olsun. O zaman L cebiri Leibniz 6zdesligi (3.1) i

saglar. Yani
[z, 23], wx] = [, [, 20]] + [25, [T0, 28] = 0

dir. Bu durumda (5.1) esitligi kullanilarak gerekli hesaplamalar yapilarak

0 = [[2s, 7], vk — [, [%‘:mk]] + [24, (T3, 21]]
n n
=D cham o] - [, ZC” )+ 25, ]
m=1 =1
n
— €73 [T, Ty Z T, Tp] + Z cirlzi, @i
=1 p=1 =1



n n n n n n

_ m s S ! s

= E ci; E STy — g & E CipTs + E Cik E Ciis
m=1 s=1 = s=1 = s=1

n n

= Z chmk% — Z c pls T Z clkc]lxs
m,s=1 p,s=1 l,s=1
n n n n

_ m s s I s

= § (E Cij Conke — E i + § CikCi1)Ts
s=1 m=1 p=1 =1

sonucuna ulasilir. Burada her 1 < s < n icin x; ler lineer bagimsiz oldugundan

n n n
m s S I s _
E CijCmk — E c?kcip + E CinCi =0
m=1 p=1 =1

elde edilir.

Diger taraftan

n n n

m s s l o

Cij Conk — E iy + E CCo
p=1 =1

m=1

olsun. O zaman Leibniz 6zdesligi (3.1) in saglandigim gostermek i¢in ispatin gereklilik kisminda

yapilan islemlerin tersten yapilmasi yeterlidir. m

Leibniz cebirleri, Lie cebirlerinin anti-komiitatif olmayan genellestirilmesi oldugundan yapi
sabitleri benzer ozellikler gosterebilir. Ancak herhangi bir Lie olmayan Leibniz cebiri ile Lie

cebirinin yapi sabitleri birbirinden farklidir.

Asagidaki lemma ile N. Mansuroglu ve M. Ozkaya tarafindan Lie olmayan Leibniz cebirlerinin

yapi sabitleri iizerine elde edilmis sonug verilmistir.

Lemma 5.5. [20] L, F cismi iizerinde {x;, o, ..., x,} bazina sahip bir Lie olmayan Leibniz

cebiri olsun. O zaman L nin yapi sabitleri

(i) baz1 1 < < nlerigin c}} # 0,
(i) baz1 1 <,j < nlerigin ¢} + cJ; £ 0,

(i) her 1 <i,7,k,s <nigin) " _ ¢l Zp 102’ o+ D cy ¢ =0

kosullari saglar.
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ispat (1) L, Lie olmayan Leibniz cebiri ise bazi 1 < 7 < n i¢in

# |2, x4 E c“ T

olarak bulunur. 1 < m < n igin x,, ler lineer bagimsiz oldugundan ¢} # 0 elde edilir.

(ii) L, Lie olmayan Leibniz cebiri ise baz1 1 < i,j < n i¢in [z;, x;] # —[z;, z;] oldugundan

[z, xj] + [z}, z;] # 0 dir. Boylece

n
m
0 # [z, x5 + [zj, z] = g cjxm—l— g CiTm
m=1

n
= (cij +c5i)mm,

m=1

olarak bulunur. 1 < m < n igin z,, ler lineer bagimsiz oldufundan ¢j} + cj} # 0 elde edilir.
(i11) Lemma 5.4. den ispat acikca goriilmektedir. m

Bu kisimda son olarak herhangi bir Lie olmayan Leibniz cebirinin Leibniz c¢ekirde8inin yapi

sabitleri incelenmistir.

L, F cismi iizerinde {x1, s, ...,x,} bazina sahip bir Lie olmayan Leibniz cebiri olsun. L nin
Leibniz ¢ekirdegi Leib(L) = Span{[z,z]| z € L} ve 1 < i < nigin o, € F olmak iizere
r =Y ., a;z; seklinde ifade edilebildiginden

x] = [Z oy, Z ;)

n

= i a? [l’,’, ZL’Z] + Z Qg [xiv xj]

J=1(i#7)
n
= g ez, + E QO C Ty,

olarak bulunur. Ayrica L, Lie olmayan Leibniz cebiri oldugundan 0 # [z, z] € Leib(L) olacak

sekilde en az bir x € L vardir. Boylece

n
Qzc T, + QG C Ty

m,i=1 mij=1(i#)

dir. Dolaysiyla ¢} # 0 veya ¢} # 0 elde edilir.
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Ornek 5.6. L, F cismi iizerinde {1, x5, x3, ¥4} bazina sahip bir cebir olsun. L cebiri iizerindeki

garpim

[371,1'1] = T, [371,952] = —Z2 — T3, [$1,$C3] = T9 + T3,

[1’1, 134] = 0, [1’2, Il] = 0, [134,.7)1] = T2 + T3

ve diger durumlar sifir olarak tanimlansin. O zaman 0 # [z, 2] = y € Leib(L) olacak sekilde en

az bir z € L vardir. Bu durumda

4 4
y=[z,2] = [Z Ty, Zaﬂz‘]
i=1 i=1
= [alxl + Qoo + i3T5 + QyTy, 01T + Qoo + i3T5 + 064564]
= @121, q 2] + (0121, Qo] + (021, s3] + (00X, Qa)
+ [y, ] + [ame, o] + [aaxs, azzs] + [anTa, ayry]
+ oz, oqxy] + [T, aoxo] + [T, aszs] + [T, s

[y, 1] + [0y, Qoa] + (s, asxs] + (s, aaxy]

+

= a%[xla 21] + arag[my, To] + aras|r, 3] + aroaulxy, 4]
+ oy 19, 11] + a2[To, Ta] + aoas[Ty, T3] + aaoy[Te, T4
+ aoan[T3, 71] + azan[Ts, To] + ailrs, T3] + azaylTs, T4
+ g 14, 11] + aga|ry, T0] + agasfry, 23] + [Ty, 14
= alry + ara(—x9 — 23) + aras(wg + T3) + g0 (Tg + 23)

2
(o] — s + aras + aqon)xe + (—onae + aras + agoq)xs

olarak bulunur. Sonug olarak Leib(L) = Fxy & Fxs ve boy(Leib(L)) = 2 elde edilir.

Leibniz ¢ekirdegi Leib(L) nin yapi sabitlerini belirlemek i¢in v = fy21 + Soxe + 33 + fay
Ve v = YTy + Va2 + Y33 + ax4 olacak sekilde y; = [u, u],y2 = [v,v] € Leib(L) alinsin. O

zaman

[ylyyl] = Huvu]v [uvu“ =0,

[yby?} = Hu> u]v [U7UH =0,
[yZ; yl] = [[U7U]’ [u’ UH =0,
[y27 y2] - [[U7U]7 [Ua UH =0
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elde edilir. Boylece Leib(L) nin tiim yapr sabitlerinin sifir oldugu gériiliir. Bu 6rnekle agagidaki

sonuca ulagilir.

Sonug 5.7. [20] L, F cismi iizerinde {x1, 25, ..., x,} bazina sahip bir Leibniz cebiri olsun. O

zaman L cebirinin Leibniz ¢ekirdeginin tiim yap1 sabitleri sifirdir.

Ispat Leibniz cekirdegi Leib(L), L nin abelyen ideali oldugundan (3.4) esitligi kullamlarak her
Y1, Y2 € Leib(L) i¢in

[?jhyz] =0
= O.[El + 0..’13'2 4+ ...+ O.LEn

elde edilir. Sonug olarak Leib(L) nin tiim yap: sabitleri sifirdir. m
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