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YUKSEK LISANS TEZI

ORTOMORFIZMALAR

Hiiseyin YILDIZ

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Do¢. Dr. Sebnem YILDIZ

Bu calismada pozitif operatorlerin dnemli bir sinifi olan ortomorfizmalar kiimesinden yararlanarak
merkezcil operatorler hakkinda bilgi verilmistir. Ortomorfizmalar uzay1 ve vektor latisin merkezi
arasindaki iligkiler karsilastinlmistir. Merkezcil operatorler ve bunlarin sira dualleri ile ilgili
giincel bilgilerden yararlanarak merkezin genisletilmesi saglanmistir.

Bir Banach latiste Orth(E) = Z(FE) oldugu durumlar incelenerek buradaki merkez sira duallerine

genigletilmistir. Bunun yaninda biortomorfizmalar incelenmistir.
Mart 2019, 64 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Riesz Uzay1, f-cebiri, Dedekind Tam, Vektor Latis, Ortomorfizma, Merkezcil

Operator, Biortomorfizmalar.
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ABSTRACT

MSc THESIS

ORTHOMOPHISMS

Hiiseyin YILDIZ

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Dr Sebnem YILDIZ

In this study, it has provided information about central operators by practising upon orthomorp-
hisms which is an important class of positive operators. It has been compared the relationships
between the orthomorphisms space and the center of vector lattice. It is provided the expansion
of the center by utilizing central operators and updated information about their order dual.

By examining some cases about Orth(E) = Z(F) in Banach lattice, this centre has been

extended to its order duals. Moreover biorthomophisms have been examinated.
March 2019, 64 Pages.

Keywords: Riesz Space, f-algebra, Dedekind Complete, Vector Lattice, Orthomorphisms,

Central Operator, Biorthomorphisms.



1. GIRIS

Pozitif operatorler konusunun ortaya ¢ikmasi XIX. yy baslarindadir. Bu tarihten itibaren pozitif

operatorler sistematik sekilde ¢alisilmaya baslanmistir. Riesz uzaylarinin gelisimiyle matematik-
cilerin bu konudaki gelismeleri daha da ilerlemistir. 1930’1u yillarin ortasinda L. V. Kantorovitch,
F. Riesz ve G. Birkhoff tarafindan gelistirilmistir.

Operatorlerin 6zel bir sinifi olan ortomorfizmalar bir¢ok yazar tarafindan calisilmistir. H. Nakano
bu operatorleri tanimlayan ilk yazardir. Bunun yaninda G. Birkhoff’un ¢alismalarinda pozitif

ortomorfizmalar gerekli pozitif operatorler olarak tanimlanirken A. Bigard ve K. Keimel tarafin-

dan ortomorfizmalar olarak tanimlanmustir.

Ortomorfizmalar kiimesinin 6nemli bir sinifi olan merkezcil operatorler C. D. Aliprantis ve O.

Burkinshaw ’un pozitif operatorler kitabinda ayrintili bir sekilde verilmistir. Biz ¢alismamizda

hem ortomorfizmalari hem de ortomorfizmalarin 6nemli bir sinift olan merkezcil operatorleri

ve biorthomorfizmalar1 incelemeye calistik. Bu incelemeyi yaparken E. Chil, M. Mohamed

ve B. Hassen’in [9] A relationship between the space of orthomorphisms and the centre of a

vector lattice” ve O. Gok’iin [16] ”On the adjoints of biorthomorphisms” yayinlari inceledik.

Ortomorfizmalar ve merkezcil operatorler O. Gok ve S. Yildiz [14] [15] ¢alismalarinda da

incelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1. VEKTOR UZAYI

Tanim 2.1. J bostan farkl bir kiime ve .J iizerinde toplama (+) ve ¢arpma (-) islemleri tanimla-

yalim. J kiimesinin elemanlarin1 z, v, z, . . . ile gosteriyoruz.

(1) Herz,y € Jiginz +y € Jvexy € J dir. (J nin toplama ve ¢arpma islemlerine

gore kapalilik 6zelligi)

(ii)) Herz,y,z € Jicinx + (y + 2) = (z + y) + z dir. (Birlesme 6zelligi)

(iii) J icerisindeki bir tek sifir elemani bulunabilir ki her z € Jigcinz +0 = 0 + x = z dir.

(0, J nin birim elemani)

(iv) Her z,y € J i¢in bir tek —z € J bulunabilir ki  + (—z) = 0 dir.

(v) Herz,y € Jicinx +y =y + x dir. (Toplama isleminin degisme 6zelligi)

(vi) Her z,y € J i¢in xy = yx dir. (Carpma isleminin degisme 6zelligi)

(vii) Her z,y, z € J igin z(yz) = (xy)z dir. (Birlesme 6zelligi)

(viii) Her x € J igin x - 1 = x esirligini saglayan J nin bir tek 0 # 1 (bir) eleman1 vardir.

(ix) Her 0 # x € J ya karsilik zz~* = 1 esitligini saglayan .J i¢inde bir tek 2! elemam

vardir.



(x) Her x,y,z € Jiginx(y + 2) = 2y + zz, (y + 2)x = yx + zz dir. (Carpmanin toplama

islemi lizerine dagilma o6zelligi)

Bu aksiyomlar1 saglayan J kiimesine cisim denir. R reel sayilar kiimesi yukaridaki aksiyomlari

sagladigindan cisimdir[13].

Tamim 2.2. F bos olmayan bir kiime olsun. Eger asagidaki sartlar saglanacak sekilde x,y € E

ve a € J igin

(z,y) — x4y

(o, ) — ax

(toplama ve carpma) fonksiyonlar1 varsa, £/ ye J cismi lizerinde bir vektor ya da lineer uzay

denir[13].

Ornek 2.3. Reel sayilar kiimesi ve kompleks sayilar kiimesi bildigimiz toplama ve ¢arpma

islemine gore vektor uzaylaridir[13].

2.1.1. Kismi Siralama

X bostan farkli bir kiime ve x, y, ... X in elemanlari olsun. Biitiin (z, y) sirali ikilileri X in bir

kartezyen carpimidir ve bu kartezyen ¢arpim kiimesi X x X seklinde gosterilir. (x,y) sirali
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ikilileri denklik bagintist oldugunda bu x Ry seklinde yazilir. Denklik bagintisi olabilmesi i¢in

asagidaki sartlarin olmasi gereklidir[22].

(i) Vx € X i¢in x Rx (yansima 6zelligi)

(i) Vz,y,z € X icin xRy ve yRz iken x Rz (gecisme 0zelligi)

(iii) Vz,y € X icin x Ry iken yRx (simetri 0zelligi)

R nin X de bir kismi sirali olabilmesi i¢in R nin gegisme, yansima ve ters simetri Ozelliklerinin

asagidaki sekilde saglanmasi gerekir.

(1) Vz € X i¢in x Rx (yansima 6zelligi)

(il) Vz,y, 2z € X i¢in xRy ve yRz iken v Rz (ge¢isme 6zelligi)

(iii) Vz,y € X icin xRy ve yRx iken x = y (ters simetri 6zelligi)

Eger R, X in bir kismi siralamasi ise xRy icin genellikle z < y (ya da y > x) seklinde
yazariz. x,y € X elemanlart ya x < y yada z > y seklinde ifade edilebiliyorsa bu elemanlara
kargilastirilabilir elemanlar denir. E§er x < y yadaz > y seklinde yazilamiyorsa, bu elemanlara
kargilastirllamaz elemanlar denir. Kismi sirali bir kiimenin her eleman cifti karsilastirilabiliyorsa

buna tam sirali denir. Aksi durumda X in her eleman ¢ifti karsilastirilamaz denir[22].



X bir kismi sirali kilme, Y de X in bostan farkli bir alt kiimesi olsun. Eger oy € X elemam
Yy € Y i¢in xy > y Ozelligini saghyorsa xy elemanina Y nin bir iist sinir1 denir. Eger YV
nin zq lst sinirt i¢in Y nin herhangi bir x;J iist siniri x;) < z( oluyorsa x;], Y nin en Kkiiciik
iist siir1 ya da supremumudur. Bu durumda z tek bir sekilde belirlenir. x ve x,, Y nin
supremumu iken zy < x, ve z, < xo dir ve boylece zy = x, olur. z, , Y nin supremumu ise
r, =supY yadax, =sup(y: y € Y) seklinde gosterilir. Aym sekilde x, Y nin bir infimumu

ise g = inf(y : y € V) seklinde gosterilir[22].

2.1.2. Latis

Tanmim 2.4. Bir X kismi sirali kiimesinin iki elemanli her alt kiimesinin supremum ve infimumu

varsa X kiimesine latis(orgii) denir[22].

X bir latis olsun. z,y € X igeren bir kiimenin supremumunu sup(z,y) ya da x V y seklinde
gosterecegiz. Benzer sekilde = ve y iceren bir kiimenin infimumunu da inf(x,y) yadaz Ay
seklinde gosterecegiz [22].

Bir sonlu kiimenin elemanlart xy, 2o, . . ., x,, ise supremumu sup(zy, g, . .., Ty), 1 VT2 V...V
x, yada VI'_,x; seklinde gosterilirken infimumu da inf(zy, zo, ..., 2,) yadazy Azag AL .. Ay,

yada A},_,z; seklinde gosterilir[22].



2.2. RIESZ UZAYI

Tamim 2.5. Bir E reel lineer uzay1 lizerinde bir kismi siralama mevcut ise, F ye sirali vektor

uzayl1 denir. Bu siralilik £ nin cebirsel yapilartyla uyumludur. Yani;

(i) YVh € Eigin f < goldugunda f + h < g+ h

(i1) a > 0 gergek sayilart icin f > 0 oldugunda af > 0 olur[22].

E sirali vektor uzayinda Vf, g € FE igin sup(f, g) yine E de ise E sirali vektor uzayina Riesz

uzay1 (vektor latis) denir[22].

Ornek 2.6. R” (n > 1)icin f = (f1, f2, ..., fn) seklindeki n degerli reel sayilarin toplama
ve cikarma aksiyomlariyla reel lineer uzay olsun. Eger f < gvel < k < n i¢in fr < g

seklinde tanimlanirsa, R" iizerinde tanimlanan kismi siralamaya gore bir Riesz uzayidir[22].

Tamm 2.7. A, F sirali vektor uzayinin bir alt kiimesi olsun. Hera € Aicin f < a < gyi

saglayan f, g € F varsa A ya sira simirh denir[22].

Tamim 2.8. E sirali vektor uzay: verilsin. E* = {f : f € E,f > 0} alt kiimesine F nin

pozitif konisi denir. £+ nin elemanlarina da pozitif elemanlar denir[22].

Teorem 2.9. (Koni Ozellikleri) E sirali vektor uzaymin E+ pozitif konisinin dzellikleri sunlardir:

(1) f,ge Etise f+ge ET



(ii) f € ET ise her a > 0 degerleriigin af € E*

(iii) f,—f € E*ise f = 0 dir[22].
Teorem 2.10. E, E™ pozitif konili sirali vektor uzay1 olsun. Asagidakiler saglanir;
() fzge f-geE"
(i) f =g« f=sup(f,g) < g=inf(fg)
(i) f>g<af >ag,a>0ve f>g<af <ag,a<0
(iv) Eger sup(f, g) var ise, inf(— f, —g) vardir ve inf(—f, —g) = —sup(f, g) dir.

(v) Eger f,g € E ise E de sup(f,g) vardir. Bu durumda inf(f, g) mevcut olur. Herhangi

h € F igin;

sup(f +h,g+ h) =sup(f,g) +h

inf(f + h,g+ h) = inf(f, g) + h dir.

(vi) sup(f, g); i¢in

sup(af,ag) = asup(f,g),a >0
sup(af,ag) = ainf(f,g),a <0
inf(af,ag) = ainf(f,g),a >0

inf(af,ag) = asup(f,g),a <0
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elde edilir.

(vii) FE bir Riesz uzayive f,g,h € F ise,

sup{sup(f,g), h} = sup{sup(f, g),sup(g, h)} = sup(f, g, h)

inf(f, g, h) da benzer sekilde gosterilir. Bundan dolay1 Riesz uzayinda elemanlart sonlu herhangi

bir kiimenin supremumu ve infimumu vardir[22].

Tamim 2.11. E bir sirali vektor uzay1 ve E deki bir f elemaninin sup( f, 0) mevcut ise:

f+ =sup(f,0)
f_ =3 Sup(_f7 0)
| f| = sup(f, —f)

inf(fa O) - - Sup(_fv O) = _f_

seklinde yazilir[22].

Teorem 2.12. FE bir sirali vektor uzayi ve F deki bir f elemaninin sup( f, 0) mevcut ise agagida-

kiler saglanir;

W frfekE”

fr=00"ve fm == 0 =1= 1

(i) f=f+— fileinf(f*, f~) = Oise

|f| = f* + f~ ve bdylece |f| € ET



(i) 0 < f7 < |[flve0 < f~ <|[f]

(v) —f-<f<f*

(v) a>0igin (af)t =aft ve (af)” =af~
a <0i¢in (af)t = —af~ ve (af)” = —aft

a gergek sayist i¢in |af| = |a| - | f|

(vi) Eger f,g € E ve f* = sup(f,0) ile g* = sup(g, 0) varsa ancak ve ancak f* < g* ve

f~ > g~ saglanmiyorsa f < g vardir[22].

Ispat. (i), tanimdan dolay1 agiktir.

(i), [T — f~ =sup(f,0) — f =sup(0, —f) = f~ boylece f = f+ — f~ ek olarak;

0=—f"+f =inf(f,0)+ f~ =inf(fT — f7,0)+ f~ =inf(f*, )

Dabhast;

|[fI = sup(f, —f) =sup(2f,0) = f=2f" = (fT = f)=f"+[".

i), f+, f~ € E¥ve|f| = f*+ f~den0 < f* < [f|ve 0 < f~ < |f] dir

(iv), f = fT — f~ oldugundan —f~ = f — f* < fdirve f < fT.

(v), Teorem 2.10. de gosterilmistir.



(vi), varsayalim ki f < g olsun.

fT =sup(f,0) <sup(g,0) =g*

[~ = —sup(f,0) > sup(—g,0) = g~

Tersine, [T <gtvef~>gise f=fT—f" <gt—g =g.

Teorem 2.13. FE bir sirali vektor uzayi olsun.

(i) Eger u,v € E™ ve sup(u,v) var ise

0 < inf(u,v) <sup(u,v) <u+wv

(i) u,v € EY,f =u—vve fT =sup(f,0)ise f+* <wuve f~ < wvbdylece f = f+— f~
iki pozitif elemanin farkli olarak pozitif ayrigmadir. inf(f*, f~) = 0. Tersine u,v € E*
ile f = u — v i¢in inf (u, v) mevcut ise inf(u, v) = 0 saglanir. Bundan da f* = sup(f,0)
veu € fT vewv € f~ bulunur. Bagka bir ifadeyle f = u — v, inf(u,v) =0ise f =u —v

minimal ayrigsmadir[22].

Tanim 2.14. Bir £ Riesz uzayinin S alt kiimesi

y € E,xe Sve |yl <|z|oldugunday € S

ise S ye kati(solid) denir[23][2].
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Tamim 2.15. Bir £ Riesz uzayinin G lineer alt uzay1

ye€ E,xeGvely| <|z|oldugunday € G

ise GG lineer alt uzayima F nin ideali denir.

Her x € G i¢in |z|, 21, 2~ G idealinin elemanlaridir[25][23][30].

Ornek 2.16. s tiim diziler uzayinda,

(1) f, s de idealdir.

(i1) ¢, ¢, nun Riesz alt uzayidir fakat ideali degildir.

(iii) co uzay1 c ve /., nun idealidir[22].

Tanim 2.17. Bir E Riesz uzayinda bir B idealinin her alt kiimesinin £ deki supremumu 5 nin
elemani ise B idealine band denir. Yani, bir D C B kiimesi icin sup D = f iken f € B ise
B idealine band denir. Bir z € E vektoriiyle iiretilen band B, = {y € E : |[y| A n|z| T |y|}

seklinde tanimlanir. B, seklindeki her band temel band olarak adlandirilir.[23][2].

Tanim 2.18. E bir Riesz uzayinda;

(i) F nin K lineer alt uzay1, K nin her f, g eleman ¢iftinin X da sup(f, g) ve inf(f,g) u

varsa K ya I nin bir Riesz alt uzay1 denir.
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(ii) F nin A lineer alt uzayinda f € A ve g € F igin |g| < |f| oldugunda g € A oluyorsa A

ya F nin bir ideali denir.

(iii) F deki Aideali f,, € A(n =1,2,...) ve f = sup f, iken f € A oluyorsa, A ideali bir

o-idealdir[22].

Tamim 2.19. A ve B, F Riesz uzayindaki idealler olsun.

(i) A + B nin cebirsel toplami idealdir. A + B de f > Oolsun. f; € A, fy € B icin

f1 >0, fo > 0oldugunda f = f; + f> seklinde ayrigsmasi vardir.

(ii)) Vf1 € A, fo € Bigin f; L f5 oluyorsa ancak ve ancak AN B = {0} oldugunda A 1 B
dir. Yani ancak ve ancak A 4 B bir direkt toplam A& B dir. Budurumda f; € A, fo, € B
icin f = f1 + fyaynismast f € A& B, tektir ve f; > 0 ve fy > 0 oldugundan f > 0

saglanir.

(iii) A L Bve A® Bdeki f, g elemanlan icin f = f; + f> ve ¢ = g1 + g» ayrigmasina sahipse

[ <gicin f; < g1, fo < go dir[22].

2.2.1. Monoton Diziler ve Yonlii Kiimeler

Tanim 2.20. E sirali vektor uzayindaki dizi (f, : n = 1,2,3,...) f1 < fo < ...ise artan

fi = fo > ... ise azalandir ve sirasiyla f,, 1 ya da f, | seklinde gosterilir. F de f,, 1 ve
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f = sup f, meveutise f, T fyada f, 1, f yazacagiz. E de f, | ve f = inf f,, mevcutsa

fn 1 f yazacagiz[22].

Teorem 2.21. (i) Eger f,, T fise ny < ny < ... olacak sekilde her (f,, : £k = 1,2,...)
altdizisi i¢in f,,, 1 f dir. ng keyfi fakat sabit bir dogal say1 oldugunda (f,, : n > ng)

altdizi i¢in saglanir.

(i) fn. T fvea > 0reel sayisiigin af, T af dir.

(i) fo T fveg, Tgise fu+gn T [+ gdir

Av) fu T fogn T ve fu+gn T f+giseg, T gdir[22].

Sonuc¢ 2.22. Her £ Riesz uzayi asagidaki 6zelliklere sahiptir.

(i) (Baskin ayrisma ozelligi) n = 1,...,pigin 2z, € ET olacak sekilde

0<u<z+-+2

verilsin. u = u; + - -+ + u, ve u, < z, olacak sekilde uy,...,u, € E* mevcuttur.

(ii) (Riesz interpolasyon ozelligi) Eger u, v, 21,20 € ET ve u + v = 21 + 2 ise

U+ U = U V1 + Uy =V

U +v1 =2 U + V2 = 29

olacak sekilde uy, us, v, v9 € ET mevcuttur[22].
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Tanim 2.23. E sirali vektor uzayinin indeksli alt uzayr {f, : 7 € {7}}, 1,70, 73 € {7},
frs = fr ve fry > [, gecerli ise yukan yonlii denir, {f, : 7 € {7}}, 71,72, 73 € {7},
frs < fr, ve fr, < fr, gecerli ise asagl yonlii denir. Bunu sirasiyla f. 1 fyada f. 1, f
seklinde yazacagiz. Eger E' de f, 1 ve f = sup f, mevcutise f, 1T f yada f. T, f yazilir. Eger

E de f. | ve f =inf f, mevcutise f. | f yada f. |, f yazilir[22].

2.2.2. Ayrikhk

Tanim 2.24. E nin f ve g elemanlari i¢in eger inf(| f|, |g|) = 0 ise bu elemanlar ayriktir denir.

Bu f L g seklinde gosterilir[22].

Tamim 2.25. (i) Eger A, E Riesz uzayin bir ideali ise A = {0} dir. Yani A% = F,

Vf#0¢€ Eveburada0 # g € Aise |g| < |f] dir.

(ii) Eger A, F Riesz uzaymmn bir ideali ise (A & A%)? = 0 dir ve boylece (A & AY)%¥ = £

dir[22].

Tanim 2.26. Eger D, bir I/ Riesz uzayinin bostan farkl bir alt kiimesi ise D ile iiretilen band

{D} seklinde gosterilir[22].
Tamim 2.27. Bir E Riesz uzayinin bir D Riesz alt uzayidaher 0 < z € £ (0 < x ve x # 0)

i¢in

O<y<zx
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olacak sekilde bir y € D varsa D Riesz alt uzayma E de sira yogundur denir[2].

Tamm 2.28. E de herhangi bir A ideali i¢in, A @& A< ideali yar1 sira yogundur[22].

Tanim 2.29. (Riesz homomorfizmasi) Iki Riesz uzayi arasinda bir T : E — F operatorii
Ve,y € Eigin T'(z Vy) = T(x) Vv T(y) esitligini saglaniyorsa bu operatore bir latis ( ya
da Riesz) homomorfizmasi denir[2].

Bir latis homomorfizmasi eger bire bir ise bir latis(ya da Riesz) izomorfizmasidir. F ve F' iki
Riesz uzaylar1 F den F' ye bir latis izomorfizma varsa F ve F' iki Riesz uzaylar1 Riesz(ya da

latis) izomorfik denir[2].

Teorem 2.30. £ ve F'iki Riesz uzay1 olmak ilizere 7' : £ — F' operatorii icin asagidaki ifadeler

denktir[2].

(1) 7 bir latis homomorfizmasidir.

(ii) Herz € Eigin T'(z") = (Tx)™ dir.

(iii) Herz,y € Ficin T(x Ny) = T(x) AT (y) dir.

(iv) Edex Ay =0ise EdeT(z) ANT(y) =0 dur.

(v) Herz € Ei¢in T'(|z|) = |T(z)| dir.

ispat. (i)=(ii): 7" bir latis homomorfizmasi ise her x € E i¢in

TxVv0)=T(x)vVT0)=T(x)vV0=T(a%) = (Tx)" dur.
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(i)=(iii): T(zNy) = T(x—(z—y)") =T(x)-T(z—y)" =T(x)—(Tz—-Ty)" = T(x)AT(y).
(iii)=(iv): Bger z Ay = Oise T(z) AT(y) = T(x Ay) = T(0) = 0 dur.

(iv)=(v): 2+ Az~ = 0 alinarak:

T(@)| = T(") =T(z7)| =T@") vT(e™) =T(=") AT(x7)

T(z)|=T(@")vT(xz7)=T(at)+T(xz~) =T(z" + 2~) = T(|x|) olarak bulunur. m

2.2.3. Pozitif Operatorler

Tanim 2.31. (i) E ve F' (R ve C) ayn1 skaler cismi tizerinde tanimli iki vektor uzay1 olsun.

T:E—=F

doniisiimii her z,y € E ve o, § € R skalerleri i¢in

T(ax + By) = oT(x) + AT (y)

esitliini sagliyorsa 7" doniisiimiine bir lineer operator denir[11].

(i1) Bir 7" operatorii her 0 < z icin 0 < T’z oluyorsa 7' lineer operatoriine pozitif operator

denir[13].

Tamim 2.32. E ve [ iki Riesz uzay1 olmak iizere 7' : E — [ bir operator olsun. Eger F de

x, — Oiken F' de T'x, — 0 oluyorsa 7" ye sira siirekli operator denir[2].
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2.24. Arsimedyan Riesz Uzay1

Tanmim 2.33. (Arsimedyan) Arsimedyan 6zelligi, Vo > 0 reel sayis1 i¢in nz dizisinin R tizerinde
simirsizdir ve bu ifade ayn1 zamanda R de Va > 0 igin n~'z | 0 dir. Bir Riesz uzay1 veya bir
strali vektor uzay1 Vo € ET igin E'de n™'z | 0 oldugunda E Riesz uzayina (ya da sirali vektor

uzayina) Arsimedyan Riesz uzay1 veya Arsimedyan sirali vektor uzayi denir[2].

Tamm 2.34. Bir E Riesz uzayi her u € E* i¢in (n"*u : n = 1,2,...) azalan dizisi n"u | 0

ozelligini saglaniyorsa E Riesz uzayina Arsimedyandir denir[22].

Teorem 2.35. (i) Bir £ Riesz uzaymin Arsimedyan olabilmesi icin gerek ve yeter kosul

Vu € ET, e u | 0 dir ve bu dizi (e, : n = 1,2,...) gergek sayilar1 igerir.

(ii) f,g € Et verilsinn = 1,2,...i¢cinng < f, g = 0saglanirsa F Riesz uzay1 Arsimedyandir.

(iii) f,g € Everilsinn =1,2,...icinng < f, g < 0saglanirsa F Riesz uzay1 Arsimedyandir.

(iv) Bir Arsimedyan Riesz uzayimin herhangi bir Riesz altuzay1 Arsimedyandir[22].

Ispat. (i), Arsimedyan Riesz uzayinda Vu € E*, e,u | 0 dir.

(i1), £ Arsimedyan olsun ve farzedelim ki Vn = 1,2, ... i¢in 0 < nv < u saglansin.

0<v<nul0

oldugundan v = 0 dir.
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(iii), E, Arsimedyan ve n = 1,2, ... igin ng < f saglamiyor ise, Vn i¢ginng < f* dirve g < 0

icing <n~f* 0.

(iv), Bir Arsimedyan Riesz uzay1, Riesz uzayinin altuzayi oldugundan, Arsimedyan Riesz uzayi-

nin herhangi bir Riesz altuzay1 da Arsimedyandir. m

Tanim 2.36. Bir &/ Riesz uzayinda bir e > 0 vektorii i¢in e ile tiretilen band B, = E yi
sagliyorsa veya Vo € E icin x A ne 1 x oluyorsa e > 0 vektoriine zayif sira birim denir. Bir
e > 0 vektorii Arsimedyan Riesz uzayinda zayif sira birimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

x 1 eiken x = 0 olmasidir[2].

2.2.5. Normlu Uzay-Banach Uzayi

Tanim 2.37. Uzerine bir norm tanimlanmis olan E vektor uzayina bir normlu uzay adi verilir.
Bir tam normlu uzaya ise Banach uzayi denir. Bir £ vektor uzayi iizerindeki ||z|| : E — Rile
gosterilen norm, x ve y ise E de keyfi vektorler ve a bir skaler olmak iizere, asagidaki ozellikleri

gercekleyen reel degerli bir fonksiyondur:

@ |z =0

(i) ||z =0 2 =0

(iii) [Jaz|| = [al[]]
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Vi) [l + yll < [lz]l + ||yl (Uggen Esitsizligi)

FE tizerindeki bir norm, E iizerinde,

dz,y) = lz -yl  (z,y € E)

ile verilen bir d metrigi tanimlar ve bu metrik, norm tarafindan olusturulan metrik olarak adlandi-

rilir. Tanimlamig oldugumuz normlu uzaylari (E, || - ||) ile gosterecegiz [11].

Tanmm 2.38. (£, ||.||) normlu bir uzay olsun. f : N — FE tanimli fonksiyonuna F i¢inde bir

dizi ad1 verilir. Buda (f(n)) = (x,) seklinde gosterilir [11].

Tanim 2.39. (£, ||.||) normlu bir uzay ve (x,,), E iginde bir dizi olsun.
limz, = ¢ € E < verilen Ve > 0 i¢in bir ng(e) € N sayist vardir ki n > ng oldugunda

||z, — x|| < e saglanir. Bunu saglayan diziye yakinsak dizi denir[11].

Tamim 2.40. (i) (E,||.||) normlu bir uzay ve (x,), £ iginde bir dizi olsun.
Verilen Ve > 0 i¢in bir ng = ny(e) € N bulundugunda her n, m > ng i¢in

||Zn — || < € oluyorsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir[11].

(i) Eger E icinde her Cauchy dizisi £ deki norma gore yakinsak ise £ uzayina bir Banach

uzayl veya Tam uzay denir[11].

Ornek 2.41. (., simrli dizilerin uzayi iizerindeki supremum normuna gore bir Banach uzayidur.
Yani © = (x,,) € { i¢in,
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|z|| = sup,, |z,| dir[2].

2.2.6. Riesz Cebiri ve f—cebiri

Tanim 2.42. F bir vektor uzay1 olmak tizere (z,y) — xy carpimiile Vz,y,z € Eve a € K

i¢in;

() (zy)z =xz(yz) ve  (ax)y==z(ay) = a(zy)

() z(y + 2) =2y + z2 ve (x+y)z=x2+yz

ozelliklerini sagliyorsa £ vektor uzayina cebir denir[1].

Tanmim 2.43. (i) E bir Riesz uzay1 ve birlesme 6zelligine sahip bir cebir olsun. z,y > 0 ve

z,y € Figinzy > 0, (|z-y| < |z||ly|) oluyorsa E ye bir Riesz cebiri (latis cebiri) denir.

(i) Bir E Riesz cebiri Vz,y > 0 € F i¢in xy = yx ise F ye degismelidir denir.

(iii) F bir Riesz cebiri olmak iizere 0 < z € Ei¢in x A y = 0 iken

rz2Ny=zx ANy =0

oluyorsa £ ye bir f-cebiri denir[2][28].

Tanim 2.44. Bir £ f-cebirinin bazi esas 6zellikleri sunlardir:
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(1) Bir pozitif eleman ile carpimi Riesz homomorfizmasidir.
Biru € Et ve her z,y € E igin
u(z Ay) = (uz) A (uy) ve (z Ay)u = (zu) A (yu),

u(x Vy) = (ux)V (uy) ve (z Vy)u = (zu) V (yu) dir.

(ii) Biru € E* veherz € Fi¢inuz™ = (ux)™ ve x7u = (zu)™ dir.

(iii) Her z,y € F i¢in |zy| = |z| - |y| dir.

(iv) Egerz,y,z € EFicinx L yise zx L yvexz L ydir

(v) Egerz,y € Eicinx | yise xy = 0 dir.

(vi) Herz € Aigin zta™ =z~ 2t = 0 dir[28].

Tanmim 2.45. E ve F bir K cismi iizerinde iki cebir olmak iizere her k € K ve x,y € E icin

¢ : B — F' fonksiyonu

(i) p(kx) = ko(x)

(i) o(z +y) = d(z) + é(y)

(i) ¢(zy) = d(z)9(y)

ozelliklerini sagliyorsa ¢ ye cebir homomorfizmasi denir[21].

Tanim 2.46. E Riesz uzayi lizerine bir norm olsun. Eger z,y € E i¢in
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] < Jy| iken [|z]] < [ly]|

ise I/ deki norma bir Riesz norm ya da Latis norm denir. Riesz normla donatilmig herhangi bir

Riesz uzayina normlu Riesz uzayi denir. Tam normlu Riesz uzayina da Banach latisi denir[2].

2.2.7. Dedekind Tamlik Ozelligi

Tanim 2.47. E kismi sirali bir kiime olsun.

(1) E in bostan farkli her alt kiimesinin supremum ve infimumu varsa £ tam siral1 bir kiime

olarak adlandirilir.

(i) Ustten sinirl bostan farkli her alt kiimenin supremumu ve alttan sinirli bostan farkli her

alt kiilmenin infimumu varsa buna Dedekind tam denir.

(iii) Ustten simirli bostan farkli her sonlu ya da sayilabilir bir alt kiimenin supremumu vardir ve
alttan sinirli bostan farkli sonlu ya da sayilabilir her alt kiimenin infimumu vardir. Buna

Dedekind o-tam denir[22].

Teorem 2.48. £ in bostan farkli her iistten sinirli alt kiimesinin supremumu var ise £ ye

Dedekind tam denir[22].

Ispat. X in her alt kiimesi bostan farkli ve supremuma sahip olsun. Y nin de X in bir alt kiimesi

oldugunu varsayalim ve alttan sinirlt olsun. inf Y yi ispatlayalim. Bunun sonunda Y nin biitiin
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alt kiimeleri E(Y") nin bostan farkli ve siirli oldugunu gosterelim. Boylece lo = sup E(Y)
bulunur. Bu sebeple [ € E(Y') ve Vy € Y i¢in [ < y herhangi bir y € Y, F(Y’) nin iistten sinirt
olur. Boylece [y < y bulunur. Bu da [y, Y nin bir alt siniridir.

En kiiciik ve en biiyiik kismi sirali kiimelerde tam siralilik ve Dedekind tamlik durumlar

birbirine esittir. m

Tanim 2.49. E nin bostan farkli her alttan sinirh alt kiimesinin infimumu varsa £’ Riesz uzayina

Dedekind tam denir[22].

Ornek 2.50. ¢, dizi uzay1 bir Dedekind tam Banach latisdir[23].

Ornek 2.51. R siralama bagimtisina gore Dedekind tamdir[22].

Ornek 2.52. X = {(z,y) : 2> + y*> = 1} C R? kiimesi x = (21, 22),y = (y1,%2) € X olmak

tizere "r <y < 11 < yp ve 1o < yo 7 seklinde tanimlanan siralama bagintisina gére Dedekind

tamdir[22].

2.2.8. Izdiisiim Ozellikleri

Tamim 2.53. Bir E vektor uzayinda P : £ — E operatorii P? = P ozelligini saghyorsa P

operatoriine izdiisiim (projeksiyon) denir[22].
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Teorem 2.54. E Riesz uzayinda A & B = E olacak sekilde A ve B idealleri var ise , B = A¢
ve A = B¢ dir. Boylece A = A% ve B = B dir. Bunun sonucu olarak A ve B her biri, bir

digerinin ayrik tiimleyeni olan banddir[22].

Ispat. A @® B = E oldugundan dolay1 A N B = {0}, boylece A L B, bunun sonucu olarak
B C A% dir. Bicinde A% 0 < u € A? olsun. « nun ayrisma ozelliginden 0 < u; € A ve

0 < up € Bigin u = uy + uy yazabiliriz.

OSUISUEAd

oldugundan dolay1 u; € A?. Diger yandan u; € A dir. u; = 0 ve bdylece u = uy € B dir.

Boylece A% C B kamitlanmistir. Sonug olarak B = A%, m

Teorem 2.55. A, E Riesz uzaymin bir lineer alt uzay1 ise A @ A? = E, boylece A = A%

dir[22].

Ispat. A% nin A icine oldugunu kanitlamak yeterli olacaktir. Bu amagla f € A% verilsin.
Hipotezten f; € A C A% ve f, € Adile f = f, + f, ayrismas1 mevcuttur. A% @ A?
idealindeki herhangi bir element igin bu ayrisma vardir. A% @ A direkt toplamindaki f in
ayrismast f = f, + f, vardir ve bunun sonucunda f € A% ve f, = 0dir. Buf = f, € A

gosterimidir ve boylece A%, A ya dahildir. m
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Tamm 2.56. E Riesz uzayindaki herhangi bir A band1 A & A? = E o6zelligine sahipse buna
izdiisiim (projeksiyon) band denir. Bu durumda keyfi bir f € F icin f = f; + f5 ise bu

toplamdaki f; € A ve f, € A? elemanlar f in bilesenleridir[22].

Tanim 2.57. E deki her band bir izdiisiim band ise £ Riesz uzayi izdiisiim 6zelligine sahiptir
denir ve E deki her temel band bir izdiisiim band ise E Riesz uzayina temel izdiisiim 6zelligine

sahiptir denir [22].

Tanim 2.58. (i) Her Dedekind tam Riesz uzayi izdiisiim 6zelligine sahiptir.

(ii) Bir F Riesz uzay1 ancak ve ancak Vu € ET ve E deki her A bandi i¢in sup(v : v €
A,0 < v < u) eleman1 mevcutsa izdiisiim 6zelligine sahiptir ve bu eleman A daki « nun

bir bilesenidir.

(iii) Bir F Riesz uzay1 ancak ve ancak Yu,v € E™ ¢ifti i¢in sup(inf(u,nv) : n = 1,2,...)
mevcutsa temel izdiisiim 0zelligine sahiptir ve bu eleman v tarafindan iretilen temel

banddaki u nun bilegenidir.

(iv) (i1) nin sonucu olarak F izdiisiim 6zelligine sahip bir Riesz uzayidir, bu ancak ve ancak

temel bandda bulunan her band bir izdiistim bandi oldugundadir[22].

Teorem 2.59. Bir £ Riesz uzayindaki 7' : &/ — E operatoril i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(1) T bir sira izdiisiimdiir.

(1) T izdiustimii 0 < T' < [ ozelligini saglar[2].
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2.2.9. Lineer fonksiyoneller

Tanim 2.60. (i) E bir vektor uzay: ve K reel veya kompleks sayilarin bir cismi olsun.

f + E — K lineer operatoriine lineer fonksiyonel denir.

(ii) E sirali vektor uzayi olsun. f : E — R lineer fonksiyoneli Vo € E* i¢in f(z) > 0

oluyorsa f ye pozitif lineer fonksiyonel denir.

(iii) f lineer fonksiyoneli £ nin sira sinirh alt kiimelerini R nin sira sinirli alt kiimelerine

gotiiriiyorsa f ye sira siirh lineer fonksiyonel denir.

(iv) E tizerindeki tiim sira sinirli lineer fonksiyonellerin vektor uzayima £ nin sira duali denir

ve £~ seklinde gosterilir.

(v) R bir Dedekind tam Riesz uzay1 oldugundan £~ de bir Dedekind tam Riesz uzayidir.

(vi) f,g € E~i¢in f > giseher x € E* i¢in f(z) > g(x) dir[23].
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2.3. ORTOMORFIZMALAR

2.3.1. Ortomorfizmamn Temel Ozellikleri

Tanim 2.61. Bir £ Riesz uzayi lizerinde bir 7' : £ — [F operatorii £ deki biitiin bandlari
degismez birakiyorsa yani F nin her bir B bandi i¢in 7'(B) C B 6zelligini sagliyorsa T' ye

band koruyan operator denir[2].

Teorem 2.62. E de bir T’ operatorii i¢in asagidaki kosullar esdegerdir.

(1) 7T band koruyandir.

(i) E nin bostan farkli her alt kiimesi igin 7'(D?) C D<.

(i11) T'v L v olmasiicin &/ de u A v = 0 olmalidir.

(iv) Tf 1 golmasiigin £ de f | g olmalidur.

(v) Vf € Eigin Tf € {f}%,

Eger bu kosullar saglamyorsa Vf € E icin |T'f| = {|T(|f])|} saglanir[28].

ispat.

(i) = (ii) D% bir grup oldugundan (i)==(ii) agiktir.
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(i) = (iii) eger u A v = O ise u € {v}?. Bundan dolay1 Tu € {v}? dir. Ornegin Tu L v.

(iii) = (iv) g, { f}¢ de herhangi bir eleman olsun. f | g, oldugundan T'f 1 g dir.

Tf € {f}4 sekinde gosterilir.

(iv) = (v) B, E de herhangi bir grup ve f € B olsun. Boylece T'f € {f}%! C B olur[28].

Farz edelim ki (i)-(v) kosullar1 saglansin ve f € F yi gz oniine alahm. f* 1 f~ nin sonucu

olarak 7 f™ L f~ gelir ve bundan dolay1 7 f* L 7 f~ olur. Diger taraftan;

ITft+7nf~| =|nft —nf|dir

Ornegin |7 f| = |7 (|f])|[28].

Tanim 2.63. (i) Sira sinirli band koruyan operatore ortomorfizma denir.

(ii) Bir £ Riesz uzayinda tiim ortomorfizmalarin kiimesi Orth(E) ile gosterilir.

(iii) Tim E den E ye sira sinirh lineer operatorler uzay1 L, (E) dir.

(iv) Tim E den E ye sira sinirlt lineer operatorlerin uzayr L,(E) olmak tizere Orth(E),

Ly(E) nin bir vektor alt uzayidir.

Orth(E) ={T € Ly(E) :z Ly=Tz L y}
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(v) Tum E den E ye sira sinirlt lineer operatorlerin uzay1 L,(E) ve E den E ye band koruyan

operatorler S(E) olsun. Orth(E) kiimesi

Orth(E) = S(E) N Ly(E)

seklinde ifade edilir[2].

T bir ortomorfizmadir. Ancak ve ancak 7u A v, E deki u A v i¢in T'u A v olmalidir. Orth(E)
ile E de biitiin ortomorfizmalarin kiimesini ifade edelim. £ deki biitiin sinirli lineer operatorler
uzay1 Ly(F) dir. L,(E) de bulunan kismi siralilara gore 6rnedin, Vu € E7 i¢in m; < 7y iken
mu < mou ise Orth(E) vektor uzay: bir sirali vektor uzayidir. Eger Ly(F) de 0 < m; < w5 ve
7o ortomorfizma ise 71 de ortomorfizmadir. F bir Dedekind tam Riesz uzay1 oldugunda, L,(E)

uzay1 da Dedekind tam Riesz uzayidir[28].

Herhangi u € E igin 77w = sup(mw : 0 < w < u) dir[28].

Teorem 2.64. Bir Arsimedyan Riesz uzayi lizerinde bir 7' : £ — E operatori i¢in asagidaki

ifadeler esdegerdir[2].

(1) T band koruyandir.

(i) = L yiken Tz L y dir.

(iii)) Herbirz € E i¢cin T'x € B, dir.
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Ispat. ()= (ii), z L yiciny L B,. T(B,) C B, dolayistylay L T'(B,) dir. Ozellikle Tz L y

dir.

(ii)= (iii), * € E olsun. y L B, saglansin. Herhangi bir y € B% i¢in # L y dir ve bdylece

Vy € BZigin Tx L y dir. Bu sebeple T}, € B% = B,.

(iii))= (1), B, E nin bir bandi olsun. = € B ise B, C B ve boylece 7, € Bx C B. Bu

T(B) C B dir ve boylece T band koruyandir.

Lemma 2.65. (Meyer) E ve F ikilisi Riesz uzay1 ve F' Arsimedyan olsun. Bir 7" : £ — F'sira
sinirli operator ayrikligi koruyan ise Va, y € E™ icin agagidaki esitlik saglanir[2];
(Tz)™ A (Ty)~ =0

Teorem 2.66. Bir sira sinirli 7' : ' — F' operatorii iki Riesz uzayi ile F' Arsimedyan arasinda

ayriklik koruyan ise var olan modiil Vx € F icin

T[([z]) = [T (|=))| = [T(2)]

saglanmir[2].

Teorem 2.67. (Bigard-Keimel-Conrad-Diem) F bir Argsimedyan Riesz uzay1ise Orth(E), cebir
ve latis iglemleri altinda bir Argimedyan Riesz uzayidir. Bueger S, T € Orth(FE) ise Va € E
icin
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[SVT]=S(z)VvT(x)

(S AT] = S(z) AT(z)

saglanir[2].

Ispat. T : E — F bir ortomorfizma olsun. 7" nin modiilii vardir ve herhangi bir z € E™ icin
|T|(x) = |Tx| saglanir. Agik bir bi¢cimde |T'| bir ortomorfizmadir ve bu Orth(E) bir Riesz

uzay oldugunu gosterir. Bu iki formiilden yola ¢ikarak asagidaki esitlikler ispatlanir;

SVT =YS+T+|5-T)

1S A T(x) = S(z) A T(x).

Teorem 2.68. Arsimedyan Riesz uzayi iizerinde her ortomorfizma sira siireklidir[2].

Ispat. T : E — E bir Arsimedyan Riesz uzayinda bir pozitif operator olsun ve £ de z, | 0

olsun. Vo ve bir z € F i¢in 0 < x,, < x saglanir.
Simdi farzedelim ki Vv i¢in 0 < y < T'(z,) < T'(z) olacak sekilde bir y € E olsun. Herbir

e > 0i¢in (z, — €x)™ A (2, — €x)” = 0 saglandigindan dolay1 sunu gorebiliriz;

0<(y—eTax) " ANxg —ex)” <T(xq —ex)™ A(xq —ex)” =0dir
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Bu nedenle, Ve > 0 igin;

0=(y—€eTz)" A (s —€x)” 1o (y — €Tx)" Aex dir.

Burada (y — ¢Tx)* A x = 0 bulunur. E, Arsimedyan oldugundan dolay1, buradaki sonu¢ y A x
dir. Sonug olarak eger T" operatorii sira siirekli ise y = y A T'(x) = 0 dir ve bunun sonucunda

E de T'(z,) | 0 saglanmus olur. m

Teorem 2.69. Eger E bir Dedekind tam Riesz uzayi ise Orth(E), Ly(E) de birim operatorlerle

tiretilen banddir[2].

Ispat. B;, I birim operatorle iiretilen band olsun. 0 < T € Orth(E) olsun. I, Orth(E)
Arsimedyan Riesz uzayindaki bir zayif sira birimli oldugundan dolay1 7" A nl 1 T dir.
(' Anl) C Brdan T € By elde ederiz. Bunun sonucu olarak Orth(E) C By dir. Boylece

Orth(E) = By dir. m

Tanim 2.70. (Birkhoff-Pierce) Bir E Riesz uzay1 birlesmeli ¢carpim altinda z,y € E™ igin
xy € ET 6zelligini sagliyorsa, E cebirine bir Riesz cebiri denir[2].
Bir F Riesz cebiri her bir z € E* oldugunda z A y = 0 i¢in, (z,2) Ay = (z,z) A y 6zelligini

sagliyorsa E ye bir f-cebiri denir[2].

E bir f-cebir olsun. Her bir y € E* i¢in + — zy ve © — yx (E den E ye) olan fonksiyonlar

birer pozitif ortomorfizmadir.Vy € E igin,

32



r—xy=xyt —axy vexr s yr=yr—yx

fonksiyonlar1 F iizerinde birer ortomorfizmadir[2].

Teorem 2.71. Bir f-cebirinde x | y ise zy = yxr = 0 dir[2].

Ispat. 2 A y = 0 olsun. Buradan (zy) Ay = 0 ve zy = (zy) A (xy) = 0 dir. Eger = L 7 ise

+ +

zy=(xt —a27 )yt —y )=atyT —zyt —azty  +2 7y =0d

[fadesinin simetrigi kullanilarak;

YT = (y+ _ y*)(x+ _ CC*) — y*m* _ y*lﬂr _ erx, +y T = 0

yxr = 0 bulunur. m
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3. ORTOMORFIZMALAR VE VEKTOR LATISIN MERKEZI ARASINDAKI

ILISKI

E iizerindeki biitiin ortomorfizmalarin Orth(E) koleksiyonu bir Arsimedyan vektor latisdir
ve f-cebirdir. Bu 6zellikler Orth(E) koleksiyonunu zenginlestirir. E bir f-cebiri oldugunda
Va,y € Eicinm,(y) = zy tarafindan tanimlanmisg 7, fonksiyonu, E iizerinde bir ortomorfizma-
dir. Eger F, birimli bir f-cebiri ise x — 7, doniisiimii F den Orth(FE) ye bir latis ve cebir
izomorfizmasidir. Bu nedenle Vrr € Orth(E) i¢in 7 = 7, olacak sekilde bir x € E vardir ve

ancak ve ancak € E oldugunda 7 bir pozitif ortomorfizmadir.

Orth(E) ={m € Ly(E) : x L y = mx L y} dir[2].

Eger E bir birimli f-cebiri ise

E = Orth(E) dir.

Ozellikle;

Orth(Orth(E)) = Orth(E) dir.

Izdiisiim bandlart merkezcil operatdrlerdir(Teorem 2.59. den). Eger E temel izdiisiim 6zelligini

sagliyorsa E bir¢ok izdiisiim bandi icerir ve boylece merkez genisletilir[9].
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Tamim 3.1. Bir £ Riesz uzayinda her x € F igin |Tz| < \|z| olacak sekilde bir A > 0
skaleri bulunabiliyorsa 7" : £ — FE operatoriine merkezcil operator denir. Tiim merkezcil
operatorlerin kiimesi Z(FE) ile gosterilir. Z(F) kiimesi Orth(E) kiimesinin bir altcebiri ve

ayni zamanda altlatisidir[29][31].

Teorem 3.2. Eger I Dedekind o-tam ve x,y € E i¢in 0 < x < y saglaniyorsa Ty = z olacak

sekilde bir 7' € Z(E) vardir[9].

Bir £ Arsimedyan vektor latisinin merkezi Z(E)

| T ||= inf{\ € R* : |T| < A}

seklinde tanimlanir. Bir u € E7 i¢in Z(E) tizerinde

| T ||u= inf{\ € R" : |Tu| < Au} dur.

u € ET vev € {u}igin

1T [l= sup{|| T flu: v € E7}

ve || T [[,<|| T ||, dur[9].

Teorem 3.3. FE bir vektor latis olsun. Z(Orth(E)) ve Z(E) cebir ve latis izomorfiktir. Ozellikle

Z(Orth(FE)), Z(E) ile birlikte tanimlanacaktir[9].
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ispat.

o:Z(E)— Z(Orth(E))

T — Op

seklinde bir lineer fonksiyon tanimlanir. V&' € Orth(E) igin

ox(7) =mon dir.

Bu sekilde tanimlanan o bir latis ve cebir izomorfizmadir. o ayn1 zamanda cebir homomorfizma-
sidir. o min bir latis homomorfizma oldugunu ispatlayalm. 7° € (Orth(E))" olsun. Orth(E)

nin bir f-cebiri oldugundan yararlanarak;

jox(r)| = |mon| =|x[on = U|7r|(7T/)’

bundan dolay1 biitiin 7 € Z(F) i¢in;

|0x| = 0 bulunur.

Sonug olarak o bir latis homomorfizmasidir. o, = 0 olacak sekilde 7 € Z(FE) ise

o.(Ig) = ™ = 0(g, E tizerinde birimdir)dir.

Boylece o icine bir fonksiyondur. S$imdi o nmin Orten bir fonksiyon oldugunu ispatlayalim.
Bunun igin ¢ € Z(Orth(E)) yi alalim. Iddia ediyoruz ki; o, = ¢ dir. V7' € Orth(E) igin;
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oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bunun i¢in V7, o € Orth(E) i¢in

Y Orth(E) x Orth(E) — Orth(E)

bilineer fonksiyonu tanimlayalim;

Y(my, m) = (1) 0 o

burada ¢ nin sira sinirh oldugunu goriiliir. ¢ € Z(Orth(E)) oldugu i¢in Orth(FE) dekim L o
icin ¢ | 7o dir. Bundan dolay1 ¢(71) o e = 0 dir. Ciinkii bu bileske bir f-cebir carpimudir.

1 ortosimetriktir ve bu nedenle 1/ simetriktir[9]. Bunun sonucu olarak;

Y(my, o) = (o, ) dir.

V1, m € Orth(E) igin soyle yazabiliriz;

@(m) o my = p(ma) oM

Ozellikle V7' € Orth(E) igin p(Ig) o = (1) o Iy = (7). Buradan

Op(lg) = P dir.
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Bu nedenle o latis ve cebir izomorfizmasidir ve

Z(Orth(E)) = Z(E)

diye yazabiliriz[9].

Teorem 3.4. E bir vektor latis olsun. Eger bir Orth(E) Banach latis ise

Orth(E) = Z(E) dir[9].

Ispat. Orth(E) nin bir Banach latis olmasindan;

Orth(Orth(E)) = Z(Orth(E)) dir.

Diger yandan, Orth(E) nin bir birim elemanli f-cebiri olmasindan

Orth(Orth(E)) = Orth(E) dir.

Yukaridaki Teorem 3.3. den

Orth(E) = Z(E) dir.

Sonug olarak m € Z(Orth(FE)) ise ((Teorem 4,[9]), buradan
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Orth(Orth(E)) = Z(Orth(E)) dir.

Orth(Orth(E)) = Orth(E) den,

Z(Orth(E)) = Z(E) dur.

Bunun sonucundan;

Orth(E) = Z(E)

elde edilir[9]. m

E vektor latis olsun ve £~ de sira duali oldugunu daha 6nce belirtilmigtir. £ iizerinde tiim

pozitif lineer operatorlerinin farklarim L, (E) olarak ifade edecegiz. Eger T € L.(F) ise,

Birz € Eve f € E~icin Tf(x) = fT(x)

ifadesi T € L,(E~) tanimlar. T € Z(E)(veyaT € Orth(E))ancak ve ancak T € Z(E~)(veya

T € Orth(E™)) dir[9].

Teorem 3.5. F bir vektor latis olsun.

(a) Orth(E™) bir Banach uzayidir.

(b) Orth(E~) = Z(E~) dir.
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(c) Orth(E) = Z(E) dir.

Bu durumlar i¢in asagidaki diagram dogrudur[9].

(a) & (b) = (¢)

Ispat. E~, Dedekind tam oldugundan (a) < (b) yi elde ediyoruz. Simdi (b)) = (c) yi
kanitlayacagiz. Orth(E) C Z(FE) oldugunu iddia ediyoruz. Gerg¢ekten de 7 € Orth(E)
yi alahm, T € Orth(E~) = Z(E~) oldugundan T € Z(E) yi elde ederiz. Bundan dolay

Orth(E) = Z(E) dir[9]. m

E, biitiin R reel sayilarin kiimesi lizerine bir Arsimedyan vektor latisi (Riesz uzay1) olsun. Bir
E x E — FE lineer tasviri herbir degiskende ayr1 olarak ortomorfizma ise bu lineer tasvire
biortomorfizma denir. Bagka bir ifadeyle, ayr1 olarak band koruyan ve ayri olarak sira sinirl
olan operatorlere biortomorfizma denir[6][8][16]. £ x E den £ ye biitiin biortomofizmalarin
kiimesi Orth(F, E) tarafindan gosterilir.

Biortomorfizmalar, R. Yilmaz, K. Rowlands[27], K. Boulabair, W. Brahmi [6] tarafindan tanitil-
mustir. Biliyoruz ki E bir yariasal f-cebiri ise Orth(E), Orth(FE, E) in bir vektor alt latistir
ve eger E bir yariasal Dedekind tam f-cebiri ise Orth(E), Orth(E, E) de bir sira idealdir[6].
Eger E, bir Arsimedyan vektor latis ise Orth(E) de bir Arsimedyan vektor latisdir. Orth(E)

deki latis iglemleri noktasal verilir. Yani 7',.S € Orth(E) ve 0 < x € E ise,

(TAS)(x)=T(x)\NS(x)ve (TVS)(x)=T(x)V S(x).
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E' tizerindeki ortomorfizmalar degismelidir. 7" : £/ x EF — E bir bilineer fonksiyon olsun ve

T(x,.)): E— EveT(.,x): E — E operatorleri Vy € E i¢in;

Tz, )(y) =T(x,y) veT(,z) =T(z,y)

seklinde tanimlanir[7][24][26].

Sunu soyleyebiliriz ki; 17" : E x EF — FE, E lizerinde bir bilineer fonksiyonu eger Vx € E
icin T'(x,.) € Orth(E) ve T'(.,z) € Orth(E) ise bu bilineer fonksiyon bir ortomorfizmadir.
Orth(FE, E) deki latis islemleri asagidaki iligkileri verir;

A, B € Orth(E,E),0<zve() <y € Fise;

(AN B)(z,y) = A(z,y) AN B(z,y) ve (AV B)(z,y) = A(z,y) V B(z,y) dir.

Bir ' : F x E — F bilineer fonksiyonu eger x,y € FE igin x L y iken T'(z,y) = 0
ise ortosimetriktir denir. Eger Vz,y € F i¢in T(x,y) = T(y,x) oluyorsa 7' simetriktir
denir. Vx € F i¢in T'(z,.) ve T(., x) operatorleri ayriklig1 koruyan ise 7" operatorii ayri olarak
ayrikligi koruyandir. E iizerindeki bir biortomorfizma bir ortosimetriktir tasvirdir ve ayrica
simetriktir[16]

Ortomorfizmalarin bu degisme 6zelligini kullanarak asagidaki esitliklerdeki sonuclari ¢ikarabi-

liriz VA, B € Orth(E, E) ve z,y, z € E igin;

A(B(2,y),z) = Az, B(y, 2)) = B(x, Ay, z))
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ozdeslikleri gecerlidir[5][18][19][20].

Bir f-cebirinin tanimindan F, tiim R reel sayilar kiimesi iizerine birlesmeli bir cebir olsun. F
ayni zamanda sira ve ¢arpim Ozelligine uyumlu bir vektor latis ise £ ye bir latis sirali cebir
denir. Eger £,z Ay =0ve 0 < z € Eigin (zz) Ay = (zz) Ay = 0 ifadesini saghyorsa bir F
latis sirali cebirine f-cebiridir denir.

Bir £/ Argimedyan f-cebirinin biitiin nilpotent elemanlarinin kiimesi N (F) tarafindan ifade

edilir. Yani;

N(E)={z € E:2*> =0} d.

Bir E Arsimedyan f-cebiri eger N(E) = {0} ise yariasaldir[20]. Yani E nin yariasal olabilmesi
i¢cin gerek ve yeter sart [ nin sifirdan farkli nilpotent elemanlarinin olmamasidir. £ deki biitiin

pozitif elemanlarinin kiimesini E7 ile gosterildigini daha once gostermistik[16].

Teorem 3.6. E bir Arsimedyan vektor latis olsun.

Eger e € Et ise Orth(E, E),VA, B € Orth(E, E) ve z,y € E igin:

(A B)(x,y) = Az, B(e,y))

seklinde tanimlanan ¢arpima gore bir Arsimedyan f-cebiridir[6].
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Farzedelim ki F bir Arsimedyan vektor latisi ve bu £~ ayrik sira dualine sahip olsun. £~
tarafindan £ in sira biduali gosterilsin. £ in sira siirekli sira biduali £~ tarafindan gosterilir.

Biliniyor ki ¥ in sira biduali ve sira siirekli biduali denktir[20].

Teorem 3.7. E, E~ ayrik sira dualli bir vektor latis olsun. Orth(E~~, E~~) bir Dedekind tam

vektor latisdir[6].

Ispat. T € Orth(E~~, E~~) olsun. |T| ve T+, T~ Orth(E~~, E~~) e aittir. E in ikinci sira

dualinin Dedekind tamlig1 Orth(E~~, E~~) nin Dedekind tamhigidir [6]. m

E bir birimli f-cebir ve A € Orth(E, E) olsun. A : E x E — E fonksiyonu bir bilineer ayri
ortomorfizmadir[16].

Herhangi bir A cebiri i¢in (birlesmeli fakat degismeli olmak zorunda degil) A** cebir bidualinde
bir ¢arpim tanitilabilir. Buna Arens ¢arpim denir. Bu 3 adimda tamamlanir. a,b € A, f € A*
ve F;G € A* verilsin, f-a € A*, G- f € A*ve F'- G € A™ icin asagidaki esitlikleri

tanimlanir;

() (f - a)(b) = f(ab)

2) (G- )(b) =G(f-b)

G) (F-G)(f) = F(G - f) dir[3][4][10][12][17].

Arens ¢arpimimi kullanarak asagidaki bilineer fonksiyonlarini kuracagiz[3].
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1) Va,y € E, f € B~ igin , A~ : B~ x E — E~, A~(f,2)(y) = f(A(x,y))

2-) Vx € Eigin , A~ : B~ x B~ — E~ A™(G, f)(x) = G(A™(f, 7))

3.) Vf € B~ igin, A~ B~ x B~ — B~ A~~(G, F)(f) = G(A~(F, f))

Biliyoruz ki F birim elemanli f-cebir ise £~ ikinci sira duali de birim elemanli f-cebirdir

ayrica birimli Dedekind tam f-cebirdir. K(7') = {F € E~ : T(F,F) = 0} kiimesini

tanimlariz.

Onerme 3.8. £, £~ ayrik sira dualli bir f- cebiri ve T € Orth(E~~, E~~) olsun. Bu kiime

K(T): {¥G € E~i¢in F € E~~ : T(F,G) = 0}

Ayrica K (T) bir sirali idealdir[6].

Onerme 3.9. £, B~ ayrik sira dualli bir f- cebiri ve A € Orth(E~~, E~~)ve F € E~™ olsun.

Ancak ve ancak A(F, F) = 0ise A(F, F') € K(A) dir[6].

Bir £/ f-cebiri eger Vo,y € E i¢cin zy = 0 ise F ye asikar denir. Aksi halde F ye asikar

olmayan bir f-cebiri denir[28].

Onerme 3.10. E, E~ ayrik sira dualli bir f- cebiri olsun. Asagidaki iddialar esdegerdir[6]:

(i) Orth(E~~, E~~) # 0.
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(i) £~ bir asikar olmayan f-cebirdir.

(iii) Orth(E~~, E~") bir asikar olmayan f-cebirdir.

Teorem 3.11. E, E~ ayrik sira dualli bir Argimedyan birimli(e) f-cebiri olsun. Orth(E~~, E~~)

vektor latisi *, carpimina gore bir yariasal f-cebiridir[6].

E, E~ ayrik sira dualli bir Arsimedyan birimli f-cebiri olsun ve £~ de ikinci sira dualidir.

J: E — Orth(E) ve K : Orth(E) — Orth(E~™), K(f) = f"

fonksiyonunu tanimlayabiliriz. Burada f”, f in ikinci eslenigidir. Eger T' € Orth(E™~") ise

VG, F € E™ igin:

T*(G,F) = T(GF)ile T* : E~~ x E~~ — E~~

fonksiyonu tanimlayabiliriz. T*, £~ iizerinde bir biortomorfizmadir. Bu yiizden VT' € Orth(E™~")
icin H(T') = T* ile H : Orth(E~~) — Orth(E~~, E~~) fonksiyonunu tanimlariz. Iste bu
H fonksiyonu bir bire bir latis homomorfizmasidir. Bu nedenle Orth(E~~), Orth(E~~, E~™)

icine bir vektor altlatisdir[6].
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4. SONUCLAR

Sonug 4.1. Eger E bir birimli f-cebiri ise £ = Orth(E) dir. Ozellikle;

Orth(Orth(E)) = Orth(E) dir[9].

Sonuc 4.2. Eger E Dedekind o-tam ve z,y € F icin 0 < x < y saglamiyorsa Ty = x olacak

sekilde T' € Z(FE) vardir[9].

Sonug 4.3. E bir vektor latis olsun. Z(Orth(E)) ve Z(E) cebir ve latis izomorfiktir[9].

Sonug 4.4. Biitin 7 € Z(F) igin;

|0x| = 0 bulunur.

Sonug olarak ¢ bir latis homomorfizmasidir[9].

Sonuc 4.5. V' € Orth(E) igin p(Ig) o = @(r') o I = ¢(n'). Buradan

J@([E) =@ dir.

Bu nedenle ¢ latis ve cebir izomorfizmasidir[9].

Sonug 4.6. E bir vektor latis olsun. Eger bir Orth(E) Banach latis ise

Orth(E) = Z(F) dir[9].
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Sonu¢ 4.7. m € Z(Orth(FE)) ise ((Teorem 4,[9]), buradan

Orth(Orth(E)) = Z(Orth(E)) dur.

Orth(Orth(E)) = Orth(E) den,

Z(Orth(E)) = Z(E) dur.

Bunun sonucundan;

Orth(E) = Z(E)

elde edilir[9].

Sonug 4.8. Eger T € L,.(F) ise,

Birz € Eve f € E~i¢in Tf(x) = fT(x)

ifadesi T € L,(E~) tanimlar. T € Z(E)(veyaT € Orth(E))ancak ve ancak T € Z(E™)(veya

T € Orth(E™)) dir[9].

Sonug 4.9. E bir vektor latis olsun.

(a) Orth(E~) bir Banach uzayidir.
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(b) Orth(E~) = Z(E~) dir.

(c) Orth(E) = Z(F) dir [9].

Sonuc 4.10. £, E~ ayrik sira dualli bir f- cebiri ve T' € Orth(E~~, E~~) olsun. Bu kiime

K(T): {VG € E~i¢in F € E~~ : T(F,G) = 0}

Ayrica K (T') bir sirali idealdir[6].

Sonuc 4.11. E, £~ ayrik sira dualli bir Arsimedyan birimli(e) f-cebiri olsun. Orth(E~~, E~™)

vektor latisi *, carpimina gore bir yariasal f-cebiridir[6].
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