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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

DE SITTER 3-UZAYINDA REKTIFiYAN EGRILER

Cansu DOGAN

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Mahmut MAK

Bu tez calismasinda, pozitif sabit egrilikli Lorentziyen uzay formu olarak bilinen De Sitter
3-uzayinda non-dejenere rektifiyan egri kavrami tammlandi. Ozellikle, De Sitter 3-uzayinda
sifirdan farkli geodezik burulmaya sahip timelike egriler i¢in bazi karakterizasyonlar ilk defa
bu tezde elde edildi. Buna gore, De Sitter 3-uzayindaki bir timelike konik yiizeyin geodeziginin,
timelike rektifiyan egri olmasinin gerek ve yeter sart oldugu gosterildi. Sonra, De Sitter 3-uzayin-
da timelike rektifiyan egriler icin geodezik burulmasinin, geodezik egriligine oranina gore bir
karakterizasyon verildi. Daha sonra, De Sitter 3-uzayinda timelike rektifiyan egrilerin siniflandir-
mast ile ilgili karakterizasyon verildi. Son olarak, ekstremumlu egriler bakis agisiyla, De Sitter
3-uzayinda sifirdan farkli sabit geodezik egrilikli ve lineer formda geodezik burulmaya sahip bir
timelike egrinin, iki boyutlu pseudo-kiiredeki spiral tipten birim hizli timelike egri tarafindan

iiretilen bir timelike rektifiyan egriye kongriient oldugu sonucu elde edildi.
Temmuz 2019, 45 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Rektifiyan Egri, Konik Yiizey, Geodezik, Helis, Ekstremumlu Egri, Spiral
Egri
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ABSTRACT

MSc THESIS

RECTIFYING CURVES IN DE SITTER 3-SPACE

Cansu DOGAN

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Asst. Prof. Mahmut MAK

In this thesis, we give the notion of non-degenerate rectifying curve and non-degenerate conical
surface in De Sitter 3-space which is known that Lorentzian space form with positive constant
curvature one. Especially, in this thesis for the first time, some characterizations of timelike
rectifying curves with nonzero geodesic torsion are obtained in De Sitter 3-space. In this sense,
we give relationship between timelike rectifying curve and geodesic of timelike conical surface
in De Sitter 3-space. After, we obtain a nice characterization with respect to the ratio of geodesic
torsion and geodesic curvature for timelike rectifying curves in De Sitter 3-space. Moreover,
we have a characterization which determines all timelike rectifying curve in De Sitter 3-space.
Finally, in viewpoint of extremal curves, we give a corollary that a timelike curve in De Sitter
3-space, which has non-zero constant geodesic curvature and linear form geodesic torsion, cong-
ruent to a timelike rectifying curve, which is generated by a spiral type unit speed timelike curve

with certain geodesic curvature in 2-dimensional pseudo-sphere, and vice versa.
July 2019, 45 Pages.

Keywords: Rectifying Curve, Conical Surface, Geodesic, Helix, Extremal Curve, Spiral Curve



1. GIRIS

R3 Oklidyen 3-uzayinda, en az dordiincii mertebeden siirekli tiirevlere sahip herbira : I C R —
olarak adlandirilan ve birbirine karsilikli olarak ortogonal olan 7', N, B birim vektor alanlarini
(Serret-Frenet vektor alanlarini) bulmak miimkiindiir. Bu durumda egrinin her bir noktasinda
{T, N},{T, B} ve {N, B} vektorleri tarafindan gerilen diizlemler sirasiyla, oskiilator diizlem,
rektifiyan diizlem ve normal diizlem olarak adlandirilir. Eger R? de bir egri sifirdan farkl: egrilik
ve burulmaya sahip ise burulmali egri olarak adlandirilir. Egriler teorisinden asagidaki kavramlar
iyi bilinmektedir.

e "R3 de bir egrinin pozisyon vektorii, egrinin her bir noktasinda oskiilator diizlemde yatiyor

ise egri bir diizlemde yatar. Yani egrinin burulmasi sifirdir."

e "R? de bir egrinin pozisyon vektorii, egrinin her bir noktasinda normal diizlemde yatiyor

ise egri bir kiirede yatar. Yani egri bir kiiresel egridir."

Bu kavramlar iizerine, 2003 de Chen, "R?® de bir egrinin pozisyon vektorii, egrinin her bir
noktasinda rektifiyan diizlemde ne zaman yatar?" sorusuna yanit aramistir. Boylece, bu sorudan

ortaya c¢ikan yeni egri tiiriinii sdyle tantmlamagtir:

e Bir p € R? sabit noktasi var dyle ki baz1 A(s), u(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlari igin

afs) =p = A(s)T(s) + pu(s)B(s) (1.1)

ozelligini saglayan « egrisine, R? de bir rektifiyan egri denir [5].
Buradan herbir s i¢in p sabit noktasinin, egrinin biitiin rektifiyan diizlemlerine ait oldugu aciktir.
(1.1) esitligine, R? iin diferensiyellenebilir manifold yapisina gire veya egrinin herhangi bir
noktasindaki teget uzay1 yapisina gore farkli gozle de bakilabilir. "R® de burulmali bir egri
genel helistir gerek ve yeter sart egrinin her bir noktasinda burulmasinin (7), egriligine (x) orani

sifirdan farkl bir sabittir" karakterizasyonu 1y1i bilinir. [5] de Chen rektifiyan egriler icin,

e "R? de burulmal bir egri, bir rektifiyan egriye kongriienttir gerek ve yeter sart 7/+ orant,

egrinin yay parametresine gore bir sabit olmayan lineer fonksiyondur."

karakterizasyonunu elde etti. R? de egrilerin temel varlik ve teklik teoreminden, egrinin yay
uzunluguna gore egrilik ve burulma fonksiyonlar: verilirse o zaman uygun kat1 hareketler altinda
egri tek olarak belirlenebilir. Fakat pratikte, R® de egriligi ve burulmasi verilen bir egrinin

parametrizasyonunu her zaman agik olarak belirlemek miimkiin olmamasina ragmen bazi 6zel
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durumlar i¢in bilgisayar destegi ile niimerik ¢oziimler elde edilebilir. Bununla birlikte, R® de x >
0 olacak sekilde bir rektifiyan egrinin, birim hizl kiiresel bir egriden iiretilebilecegini gosterdi

[5].

[20] de Izumiya ve Takeuchi, R?® de sifirdan farkli egrilige sahip regiiler bir egrinin rektifiyan

acilabilir yiizeyini tanimladi. Ayrica,

e "IR3 de bir rektifiyan agilabilir yiizey, bir konik yiizeydir gerek ve yeter sart yiizeyin iiretec

egrisi bir konik geodezik egridir (yani [S5] deki rektifiyan egri)."

onermesi elde edildi [20]. Yani, rektifiyan egri kavrami kullanmadan, bu egrilerin konik yiizeyde

yatti81 ifade edildi.

Kinematik ile birlikte mekanikte 6nemli rol oynayan ve anlik doniis merkezinin (instantaneous
center of rotation) izledigi yol olarak bilinen centroid (centrode), R? de sifirdan farkli egrilige
sahip regiiler bir egrinin Darboux vektoriine karsilik gelir. Darboux vektor alaninin, egrinin
rektifiyan diizleminde yatmasi sebebi ile centroid ve rektifiyan egri arasinda yakin bir iligki
vardir. Bu iligki sayesinde, Chen ve Dillen tarafindan, R* de bir rektifiyan egriyi elde etmeye

yarayan;

e "R3 de sifirdan farkh sabit egrilikli(sabit olmayan egrilikli) ve sabit olmayan burulmali

(sifirdan farkli sabit burulmali) bir birim hizli egrininin centroidi, bir rektifiyan egridir."

e "R3 de her rektifiyan egri, sifirdan farkli sabit egrilikli (sabit olmayan egrilikli) ve sabit

olmayan burulmali (sifirdan farkli sabit burulmali) birim hizli bir egrininin centroididir."

metotlar: verildi [6]. Ayn1 makalede, rektifiyan egriler ile ekstremumlu egriler arasindaki baglan-

tiy1 kurdular. Boylece rektifiyan egrileri elde etmek icin diger bir yontem olan;

e "a, R? de sifirdan farkli sabit egrilige ve yay parametresine gore verilen sabit olmayan
lineer burulmaya sahip bir egridir gerek ve yeter sart o, S? birim kiiresinde, geodezik
egriligi csec(t) (c belli bir sabit) fonksiyonuna esit olan birim hizli spiral tipteki bir

egriden elde edilen rektifiyan egriye kongriienttir."

sonucu elde edildi [6].

Manifold anlaminda, (1.1) esitliginden, p noktas1 ile (s) yi birlestiren dogru (R? iin geodezigi),
a(s) nin N(s) asli normal dogrultusuna (yani «(s) baglangi¢ noktali NV (s) dogrultmanlh geodezik)
ortogonaldir. Bdylece Riemann manifoldu bakis acisiyla, [5] de verilen rektifiyan egri tanimi

sirastyla, [23] de kiiresel uzaya ve [24] da hiperbolik uzaya genisletilmistir.

Daha yeni olarak, [5] ve [6] de verilen kavramlar {izerine [10] de
2



R3 de herhangi bir helisin centroidinin, bir rektifiyan egri olmadig1 gosterildi,

S? birim kiiresindeki geodezikler (biiyiik cemberler) haricindeki birim hizh kiiresel egriler

tarafindan, R? de rektifiyan egri iiretilebildigi ifade edildi,

baz1 sartlar altinda, R® de helis olmayan bir egrinin centroidinin rektifiyan egri olmasi

halinde tirete¢ egrisinin Bertrand eg8ri oldugunun gerek ve yeter sarti elde edildi.

R3 de bir £ > 0 egrilikli helis olmayan bir egrinin, genislemeli centroidi (dilated centrode)
olan yeni egrinin bir rektifiyan egri oldugu gosterildi.

Boylece R? de rektifiyan egri elde etmek i¢in bir bagka metot daha verildi.

Rektifiyan egri kavrami ve Ozelliklerinin, Riemann veya pseudo-Riemann metrik ile verilen
farkli (boyutlu) ambiant uzaylara genisletilmesine dair diger calismalar [1, 2, 7], [10]-[13],
[15]-[20] nolu kaynaklarda mevcuttur.

Bu tezin amaci; Minkowski 4-uzayinda bir sabit pozitif egrilikli Lorentziyen uzay formu olan
ve 3-boyutlu pseudo-kiire olarak bilinen De Sitter 3-uzayinda non-dejenere rektifiyan egrileri
tanimlamak ve [23, 24] da verilen mevcut karakterizasyonlarin Lorentziyen versiyonlarini, 6zel-
likle bu uzaydaki timelike rektifiyan egriler i¢in elde etmektir. Buna gore, tezin boliimleri

asagidaki gibi olusturuldu.

Birinci boliimde; Minkowski ve De Sitter 3-uzayinda egriler ve ylizeyler teorisi ile ilgili ihtiyag
duyulan temel tanim ve teoremlere yer verildi. Ikinci bliimde; De Sitter 3-uzayinda non-dejenere
rektifiyan egri ve non-dejenere konik yiizey tanimi verildi. Daha sonra genelligi bozmadan diger
boliimlerde; De Sitter 3-uzayinda sifirdan farkli geodezik burulmaya sahip timelike egriler i¢in
karakterizasyonlar ilk defa bu tezde elde edildi. Buna gore ikinci boliimde; De Sitter 3-uzayindaki
bir timelike konik yiizeyin geodeziginin, timelike rektifiyan egri olmasinin gerek ve yeter sart
oldugu gosterildi. Ugiincii boliimde; De Sitter 3-uzayinda timelike rektifiyan egriler icin geodezik
burulmasinin, geodezik egrilifine oranina gore bir karakterizasyon verildi. Dordiincii boliimde;
De Sitter 3-uzayinda timelike rektifiyan egrileri siniflandirmaya yarayan karakterizasyonlar elde
edildi. Beginci boliimde; ekstremumlu egriler bakis agisiyla, De Sitter 3-uzayinda sifirdan farkl
sabit geodezik egrilikli ve lineer formda geodezik burulmaya sahip bir timelike egrinin, birim
hizli spiral tipten timelike pseudo-kiiresel egri tarafindan iiretilen bir timelike rektifiyan egriye

kongriient olmasinin gerek ve yeter sart oldugu verildi.

Simdi, sirastyla Minkowski ve De Sitter 3-uzayinda egriler ve yiizeyler teorisi ile ilgili ihtiyac

duyulan temel tanim ve teoremleri verelim.



1.1. Minkowski Uzayinda Temel Kavramlar

Tamm 1.1. V bir reel vektor uzayi olmak tizere g : V' XV — R doniisiimiine bilineer ve simetrik

ise g doniistimii V' iizerinde bir bilineer form denir [26].

Tanmm 1.2. V reel vektor uzay: lizerinde g : V' x V' — R simetrik bilineer form ve v € V
olsun. O zaman, her u € V i¢in g(u, v) = 0 olmasi v = 0 olmasini gerektiriyorsa g doniigiimiine

non-dejenere form denir [26].

Tanim 1.3. V' vektor uzayinin bir alt vektor uzayr W olsun. O zaman birg : V x V — R
simetrik bilineer formundan elde edilen g/y : W x W — R kisitlamasi negatif tanimli olacak
sekildeki en biiyiik boyutlu bir W alt vektor uzayinin boyutuna g nin indeksi denir. Eger indeks v
ise 0 < v < boyV dir. Ayrica V' nin indeksi iizerinde tanimli olan ¢ nin indeksi olarak tanimlanir

[26].

Tamim 1.4. V reel vektor uzayi iizerinde tamimli simetrik , bilineer, non-dejenere forma bir

skalar carpim denir. Bu ¢arpim ile birlikte V' vektor uzayina da skalar ¢carpim uzay1 denir [26].

Tanim 1.5. V skalar carpim uzayinin indeksi v olmak iizere v = 1 ve boyV > 2 ise V skalar

carpim uzayina bir Lorentz uzay denir [26].
Teorem 1.6. V' Lorentz uzayinin bir altuzay1 W olsun. Bu durumda,

(1) W timelike altuzaydir < W bir timelike vektore sahiptir,

(i) W spacelike altuzaydir < W nin sifirdan farkli her vektorii spacelike vektordiir,

(iii) Diger durumlarda ise W lightlike (null) altuzaydir [27].
Tanmm 1.7. R reel vektor uzayinda her bir x = (21, ...,x,), ¥ = (y1,...,¥yn) € R™ vektorleri
icin,

(z,y) = —z1y1 + z": ZiYi
=2

skalar ¢arpimu ile verilen (R”, (,)) ikilisine n-boyutlu Minkowski uzay1 (Lorentz uzay1) denir
ve RY ile gosterilir [27].
Tamim 1.8. R’ uzayinda bir z € RY vektoril i¢in,

(i) (x,x) > 0 veyax = 0 ise x bir spacelike vektor,

4



(i) (z,z) < 0 ise x bir timelike vektor,
(iii) (x,z) = 0ise z bir null (lightlike) vektor,
olarak adladirilir [27].

Tamm 1.9. RY uzayinda bir = vektoriiniin isaret fonksiyonu,

1, x spacelike
sign(z) =4 0, znull

—1, x timelike
olarak tamimlanir [14].

Tamm 1.10. R} uzayinda her x vektori i¢in,
2]l = /] (z, )]

olarak tamimlanan norma, Lorentz normu denir [27].

Tamim 1.11. R7 uzayinda herhangi x, y vektorii i¢in,
<z,y>=0

ise x ve y vektorleri, Lorentz ortogonal (pseudo-ortogonal) denir [27].

Tamm 1.12. R? de null olmayan iki vektor z = (1, ..., x,) ve y = (y1, ..., Y ) Olsun.
(1) x ve y spacelike vektorler olsun. Buna gore,

(i) Sp{z,y} spacelike bir diizlem ise (x,y) = ||z| ||y|| cos(é) olacak sekilde bir tek 0 <

6 < m sayis1 vardir.

(i) Sp{z,y} timelike bir diizlem ise sign(z2) = sign(y2) veyasign(za) # sign(y:) isaretle-
rine gore sirasiyla, ¢ = 1 veya ¢ = —1 olacak sekilde (x,y) = ||z ||y|| cosh(8)
esitligini saglayan bir tek # > 0 sayis1 vardir.

(2) z ve y timelike vektorler olsun. = ve y, farkli veya ayni time-konide olmast halinde sirasiyla,

e = 1 veyae = —1 olacak sekilde (x,y) = e ||z|| ||y|| cosh(0) esitligini saglayan bir tek

6 > 0 sayis1 vardir.



(3) = spacelike ve y timelike vektor olsun. sign(zy) = sign(y;) veya sign(xs) # sign(y;)
isaretlerine gore sirastyla, ¢ = 1 veya ¢ = —1 olacak sekilde (z,y) = e ||z|| |ly]| sinh(0)

esitligini saglayan bir tek 6 > 0 sayis1 vardir.

Bu durumda ifade edilen # sayisina, null olmayan x,y € R vektorleri arasindaki ac1 denir

[22, 25].

Tamm 1.13. {ey, ..., e, }, R} uzayinda lineer bagimsiz vektorler olsun. O zaman J,;, Kronecker-

ijs

delta fonksiyonunu gostermek iizere e; = —1, €3 = ... = ¢, = 1 i¢in,

(ei,€) = dije;

ise {eq, ..., e, }, R} nin Lorentz anlamda ortonormal (pseudo-ortonormal) bazidir denir [27].

Tanim 1.14. {e}, e, €3, €4}, R} uzayinda bir pseudo-ortonormal baz olmak iizere herhangi
v = (21,22, 23,74), Y = (Y1, Y2, Y3, Ya)s 2 = (21, 22, 23, 24) € R] vektorlerinin Lorentz vektorel

carpimi

—€1 €2 €3 €4

T To Ty T
exyxz=| = 27 (1.2)

Y1 Y2 Y3 Y4

21 22 %3 24

olarak tanimlanir. Bu vektore, x, y, z ye pseudo-ortogonal vektor denir ve herhangi w € R igin,

(w,z Xy x z) =det (w, z,y, 2) (1.3)

esitligi saglanir [14].

Tanm 1.15. o : I € R — R{ regiiler egrisinin her s € [ igin o/(s) hz vektorii, sirasiyla
spacelike, timelike veya null vektor ise o egrisi sirasiyla spacelike, timelike veya null egri olarak

adlandirilir [26].

Tamm 1.16. o : I C R — R bir spacelike veya timelike egri olsun. O zaman 7', Ny, Ny, N3
sirastyla, v egrisinin teget vektor alani, birinci (asli) normal vektor alani, ikinci normal vektor

alan1 ve liciincii normal vektor alanin1 gostermek tizere ¢ = 1, 2, 3,4 icin,

E; = :|:1, E1E9E3E4 = —1



olacak sekilde

<T, T> = &1
<Ni,Nj> = 5i+15ij Z,] = 1,2,3
(T,N;) = 0

esitlikleri saglansin. Buna gore R} de spacelike veya timelike bir o egrisinin Frenet gatisi

{T, N1, Ny, N3} ve egrilikleri k1, ko, 3 olacak sekilde Frenet denklemleri

T’ 0 EaKk1 0 0 T
Ny —e1k1 0 &3k 0 N
1 _ 1M1 32 1 (14)
NQ, 0 —E9RK9 0 —E1E2E3K3 NQ
_Ngl_ L 0 0 —E&3K3 0 ] _Ng_

olarak verilir [28].

1.2. De Sitter 3-Uzayinda Temel Kavramlar

Tamim 1.17. R}*! uzayinda bir yari-Riemann hiperyiizeyi olan ve n-boyutlu birim pseudo-kiire

olarak adlandirilan
St = {z e R{™ | (z,z) =1}
kiimesine, de-Sitter n-uzay1 denir [26].
Ozellikle, n = 3 ise, R} de bir 3-boyutlu birim pseudo-kiire olan
S3 = {x = (21, 29, T3, 74) € R} ’ —xl el t = 1}

De Sitter 3-uzayi elde edilir. n = 2 ise, R? de 2-boyutlu birim pseudo-kiire ( R? de tek kanatli
hiperboloid) olarak bilinen

S% = {l‘ = ($17x27x3) c R? ‘ —1‘12 +x22+9§'32 — 1}



De Sitter 2-uzay1 (De Sitter diizlemi) elde edilir. n = 1 ise, R? de 1-boyutlu birim pseudo-¢cember
( R? de hiperbol) olarak bilinen

S%: {$: (l’l,ZEQ) ER%‘—I12+$22:1}

De Sitter 1-uzayi elde edilir.

Tanim 1.18. v € R{ sifirdan farkli bir vektor ve ¢ € R bir reel say1 olsun. O zaman,
HP(v,c) = {z e R} | <z,v >=c}

kiimesine, R} de v pseudo-normalli hiperdiizlem denir. Burada,
(i) v timelike ise HP (v, ¢), R} de bir spacelike hiperdiizlem,
(i) v spacelike ise HP (v, ¢), R} de bir timelike hiperdiizlem,
(iii) v null ise HP (v, ), R} de bir lightlike hiperdiizlem,
olarak adlandirilir [21].

Tamm 1.19. HP (v, ¢) hiperdiizlemi ile S? iin bostan farkli arakesitlerine, De Sitter 3-uzayda bir

yiizey denir. Burada S? uzayinda bir yiizey M = HP (v, ¢) N S? olmak iizere,
(i) HP(v, c) spacelike hiperdiizlem ise M, S? de bir eliptik De Sitter kuadrik yiizey,
(i) HP(v, c) timelike hiperdiizlem ise M, S? de bir hiperbolik De Sitter kuadrik yiizey,
(iii) HP(v, c) lightlike hiperdiizlem ise M, S? de bir parabolik De Sitter kuadrik yiizey,

olarak adlandirilir [21].

Uyar1 1.20. D = HP(v,0), R} de orijinden gegen 3-boyutlu bir non-dejenere hiperdiizlem ve
M =DnN S:f olsun. O zaman, D timelike (spacelike) hiperdiizlem ise M, S:f de bir timelike

(spacelike) yiizey olan birim pseudo-kiireye (birim kiireye) kongriienttir [21].

Uyar 1.21. II, R} de orijinden gegen 2-boyutlu bir non-dejenere diizlem ve I' = I1 N S? olsun.
O zaman, II timelike (spacelike) diizlem ise T, S? de bir timelike (spacelike) egri olan birim

pseudo-cembere (birim ¢cembere) kongriienttir.

Teorem 1.22. o, S} de bir sabit olmayan geodezik olsun. Bu durumda,
(i) « timelike ise R} de hiperboliin bir kanadinin parametrizasyonudur,
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(i) o null ise R{ iin bir geodezigi olan diiz dogrunun parametrizasyonudur,
(iii) « spacelike ise R} de bir cemberin periyodik parametrizasyonudur [26].

Teorem 1.23. S? de birbirinden farkli antipodal olmayan iki nokta p ve ¢ olsun. Bu durumda,

(i) (p,q) > 1 ise timelike ve birebir olacak sekilde p ve ¢ dan gecen bir tek geodezik vardir,
(ii) (p,q) = 1ise p ve ¢ dan gegen bir tek null geodezik vardir,

(iii) —1 < (p,q) < 1 ise spacelike ve periyodik olacak sekilde p ve ¢ dan gecen bir tek

geodezik vardir,

(iv) (p,q) < —1ise p ve q dan gegen bir geodezik yoktur [26].
O halde, Tanim 1.12., Teorem 1.22. ve Teorem 1.23. den asagidaki sonug kolayca elde edilir.

Sonug 1.24. «, S? de birbirinden farkli antipodal olmayan p ve ¢ noktalarindan gegen geodezik
olsun. O zaman, R} de orijinden gegen diizlem IT = Sp {p, ¢} ve w = q — (p, ¢) p € R} olmak
izere a nin parametrizasyonu her ¢ € R icin,

(i) II spacelike diizlem ise sign(w) = 1 ve a(t) = cos(t)p + sin(t)”i,

w]|

(ii) T timelike diizlem ise sign(w) = —1 ve a(t) = cosh(t)p + sinh(¢) %,

[[w]

(iii) IT null diizlem ise sign(w) = 0 ve a(t) = p + t(q — p),

olarak verilir.

Tammm 1.25. U, R? nin acik altkiimesi olmak iizere, v : U C R? — Si{’ C ]Ri‘ immersiyonu ile
belli olan ¢ (U) = M, S} de bir regiiler yiizey olsun. O zaman p € M noktasindaki M nin 7, M
teget uzay1 sirasiyla, R{ iin spacelike, timelike veya null altuzayi (yani yiizeyin birim normal
vektor alani sirastyla timelike, spacelike veya null) ise, M ye S? de bir spacelike, timelike veya

null yiizey denir. Ayrica null olmayan ylizeye bir non-dejenere yiizey denir [21, 26].

Tamm 1.26. U, R? nin agik altkiimesi olmak iizere, ¢ : U C R? — S? C R} immersiyonu ile
belli olan ¢)(U) = M, S? de bir non-dejenere regiiler yiizey ve (N, N) = ¢ = +1 olacak sekilde
birim normal vektor alam1 N olsun. O zaman R}, S? ve M nin yari-Riemann konneksiyonlari
stirastyla, VO, V ve V ile gosterilmek iizere X,Y € X(M) C X(S3) diferensiyellenebilir vektor

alanlar1 icin M nin Gauss esitlikleri,

VOXszXY_<X7Y>¢7 (15)
VxY = VxY +e(S(X),Y)N, (1.6)

9



ve Weingarten esitligi
S(X)=-VxN (1.7)

olarak verilir [26].

Uyar1 1.27. S? de bir M non-dejenere regiiler yiizeyinin birim normal vektdr alan1 N ve bu
ylizeyde yatan 5 = () birim hizli egrinin teget vektor alani 73 olsun. O zaman, M yiizeyinde 3
egrisinin geodezik olmasi demek V7,73 = 0 olmasi demektir. Buradan (1.6) gézoniine alinirsa,
B, M de bir geodeziktir gerek ve yeter sart S? de 3 boyunca %BT 3, N normaline paraleldir.
Yani ?Tﬁ Ty, M yiizeyine diktir.

Tanmm 1.28. v : I C R — S} C R{ non-dejenere (spacelike veya timelike) egrisi icin (dv); :
T, I — TS} tiirev doniisiimii birebirdir gerek ve yeter sart v = (¢) egrisi, De Sitter 3-uzayinda

bir non-dejenere regiiler (immersed) egridir [26].

Tamm 1.29. [ C R agik altkiime ve v : I — S? C R} bir non-dejenere regiiler egri olsun. O
zaman R} ve S? iin yari-Riemann konneksiyonlari sirastyla, V° ve V ile gosterilmek iizere
egrisi boyunca bir diferensiyellenebilir X € X(y(I)) C X(S}) vektor alani i¢in v nin S$ deki

Gauss denklemi,
X'=VIX=V,X—-(,X)~, (1.8)

olarak verilir [26].

Tanmm 1.30. v : [ C R — S} C R} non-dejenere birim hizl regiiler egrisinin yay parametresi

s olsun. Bu durumda S? de 7(s) noktasindaki  nin birim teget vektorii

T, (s) = +/(s)

dir. {7(s),v(s)) = 1 olduundan sign(7’(s)) = d; olmak iizere (y(s),T’(s)) = —d; bulunur.
1! (s) +617(s) vektorii, y(s) ve T, (s) vektorlerinin her ikisine de pseudo-ortogonaldir. Buradan

(v"(s),~"(s) ) # 1 sarti altinda, sign(N,(s)) = d, olmak iizere, S} de  nin asli normal vektorii

T!(s) + 017(s)

M) = O o (9)]
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dir. Bu durumda sign(B,(s)) = d3 olmak iizere, S? de v nin binormal vektorii

B,(s) = (~85)(s) x T, (s) x N, (s)

olarak tamimlanir. Boylece R} de v egrisi boyunca pozitif yonlendirilmis {~(s), 7% (s), N,(s), B,(s)}

pseudo-ortonormal bazi elde edilir. Asagidaki

(

T, (s) x Ny(s) x By(s) = ~(s),
N (s) % By(s) x 2(s) = ~01T3(5), o
By(s) x 1(s) x Ty(s) = 8 Ny (s),

[ 7(s) X T (s) X Ny(s) = —d5B,(s),

esitlikler ile birlikte bu baz, R{ de v nin egri-hiperyiizey catis1 olarak adlandirilir [11, 14, 29].

Tamim 1.31. 7: I C R — S? C R} non-dejenere birim hizli regiiler egri olsun. O zaman, S} de

~ nin 7y(s) noktasindaki geodezik egriligi ve geodezik burulmasi, sirasiyla

)

rg(s) = || T5(s) + 017(s)
p . (1.10)

_ 5. 808067/ (5)4"(5) 7" (5))
(s) = 9 (g ()2 ’

esitlikleri ile verilir [11, 14, 29].

Teorem 1.32. ~: I C R — S? C R} non-dejenere birim hizli regiiler egrisinin, egri-hiperyiizey
catist {(s),T5(s), Ny(s), By(s)}, geodezik egriligi s, ve geodezik burulmasi 7, olmak iizere

(v"(s),~"(s)) # 1 sart1 alunda agagidaki

7'(s) 0 1 0 0 7(s)

T!(s) _ —01 0 dokg(s) 0 T, (s) | (L11)
N(s) 0 —d1k4(s) 0 037,4(8) N, (s)

| B.(s) | | 0 0 —0omy(s) 0 | [ By(s) ]

gecis bagintilar1 elde edilir [11, 14, 29].

Tamm 1.33. Bir ¢ € S? noktasindaki 7,S? C R{ teget uzayinda, R} de siitun vektorleri olarak

diigiiniilen u, v € T,S} teget vektorleri igin,

UANV=qgXUXV (1.12)
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esitligi ile tanimlanan ” A ” ye S? deki vektorel garpma denir. Ayrica bu vektorel carpma, R} de

2

x 7 vektorel carpmasindan indirgenmis olup (1.3) den her w € T,S? i¢in
(u ANv,w) = —det(q, u, v, w) (1.13)

esitligi saglanir [22].

Tamm 1.34. v: ] C R — S? C R{ birim hizli geodezik olmayan non-dejenere regiiler egrisinin

S? C R{ uzayindaki Frenet gatist

Vi, T
T, =, Ny ==t B 5 A N, (s
{ y o B = T <&

ve S? de v nin geodezik egriligi ve geodezik burulmast sirasiyla,

=||V.T,|,
e H_T” i (1.14)
75 = (V1,N,, B,),
olmak tizere
VTWTV 0 (52/439 0 T‘»y
Ve N, | = |=b6ikg 0 G375 | | Ny | (1.15)
V1B, 0 —d&7, O B,

Frenet formiilleri ile birlikte

Ny(s) A\ By(s) = —01T,(s), (1.16)

ozellikleri saglanir [22].

Uyar: 1.35. (1.8), (1.10) ve (1.14) esitliklerinden asagidaki iligkiler kolayca goriiliir.

Q) rg(s) = ||V, Ty (5)[| = || T5(s) + 17(s) |,

(i) 74(s) = < Vi, (N3 (5), By () > = 6, 0T,

Tanim 1.36. v : [ C R — S} C R{ non-dejenere birim hizh regiiler egrisinin geodezik egriligi

sifira esitse, S? de bir geodeziktir denir [26].
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Uyari 1.37. ~ egrisinin, egri-hiperyiizey ¢atisin1 olustururken koyulan < ~”(s),v"(s) ># 1

sarti, r,(s) # 0 esitligine (yani egrinin S$ de geodezik olmamasi koguluna) kargilik gelir.

Tamm 1.38. v : I C R — S? C R} non-dejenere birim hizl regiiler egrisinin her noktasinda
geodezik burulmasi (torsiyonu) sifira esitse, S? de bir diizlemsel egri denir. Ayrica y bir spacelike
( timelike ) diizlemsel egridir gerek ve yeter sart v bir S*> C S? tam geodezik iki boyutlu

kiiresinde ( S? C S? tam geodezik pseudo-kiiresinde ) yatar [4].

Uyar1 1.39. (1.3), (1.12) ve (1.13) esitliklerinden, v egrisinin 7S} C R{ teget uzayindaki
{T,,N,, B,} (intrinsic) Frenet ¢atis1 ile R} ambiant uzaymndaki {y(s),T,(s), N,(s), B,(s)}

egri-hiperyiizey catisinin zit yonlendirmeye sahip oldugu kolayca goriiliir.

Tamm 1.40. p € S ve v € T,S? olsun. Bu durumda baglangi¢ noktast p ve baglangi¢ hizi

/

o/ (0) = v olan sabit hizli geodezik a, : [0,00) — S? olmak iizere p € S? noktasindaki iistel

doniisiim (the exponential map)
exp, : 1,87 — S7,  exp,(v) = a(1)
olarak verilir. Ayrica herhangi ¢ € R i¢in

exp,(tv) = au(1) = ay(t) (1.17)

esitligi saglanir. Yani exp,, tistel doniigiimil, T,S? deki orijinden gegen dogrulari, S? de p noktasin-

dan gecen geodeziklere tasir [26].

Tanim 1.41. v : I C R — S} C R} non-dejenere birim hizli regiiler egrisinin, S? de ~ egrisi
boyunca Frenet ¢atis1 {7, N,, B,} ve sign(N,(s)) = d; olsun. O zaman f?(t) + d5 ¢*(t) = 1

denklemini saglayan f, g diferensiyellenebilir fonsiyonlari i¢in

exXp. ) (ENy(5)) = [(8)7 (s) + g() N, (s), t € R, (1.18)

non-dejenere geodezigine, S? de + egrisinin 7(s) baglangi¢ noktali asli normal geodezigi denir

[22].

Teorem 1.42. R{ de M, ve M, yari-Oklidyen hiperyiizeyleri, bir o egrisi boyunca teget ve
v = '(sg) vektoril de, To(so) My = Tosy) M, Ozelligini saglayan teget uzaylarina ait vektor

olsun. O zaman P, M, hiperylizeyine gore v boyunca v, vektoriiniin paralel tasimasidir gerek
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ve yeter sart P, M, hiperyiizeyine gore o boyunca v, vektoriiniin paralel tasimasidir. Ayrica P

paralel oteleme (tasima) doniisiimiiniin kovaryant tiirevi her iki hiperylizey i¢in aynidir [22].

Sonug 1.43. o = a(t), S} de bir non-dejenere geodezik ve o/ (t) ye pseudo-ortogonal olan bir
vektor alan1 X olsun. O zaman Teorem 1.42. den, P(X) = X. Yani P, X vektor alanini sabit
(degismez) birakir [22].

Uyan 1.44. S7 de v egrisinin 7(s) baglangi¢ noktali asli normal geodezigi cv(t) = exp, ) (tN,(s))

ve sign(NV,) = & olsun. O zaman «(t) boyunca paralel tasima P olmak iizere
0af*(t) +g°(t) = 1,
denklemini saglayan f, g diferensiyellenebilir fonsiyonlari i¢in
ay(t) = —g(t)y(s) + f(t)N;(s) = P(Ny(s)),

esitligi saglanir ve Sonug 1.43. den,

elde edilir [22].
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2. S? de NON-DEJENERE REKTIFiYAN EGRILER VE KONiK YUZEYLER

Bu béliimde, S? de non-dejenere (spacelike veya timelike) rektifiyan egri ve non-dejenere konik
yiizey kavramlarim verilecektir. Simdi bu kavramlar arasindaki iliskiyi aciklayan, rektifiyan

egriler i¢in ilk karakterizasyonu ifade edelim.

Tamm 2.1. S§ de p € S? sabit noktasi ve k, > 0 geodezik egrilikli biry : I € R — S
non-dejenere birim hizl egrisi verilsin. O zaman, () C S3\{+£p} olacak sekilde her s € I i¢in
p ve v(s) noktasindan gecen geodezikler, y nin ~y(s) baglangi¢ noktali asli normal geodeziklerine

ortogonal ise y ya S} de bir non-dejenere rektifiyan egri denir.

Boylece, Tamim 2.1. den, p ile v(s) den gecen geodezikler, v nin TS} teget uzayindaki
Sp{T,(s), By(s)} non-dejenere rektifiyan diizlemlerine tegettir. Daha agik olarak; p ve (s)

den gecen geodezik,

Bs(u) = exp,(uy(s)) = cos(u)p +sin(u)y(s), w€R

ve < N,(s), N,(s) >= 9, olmak iizere -y egrisinin, y(s) baglangi¢ noktali asli normal geodezigi

(1) = exp, ) (u]; (8)) = FW)y(s) + Dag(u)Ny(s), w € R

olarak verilsin. Burada y timelike (spacelike) ise IV, (s) spacelike (spacelike yada timelike) olur.

Buna gore f?(u) + d2 g*(u) = 1 denkleminin saglanmasi i¢in

1 f(u) = cos(u), g(u) = sin(u)

09 = ;
—1; f(u) = cosh(u), g(u) = sinh(u)

durumlar elde edilir. O halde Tanim 2.1. den her s € [ i¢in

d
(0,306 ) =0
rektifiyan egri olma sart1 elde edilir. O zaman < 7.,(s), T, (s) >= 6, ve < B,(s), B,(s) >= 03
i¢cin

d

S Bu(u) = M5)T(5) + () By (s)
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olacak sekilde 6;A?(s) + d3u?(s) = 1 denklemini saglayan A(s), u(s) diferensiyellenebilir
fonksiyonlart vardir. Buradan v nin spacelike veya timelike olmasina gore asagidaki kosullar

elde edilir:

(1,1,—1); A(s) = cosh(s), u(s) = sinh(s)
(01,02,03) = (1,—1,1); A(s) = cos(s), u(s) = sin(s)
(—=1,1,1); A(s) = sinh(s), u(s) = cosh(s)

Tamim 2.2. Sabit bir p € S? noktas1 ile bu noktay:1 icermeyen S? deki bir non-dejenere -y
egrisinin herhangi bir noktasini birlestiren biitiin geodeziklerin bileskesiyle olusan yiizeye, S?
de bir non-dejenere konik yiizey denir. Burada p noktasina non-dejenere konik yiizeyin tepe
noktasi (vertex) ve y-ya dayanak egrisi (directrix) denir. Yiizeyi olusturan geodeziklerin her biri

ise ylizeyin iireteci (generatrix) olarak adlandirilir.

SimdiV : I CR — S% C 7,8 C R{ non-dejenere birim hizl regiiler egrisi verilsin. Buna

gore, V' nin non-dejenere birim teget vektor alant 7y, = V' ve
sign(Ty) =0 (2.1)

olmak iizere V ve T} ye pseudo-ortogonal olan Ny, = V' A Ty, vektoriine, V nin S? de non-dejenere

asli normal vektorii denir ve
sign(Ny) = —0 2.2)

olur. O halde {V, Ty, Ny } iigliisiine, V nin S7 C 7,,S? de egri-yiizey ¢atisi denir. {p, V, Ty, Ny },

R} de V egrisi boyunca pseudo-ortonormal bazdir. Boylece (1.8) den, Frenet denklemleri

Ty 0 1 0 V
VOTVTV = —0 0 —5I{V TV (23)
VOr, Ny 0 —6ky O Ny

ve

vTVTV = —5/'{va

_ (2.4)
VTV NV = —5livTV
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esitlikleri saglanir. Burada v, V' nin geodezik egriligi olmak tizere (1.8) ve (1.12) den,
ky = (Vn, Ty, Ny ) = det(V, V', V", p). 2.5)

olarak ifade edilir.

Simdi, S} de tepe noktast p ve dayanak egrisi S C 7,S; pseudo-kiiresinde yatan V' = V(¢)

non-dejenere birim hizli egrisi olan M non-dejenere konik yiizeyinin bir parametrizasyonu,
Y(t, z) = exp,(2V (1)) = cos(z)p + sin(2)V (t), 2>0 (2.6)

olarak verilsin. Ayrica P, S? de u = 0 ve u = 2 arasindaki 3;(u) = v(t,u) geodezigi
boyunca paralel tasima olsun. Bu durumda Sonug 1.43. ve Uyar 1.44. gozoniine alindiginda,

M non-dejenere konik yiizeyinin (¢, z) noktasindaki teget diizleminin bilesenleri

Pi(t, z) = sin(2)Tv (t) = sin(z) P(Ty (1)) 2.7)
W, (t,z) = —sin(z)p + cos(2)V(t) = P(V (1)) (2.8)

olarak bulunur. Birinci temel form katsayilar da,

E = <wta¢t> = 5SiD2<Z), F= <1/)ta'¢)z> = 07 G = <¢z:7/)z> =1 (29)

olarak ifade edilir. {7y, Ny}, X(S%) nin bir bazi olup Ny, S? ye tegettir. O halde N (¢, 2),
M yiizeyinin non-dejenere birim normal vektor alani ve ||y (¢, 2) A, (t, 2)|| = /|EG — F?|

olmak iizere,

U(t, 2) N, (t, 2)
VIEG — F?|

sin(z)(P(Ty (t)) A P(V (1))
|6 sin?(2)]
= P(Ty(t)) NPV (1))

= —P(Nv(1))

N(t,z) =

= —Ny(t)

ve boylece

N(t,2) = —Ny () (2.10)



elde edilir.

Uyan 2.3. (2.2) ve (2.10) dan
(N(t,2), N(t, 2)) = (= Ny (t), ~ N () = 0 @.11)

olup buradan V, S7 C 7,57 de bir spacelike (timelike) egridir gerek ve yeter sart M yiizeyi, S}

de bir spacelike (timelike) ylizeydir. Yani V' egrisi ile M yiizeyinin kausal karakteri aynidir.

S? C T,S} de birim hizhi V egrisinin ry = ry(t) geodezik egriligi, (2.5) esitligi ile belli
olmak iizere M konik yiizeyinin S sekil operatoriiniin bilesenleri (1.7), (2.4), (2.7) ve (2.10)

esitliklerinin kullanilmasi ile

_ il )
S(wt) = _thN = vTv(t)N\/(t) = KV(t)?/Jt(ﬂZ),

sin(z)

S(,) = =Vy,N ==V, N =0.

olarak bulunur. Bdylece, M nin R{ deki ambiant uzayina gore ekstrinsik Gauss egriligi (De
Sitter 3-uzaymin Gauss egriligi) K. = 1 ve intrinsik Gauss egriligi K; = det(.S) olmak iizere

Gauss (K) ve ortalama (H ) egrilikleri

K=K +K =1,

. IZ(S) B 5Hv(t)
H= 2 2sin(z)’

Ayrica (1.5) Gauss formiilii, (2.7) ve (2.8) esitlikleri gbzoniine alinarak;

Vb = —§sin(z) cos(2)1, + dky (t) sin(2) N,
Vit = Vi b, = cot(2) iy, (2.12)
vwz¢z =0,

esitlikleri elde edilir.

Teorem 2.4. S} de v = 7(s) birim hizli non-dejenere egrisi burulmali olsun. O zaman v, S? de
bir rektifiyan egridir gerek ve yeter sart bir sabit p € S$\~(I) noktasi ve S? C T,S? iki boyutlu
birim pseudo kiiresinde yatan bir V' = V/(¢) birim hizli non-dejenere egrisi vardir dyle ki 7, p ve

V tarafindan belirlenen M non-dejenere konik yiizeyinin geodezigidir.
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Ispat. v, S? de bir non-dejenere rektifiyan egri olsun. O zaman bir p € S?\~(/) noktas1 ve bir

V' = V(t) non-dejenere birim hizli egrisi vardir dyleki bazi ¢(s) ve z(s) fonksiyonlari i¢in

7(s) = exp,(2(s)V (t(s))) = cos(z(s))p + sin(2(s))V (i(s)).

O halde ~ egrisi, y(s) = ¥(t(s), z(s)) parametrizasyonu ile belli olan M non-dejenere konik

ylizeyinde bir egri olur. Buna gore p ve y(s) yi birlestiren non-dejenere geodezik

Ps(u) = exp, (uV (t(s))) = cos(u)p + sin(u)V(£(s)) = ¢ (t(s), u)

olup v nin birim teget vektor alam T, = % Bs(u) olmak iizere non-dejenere rektifiyan egri olma
kosulundan
(T, (2(s)), N4y(s)) = 0 (2.13)

olur. p ve V tarafindan belirlenen M non-dejenere konik yiizeyin 7(s) noktasindaki teget diizlemi,

p ve (s) yi birlestiren geodezige teget vektorler tarafindan gerilir. Yani
TyyM = 5p{Tp,(2(s)), T5(s)}

olarak ifade edilir. Burada p ve y(s) yi birlestiren geodezigin M konik yiizeyinin 7(s) noktasinda-
ki tireteci olmasi ve (2.13) esitligi gozoniine alinirsa IV, (s), M ye diktir. Boylece Uyart 1.27. ve

(1.15) den va T,, M konik yiizeyine dik olup v, M nin geodezigidir.

Tersine M, S? de non-dejenere bir konik yiizey ve s yay parametresi ile verilen bir non-dejenere
geodezii v(s) = ¥(t(s), 2(s)) olsun. O zaman Uyari 1.27. ve (1.15) den, S} de v boyunca
N, (s) asli normali, yiizeyin N (t(s), 2(s)) birim normaline paraleldir. O halde konik yiizeyin
p = B5(0) ve v(s) = Bs(z(s)) noktalarmn birlestiren birim hizli tireteci (yani geodezigi) J; ile

gosterilmek iizere

(Ts.(2(s)), Ny(s)) = 0
elde edilir. Boylece 7, S? de bir non-dejenere rektifiyan egridir.

Sonug 2.5. p € S?\v(I) noktasi ve S7 C 7,S} iki boyutlu birim pseudo kiiresinde yatan bir V/
birim hizli non-dejenere egrisi tarafindan belirlenen M non-dejenere konik yiizeyinin geodezigi,

~ non-dejenere rektifiyan egrisi olsun. O zaman asagidaki durumlar vardir:
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(i) 7, S? de timelike egri veya timelike B, ya sahip spacelike egridir gerek ve yeter sart V'

timelike egri ve M timelike yiizeydir.

(ii) 7, S} de timelike [V, ya sahip spacelike egridir gerek ve yeter sart V' spacelike egri ve M

spacelike ylizeydir.

Ispat. S? ve M nin yari-Riemann konneksiyonlar1 sirasiyla, V ve V ile gosterilmek iizere

X,Y € X(M) C X(S?%) diferensiyellenebilir vektdr alanlart i¢in M nin Gauss esitligi, (1.6)

ve (2.11) den

VxY =VxY + (=0) (S(X),Y) N

(2.14)

olarak ifade edilir. Simdi M, S? de bir non-dejenere konik yiizeyin s yay parametresi ile verilen

bir non-dejenere geodezigi v(s) = 1 (t(s), z(s)) olsun. O zaman
T, (s) = t'(s)9u(t(s), 2(5)) + 2'(s)¢=((s), 2(s))
olup v nin M yiizeyinin geodezigi olmas1 gbzoniine alinarak (2.14) den
Vi, (9T (s) = 6(t'(s)) kv (t(s)) sin(2(s)) N (£(s), 2(s))

elde edilir. Ayrica (1.15) den sign(N,(s)) = 0, i¢in

VTW(S)TW(S) = 02 kg(S) N, (5)
dir. O halde (2.15) ve (2.16) dan

ba k> = —0(t") kT (t)sin’(2)
olup buradan

sign(N,(s)) = d2 = —0 = sign(N((s), 2(s)))

elde edilir. Boylece (2.11) ve (2.17) den

sign(V,(s)) = sign(N(t(s), z(s))) = sign(Ny (t(s)))
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bulunur. Sonug olarak, R{ de V egrisi boyunca {p, V, Ty, Ny } ve -y egrisi boyunca {v, T}, N,, B, }

pseudo-ortonormal bazlarinin isaret tablolar1 da gézoniine alinirsa (i) ve (i) kolayca elde edilir.

Uyan 2.6. [23] de kiiresel uzayda ve [24] de hiperbolik uzayda, her diizlemsel (egrinin her
noktasinda geodezik burulmasi sifira esit) egrinin bir rektifiyan egri oldugu gosterildi. Benzer
diisiince ile De Sitter 3-uzayinda da sadece sifirdan farkli geodezik burulmaya sahip non-dejenere
rektifiyan egrileri incelemek yeterlidir. Bundan sonra aksi sdylenmedikge, S? de burulmali
(1, # 0) timelike rektifiyan egrileri ele alacagiz. Ayrica, diger boliimlerde verilecek olan
metotlar kullanilarak, S? de spacelike rektifiyan egriler i¢in de benzer sonuglar kolayca elde

edilebilir.
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3. S? de TIMELIKE REKTiFiYAN EGRILERIN GENEL HELiSLERLE iLiSKiSi

Chen, 2003 te iic boyutlu Oklidyen uzayda genellestirilmis helisler (Lancret egrileri) ve rektifiyan
egriler arasindaki iligkiyi vermistir [5]. Gergekten, her iki egri ailesi, bazi ¢y, ¢, sabitleri i¢in s

yay parametresi olmak iizere burulmasinin egriligine orani,

T

(—) (s) = c15 + ca,

K

lineer fonksiyonu ile karakterize edilir. Burada c¢; = 0 ise genel helisler, diger durumda ise
(c; # 0) rektifiyan egriler elde edilir.

Barros ise 1997 de sifirdan farkl sabit egrilikli flat olmayan Riemannian uzay formlari olarak, S?
tic boyutlu kiirede ve H? ii¢ boyutlu hiperbolik uzayda genel helisleri tanimlad1 ve klasik Lancret
teoreminin genellestirmesini verdi [3]. 2001 yilinda da Barros ve arkadaglari, sifirdan farkl
sabit egrilikli flat olmayan Lorentzian uzay formlari olan S? De Sitter 3-uzayinda ve H} anti
De Sitter 3-uzayinda genel helis kavramin1 Lorentziyen bakis acisiyla yeniden ele alip Lancret
teoremlerini verdi [4]. Bu iki ¢alismada, verilen egri boyunca sabit uzunluklu bir Killing vektor
alanmi var oyle ki egri boyunca bu Killing vektor alani ile e8rinin tegeti arasindaki aci sifirdan
farkl1 bir sabit ise verilen egri bir genel helis olarak adlandirildi. O halde, 6zellikle S ve S? de

genel helisleri karakterize eden asagidaki Lancret teoremlerini hatirlatalim:

Teorem 3.1. ~, S? de bir genel helistir gerek ve yeter sart asagidaki ifadeler saglanir:

(i) 7, = 0 ve v, S? birim kiiresinde bir egridir, veya

(ii) 7, = bry £ 1 olacak sekilde a ve b sabitleri vardir [3].

Teorem 3.2. ~, S? de bir non-dejenere regiiler egrisi genel helistir gerek ve yeter sart asagidaki
ifadeler saglanir:
(i) 7, = 0 ve 7, S$ nin bir tam geodezik yiizeyinde (yani S* C S? kiiresinde veya S} C S?
pseudo-kiiresinde) yatar, veya

(i) 7y, S? de bir agikar helistir (yani geodezik egriligi ve geodezik burulmast sabittir) [4].

Simdi, S? de timelike rektifiyan egrilerin geodezik burulmasinin geodezik egriligine oranina gére

karakterizasyonunu verelim.
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7, S? de parametrizasyonu (2.6) ile verilen bir M timelike konik yiizeyinde birim hizl timelike

egri olsun. O zaman bazi t = t(s) ve z = z(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar i¢in
vl = M CS}, 2(s) = ¥(t(s), 2(s))

olarak alinabilir. Boylece (2.1), (2.7), (2.8) esitlikleri ve Sonug 2.5. den V' nin timelike egri (yani

(Tv,Ty) = § = —1) olmas1 gézoniine alinirsa,
—1= (T, Ty) = (' + 2, ' + 2'0) = —(¢)sin’(2) + (2)? 3.1
esitligi elde edilir. 7., € X(M) igin (1.5) den,
Vi, Ty =V Ty — 1 (3.2)
olur. Buna gore,
V(I)“«,T’Y =" ="+ ([ u + 2') + 2", + 2 (o + 2'Y.s) (3.3)
olup buradan (1.5), (2.9) ve (2.12) gbzoniine alindiginda

Y = V9,0 = V0 — (U, 10) ¢ = sin(z) cos(2)1, — kv (t) sin(z) N + sin®(z)y
Pz = Pz = V00, = Vb, — (U, 10.) N = cot(2)¢y (3.4)
wzz = V?pzqu)z = vd)ﬂﬁZ - <¢zu 77Z)z> ¢ = _1/}

esitlikleri elde edilir. O halde (3.1), (3.3) ve (3.4), (3.2) esitligine uygulanirsa;
Vi, T, = "+ 2t'2 cot(z)) ¥y + (z” + (') sin(2) cos(z)) ¥, — () Ky (t)sin(z)N (3.5)
elde edilir. Ayrica (2.17) den N, spacelike vektor alani, yani
<NwNv> =—0=1
olup (2.16) esitliginden
vaT'y = kN (3.6)

bulunur.
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Simdi v, M timelike konik yiizeyinde bir geodezik (yani S? de bir timelike rektifiyan egri) olsun.

O zaman (3.5) ve (3.6) den t = (s) ve z = z(s) diferensiyellenebilir fonksiyonlar olmak iizere

t" +2t'2" cot(z) =0 (3.7)
2" 4 (t')*sin(z) cos(z) = 0 (3.8)
— (') Ky (t)sin(z) = ky > 0 (3.9)

diferensiyel denklem sistemi elde edilir. Burada

y(s) = cos(z(s)) (3.10)

secimi yapilirsa (3.1) ve (3.8) esitliklerinin kullanilmasi ile

y"(s) —yl(s) =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Boylece bazi A, B ve s, sabitleri icin

y(s) = Asinh(s + s¢) + B cosh(s + sg) (3.11)

ve buradan

z(s) = arccos(Asinh(s + sg) + B cosh(s + sp)) (3.12)

olarak bulunur. Teorem 2.4. den, N, (s), N((s), z(s)) paralel olup genelligi bozmadan

N, = —N alinirsa,

a(s) = <ngt> = sirféz)’ b(s) = —<Bvé¢z> = —t'sin(2)
olmak iizere
By (s) = a(s)tu(t(s), 2(s)) + b(s)¥=(t(s), 2(s)) (3.13)

seklinde yazilabilir. Buradan,

vT«,B'y = Vg‘787 = let + b/wz + at/wtt + (azl + bt/)wtz + bz/wzz
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ve (1.15) den
VT B’Y = —TgN,y

oY

olup (3.4) esitlikleri gbzoniine alinirsa,

bulunur. O halde (3.9) ile birlikte

Z(s)

Kg - #/(s) sin(z(s))

elde edilir. Simdi (3.7) nin her iki tarafi sin®(z) ile garpilirsa
t" sin?(2) + 2t'2"sin(2) cos(z) = 0
olup u = sin®(z) degisken degistirmesi ile \ bir sabit olmak iizere
t"u+t'u =0=d(t'u) =0=t'u= A\

bulunur. O halde buradan,

olur. (3.1) ve (3.15) den

ve (3.10) dan
sin?(z) =1 — y? = sin?(2) = 1 — (Asinh(s + so) + B cosh(s + s¢))°

olup (3.17), (3.16) da yerine konulursa,

)\2

- 1
1 — (Asinh(s + so) + B cosh(s + sp))?

()"
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bulunur. Ayrica (3.12) den

(Asinh(s + sg) + Bcosh(s + sp))?

")? = 3.19
() 1 — (Asinh(s + s9) + B cosh(s + s))? (3-19)

elde edilir. Buna gore (3.18) ve (3.19) esitlikleri kullanilarak A,B ve \ arasindaki iligki,
A2 —B? -\ =1 (3.20)

olarak bulunur. Son olarak (3.12), (3.14) ve (3.15) esitlikleri géz oniine alindiginda gerekli

hesaplamalardan sonra ¢ — ¢? < 1 esitsizligini saglayan

_-B A
C1 = A\ , Co = 2\ )
sabitleri i¢in
T _ ¢ sinh(s + so) + ¢2 cosh(s + sp) (3.21)
kg

esitligi elde edilir.

Tersine v = 7(s), (3.21) esitligini saglayan S? de birim hizli timelike egri olsun ve bazi ¢y, ¢y

sabitleri igin c3 — ¢? — 1 < 0 esitsizligi saglansin. Buradan \ # 0 sabit olmak iizere
B = —Cl)\, A= _CQ)\,

sabitleri i¢in

1

N
cd—ci+1

esitligi verilsin. Simdi sirasiyla (3.11) ve (3.12) esitlikleri ile tanimlanan y = y(s) ve z = z(s)

fonksiyonlar1 tanimlansin. O zaman (3.15) diferensiyel denkleminin bir ¢oziimii olan

2
t(s) = tanh™! (A)\B + (1 —;A ) tanh(s 4+ so))

fonksiyonu ve (3.9) esitligi ile belli olan xy fonksiyonu tanimlanabilir. Simdi (1) C S}\{p}

olacak sekilde bir p € S? noktasi ve geodezik egriligi v ile verilen S7 C 7,S? deki birim hizli

timelike V' = V/(t) egrisi verilsin. O halde parametrizasyonu (2.6) ile verilen S? deki bir M
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timelike konik yiizeyi ve bu yiizey iizerinde bir timelike egri

olarak tanimlanabilir. Buna gore gerekli hesaplamalardan sonra kK, = K4 ve 7, = 7, olacak
sekilde ¥ nin M nin bir timelike geodezigi oldugu gosterilir. Boylece v, M timelike konik

yiizeyindeki bir timelike geodezige kongriienttir.

Sonug olarak, S? de v = ~(s) timelike egrisi, 1 (t(s), z(s)) parametrizasyonu ile verilen bir
timelike konik yiizeyin geodezigidir gerek ve yeter sart v = (s), (3.21) denklemini saglar. O

halde, Teorem 2.4. de g6z Oniine alinirsa asagidaki karakterizasyon elde edilir.

Teorem 3.3. S? de v = 7(s) birim hizli burumali timelike egri olsun. O zaman v, S? de bir

timelike rektifiyan egriye kongriienttir gerek ve yeter sart bazi ¢y, ¢y ve sq sabitleri i¢in

c—ci—1<0,

esitsizligi ile birlikte
Tg

(s) = ¢y sinh(s + sg) + 2 cosh(s + sp).
Kyg
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4. S? de TIMELIKE REKTIiFIYAN EGRILERIN SINIFLANDIRMASI

Asagidaki teorem, S? deki burulmali timelike rektifiyan egriler igin bir karakterizasyondur.

Teorem 4.1. S? de v = (s) burulmali birim hizli timelike egri olsun. O zaman asaZidakiler

denktir.
(i) ~y bir rektifiyan egridir.

(ii) p ¢ v(I) olacak sekilde p, S? de bir nokta ve p*, S} de p-nin 7’,-ya ortogonal bileseni olmak

uzere
b2 — b3+ b =1,
esitligini saglayan bazi by, by, b ve s, sabitleri igin,

(p,T,(s)) = by sinh(s + s¢) + bz cosh(s + o),
I~ = v

(iii) p & (1) olacak sekilde p € S} vardir dyleki

(p, N;(s)) = 0.

(iv) p ¢ () olacak sekilde p € S} vardir dyleki a sabit olmak iizere,

(p, B,(5)) = a.

(v) p & v(I) olacak sekilde p € S} vardir 6yleki a2 — a? < 1 sartin1 saglayan bazi ay, ay ve g

sabitleri i¢in

(p,7(s)) = aysinh(s + s9) + az cosh(s + sp).
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(vi) p € ~(I) olacak sekilde S? deki bir p noktasi ve ~(s) arasindaki uzaklik fonksiyonu
p(s) = d(p,~(s))
olmak iizere baz1 d5 — d7 < 1 esitsizligini saglayan bazi dy, do ve s sabitleri i¢in

cos(p(s)) = dy sinh(s + sq) + da cosh(s + sp).

Ispat. Kabul edelim ki -, S? de timelike bir rektifiyan egri olsun. O zaman ~, Teorem 2.4. den
parametrizasyonu (2.6) ile verilen M timelike konik yiizeyinin bir geodezigidir. Buradan ¢(s)
ve z(s) fonksiyonlari (3.7)-(3.9) denklemlerini saglamak iizere v(s) = ¥ (t(s), z(s)) yazilabilir.

O zaman,
(p,7(s)) = cos(z(s)) (p, p) + sin(z(s)) (p, V (t(s))) = cos(z(s)),
olup (3.12) de g6zoniine alinirsa,
(p,7(s)) = Asinh(s + sg) + B cosh(s + s¢)
olarak bulunur. Ayrica (3.20) den
B?—A*=1-X<1

olup A = ay ve B = ay igin

ve
(p,7(s)) = ay sinh(s + sg) + ag cosh(s + so) 4.1

elde edilir. Boylece (i) = (v) saglanir.

Simdi (v) ifadesini kabul edelim. Bu durumda,

d

=P = (. (5)
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ve (4.1) den

d
s (p,7(s)) = aycosh(s + sq) + azsinh(s + o)

olup buradan
(p, Ty(s)) = a1 cosh(s + sg) + agsinh(s + sq)
olur. Buradan tekrar s-ye gore tiirev alinip (1.11) Frenet denklemleri kullanilirsa

d% (p,T,(s)) = aysinh(s + sg) + ag cosh(s + so) = (p,7(s))
L4 Ty )) = (0. V0 To(8)) = s (0, No () + (9,1 ()

esitlikleri elde edilir. O halde buradan,

olmalidir. Ayrica x4 > 0 oldugundan
<p , V. ’Y> =0

olarak bulunur. Boylece (v) = (iii) saglanir.

Simdi (iii) ifadesini kabul edelim. Bazi u(s) fonksiyonu i¢in fs(u), p = 55(0) ve y(s) =

Bs(u(s)) yi birlestiren geodezik yay olsun. O zaman a(u) ve b(u) fonksiyonlart igin

Be(u) = a(u)p + b(u)y(s)

olmak uizere

(B(u(9)), Ny(5)) = alu) (p, Ny(s)) + b(u) (7(s), Ny(s)) = 0.

Boylece v, S§ de bir rektifiyan egridir. Buradan (iii) = (i) olup (i), (iii) ve (v) ifadeleri denktir.
(1.11) Frenet denklemleri kullanilarak,

S0 B5) = (5. VB (9)) = —7afs) 0 N () = 0.
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Burada hipotezden  burulmali egri (7, # 0) olup (iii) den (p, N,(s)) = 0 olmast ile (iii) ve (v)

birbirine denktir.
Simdi, Tanim 1.12. den
(p,7(s)) = cos(p(s))

olacak sekilde p(s) fonksiyonu mevcut olsun. Buradan (v) ve (vi) saglandig1 kolayca goriiliir.

Simdi, v bir timelike rektifiyan egri olsun. O zaman (iii), (iv) ve (v) saglanmir. (v) de tiirev

alinmasiyla
(p,T,(s)) = ay cosh(s + s9) + ag sinh(s + s¢)
olup (ii) nin ilk denklemi saglanmis olur. Ayrica (iii) ve (iv) ifadelerinden

pL = )\le =+ )\QB’Y = CLB,Y

2 2 2
lo*|” = (. N,)° + (p, B,)" = @
oldugu kolayca goriiliir. Boylece, (ii) nin ikinci denklemi saglanmis olur. Ayrica

(p, T,))* = a? cosh®(s + s9) + a2 sinh?(s + s0),
(P ’7>2 = a?sinh?(s + s0) + a3 cosh?(s + s¢),
<p> B’Y>2 = a27

olup T’, timelike olmak lizere
L= (p,p) = (0,7 = (0. T2)" + (p, B,)* = a3 —a} + @’

elde edilir. Son olarak (i1) ifadesini kabul edelim. (ii) nin ilk denkleminin integrasyonu sonucunda

c sabit olmak iizere,
[T ds = ) + (o).
Buradan ¢y = — (p, ¢) sabit olmak iizere,

(p,v(s)) = by cosh(s + sg) + by sinh(s + sg) + o 4.2)
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elde edilir. Ayrica (ii) nin ikinci denkleminden,
2
1= (p,p) = (1,7 = (0, )" + ||p"]|
olup buradan

b —b:=(p,7)° — (p,T,)* =1 -1 (4.3)

bulunur. O halde (i1) nin birinci denklemi (4.2) ve (4.3) ile birlikte diisiiniildiigiinde, ¢, sabiti

sifir olmak zorundadir. Buna gore by = as ve by = a, sabitleri icin,
(p,7(s)) = a1 sinh(s + s9) + as cosh(s + sp),
ve
a3 —a; =b] —bi=1-0b"<1,
elde edilir. Boylece (v) saglanir ve burada -, S? de bir timelike rektifiyan egridir.

Simdi S? de biitiin timelike rektifiyan egrileri belirleyecegimiz teoremi verelim.

Teorem 4.2. -, S?-de burulmal timelike egri olsun. O zaman, ~ bir rektifiyan egridir gerek ve
yeter sart p ¢ ~y(I) olacak sekilde bir nokta p € S? ve V = V (t), ST C T,S? de bir birim hizli

timelike egri olmak iizere bazi a # 0 ve t, sabitleri i¢in
p(t) = arctan(asech(t + t))

olup ~y-nin uygun bir yeniden parametrelendirmesi

7(t) = exp, (p()V (1)) = cos(p(t))p + sin(p(1))V (). (4.4)

Ispat. p € S} bir nokta ve V = V/(¢), S? C T,S} de bir birim hizli timelike egri ve p = p(t),

pozitif bir fonksiyon olsun. O halde

V(t) = exp,(p(t)V (1))
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olmak iizere < 7/, >= —v? i¢in

/

7= —p'sin(p)p + p' cos(p)V + sin(p)V",
ve
v? = sin®(p) — (p')? > 0. 4.5)

O zaman 7', birim teget vektor alani

/ / /

1
N . sin(p)p + % cos(p)V + . sin(p)V’, (4.6)

olarak bulunur. Simdi v min yay parametresi s = s(¢) ile gosterilsin. Yani,

)= [ I ol

olup v(t) = §'(t) dir. O halde, (1.11) Frenet denklemlerinden

el
—
w
—
~
N—
N—
I
C,D\
—
o~
N—
Qﬂ
—
V2l
N—
I

v(t)(v(s) + rg(s)Ny(s))

ve buradan

(34 1) (0= (kM)

v

esitligi bulunur. Boylece %T 4 — v vektor alaninin, v nin V., asli normal vektor alanina paralel
oldugu goriiliir. Diger taraftan V' birim hizhi timelike egrisinin, p ve V' ye normal fakat S? ye
teget olan asli normali Ny, = V' A V' ve geodezik egriligi xy olarak verilsin. O zaman V nin S?

deki Sabban (egri-yiizey) catisina gore (2.3) den
V” =V + Hva. (47)

bulunur. Simdi (4.6) ve (4.7) den

ot s N7 )+ costy)
— — = — — S1n COS .
pJU'y Y o \ 0 P 1%
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Ayrica Teorem 4.1. den v, S} de timelike rektifiyan egri ise < p, N, >= 0 ve N, nin %T N =

ya paralel olmasindan

! (ﬁ' sin(p))l + cos(p) = 0

(% (%

olmalidir. Boylece gerekli hesaplamalardan sonra,

sin(p)p” — 2cos(p)(p')? + cos(p) sin®(p) = 0 (4.8)

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemi ¢6zmek i¢in p(t) = arctan(¢(t)) olacak sekilde

¢ = ¢(t) fonksiyonunu diisiinelim. O zaman

/) ¢, /. (1 + ¢2>¢N = 2¢¢/
N R
[0) 1

Sll’l(p) = m ) COS(ﬂ) = \/ﬁ

esitlikleri (4.8) de yerine konursa

1
W<¢¢” —2(¢')* +¢%) =0

diferensiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin agikar olmayan ¢6ziimleri ise bazi a # 0 ve t
sabitleri i¢in ¢(t) = asech(t + to) fonksiyonu ile verilir. Bdylece 7(t) = exp,(p(t)V (t)), S} de

bir timelike rektifiyan egridir gerek ve yeter sart a # 0 ve ¢, sabitleri i¢in

p(t) = arctan(asech(t + ty)).

Benzer metot ile S} de timelike N, ya sahip biitiin spacelike egriler de asagidaki teorem ile

karakterize edilir.

Teorem 4.3. ~, S} de timelike N, ya sahip burulmali spacelike egri olsun. O zaman, 7 bir
rektifiyan egridir gerek ve yeter sart p ¢ ~(I) olacak sekilde bir nokta p € S? ve V =
V(t), S? C T,S? de bir birim hizli spacelike egri olmak iizere bazi a # 0 ve t, sabitleri i¢in

p(t) = arctan(asec(t + ty)) olup y-nin uygun bir yeniden parametrelendirmesi

7(t) = exp, (p()V (1)) = cos(p(t))p + sin(p(t))V (1), (4.9)
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5. S? de EKSTREMUMLU TiMELIKE REKTiFiYAN EGRILER

Chen ve Dillen, 2005 yilinda ekstremumlu egriler bakis agisiyla ii¢ boyutlu Oklidyen uzayda

rektifiyan egriler i¢in asagidaki tanim ve teoremleri verdi:

verilsin. O zaman y, x-in kiiresel izdiisiimii olarak adlandirilir [6].

Asagidaki teorem, R? de verilen bir rektifiyan egrinin, kiiresel izdiisiimlii egriler arasinda her

bir noktada ”:’;”2 fonksiyonunun minimum degerini kabul eden bir ekstremumlu egri oldugunu

gosterir:

Teorem 5.2. y = y(t), S* de bir birim hizli egri ve p = p(t) bir pozitif fonksiyon olsun. O

zaman hiz1 v, egriligi x olan x egrisi ve k, geodezik egrilikli y kiiresel egrisi igin

esitsizligi saglanir ve esitlik durumunda x bir rektifiyan egridir [6].

Boylece ii¢ boyutlu Oklidyen uzayda sifirdan farkli sabit egrilige ve lineer formdaki burulmaya

sahip kiiresel tipten rektifiyan egrilerin siniflandirmasi asagida sonugta verilmistir.

Sonug 5.3. R? de sifirdan farkli sabit egrilikli ve sabitolmayan lineer burulmali bir z egrisi s
yay parametrelidir gerek ve yeter sart Bu egri, sifirdan farkli bir ¢ sabiti i¢in r, = csec®(t)
geodezik egrilikli S?-deki birim hizl1 spiral tipten y kiiresel egrisi lizerindeki bir rektifiyan egriye

kongriienttir [6].

Simdi [6], [23] ve [24] de ekstremumlu egriler olarak verilen rektifiyan egriler yaklagimini, S?

de timelike rektifiyan egriler i¢in diistinelim.

Tamm 5.4. S3 de bir timelike v = (s) egrisi, p € S} , p(t) # 0 keyfi fonksiyonu ve S} C T,,S?
de yatan bit timelike V/(t) egrisi i¢cin (t) = exp,(p(t)V (t)) olarak verilsin. O zaman V, 7 nin

timelike pesudo-kiiresel izdiisiimii olarak adlandirilir.

Simdi S? deki bir v timelike rektifiyan egrinin aym V' timelike pseudo-kiiresel izdiisiimlii egriler
arasinda v, K, ve p ’ya bagl olan belli bir fonksiyonun minimum degerinde s} ye esit olma

ozelligi ile karakterize edildigini gosteren teoremi verelim.
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Teorem 5.5. S} C 7,S? de yatan bir timelike birim hizli V' (¢) egrisi ve p € S? noktas1 verilsin.
O zaman, herhangi 0 # p(¢) fonksiyonu, hizli v ve geodezik egriligi «, olan timelike egri

v(t) = exp, (p(t)V (t)) ve k, geodezik egrilikli V' timelike pseudo-kiiresel izdiisiimii igin

4, 2
V' Ry

sin?(p)

K < (5.1

esitsizligi vardir ve esitlik durumunda v bir timelike rektifiyan egridir.

Ispat. Kabul edelim ki p sifirdan farkli bir fonksiyon ve V, S? C T,S? de timelike birim
hizli egri olmak tizere y(t) = exp,(p(t)V(t)) seklinde tanimlanan timelike egrisi verilsin.
exp,, tanimu, (4.6) esitligi ve Ny spacelike vektoriiniin Sy, {p, V, V'} timelike uzayina ortogonal
oldugu gozoniine alinirsa Ny nin hem ~ ya hem de 7', ya ortogonal oldugu sonucuna varilir. O

halde 6 = 0(t) keyfi bir fonksiyon olmak tizere
Ny =V AV’ = cos(0)N,, + sin() B, (5.2)

yazilabilir. (5.2) nin ¢ ye gore tiirevi alinip, (1.15) ve (4.7) uygulanirsa; v = +/|{7/,7')| olmak

lizere
ky V' =0 (—sin(0))N, + cos(0)(k,Ty + 7,B,) + 0 cos(0) B, + 0'(sin(0))v(—71,N.)
dir. Buradan
ky V' = (vkgcos(0)T, + (0" + v7y)(—sin(9) N, + cos(9)B,) (5.3)
elde edilir. (V',V’) = —1ve (T,,T) = —1 oldugundan —x}, = (vk, cos(9))* — (8’ +vT,)? ise
Kk = (vk,cos(0))? — (0 + vr,)? (5.4
Simdi p noktasini, {v, T, N,, B, } pseudo-ortogonal ¢atisina gore ifade edelim. Yani
p=mY +nTy +n3N, +mB,
olacak sekilde : = 1,2, 3,4 i¢in 7); fonksiyonlarin1 arayalim. O zaman (4.4) den

m = (p,7) = cos(p) (5.5)

36



ve tiirevin alinmasiyla (4.6) den

! sin
m=(p.T) == (v) (5.6)
bulunur. Simdi (5.3) den
o — UH cos(@)7 b 0 + vty
Ry Ry

olmak tizere V' = aT’, +b(— sin(#) N, +cos() B, ) yazilabilir. O halde (p, V') =0, (p, Ny/) =0

olup (5.2) ve (5.6) gdozoniine alinirsa,

ap’ sin(6)

sin() (p, N,) — cos(0) (p, B,) = bo

cos(f) (p, Ny) + sin(0) (p, B;) =0

lineer denklem sistemi elde edilir. Bu sistemin ¢oziimiinden

/

s = (p.N) = 35 sin(0) sin(p) (5:7)
= (p. B,) = —7cos(0) sin(p), (5:8)

elde edilir. (5.5)-(5.8) denklemlerinden,

p sm(p)T L ap sin(0) sm(p)N _ap' cos(h) sm(p)B
v

p = cos(p)y — g by gl by g

bulunur. Boylece

1= (p. p) = cos?(6) + sin(0) (%’)2 ((%)2 _ 1)

A 2
esitliginden (%) ((%)2 — 1) = 1 olmalidir. Buradan a ve b yerine yazilirsa

(0 +v7y)? = %lgp/)z(vﬁg cos(f))? (5.9)

elde edilir. (5.9), (5.4) de yerine yazilip (4.5) esitligi gbzoniine alinirsa;

4.2 2 [
w2 = Ut cos(0) (5.10)
sin’ (p)

37



elde edilir. Buradan (5.1) esitsizligi saglanir. Agiktir ki, (5.1) de esitlik durumunda sin(6) = 0
olmalidir. Buradan (5.2) gozoniine alindiginda Ny = F .V, olmas: demektir, yani Ny //N, dir.
O halde ~ timelike egrisi, Teorem (2.4.) den 9(t, z) = exp,(2V/(t)) parametrizasyonu ile verilen
timelike konik yiizeyin bir geodezigidir. Yani -y bir timelike rektifiyan egridir. Sonug olarak (5.1)

in esitlik durumu saglanir gerek ve yeter sart y, S? de bir timelike rektifiyan egridir.

Teorem 5.5. in bir sonucu olarak, S? de sifirdan farkli sabit geodezik egrilikli ve lineer hiperbolik
trigonometrik geodezik burulmali timelike egrilerin, sprial tipten timelike rektifiyan egrilere

kongriient oldugunu gosterelim.

Sonug 5.6. S} de v(s) = exp,(p(s)V(s)) seklinde tamml timelike egrinin, geodezik egriligi
sifirdan farkli bir ko sabiti ve bazi d; , dy ve sq sabitleri igin d3 — d? — k3 < 0 sarti ile birlikte

yay uzunlugu parametreli geodezik burulmasi
7,(s) = dy sinh(s + sg) + da cosh(s + sp)

dir gerek ve yeter sart v = 7(s) egrisi, bazi a # 0, ¢ # 0 ve t, sabitleri i¢in S? C 7,S} deki
geodezik egriligi

Ky (t) = c(cosh?(t + to) + a?)~3/? (5.11)

olan V() birim hizli spiral tipten timelike egrisi tizerindeki bir timelike rektifiyan egriye kongrii-

enttir.

Ispat. Kabul edelim ki, S? de v = exp,(pV') seklinde tanimli timelike egrinin geodezik egriligi
sifirdan farkl bir x( sabiti ve s yay uzunlugu parametresi ile verilen geodezik burulmasi bazi d,
, da ve sq sabitleri i¢in d3 — d3 — k3 < 0 sart1 ile birlikte 7,(s) = d; sinh(s+ sg) +da cosh(s+ sg)
olsun. O zaman Teorem 3.3. den + bir timelike rektifiyan egridir. O halde Teorem 4.2. den bazi
a # 0 ve t( sabitleri igin p(t) = arctan(a sech(t+t()) olarak alabiliriz. Buradan Teorem 5.5. de
—3/2

g6zoniine alimidiginda, 0 # ¢ = a(1+a?)kg sabit olmak iizere ky () = c(cosh?(t+tg) +a?)

olarak elde edilir.

Tersine, geodezik egriligi (5.11) ile verilen S7 C T,S} de birim hizlhi timelike V' = V/(¢) egrisi

lizerinde S? de bir timelike rektifiyan egri v = exp,(pV) olarak verilsin. O zaman Teorem 4.2.
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den baz1 a # 0 ve t, sabitleri igin p(t) = arctan(a sech(t + ¢y)) olur. Buradan

o) a(l+a?)?
S2(p() (0 + cosk(t + 1o))?

bulunur. ~ bir timelike rektifiyan egri oldugundan Teorem 5.5. geregince

- SO0

sin®(p(t))
olmalidir. Boylece c?(cosh®(t + to) + a®) ™% = a*(1 + a?)*(a® + cosh®(t + to)) k2 (t) olup
2 c?

g = a?(1 + a?)?

sifirdan farkli sabiti elde edilir. Ayrica Teorem 3.3. de gézoniine alinirsa bazi d;, ds, sg sabitleri

igin dy = c1ky, dy = ok Olmak iizere d3 — di — k7 < 0 sarti ile birlikte
7,(t) = dy sinh(s + sq) + da cosh(s + sp)

olarak bulunur.

Ornek 5.7. S? de bir 7 timelike rektifiyan egrisinin geodezik egriligi ve geodezik burulmasi

sirasiyla,
kg = 10, 7, = 2sinh(s) + 2 cosh(s),

olsun. Bu durumda Sekil 5.1, v ya kongriient olan timelike rektifiyan egrinin Minkowski 3-uzayindaki
stereografik izdiistimiiniin, Mathematica paket programinda niimerik metotlar kullanilmasi ile

elde edilen grafigidir.

————

~—7

Sekil 5.1: v timelike rektifiyan egrisinin, Minkowski 3-uzayina stereografik izdiisiimii
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Ornek 5.8. p = (0,1,0,0) € S} noktasi, p(t) = arctan(sech(t)) fonksiyonu ve S? C T,S? de

yatan bir timelike pseudo-kiiresel egri (Sekil 5.2a)

1 2 2
V(t) = (§5 cos (17¢) 0, % cos (9t) + 1% cos (25t) | 1—2 sin (9¢) — 1—96 sin (25t)> |

tarafindan tiretilen timelike rektifiyan egrinin parametrizasyonu

sech(t)
(t) =
! 164/1 + sech?(t)

olarak verilir (Sekil 5.2b).

, 25 cos(9t) + 9 cos(25t), 25sin(9t) — 9 sin(25t))

1
(30 cos(17t) sech(t), ﬁ

(b)

Sekil 5.2: (a) V(t) timelike pseudo-kiiresel izdiisiim egrisi (b) ~ timelike rektifiyan egrisinin
Minkowski 3-uzayina stereografik izdiistimi

Ornek 5.9. p = (0,0,0,1) € S? noktasi, p(t) = arctan(sec(t)) fonksiyonu ve S? C 7,S? de
yatan bir spacelike pseudo-kiiresel egri (Sekil 5.3a)

t t t
V(t) = <sinh(ﬁ), cosh(1—5) cos(t), COSh(E) sin(t), 0) )
tarafindan tiretilen spacelike rektifiyan egrinin parametrizasyonu

S (sec(t) sinh(lt—5), cosh(lt—S), Cosh(lt—S) tan(t), 1>

) = V' 1+ sec?(t)
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olarak verilir (Sekil 5.3b).

(a) (b)

Sekil 5.3: (a) V' (¢) spacelike pseudo-kiiresel izdiisiim egrisi (b) y spacelike rektifiyan egrisinin
Minkowski 3-uzayina stereografik izdiisiimii
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