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ONSOZ

Bu calismanin gergeklestirilmesinde, degerli bilgilerini benimle paylasan, kendisine ne zaman
danigsam bana kiymetli zamanin1 ayirip sabirla ve biiyiik bir ilgiyle bana faydali olabilmek
i¢cin elinden gelenden fazlasini sunan, her sorun yasadigimda yanina ¢cekinmeden gidebildigim,
calismamda konu, kaynak ve yontem acisindan bana siirekli yardimda bulunarak yol gosteren,
giiler yliziinlii ve samimiyetini benden esirgemeyen ve hayatimda da bana verdigi degerli
bilgilerden faydalanacagim diisiindii§iim tesekkiirlerin yaptiklar1 yaninda az kalacagi kiymetli
ve danigman hoca statiistinii hakkiyla yerine getiren Do¢. Dr. Emre TAS’a tesekkiirii bir borg

biliyor ve siikranlarimi sunuyorum.

Ayrica kiymetli zamanini benim hazirladigim ¢alismaya ayirip yazim asamasinda biitiin

gayretini gosteren ve yardimei olan arkadasim Koray SANTAS a tesekkiir ediyorum.

Son olarak calismamda deste§ini ve bana olan giivenini benden esirgemeyen, bana hep
destek olan sevgili esime ve beni bu giinlere sevgi ve saygi kelimelerinin anlamlarini bilecek
sekilde yetistirerek getiren ve benden hicbir zaman destefini esirgemeyen aileme sonsuz

tesekkiirler.

Temmuz, 2019 Mehmet DAG
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

MODULER UZAYLARDA KOROVKIN TiPi YAKLASIM
TEOREMLERI

Mehmet DAG

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dal

Damsman: Do¢. Dr. Emre TAS

Bu tez dort boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistr.

Ikinci boliimde, modiiler uzaylar ve yaklagim teorisi ile iliskili temel kavramlar tanitilip

bunlara iligkin bilinen bazi sonuclar hatirlatilmigtir.

Uciincii boliimde, klasik Korovkin yaklasim teoreminin modiiler uzaylara geniglemesi incelen-

mistir.

Son boliimde ise, ticiincii boliimde verilen sonuglarin bazi ayrik operatorlere uygulamalari

g6zoniine alinmigtir.
Temmuz 2019, 47 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Korovkin teorisi, yaklasim teorisi, pozitif lineer operatorler, modiiler

uzaylar.

viil



ABSTRACT

MSc THESIS

KOROVKIN TYPE APPROXIMATION THEOREMS IN MODULAR
SPACES

Mehmet DAG

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assoc. Prof. Emre TAS

This thesis consists of four chapters. The first chapter has been devoted to the introduction.

In chapter two, the basic concepts of modular spaces and approximation theory have been

recalled and some results concerning these concepts have also been considered.

In chapter three, the extension of classical Korovkin approximation theorem has been exami-

ned in modular spaces.

In the final chapter, some applications to discrete operators of the results given in chapter 3

have been considered.
July 2019, 47 Pages.

Keywords: Korovkin Theory, approximation theory, positive linear operators, modular spaces.
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1. GIRIS

Yaklagim teorisinde, pozitif lineer operatorler nemli bir rol oynamaktadir. Yaklagim teorisi-
nin gelisiminde 1885 yilinda Karl Weierstrass’in kapali aralikta siirekli bir fonksiyo-
na cebirsel ve trigonometrik polinomlarla yaklagimina iligskin teoreminin ispati kilit rol oyna-
mistir [22]. Bu ispat uzun ve karisik oldugundan bircok matematik¢i daha basit ve anlasilabi-
lir bir ispat bulmak icin caba gostermistir. Carl Runge (1885), Henri Lebesgue (1908),
Edmund Landau (1908), Charles de la-Vallée-Poussin (1908), Lipot Fejér (1916) ve tabi
ki, Sergej N. Bernstein (1912) bu teorem ile ilgilenen bazi biiyiik matematikg¢ilerdir[18]. Bu
kapsamda giiniimiizde de iyi bilinen Bernstein polinomlari, her f € C|0, 1] ve her = € [0, 1]

icin

Bu(fiz) =3 f(%) (Z) (1 — )k
insa edilmistir. Bu polinomlar yardimiyla Bernstein, Weierstrass’in teoreminin kolayca anlagi-
lir ve kisa bir ispatim1 vermeyi basarmistir. Daha sonra Bernstein polinomlar1 yerine daha
genel operatorler konulabilir mi sorusu akla gelmistir ve devaminda pozitif lineer operator
dizilerinin yaklagim 6zellikleri tizerine ¢aligilmistir. Bohman [7], Korovkin [12] ve Popoviciu
[19] birbirinden bagimsiz olarak {7} } operator dizisinin siirekli bir fonksiyona diizgiin yakin-
sak olmasi i¢in gerekli kosullar nedir sorusuna cevap vermistirler. Boylece pozitif lineer
operatorlerle yaklasim teorisinde 6nemli bir yer tutan Korovkin tipi yaklasim teorisi ortaya
cikmustir. Oncelikle Korovkin teoremini hatirlayalim. 1953 yilinda Korovkin
eo(x) = 1,e1(z) = x,ez(x) = a? olmak tizere {Tje,} dizisi k = 0, 1,2 igin [0, 1] araligs
iizerinde e, fonksiyonuna diizgiin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart C'[0, 1] uzayindaki
her f fonksiyonu i¢in {7} f } dizisinin [0, 1] aralig1 lizerinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsak
oldugunu ispatlamistir [12]. Korovkin’in bu ¢alismasinda, Bernstein’in yaptig1 Weierstrass
teoreminin ispatindan esinlenilmistir. Daha sonra Korovkin teoremi bir¢ok matematikci

tarafindan cesitli acilardan genisletilmistir [1], [8], [14].



Diger taraftan C. Bardaro ve I. Mantellini [4] Korovkin teoremini modiiler uzaylara genislet-

mistirler.

Bu yiiksek lisans tezi yukaridaki ¢aligmalarin bir derlemesinden olusmakta olup amacimiz

Korovkin teoremini modiiler uzaylara genisletmektir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde pozitif lineer operatorlere iligkin bazi temel tanim ve 6zellikleri verecegiz.

Tanim 2.1. X ve Y, reel fonksiyonlarin iki uzay1 olsun. Eger her f,g € X ve her o, 5 € R

icin

T(af + Bg) = oT(f) + bT(9)

ise T : X — Y doniisiimiine lineer operator denir.

Ayricaegerher f > 0, f € X icin T'f > 0ise I donlistimii pozitif operatordiir denir [18].

Onerme 2.2. T : X — Y pozitif lineer bir operator olsun.

(1) f < g kosulunu saglayan her f, g € X icin T'f < T'g, (Monotonluk)

(i) her f € X icin |Tf| < T|f|

gerceklenir [18].

Tanim 2.3. X ve Y normlu uzaylar ve 7" : X — Y lineer bir operator olsun. Eger her

x € X igin
I T]] < cf|«]

olacak bicimde reel bir ¢ sayis1 varsa 1" operatorii sinirhidir denir.

T
17 = sup 1221
vex |17
x#0

ifadesine de 7" operatoriiniin normu denir [13].

Siradaki sonug, pozitif lineer operatdrlerin bir dizisinin birim operatdre yakinsakligi i¢in bir

gerek ve yeter kosul vermektedir. Bu sonug birbirlerinden bagimsiz olarak ii¢ matematikg¢i

3



tarafindan ispat edilmistir. 1951 yilinda T. Popoviciu [19], 1952 yilinda H. Bohman [7] ve
1953 yilinda P.P. Korovkin [12]. Literatiirde “Bohman-Korovkin Teoremi” olarak bilinen bu

sonucu hatirlatalim.

Teorem 2.4. 7,, : Cfa,b] — Cfa,b] pozitif lineer operatdrlerin bir dizisi olsun. [a, b

tizerinde
To(ej(t);z) = ej(x), j=0,1,2
ise her f € Cla, b] i¢in [a, b] tizerinde

T(f(t);x) = f(x)

gerceklenir.

[a,b] = [0,1] olmak iizere literatiirde Bernstein polinomlar: olarak bilinen agagidaki 6rnek

icin Teorem 2.4. gerceklenir.

Ornek 2.5.

B,(f;z) = ﬁ:f(%) (Z)xk(l —2)"* neN, fecC[0,1] ve x €[0,1]

k=0

biciminde tanimlanan Bernstein polinomlari i¢in

B.(l;z)=1, B,(t;z)==x
(1l —x)

BntQ; = 7
(Pi2) = 2* + T

oldugundan { B, },,en pozitif lineer operatorler dizisi i¢in Teorem 2.4. gergeklenir [15].

Yukaridaki sonugtan dolay1 e;(z) = 2/, j = 0,1, 2 fonksiyonlari, siirekli fonksiyonlarin
uzayinda pozitif lineer operatorlerle yaklagim teorisinde dnemli bir rol oynamaktadir. Bu

fonksiyonlar genellikle Korovkin test fonksiyonlart olarak adlandirilmaktadir. Bu sonug



bircok matematikgi i¢in ilham kaynagi olmustur ve farkli yakinsaklik kavramlar ile farkli

uzaylar goz Oniine alinarak genellestirilmistir.

Simdi de bu tez boyunca kullanacagimiz modiiler uzay kavramina iligkin temel tanim ve

ozellikleri verelim.

I = [a, b], reel sayilarin kapali ve sinirli bir araligi ile Lebesgue ol¢iisiinii gz 6niine alalim.
f + I — R hemen hemen esitligini saglayan reel degerli ol¢iilebilir tiim fonksiyonlarin
uzayin X (/) ile, siirekli tiim fonksiyonlarin uzaymi C'(I) ile ve her mertebeden tiirevlenebilir

tiim fonksiyonlarin uzayini da C'*° ile gosterelim.

Tamm 2.6. p : X(I) — R} fonksiyoneli

(1°) plf] =0« f =0, I iginde hemen hemen her yerde,
(2°) her f € X(I) igin p[—f] = pl[f]

(3°) her f,g € X(I) ve a + = 1 olacak bi¢imde her o, 5 > 0 i¢in plaf + fg] <
plf1+ plgl;

kosullarini sagliyorsa X () tizerinde bir modiilerdir denir.

(3°) kosulu yerine
(3°)" @+ 8 = 1 olacak bigimdeki her av, 8 > 0 i¢in p[a.f + Bg] < ap|f] + Bplg]

alinirsa p modiilerine konveks modiiler denir [4].



(3°) ve (3°) kosullar1 tiimevarim ile herhangi sonlu sayida terime genisletilebilir.

Yani ) 7 | a; = 1 kosulunu saglayan a; > 0 ve fi, fa, ..., f; € X(I) igin (3°),

P[Z Oéjfj} <> plf]
j=1 Jj=1
ifadesine ve (3°) ise
P[Z %’fj] < Z a;plfj]
j=1 j=1

ifadesine denktir.

Tanmm 2.7. Her f,g € X(I) ve o + 3 = 1 olacak bi¢cimdeki «, § > 0 igin

plaf + Bgl < Nap[N f] + NBp[Ng]

kosulunu saglayan bir N > 1 sabiti varsa p modiileri, /N-quasi konvekstir denir [4].

Tanim 2.8. Negatif olmayan her f € X () fonksiyonu ve 0 < a < 1 i¢in
plaf] < Nap[N f]
olacak bicimde bir N > 1 sabiti varsa p modiileri N-quasi yar1 konvekstir denir [4].
X (1) uzaymin
LA(I) = {f € X(1) = lim p[Af] =0}

biciminde tanimlanan altvektor uzayina p tarafindan iiretilen modiiler uzay adi verilir. p,

N-quasi yar1 konveks ise L*(I) uzayi,

LP(I)={f € X(I): p[\f] < 400, bazt A > 0 i¢in }



biciminde bir karakterizasyona sahip oldugu kolaylikla gosterilebilir [17]. Acikca goriilecegi

gibi her N-quasi konveks modiiler, N-quasi yar1 konvekstir. L?([) uzayinin bir alt uzay1

EP(I):={f € L’(I): p[Af] < oo her A > 0 i¢in}

olup L*(I) uzaymin sonlu elemanlarinin uzayi olarak adlandirilir [4].
Asagida modiilerlere iligkin bazi tanimlar1 verecegiz.

Tanim 2.9. p bir modiiler olsun.

(1°) Her f,9 € X(I) ve |f| < |g] igin plf] < plg] ise p monoton,
(2°) x7, I kiimesinin karakteristik fonksiyonu olmak iizere y; € L*(I) ise p sonlu,

(3°) p, sonlu ve her e > 0, A > 0i¢in § > 0 sayis1 vardir 6yleki |B| < ¢ olacak bigimdeki

herhangi bir 6l¢iilebilir B C I altkiimesi i¢in p(Axp) < € ise p mutlak sonlu,
(4°) x1 € E*(I)ise p kuvvetli sonlu,

(5°) plf] < oo olacak bi¢imdeki her f € X(I) i¢in “her ¢ > 0 i¢in ve |B| < ¢ olan
herhangi bir olgiilebilir B C [ altkiimesi i¢in plafxp] < & olacak bigimde
0 > 0 sayist mevcuttur” kosulunu saglayan o« > 0 mevcut ise p mutlak siireklidir

denir [5],[17].

|I| < oo durumunda p, kuvvetli sonlu ve mutlak siirekli ise mutlak sonludur. Gergekten,
e > 0 ve A > 0 sabitlensin. |I| < oo ve p kuvvetli sonlu oldugundan 1 € E*(I) olur.
Kolaylik i¢in @ = 1 oldugunu varsayalim. f(xz) = 1 sabit fonksiyonu i¢in p modiilerinin
mutlak siirekliliginin tanimindaki sabit 0 ve | B| < § olacak bigimde 6l¢iilebilir B altkiimesini

g6z Oniine alalim. Bu durumda p modiilerinin mutlak siirekliliginden

pAxs] = p[Axsxi] < ¢

olup istenilen elde edilir [5].



Tanim 2.10. X reel bir vektor uzayi olmak iizere || - || : X — R fonksiyoneli, her f, g, f,, €

X veherc,,cée€ Rigin

(1) [l =0 f=0
2°) If +gll < IIfIF+ Nl

(3°) ¢n — ¢, || fn — fll = Oiken ||c, fr, — cf|| = 0,n — o0

ozelliklerini gergekliyor ise || - || bir F-normdur denir. (X, || - ||) ikilisine de F-normlu lineer

uzay denir [5].

Onerme 2.11. p: X (I) — R bir modiiler olsun. L*(])

| fll, :==1inf{u > 0: p(f/u) < u}

biciminde tanimlanan Luxemburg F'-norm adi verilen /'-normu ile bir F-normlu uzaydir [5].

Simdi de baz1 modiiler uzay 6rnekleri verelim.

Ornek 2.12. o : R} — R{

(1) ¢, konveks bir fonksiyon

(ii) ¢(0) = 0,u > 0i¢in p(u) > 0 ve lim, o @(u) = 00

kosullarini saglayan bir fonksiyon olsun. Bu fonksiyonlarin olusturdugu sinifi ¢ ile gosterelim.

p e Pve feX(I)igin

#1f] = / o(1f(5)])ds

fonksiyonelini tanimlayalim. Bu p¥ fonksiyoneli, X (I) iizerinde bir konveks modiilerdir [4].



Gergekten,
@)

P =0 & [ ellfss =0
< hemen her s € [ i¢in ¢(|f(s)|) =0
< hemen her s € [ i¢in |f(s)] =0
< f = 0 hemen her yerde

(i) p?[—f] = [r(l(=/)(s)])ds = [ (| f(s))ds = p[f]

(iii) o + 8 = 1, olacak bicimdeki her «, 5 > 0 icin ¢ fonksiyonunun konveksliginden

oot +a) = [ ellias + Ba)(s)ds
= [ #llafts)+ Bats)i
< [ elals(s)l + Bla))ds
< [lae(17)D + Bellg()Dlds

—a [rG)ds + 5 [ ellg(s)ds = ap?lf] + 5ol
I I
elde edilir. O halde p¥, konveks bir modiilerdir.

L?(I)={f € X(I): p?[\f] < oo bazt A > 0i¢in }

altuzayina ¢ tarafindan iiretilen Orlicz uzay1 denir [17]. p¥ modiileri Tanim 2.9. daki biitiin

kosullar1 gercekler.

Burada u > 0,p > 1i¢in p(u) = w? aliirsa L¥(I) = LP(I) olup

Il =int {u> 0 [ X as <1}

:{[waﬁy”:wm

9




elde edilir.

Ornek 2.13. ¢ : [ x Ry — R her s € I icin o(s,-) € ® olacak bigimde bir fonksiyon

olsun.

plf) = / (s, |£()])ds

fonksiyoneli X (I) tizerinde bir konveks modiilerdir. Bu modiiler tarafindan iiretilen L (1)

altuzayna bir genellestirilmis Orlicz uzay1 veya Musielak-Orlicz uzay1 adi verilir [5].
Eger (s, u), s degiskeninden bagimsiz ise Musielak-Orlicz uzayi Orlicz uzayina indirgenir.

Ozel olarak, p(s) > 1,s € I igin o(s,u) = |u[P® alimrsa LP(I) uzayr degisken iislii

Lebesgue integrallenebilir fonksiyonlarin uzayi ile ¢akigir.
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3. MODULER KOROVKIN TEOREMI

Klasik Korovkin teoreminde, [0, 1] araliginda tanimlanan siirekli reel fonksiyonlar uzayi
C[0, 1] olmak iizere pozitif lineer operatorler dizisinin sadece {1, x, 2%} fonksiyonlar i¢in
yakinsakligini elde ederek pozitif operator dizisinin C'[0, 1] uzayindaki diizgiin yakinsakligini
gostermis oluruz. Bu sonug¢ yakinsakli§i en az hesaplama ile kontrol etmemizi saglar.
Korovkin, bu ¢alismasinda Weierstrass teoreminin Bernstein tarafindan yapilan ispatindan
esinlenilmistir. Burada f fonksiyonuna iligkin Bernstein polinomlarinin diizgiin yakinsaklig1,
yalmzca {1, z, 2%} fonksiyonlarim belirterek olusturulmustur. Ayrica Korovkin teoreminin

{1, cos z, sin x} test fonksiyonlar1 kullanilarak trigonometrik bir versiyonu da bulunmaktadir.

Daha sonra Korovkin teoreminin bir ka¢ genislemesi bu konudaki bazi temel kaynaklarda
cesitli sekillerde elde edilmistir [1], [9], [14]. Diger ilging genellemeler [11], [21] calismala-

rinda bulunabilir.

Son zamanlarda Korovkin teoreminin versiyonlar1 L” uzaylar1 ya da soyut Lebesgue uzaylari

gibi farkli fonksiyonel uzaylarda elde edilmistir.

Genel olarak L? uzaylarinda, tiim L? fonksiyonlar i¢in bu uzayda yakinsama elde etmenin
miimkiin olmadig1, ancak ilgili pozitif lineer operatorlerin formuna bagl olarak uygun alt
uzaylar1 diisiinmenin gerekli oldugu unutulmamalidir. Burada Korovkin teoremini modiiler
uzaylarin soyut uyarlamasina genisletecegiz. Bu uzaylar, J. Musielak [17] ve daha sonra
[7] calismasinda yogun bir sekilde ele alinmistir. Modiiler uzaylarda soyut yaklagim teorisi
lineer olmayan integral operatorlerinin genel durumu icin gelistirilmigtir [5]. Bu uzaylar
oldukca genistir, 6rnegin L? uzaylari, Orlicz uzaylari, Musielak-Orlicz uzaylar: gibi uzaylari
icerir. Bir modiiler uzayin uygun bir altuzayinda tanimlanan genel bir (7},) pozitif lieer
operator dizisi igin fonksiyonlarin dyle bir sinifin1 bulabiliriz ki e;(t) = *,7 = 0, 1, 2 olmak
iizere modiiler uzaydaki Luxemburg normuna gore (7),¢;), e; fonksiyonuna yakinsak ise bu
sintfin her fonksiyonu i¢in modiiler topolojiye gore (7,,¢;), e; fonksiyonuna yakinsaktir. Bu
sonug icin anahtar araglar, modiiler uzaydaki siirekli fonksiyonlar uzayinin bir yogunluk

ozelligidir ve simif iizerindeki (7,,),en dizisi tizerinde bir tiir “yaklagik” modiiler siireklilik
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varsayimidir. Bilhassa, 6zel bir durum olarak L? uzaylarinda ve Orlicz ya da Musielak-Orlicz
uzaylarinda Korovkin teoreminin bir versiyonu elde edilecektir. Burada, modiiler uzaylarda
Korovkin teoreminin bir boyutlu bir uzantisini elde edecegiz ve kompakt bir [a,b] C R

araligi ile ¢alisacagiz.

Tamim 3.1. (f,)n,en C LP(1) fonksiyonlarin bir dizisi ve f € L”(I) olmak iizere

lim p[/\(fn - f)] =0

n—o0

olacak bi¢cimde en az bir A > 0 varsa ( f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna modiiler yakinsak-

tir denir [4].

Bu kavram L? uzaylarindaki norm yakinsaklig1 genisletmektedir.

Tanim 3.2. (f,),en fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna F-norm yakinsak (veya kuvvetli

yakinsak) olmasi i¢in gerek ve yeter sart her A > 0 icin

lim p[A(fu — £)] = 0

n—o0

olmasidir [4].

Acikga goriildiigii gibi modiiler yakinsaklik kavrami, kuvvetli yakinsaklik kavramindan daha
zayif olup bu iki kavram p modiileri, agsagida tamimlayacagimiz A,-kosulunu sagliyorsa

birbirine denktir.

Eger her f € X () i¢in p modiileri

pl2f] < Mplf]

olacak bigimde en az bir M > 0 sabiti varsa p modiileri A,-kosulunu sagliyor denir.

Simdi buna iligkin asagidaki teoremi verelim.
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Teorem 3.3. L”(I) bir modiiler uzay olsun. As-kosulu, kuvvetli yakinsaklik ve modiiler

yakinsakligin L”([I) iizerinde denk olmast i¢in yeter kosuldur.

Ispat ( fn) dizisinin f fonksiyonuna kuvvetli yakinsak olmasibazi A > Oveher N =1,2,. ..

i¢in
lim p[2¥A(f, — f)] = 0
kosuluna denktir. (f,), f fonksiyonuna modiiler yakinsak olsun. Bu taktirde

lim p[A(fn = f)] =0

n—00

olacak bigimde en az bir A > 0 sayist vardir. Tiimevarim yardimiyla A,-kosulu,

p[QNA(fn - f)] S MNP[)‘(fn - f)]
olmasimi gerektirir. Bu da ispati tamamlar. m

Ornegin, ¢ fonksiyonlarinin A,-regiilerlik kosulunu saglayan ¢ fonksiyonunun iirettigi her
LP ve Orlicz uzaylar icin bu kosul gerceklenir. Burada ¢ fonksiyonunun A,-regiilerlik

kosulunu saglamasi, her v > 0 i¢in
©(2u) < Mp(u)

olacak bicimde bir M > 0 sabiti olmas1 anlamina gelmektedir.

Modiiler yakinsaklik L°(I) iizerinde modiiler topoloji adi verilen bir topoloji dogurur.
A C Lr(I) altkiimesi gozoniine alindiginda A ile modiiler topolojiye gére A kiimesinin
kapanigini gosterecegiz. Ayrica (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna modiiler yakinsak

olacak bigimde bir (f,,),en C A dizisi varsa f € A olur.
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p, monoton ve sonlu ise C'(I) C L*(I) oldugu agiktir. Gergekten, A > 0 igin p monoton

oldugundan

PIMT < pIA S lloox]

olup x; € L?(I) oldugundan

lim p[Af]=0

A—01

gerceklenir. Yani f € LP(I) olup istenilen elde edilir.

Benzer sekilde p, monoton ve kuvvetli sonluise C'(1) C E?(I) oldugu da kolaylikla gosterile-

bilir. Simdi de agsagidaki 6nermeyi ispatsiz olarak verelim.

Onerme 34. p, X (I) ftizerinde monoton, mutlak sonlu ve mutlak siirekli ise

C>(I) = LP(I) gergeklenir [16].

D c Lr(I),C>=(I) uzaym igermek iizere 7,, : D — X (/) olacak bicimde T = (7},),en
pozitif lineer operatdrlerin bir ailesini gézoniine alalim. (75,),cy ailesinin (k) 6zelligi diyece-

gimiz asagidaki 6zelligi sagladigini kabul edecegiz:

“her A > 0, bir P mutlak sabiti ve her f € Xt i¢in

lim sup p[A(T5, f)] < Pp[Af]

n—o0

olacak bigimde C'*°(I) uzayn igeren bir X1 C D altkiimesi vardir. ”

Simdi de gozoniine aldigimiz operator dizisinin anlamli olmasi icin yeter kosul ihtiva eden

asagidaki lemmay1 verelim.

Lemma 3.5. p, N-quasi yari1 konveks olsun. Bu durumda f € X ve yeterince biiyiik n i¢in

T.f € L*(I) gerceklenir.
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Ispat f € X1 C LP(I) ve p[\f] < +o0c olacak bicimde A > 0 olsun. Her n > ng igin
pINTLf] < PpAfl+1 < 400

olacak bi¢imde A sayisina bagli en az bir ny mevcuttur. Buise 7, f € L?(I) olmasi anlamina

gelir. m

Tez boyunca her s,t € I igin g(s,t) = gs(t) = (s — t)? notasyonunu kullanacagiz. Ayrica

hert € I vei = 0,1,2igin ¢;(t) ile ¢ fonksiyonlarim gosterecegiz.
Simdi de ana teoremimizi verelim.

Teorem 3.6. p, X ([) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N-quasi yari
konveks olsun. T = (T},)nen (¥) kosulunu saglayan pozitif lineer operatorlerin bir dizisi
olsun. Bu taktirde L”(I) uzayinda kuvvetli olarak

lim The; =¢;, 1=0,1,2

n—oo

gercekleniyor ise f — C°°(I) C Xt kosulunu saglayan her f € L*(I) i¢in L”(I) uzayinda

modiiler olarak

lim T, f = f

n—o0

elde edilir [4].

Ispat Oncelikle f € C(I) olsun. Bu durumda her ¢ € I igin |f(t)| < M olacak bicimde
bir M > 0 sabiti vardir. Kapali ve sinirli aralikta siirekli her fonksiyon diizgiin siirekli olup
dolayisiylae > 0 verildiginde |s—t| < 0 kosulunu saglayan her s, ¢ € [igin |f(s)—f(t)] < e
olacak bigimde bir > 0 vardir. Buradan her s,¢ € [ igin

7(8) ~ FO] <+ (s~ )7

15



veya

e g < g - s <+ Mg

oldugu kolaylikla elde edilir.

T,,, pozitif lineer operator oldugundan

—<(Taeo) () — - (Tuge)(5) < F)(Taeo)(s) = (Tuf)(6) < =(Taco) () + - (Toge) ()

olup

[(Taf)(s) = f(s)(Theo)(s)] < e(Tneo)(s)
+25—A24[62( )(Theo)(s) = 2e1(s)(Tner)(s) + (Tnez)(s)]

yazabiliriz. Dolayisiyla

(T f)(s) = F(s)] = [(Tnf)(s) = f(s)(Tneo)(s) + [(5)(Tneo)(s) = f(s)]

< [(Tnf)(s) = f()(Tueo)(s)] + [ (s)(Tneo) (s) — f(5)]
< e(Theo)(s) + %[62(5)(%6 )(s) = 2e1(s)(Tner)(s)
)

+(Tne2)(s)] +M\(T €0)(s) — eo(s)|
~ 3e(Theo)(s)
= P | O e (3) Treo)(5) — 2e(5) (Toer ) )

HTe2) ()] + 30 (Tuo) () — eofs)

)+
)

elde edilir. Son esitsizlige p modiileri uygulanirsa

pITnf — f1 < pl3eTheo] + p[BM|(Theo)(-) — eo(-)]]

+P[65—]\24(€2(')(Tn€0)(') = 2e1(:)(Ther) () + (The2) ()] :=J1 + J2 + J3

olur.
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Ilk olarak .J5 ifadesini hesaplayalim.

e2(s)(Tneo)(s) — 2e1(s)(Tner)(s) + (Tnez)(s)
= e3(8)(Tneo)(s) — 2e1(s)((Tner)(s) — ei(s) +ei(s)) + ((Tnea)(s) — ea(s) + ea(s))
= e2(5)((Theo)(s) — eo(s)) + (Tne2)(s) — ea(s)) — 2e1(s)(Tner)(s) — ei(s))

yazabiliriz ve buradan

le2(8)(Tneo)(s) — 2e1(s)(Tner)(s) + (Tnez)(s)|
< [lezllool(Tneo)(s) — eo(s)] + [(Tne2)(s) = ea(s)| + 2llenlloc| (Tner)(s) — ex(s)]

< K|(Theo)(s) — eo(s)| + [(Thez)(s) — ex(s)| + K[(Tner)(s) — ex(s)]

elde edilir. Burada K = max{||€s||0, 2||€1]|oc } bigimindedir. p modiilerinin 6zelliginden

1I8SMK 1ISMK
Jsz < p[T!Tneo - 60@ ‘l‘p[T’Tnel - €1|:| +p[T\Tn62 — €|

olur. Kabullerimizden her A > 0 i¢in

lim p[A(The; —e;)] =0, i=0,1,2

n—oo

ve dolayistyla her p > 0 sabiti i¢in

limsup p[p(Tof — f)] < Pp[3puce]
n—oo
olur. Simdi p, N-quasi yar1 konveks ve kuvvetli sonlu oldugundan € < 1 varsayimi altinda

p[3ueeo] < Nep[3N peo)

elde edilir. Dolayisiyla siirekli f fonksiyonu i¢in kuvvetli yakinsaklik kolaylikla elde edilir.
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Son adim olarak f € L°(I), f — C°°(I) C Xt olacak bigimde bir fonksiyon olsun. Onerme
3.4. geregince p[3\f] < oo ve

Tim pBA(fs = )] = 0

olacak bi¢imde bir (fy)reny C C°°(I) ve bir A > 0 vardir. € > 0 sabitlensin ve ko, her k > kg

icin p[3A(fx — f)] < € olacak bicimde segilsin. Simdi k, sabitlensin.

A(Tnf_f) :)‘{Tn(f_fko+fko)_fko+fko _f}
:)‘Tn(f_fko)+)‘<Tnfko _fk0)+/\<fko _f)

esitligine p modiileri uygulanirsa

PIMTLS = NI < pBATL(f = fio)] + pBATfo = fo)l + pBA(fo = f)]

elde edilir. Burada her iki tarafa lim sup operatorii uygulanir ve ispatin ilk kismi goz oniine

aliirsa (7,,) operator ailesine iligkin kabuliimiizden

limsup pA(Tf — )] < =(P +1)

n—oo

bulunur. £ > 0 keyfi oldugundan istenilen elde edilir. m

p modiileri Ay-kosulunu saglarsa C*°(1) uzay1, L (I) i¢inde kuvvetli yogundur. Dolayisiyla
f—C>=(I) C Xt kosulunu saglayan her f i¢in T, f — f, sifira kuvvetli yakinsaktir. O halde
Teorem 3.6. asagidaki bicimde yeniden ifade edilebilir.

Teorem 3.7. Teorem 3.6. daki kabiiller altinda p modiileri Ay-kosulunu sagliyor ise asagidaki
ifadeler denktir:
(1°) The; —e; i=0,1,2icin L°(I) i¢inde kuvvetli yakinsaktir,

(2°) f— C*(I) C Xt kosulunu saglayan her f fonksiyonu i¢in L?([) i¢inde T,,f — f

kuvvetli yakinsaktir.
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Ozel olarak A,-regiilerlik kosulunu saglayan  fonksiyonlar1 tarafindan iiretilen L? ve Orlicz

uzaylari i¢in yukaridaki teorem gerceklenir [5], [17].
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4. TEMEL TEOREMIN UYGULAMALARI

Bu boliimde elde ettigimiz sonuglarin bazi uzaylarda tanimlanan ¢esitli operatorlere uygulama-

larini inceleyecegiz.

4.1. Ayrik Operatorlere Uygulamalar:

Bu kisimda elde etti§imiz sonuglarin ayrik operatorlere uygulamalarina deginecegiz. Bu

kapsamda kullanacagimiz bazi1 kavram ve notasyonlar1 verelim.

(r(n))nen, dogal sayilarin artan bir dizisi olsun. Her sabit n € N i¢in

Ly = (Ung)k=01,.r(n) C I ile
0 <Ak '=Unjt1 —Unp <by, k=0,1,...,7(n)—1

kosulunu saglayan noktalarin sonlu bir dizisini gosterelim. Burada b,,, pozitif reel sayilarin

lim,, .o b, = 0 kosulunu saglayan bir dizisidir.

<

—~
3

=

(Snf)(s) = Kn(sa Un,k)f(vn,k)7 neN;sel 4.1)
0

B
Il

bicimindeki pozitif operatorlerin bir S = (S),)nen dizisini gézoniine alalim. Burada (K, ) nen,

<

—~
3

=

K, (s,vp%) =1, herneN,sel
0

b
Il

kosulunu saglayan K, : I x I',, — R negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisidir.

(4.1) operatoriiniin tanim kiimesi X (/) uzaym igermektedir. Burada X (I), I iizerinde

tanimli hemen her yerde bagintis1 ile verilen reel degerli Olciilebilir tiim fonksiyonlarin
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uzayidir. Yani iki fonksiyon hemen her yerde bagintisina gore denk ama farklidir. j € Nigin

biciminde tanimlansin. Yukaridaki varsayimlara gore agik bir sekilde her n € N igin

Speo = €9 = 1 oldugu goriiliir. Diger test fonksiyonlart i¢in durum asagidaki gibidir.

Onerme 4.1. p, X(I) iizerinde monoton bir modiiler olsun. L(I) iizerinde kuvvetli olarak
nli_)rgomj(Kn, =0, j=1,2 4.2)
olmasi igin gerek ve yeter sart L°([) iizerinde kuvvetli olarak
lim Spe;, Jj=1,2

n—oo

olmasidir [4].

Ispat A = 1 kabul edebiliriz. ilk olarak gereklilik kismini ispatlayalim.
(Sne1)(s) — e1(s) = mqi(Ky, s)
ve
(Spe2)(s) — ea(s) = ma(Ky, s) + 2e1(s)mq (K, s)
oldugu kolaylikla goriilebilir. Her iki esitlikte de modiilere gecilirse

pl(Sner) = ex] = plma (K, )]

pl(Snez) = ea] < p[2ma (K, )] + pldfler]|ooma (K, )]

olup n — oo i¢in limit alinirsa istenilen elde edilir.
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Simdi de yeterlilik kismini ispat edelim.

(n) r(n)

= Z Ko (8, Unk) - Ung — 8 Z Ko (s, nk)

=0 k=0

= (Sne1)(s) = ea(s)

olup kabuliimiizden lim,, ,, p[m;(K,, )] = 0 elde edilir. Diger taraftan

ma(Kn, 5) = (Snea)(s) = ea(s) = 2e1(s)((Sner)(s) — ei(s))

oldugu kolaylikla bulunur ve p modiileri uygulanirsa lim,, ., p[ma(K,, )] = 0 olur. Boylece

ispat tamamlanir. m
(Sn)nen operator ailesi icin Teorem 3.6. den agagidaki sonucu kolaylikla elde ederiz.

Sonuc 4.2. p, X(I) tizerinde monoton, kuvvetli sonlu, mutlak siirekli ve N-quasi yari kon-
veks bir modiiler olsun. (.S,,),cn operator ailesinin (*) 6zelligini ve (4.2) esitligini gercekledi-
gini kabul edelim. Bu durumda f — C*°(I) C Xg kosulunu saglayan her f € L*(I) i¢in

LP(I) iizerinde modiiler olarak
lim S, f = f
n—00

gerceklenir. Burada X, (*) 6zelliginde verilen sinifa karsilik gelmektedir.
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4.1.1. Orlicz Uzaylarinda X s Simifinin Belirlenmesi

Bu kisimda Orlicz uzaylarinda X s sinifinin ingasini inceleyecegiz.

¢ € @ olmak tizere her f € X (/) i¢in

#1f) = / o(1£())ds

bi¢ciminde tanimli p¥ fonksiyonelinin X (7) iizerinde konveks bir modiiler oldugunu gostermis-

tik ve
LP(I) ={f e X(): p?\f] <occbazt A > 0igin }

altuzayina ¢ tarafindan iiretilen Orlicz uzay1 denildigini belirtmistik. L¥ (/) uzayinin
E?(I)={f e X({): p?[\f] <ocher A > 0igin }

altuzayma da L¥(/) nin sonlu elemanlarinin uzayi denir.

Sinirlt her fonksiyon E¥ (1) uzayma aittir. Gergekten f, [ iizerinde keyfi sinirli bir fonksiyon

olsun. O halde p¥ monoton oldugundan her A > 0 i¢in

pPINf] = /so(Mf(S)Dds < /s&(AHf(S)Hoo)ds = @Al fllec) ] < 00
I I
olup istenilen elde edilir.

Onceki kisimda tanimlanan
r(n)
(Snf)(s) = Z Kn<37 /Un,k)f(vn,k)

k=0
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operatoriinii gdzoniine alalim. &,, k£’ dan bagimsiz pozitif sayilarin sinirlt bir dizisi olmak

uzere

/Kn(s,vnﬁ)ds <&,
I

oldugunu kabul edelim. Her n € N,

()
il =Y e f(wap)l),  f € X()

k=0

biciminde tanimlayalim.

Diger taraftan A ve f fonksiyonundan bagimsiz mutlak bir P > 0 sabiti ve her A > 0 i¢in

limsup & p7 [Af] < Pp?[Af]

n—oo

esitsizligini gercekleyen L¥([I) uzayindaki tiim fonksiyonlarin siifin1 F,, ile gosterelim.

Onerme 4.3. F, C Xs gerceklenir [4].

Ispat \ > 0 sabitlenmis olsun. Jensen esitsizligi ve (K, )nen cekirdegi iizerindeki kabuller

kullanilirsa ve ¢ konveks oldugundan

PN, f] = / PSS (5)])ds

I

‘)\ Z K, (s, U”vk)f(vmk)‘)ds

< [ (30 Kol vns) IAf0n) s

k=0

(M (0] / Ko (5, v i) ds

r(n)

k=0
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elde edilir. Burada lim sup, her iki tarafa da uygulanirsa f € F, oldugundan

lim sup p?[AS, f] < limsup &,p7n[Af] < Pp?[Af]

n—oo n—o0

olup ispat tamamlanir. m

Ornek 4.4. T = [0, 1] olmak iizere
(Snf)(s) = Kn(sa Un,k)f(vn,k)
k=0

operatoriinii gozoniine alalm. Burada her n € N i¢in (v, k)k—0.1... n» [0, 1] araliginin sonlu
bir pargalanmasi ve her k = 0,...,n — 1i¢in 0 < a, < Vp 1 — Vni < by, bicimindedir.

Ayrica a,, ve b, dizileri

lim g—n:€<+oove lim b, =0
n—00 (A, n—oo

kosullarini saglamaktadir. Bu durumda F,, sinifi, [0, 1] araliginda Riemann integrallenebilir

tiim fonksiyonlar1 icermektedir: v,, ,,+1 = b,, + 1 olmak iizere

n—oo n—o0

r(n)
. . an
lim sup &, [Af] =limsup&,—= > (| f (vnr)])
" k=0

n—00 Uy,

< Tim S G 0n)]) Ut = v)
k=0

elde edilir. Son toplam eger f, Riemann integrallenebilir ise ¢ o Af fonksiyonunun bir

Riemann toplamidir. O halde

lim sup &,p7 (A f] < Lp?[Nf]

n—oo

olup P = lile f € F, olur.
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4.2. Kantorovich-Tipli Operatorlere Uygulamasi

Bu kisimda ana teoremimizin Kantorovich tipli operatorlere uygulamasini inceleyecegiz. Bu

kapsamda 6nceki kisimdaki notasyonlari kullanacagiz. I',, = (vp k) k—0.1,... rn)r(n)+1 C 1

O<a,< )‘mk = Unk+1 — Unk < bn, k= 0, 1, ... ,r(n)

olacak bicimde sonlu bir dizi olsun. Burada a,,b, pozitif reel sayilarin birer dizisi ve

lim,,_, b, = 0 bicimindedir.

(Unf)(s)

I
=
—
»
<
S
o
N~—

Un,k+1
/ ft)dt neN;sel (4.3)

k=0 ’ n,

bicimindeki pozitif operatorlerin birf = (U, )nen dizisini g6zoniine alalim. Burada (K,),en,

K,:IxI',—-R

<

(n)
K, (s,v,%) =1, hern € N, s € [ i¢in
k=0

kosulunu saglayan negatif olmayan fonksiyonlarin bir dizisi olsun.

Bu durumda U,, operatdriiniin tanim kiimesi, / iizerinde lokal integrallenebilir biitiin fonksiyon-
larin uzayini igerir. Ayrica kolayca goriilebilir ki esas sinirli fonksiyonlarin sinifi olan L>°(1)

uzayini da icerir.

L#(I) tizerinde kuvvetli olarak
lim m;(K,,)=0,7=1,2 (4.4)

n—0o0

gerceklensin ve &, k dan bagimsiz pozitif sayilarin sinirli bir dizisi olmak iizere

/Kn(s,vn’k)ds <&,
I
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oldugunu kabul edelim.

Lemma 4.5. ¢ € ¢, her n € N ve mutlak sabit bir M > 0 i¢in 2—: < M olsun. Bu durumda
her f € L¥(I) i¢in

pPIUR ST < Mp?(f]

gerceklenir [4].

Ispat

1 Un,k+1
> Kalsom [ sat])as
n, Un,k

k=0
r(n) 1 Un,k+1
S/‘P( Kn(savmk))\_/ |f(t)|dt>ds
I =0 nk Jop g
'I’(TL) 1 Un,k+1
S/ Kn(S,Un,k)SO< / ‘ ()’dt)
1 )\nk
k=0
r(n) 1 Un,k+1
= W( / (t)|dt /K S, U g )d
k=0 nk Un,k
T(n Un, k+1
oY / i
Un,k
< Mp

elde edilir. m

Ozel olarak f € L?(I) oldugunda U, f € L?(I) olur. Ayrica Xy = L¥(1) ile (*) dzelligi

gerceklenir.

(K,,)nen cekirdegine iligkin yukaridaki kabullerimiz altinda ana teoremimizin bir uygulamasi

olan asagidaki sonucu verebiliriz.
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Sonug 4.6. (4.4) ifadesi gerceklensin. Bu durumda her f € L¥#(I) igin L¥(I) iizerinde

modiiler olarak
lim U,f = f
n—o0

gerceklenir [4].

ispat
r(n) 1 Un,k+l T’(TL) 1
Oue)s) =Y Kolsson)y [ dt= Y Kalsivn) 1o
7 Ank v 7 /\nk ’
k=0 ) n,k k—0 )
r(n)
= K, (s,vn1) = eo(s)
k=0
olur.
T(n) 1 Un,k+1
(Un61)(8) = Kn(S,’Unk)—/ tdt
k=0 Ak o

1
= 5 Z Kn(87 Un,k)(vn,k—l-l + Un,k)

1 1
=3 Z K (8, Un k) Un 1 + 5(&61)(8)

bulunur. p? modiileri monoton oldugundan ve hipotezimizden ayrica Onerme 4.1." i kullanarak

kuvvetli olarak

1
JQ — 561
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elde edilir. $imdi de J; toplamini inceleyelim.

r(n)
1 1
T = 5(Snen)(5) + 5 D Kals, i) (Unkss = vn)

k=0

yazabiliriz. Yukaridaki son toplam i¢in

<

—~
3

=
<

(n)
1
Kn(S, vn,k‘)(vn k+1 — Up k ~ Kn 5 Un, k = §bn

2
0 k=0

—_

DN —
B
Il

1
elde edilir. lim,_,, b, = 0 oldugundan kuvvetli olarak J; — 561 olup dolayisiyla kuvvetli

olarak U,e; — e; gerceklenir. Son olarak

(Unes)(s) = Kn(s, Un,k)

” ey
Mz

1 Un,k+1
/ t2dt
)\n,k Un . k

7,

T

—

HK. 0.3|,_.
OM

n)
2
(s » Un, k) n,k+1 T Ut Un,k-l-lvn,k)

J2+J§

1
ifadesini inceleyelim. (K,) ey ¢ekirdeginin 6zelliginden J; — 32 bulunur. Ayrica

k=0
1 7(n) 1 r(n)
= 3 Z K, (s, Un,k)vi,k + 3 Z Ko (s, Un,k)(vfz,kﬂ - Uz,k)
k=0 k=0
1 1
= § S 62 + g kz_; Kn S Unk: Un,k:—‘rl - Un,k)(”n,k—&—l + 'Un,k)

olur. Burada

<
—~

n)

2b, maks{|al, |b
Kn(savn,k)(vn,k—H - Un,k:)(vn,k—&—l +Un,k) ~ {| | | |} ZK S Un

W
B
Il

0
B 2bnmaks{]a|, b}
N 3
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esitsizligi gozoniine alinirsa kuvvetli olarak J; — %62 olur. Diger taraftan

r(n)
1 1
Jy = g(Sn€2)(3) +3 > K8, Vnk) Vnk (Un kst — Unk)

k=0

olup son terim Oncekine benzer sekilde sifira gider ve buradan kuvvetli olarak J; — %62
elde edilir. Boylece kuvvetli olarak U, es — e5 bulunur. Teorem 3.6. geregince istenilen elde

edilir. m

U, operatdriinde 6zel olarak r(n) = n ve v, = -5 alirsa

(k+1)/(n+1)

Uaf)(s) = > (Z) ¥ (1 — 8)"F(n + 1) / fdt, sel=1[01]

biciminde tanimlanan Bernstein-Kantorovich operatorii elde edilir [3].
Budurumdahers € I =[0,1] ve k =0,1,...,nigin

n

Ko (8,0,1) = <k) sF(1—5)"*(n+1)

esitligi ile belirlenir. Bu 6zel durumda her s € I igin (U,ep)(s) = ep(s) ve

s(1—s)

ml(Km S) = 07 mQ(KTh S) =
n

oldugu bilinmektedir [3], [14]. Dolayisiyla ana teoremimiz bu operator icin de kolaylikla

uygulanabilir.
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4.3. Moment Tipi Operatorlere Uygulamasi

I =[0,1] ve (K,)nen, K, : I — R{ tammli gekirdek fonksiyonlarinin her n € N igin
K,(t)t™ e LY(I) ve

1 1
/ K,(t)dt =1 ve / K,(t)ttdt <W
0 0
olacak bi¢gimde bir dizisi olsun. Burada W, mutlak bir sabittir.

¢ € ® sabitlenmis ve L¥ (1), bu ¢ fonksiyonunun iirettigi Orlicz uzayi olsun. Her f € L?(])

icin
(T f)(s) :/0 K,(t)f(ts)dt, sel

pozitif lineer operatoriinii tanimlayalim. Bdyle operatorlerin belirgin bir 6rnegi, ¢ € I igin
K, (t) = (n + 1)t" bi¢ciminde tanimlanan moment cekirdegi ile iiretilen operatordiir. Bu
operatoriin ozellikleri cesitli yazarlar tarafindan kapsamli bir sekilde calisilmistir [2], [6].

Simdi bu operatorlere iligkin ilk sonucumuzu verelim.

Onerme 4.7. f € L#(I) oldugunda T}, f € L¥(I) olup

PP f] < Wp?lf]

gerceklenir [4].
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Ispat Jensen esitsizligi ve Fubini-Tonelli teoremini uygulayarak ¢ fonksiyonunun konveksligin-

?[T, :/ ’/ Ko ts)dtHds
< [ o[ [ maoisusaras
< ["mo] [ etsusiasa

/1( V1% £t

< Wp*lf

den

elde edilir. m

mq (K, s) ve ma(K,, s) integral tipli moment fonksiyonlarini

K, s) = 5/01 Ko(t)(t — 1)dt

(Ko, ) = 52 /01 Ko(t)(t — 1)2dt

biciminde tanimlayalim. Bu moment fonksiyonlarina iliskin asagidaki sonucu kolaylikla

gosterebiliriz.

Onerme 4.8. L#([0, 1]) iizerinde kuvvetli olarak

lim m;(K,,-) =0, j=1,2

n—o0

olmast i¢in gerek ve yeter sart L¥([0, 1]) tizerinde kuvvetli olarak

lim T.e; =¢;, j=1,2

n—o0

olmasidir.
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Ispat Dogrudan bir hesaplama ile

ma (K, ) :s/l K, (t)(t — 1)dt
/ K tsdt—s/ K dt

T61(>—61

= (Ther — e1)(s)

\(

my(K,,s) =s° /01 K,(t)(t — 1)%dt

1 1 1
h / K, (t)t*s*dt — 2s / K, (t)tsdt + s* / K, (t)dt
0 0 0

= (Tuea)(s) — eals) — 2| /0 Ko (t)tsdt — s /0 K, (1)t
= (Thea — €2)(s) — 2e1(s)(Ther — e1)(s)
= (Thex — €2)(s) — 2e1(s)my (K, s)

bulunur. Buradan istenilen kolaylikla elde edilir. m
Yukaridaki 6nermenin bir sonucu olarak ana teoremimizden asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 4.9. L¥([0, 1]) tizerinde kuvvetli olarak
lim m;(K,,-) =0, j=1,2
n—oo

oluyor ise her f € L¥([0, 1]) i¢cin modiiler olarak

lim T,f = f
n—oo

gerceklenir [4].
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Ispat Onerme 4.8. ve X1 = L#(]0, 1]) olacak bi¢imde ana teoremimiz gozoniine alinirsa

ispat tamamlanir. m
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