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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

HCG
G\ H
G/H

Zn

hlg

htg

a = b(modp)
o(G), |G
o(a)

(a)

(A)

: H, GG nin bir altkiimesi
: G de olup H de olmayan elemanlarin kiimesi

: G nin H ile boliim grubu
(0.1,2,....n=T)

: h, g yi boler

: h, g yi bolmez
:pl(a—0b)

: G grubunun mertebesi

: a elemaninin mertebesi

: a elemant tarafindan tretilen devirli altgrup

: A kiimesi tarafindan iiretilen altgrup

: H, G nin bir altgrubu

: H ve K altgruplarinin ¢carpimi

: H nin bir sol koseti

: H nin bir sag koseti

: H altgrubunun G grubu icerisindeki mertebesi
: G grubunun merkezi

: a nin  igerisindeki merkezleyeni

: H nin G icerisindeki merkezleyeni

: H nin G icerisindeki normalleyeni

: H altgrubu GG grubunun normal altgrubu

: m say1sinin tiim parg¢alanmalarinin sayist

: G ve H gruplarinin direkt carpimi

: G ve H gruplarinin yar1 direkt carpimi

: G grubunun eleman mertebeleri toplami

: Sylow p-altgruplarinin kiimesi

: n nin Euler p-fonksiyonundaki degeri

: mertebesi n olan devirli grup

: Leksikografik (lexicographic) siralama

: G grubunun A ile B altgruplarinin komiitator altgrubu
: h ile k elemanlarinin komiitatorii

: G grubunun tiiretilmis altgrubu

: n mertebeli dihedral grubu

: Kuaterniyon grubu

: G grubunun biitiin otomorfizmalarinin kiimesi
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SONLU GRUPLARIN ELEMAN MERTEBELERININ TOPLAMI

Ayse Nur KOKSAL

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Nil MANSUROGLU

Bu tez bes boliimden olusmaktadr. i1k boliimde, sonlu gruplarin eleman mertebelerinin tarihgesi
ve literatiirde yapilmis olan ¢alismalar verilmistir. Ikinci boliimde, ileriki boliimlerde gerekli
olan temel tanim ve teoremlere yer verilmistir. Uciincii boliimde, sonlu gruplarin eleman mertebe-
leri toplami iizerine elde edilmis sonuglar incelenmistir. Dordiincii boliimde, sonlu abelyen
gruplarin eleman mertebelerinin toplami iizerine elde edilmis sonuglar ele alinmistir. Son boliim-
de, devirli olmayan sonlu gruplarda eleman mertebeleri toplamlarinin tam bir {ist sinirin1 hesapla-

yan formiil ve bazi sonuclar incelenmistir.
Temmuz 2019, 59 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Sonlu Grup, Eleman Mertebesi, Grubun Eleman Mertebeleri Toplami,

Devirli Grup, Sonlu p-grup.
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ABSTRACT

MSc THESIS

SUMS OF ELEMENT ORDERS IN FINITE GROUPS

Ayse Nur KOKSAL

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Assist. Prof. Dr. Nil MANSUROGLU

This thesis consists of five chapters. In first chapter, the history of element orders in finite groups
and the studies in the literature are given. In second chapter, the basic definitions and theorems
necessary in the following chapters are mentioned. In third chapter, the results obtained on the
sum of the element orders in finite groups are investigated. In fourth chapter, the results obtained
on the sum of the element orders in the finite abelian groups are discussed. In last chapter, some
results obtained from a formula which calculates an exact upper bound for sums of element

orders non-cyclic finite groups are examined.
July 2019, 59 Pages.

Keywords: Finite Group, Element Order, Sums of Element Orders in Group, Cyclic Group,

Finite p-group.

iX



1. GIRIS

Grup teorisi cebirin en eski calisma alanlarindan biridir. Grup kavrami matematigin farkl
alanlarinda ge¢misten giiniimiize {izerinde calisilan fikirlerin soyutlanmasiyla gelistirilmistir.
Gruplarin ilk etkili kullanimi 19. yiizyilda olmustur. Bugiinkii bildigimiz grup kelimesini ilk
kullanan E. Galois olmustur. Sonlu grup tanimu ilk kez 1854 yilinda Cayley tarafindan verildigi
kabul edilmekle birlikte agik olarak grup kelimesi kullanilmasada ge¢mis zamanda bir ¢cok mate-
matikc¢inin ¢calismalarinda grup kavraminin kullanildig: goriilmektedir. Cayley’den sonra Holder,
Frobenius, Netto, Walther Von Dyck, Weber, Burnside gibi {inlii matematik¢iler grup kavramina
katk1 yapmuglardir. Ispatlamis oldugu teoremin 6nemi teoriyi denklem ¢oziimlerinden ayirmasi
daha soyut haliyle sunmas1 ve gruplar teorisine olan kisisel katkilariyla A. Cauchy’e gruplar
teorisinin kurucusu iinvani verilmistir. A. Cauchy ve E. Galois bir cebirsel denklemin koklerinin
permiitasyonlarinin etkisini tanimlamak amaciyla gruplar kullanmigtir. Normal altgruplar 1831
de E. Galois tarafindan tamtilmistir. E. Galois’un ¢alismalar1 devaminda 1865 ve 1869 da
yaptiZ1 ¢alismalarda C. Jordan normal altgruplar1 tanimlayarak ilk kez basit grubun tanimini
vermigstir. Grup teorisi 20. yiizyi1lda matematigin biitiin dallar1 tarafindan kabul edilmigtir. Grup
teorisi lizerine bir ¢cok ¢alisma yapilmistir. Bu tezde sonlu gruplarin eleman mertebeleri toplami
incelenmistir.

2009 yilinda H. Amiri, S.M.J. Amiri ve I.M. Isaacs tarafindan devirli ve devirli olmayan gruplarin
eleman mertebelerinin toplamlar1 arasindaki iligki incelenmigtir. 2014 yilinda S.M.J. Amiri ve
M. Amiri tarafindan ve 2015 yilinda R. Shen, G. Chen ve C. Wu tarafindan sonlu gruplarin
eleman mertebelerinin toplamlarinin maksimum degerleri {izerine ¢alismalar yapilmigtir. Daha
sonra yapilmig bu caligmalar (M. Herzog, P. Longobardi ve M. Maj, 2018) makalesinde genig-
letilerek devirli olmayan sonlu gruplarin eleman mertebelerinin toplamlari i¢in bir tam iist sinir
elde edilmistir.

Bu tezde literatiirdeki sonlu gruplarin eleman mertebelerinin toplamlar: tizerine yapilmis olan
calismalar ele alinmstir. Bu tez bes boliimden olusup su sekilde diizenlenmistir. ikinci boliimde,
[5, 7, 17] kaynaklarindan yararlanilarak tez boyunca kullanilacak olan temel kavram ve teorem-
lere yer verilmistir. Uciincii boliimde, C, mertebesi n olan devirli grup olmak iizere devirli
olmayan ve mertebesi n olan biitin G' gruplart i¢in (G) < ¢(C) esitsizligi elde edilen (H.
Amiri, S.M.J. Amiri ve .M. Isaacs, 2009) makalesi incelenmistir. Dordiincii boliimde, 1 <

a; < ap < ... < i olacak sekilde ay, ay, . .., oy tamsayilar igin G = XY, Zy0; = Zpey X



Loy X ... X Ly bir sonlu abelyen p-grubunun eleman mertebeleri toplaminin formiiliinii
veren (M. Tarnauceanu ve D.G. Fodor, 2014) makalesi aragtirllmigtir. Son boliimde, devirli
olmayan sonlu gruplarin eleman mertebelerinin bir tam {ist stnirin1 veren formiil (M. Herzog,
P. Longobardi ve M. Maj, 2018) makalesinde incelenmistir. Bu makalede n, mertebeli devirli
olmayan bir sonlu grup GG, n mertebeli devirli bir grup C), ve ¢, n nin en kii¢iik asal boleni olmak

iizere Y (G) < Z3¢(Cy) ve ¥(G) < {5¢(C,) sonuglart elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, sonlu gruplarin eleman mertebelerinin toplamlari i¢in tez boyunca kullanilacak
olan temel tanim ve teoremler (A. Arikan ve S. Hahcioglu, 2015), (A. Nesin, 2014) ve (M.

Erdogan ve G. Yilmaz, 2008) kaynaklarindan yararlanilarak verilmistir.

Tamm 2.1. G bostan farkl bir kiime ve G iizerinde * iglemi tanimli olsun. * iglemi G tizerinde
birlesme 6zelliine, birim elemana sahip ve G igerisindeki her elemanin tersi mevcut ise (G, )
ikilisine bir grup denir. Ayrica her a,b € G icin a * b = b % a oluyorsa bu gruba degismeli ya da

abelyen grup denir.

Tez boyunca grubun birim elemani 1 ile gosterilecektir.

Tamm 2.2. (G, *) ve (H, o) iki grup olsun. Bu durumda

1) HCG

(i) hera,b € Higcinaob=axb

kosullart saglaniyorsa H ye G nin bir altgrubu denir ve H < G ile gosterilir. H # G ise H ye

G nin 6z altgrubu denir ve H < G ile gosterilir.

Tamm 2.3. G bir grup ve birim elemani 1 olsun. G ve {1} altgruplarina G nin agikar altgrubu

denir.

Teorem 2.4. G bir grup ve H, G nin bostan farkli bir altkiimesi olsun. Her z,y € H igin
xy~! € H oluyorsa H, G nin bir altgrubudur.

Tanim 2.5. G bir grup ve M, G nin bir 6z altgrubu olsun. G'nin M < L < G olacak sekilde bir
L altgrubu yoksa M ye GG nin maksimal altgrubu denir.

Tanim 2.6. G bir grup olsun. GG grubu sonlu sayida elemana sahip ise GG ye bir sonlu grup, aksi
halde sonsuz grup ad1 verilir. G nin eleman sayisina G nin mertebesi denir ve o(G) veya |G| ile

gosterilir.

Tamm 2.7. G bir grup ve a € G olsun. a” = 1 olacak sekilde en kiigiik pozitif n dogal sayisina

a elemaninin mertebesi denir ve o(a) veya |a| ile gosterilir.

3



Tamim 2.8. G bostan farkli bir kiime olmak iizere G iizerinde tanimli birebir ve 6rten fonksiyona
permiitasyon denir. Her n pozitif tamsayisi i¢in I,, = {1,2, ..., n} kiimesi {izerinde tanimlanan
biitiin permiitasyonlarin kiimesi .S, ile gosterilir. .S,, kiimesi fonksiyonlarin bileske iglemine gore

bir gruptur ve bu gruba simetrik grup denir. Ayrica bu grubun eleman sayisi |S,,| = n! dir.

Tanmim 2.9. S, nin ¢ift permiitasyonlardan olusan altgrubuna alterne grup denir ve A,, ile goste-

rilir. Bu grubun eleman sayisi |A,,| = n!/2 dir.

Tanim 2.10. G bir grup ve a € G olsun. (a) = {a" : n € Z} kiimesi G nin bir altgrubudur
ve bu altgruba a elemam tarafindan iiretilen devirli altgrup denir. Ozel olarak G = (a) olacak
sekilde a € G varsa G ye a tarafindan iiretilen devirli grup denir. a elemanina (a) altgrubunun

iireteci denir.

Tamm 2.11. n > 1 olmak iizere C, = {1,a,a?, ...,a" '} kiimesine n mertebeli ¢arpimsal

devirli grup denir.

Tamm 2.12. G bir grup ve a € G olsun. Cg(a) = {g € G : ga = ag} kiimesi G nin bir

altgrubudur ve bu altgruba a nin G igerisindeki merkezleyeni denir.

Tanmm 2.13. G bir grup olsun. Z(G) = {a € G : her g € G i¢in ga = ag} kiimesi G nin bir

altgrubudur ve bu altgruba G nin merkezi denir.

Tamm 2.14. (G4, %) ve (Ga, 0) iki grup olmak iizere f : G; — G+ bir fonksiyon olsun. Her a,
b € Gy igin

flaxb) = f(a)o f(b)

oluyorsa f ye grup homomorfizmasi denir. f homomorfizmasi birebir ise monomorfizma, orten
ise epimorfizma, hem birebir hem de 6rten ise izomorfizma adi verilir. Ayrica Gy = G5 ve f
bir grup homomorfizmasi ise f ye bir endomorfizma; f bir izomorfizma ise otomorfizma olarak

adlandirilir ve AutG, ile gosterilir.

Tamm 2.15. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. a € G olmak tizere

aH = {ah : h € G}



kiimesine H altgrubunun G igerisindeki bir sol koseti,
Ha={ha:he G}

kiimesine H altgrubunun G icerisindeki bir sag koseti denir.

Tanmim 2.16. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. H altgrubunun G igerisindeki sol

kosetlerinin sayisina H nin G igerisindeki mertebesi denir ve |G : H| ile gosterilir.

Teorem 2.17. (Lagrange Teoremi) GG sonlu bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. O zaman

H altgrubunun mertebesi GG sonlu grubunun mertebesini boler, yani

|Gl
|G : H| = —
[H|

dir.

Ispat G sonlu bir grup oldugundan H altgrubunun mertebesi de sonludur. Boylece |G : H| = n
ve ay,das,...,a, € G icin H nin G igerisindeki farkli sol kosetleri ayH,asH, ..., a,H dir.
i =1,2,...,n olmak iizere f(h) = a;h olacak sekilde f : H — a;H fonksiyonu tanimlansin.
Her hy,hy € H igin f(hy) = f(hs) ise a;hy = a;hs olup hy = hy elde edilir. Boylece f
fonksiyonu birebirdir. Diger taraftan x € a;H ise o zaman x = f(h) olacak sekilde h € H
eleman1 mevcuttur. Dolayisiyla f fonksiyonu ortendir. ¢ = 1,2,... ni¢in |H| = |a; H| olur. Bu

kosetler GG nin bir ayrisimini belirtir. Boylece
G=aHUaHU... Ua,H
olup

|G| = |layHUasHU ... Ua,H|

= |aH|+ ...+ |a, H|

= [H|+...+|H]|
n‘tarne

=n|H|

= |G : H|[H]



dir. Buradan |H| | |G| elde edilir. m

Uyar 2.18. Bir sonlu grubun mertebesinin pozitif bolenlerine karsilik bir altgrup her zaman

bulunamayacagindan Lagrange Teoremi’nin karsiti dogru degildir.

Ornek 2.19. A, alterne grubunun mertebesi |A4| = 12 ve 6|12 olmasina ragmen A, alterne

grubunun mertebesi 6 olan altgrubu yoktur.

Tamm 2.20. G bir grup ve H ile K, G nin birer altgrubu olsun.
HK ={hk:he Hveke K}

kiimesine H ve K altgruplarinin ¢arpimi denir.

Tamim 2.21. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun.
Neg(H)={a e G:aH = Ha}

kiimesi GG nin bir altgrubudur ve bu altgruba H nin G igerisindeki normalleyeni denir.

Tanim 2.22. G bir grup ve H, GG nin bir altgrubu olsun. Her a € G i¢in aH = Ha oluyorsa H

ye G nin bir normal altgrubu denir ve H < (' ile gosterilir.

Tamm 2.23. G bir grup ve H, G nin bir altgrubu olsun. A nin herhangi bir elemani a olmak

lizere her g € G igin g* = aga~! elemanina ¢ nin a ya gore eslenigi denir.
H*=aHa ' = {aha™ : h € G}

kiimesine H nin a ya gore eslenigi denir.

Tamm 2.24. G bir grup ve H, G nin bir normal altgrubu olsun. H nin G igerisindeki farkli sag
kosetlerinin kiimesi G/H = {Ha : a € G} ile gosterilsin. Her Ha, Hb € G/ H igin

(Ha)(Hb) = H(ab)

olacak sekilde tanimlanan iglem ile birlikte (G/H, .) ikilisi bir gruptur ve bu gruba G nin H ile

boliim grubu denir.



Tamm 2.25. n bir pozitif tamsay1 olsun. a,b € Z i¢in a = b(modn) olmasi igin gerek ve
yeter kosul n|(a — b) olmasidir. = (modn) bagintist bir denklik bagintisidir. Bu bagimtiya
gore olan denklik siniflarina modn kalan siniflar1 denir ve bu denklik siniflarinin kiimesi Z,, ile
gosterilir. n tamsayisina gore kalanlar 0,1, 2,...,n — 1 sayilarindan birisi olacagindan Z, =

(0,1,2,...,n =1} dir

Tanmim 2.26. G bir grup ve p bir asal say1 olsun. G grubunun her elemaninin mertebesi p nin bir

kuvveti olarak ifade edilebiliyorsa GG ye p-grubu denir.

Ornek 2.27. Cy = (a) devirli grubunun elemanlarinin mertebeleri o(a) = o(a®) = o(a®) =
o(a™) = 8 = 23, 0(a?) = 0(a®) = 4 = 2% ve o(a’) = 2, 0o(1) = 1 = 2° olup 2 nin kuvvetleri

olarak ifade edilebildiginden C devirli grubu bir 2-gruptur.

Teorem 2.28. (Sylow Teoremleri) GG sonlu bir grup ve p bir asal say1 olsun.

(i) m bir pozitif say1 olmak iizere p™||G| ve p™ "' { |G| ise 0 zaman G grubunun p™ mertebeli
altgrubuna Sylow p-altgrubu denir ve G, ile gosterilir. Biitiin Sylow p-altgruplarinin kiimesi
Syl,(G) ile gosterilir.

(ii) G nin herhangi iki Sylow p-altgrubu esleniktir, yani P, ve P, G nin iki Sylow p-altgrubu
ise P/ = P, olacak sekilde G de bir g eleman1 mevcuttur.

(iii) G grubunun farkli Sylow p-altgruplarinin sayis1 n, olmak iizere p||G| ise n,||G| ve n, =

1(modp) dir.

Ornek 2.29. G = Zg grubunun mertebesi 6 = 2.3 olup bir p asal sayisinin kuvveti olmadigindan

Zg bir p-grup degildir. Ancak 2||Zg| ve 3||Zg| oldugundan G5 ve G altgruplari vardir. Bunlar

Gy = {7 € G : o(T) = 2" olacak sekilde r € N}
= {0,3}
= (3)
ve
G3 = {T € G : o(T) = 3" olacak sekilde r € N}
= {0,2,4}

I
T

|
~——



dir.

Teorem 2.30. (Burnside Teoremi) p bir asal say1 olmak tizere GG bir p-grup ise o zaman G nin

merkezi Z(() asikar bir grup degildir.
Tanim 2.31. n bir pozitif tamsay1 olmak iizere n den kiiciik ve n ile aralarinda asal olan pozitif
tamsayilarin sayisini veren fonksiyona Euler p-fonksiyonu denir ve p(n) ile gosterilir.

n asal say1 ise ¢(n) = n — 1 dir. n ile m iki pozitif tamsay1 ve (n, m) = 1 ise

p(nm) = p(n)p(m)
dir.

Teorem 2.32. n bir pozitif tamsay1 ve n nin kanonik formu n = pi"p3? . .. pi* olmak tizere

1 1 1
pln) = (1= )1 =) (1= ) @.1)

dir.

Uyari 2.33. Euler p-fonksiyonu n mertebeli devirli grubunda mertebesi n olan elemanlarin

sayisin1 verir. Ornek 2.27. deki Cy devirli grubunun mertebesi 8 olan elemanlar a, a®, a®, a”

dir. Yani 4 tane vardir, bu say1 ¢(8) e esittir.

Tamim 2.34. G bir grup H, G nin bir altgrubu olsun. Her f : G — G otomorfizmasi icin
f(H) < H oluyorsa H ye G nin karakteristik altgrubu denir.

Tanim 2.35. G, G,, ..., G, grup olmak iizere

G =xI,G; ={(ay,aq,...,a,)|a; € G;,1 <i<n}

(13X

kiimesi tizerinde “.” islemi

(al,ag, RN ,an>(b1,b2, ceey bn) = (albl,ang, ce ,anbn)

W

seklinde tanimlansin. G kiimesi, “.” iglemine gore kapalilik 6zelligine, birim elemana sahip ve

(ay,as,...,a,) € G = x™,G, i¢in bu elemanm tersi (a; ', ay",...,a;") dir. Ayrica G, .7



islemine gore birlesme 6zelligine de sahiptir. Boylece G = x7_,G; kiimesi

gruptur ve bu gruba G, Gy, . . ., G,, gruplarinin dis direkt ¢arpimi denir.

Ornek 2.36. Z, = {0,1} ve Z, = {0,1,2,3} ise

dir.

Tanmm 2.37. H ve N iki grup olsun. Her h € H i¢in tanimlanacak olan
fn: N —= N, f(n) = hnh™!
otomorfizmasi ve
[+ H — Aut(N), f(h) = f
homomorfizmas: altinda
G={(n,h):ne N,he H}
kiimesi

(n1, h1)(na, ho) = (n1fr(n2), hihs)

W

islemi ile bir

islemi ile birlikte bir gruptur. Bu gruba yar1 direkt carpim grubu denir ve G = N x H ile

gosterilir.

Tamm 2.38. G bir grup olsun. =,y € G igin

[z, y] =27y oy

seklinde tanimlanan isleme x ile y nin komutatorii denir.



Lemma 2.39. G bir grup olsun. z,y, g, h € G igin

(i) [z,y] = 15 olmasi i¢in gerek ve yeter kosul zy = yx olmasidir.

(ii) 29 = y" ise 0 zaman 2" 9 = y dir.
Tamm 2.40. G bir grup ve H ile K, G nin birer altgrubu olsun.
[H,K] = (|h,k] : h € Hk € K)

seklinde tanimlanan [H, K| kiimesine H ile K nin komutator altgrubu denir. G = [G, G|

kiimesine, G nin tiiretilmis altgrubu denir. Ayrica G’ nin tiiretilmis altgrubu [G', G'], G" ile

gosterilir.

Teorem 2.41. G bir grup olsun. G nin bir abelyen grup olmast i¢in gerek ve yeter kosul G’ = (1)

olmasidir.

Tamm 2.42. G bir grup ve G nin altgruplarinin bir serisi
G=G12Gy2...2G, 2G4 =11}

olsun. 1 < i < nig¢in G;1, G; nin normal altgrubu ise bu seriye normal altgrup serisi denir.

Tamm 2.43. G bir grup ve 1 < i < ni¢in G;/G;4; abelyen olacak sekilde

G=G12G,2...2G,2Gny ={1} (2.2)

sonlu normal altgrup serisine sahipse bu GG grubuna ¢oziilebilir grup ve (2.2) normal altgrup

serisine de G nin bir ¢oziilebilir serisi denir.

Tanm 2.44. 7,(G) = {1} veheri = 1,2...i¢in
Z{(G)={x € G: hery € Giginxyz 'y ' € Z;_1(G)}
olmak iizere bir G grubunun iist merkez serisi

(1} = Z(G) < Z1(G) < Zs(G) < ...

10



G nin bir normal altgrup serisidir.

Tanim 2.45. Bir m dogal sayisi i¢in Z,,,(G) = G oluyorsa GG grubuna nilpotent grup denir. G
nilpotent grup ise Z;(G) = G olacak sekilde en az bir k dogal sayisi mevcuttur. Bu & dogal
sayilarinin en kiigiigiine GG nin nilpotent sinifi denir ve G ye k-ninc1 dereceden k-nilpotent grup

denir.

Tamim 2.46. n > 3 bir tamsay1 olsun. D,, = (a,b : a" = b* = 1,b"'ab = a~!) kiimesine

dihedral grup denir.
Tanmm 2.47. n > 4 olmak iizere

on—1 2

n—2__
Don = (a,2:a* =2°=1,zax =a* )

kiimesi 2"~ mertebeli sonlu bir yaridihedral grup olarak adlandirilir.

Tanmm 2.48. Qs = {1,—1,i,—i,7, —j, k, —k} kiimesi iizerinde i1 = jj = kk = —1,ij =
(—7)i =k, jk = (=k)j =i, ki = (—i)k = j seklinde tanimlanan igleme gore Q) bir gruptur ve

bu gruba kuaterniyon grup denir.

11



3. SONLU GRUPLARIN ELEMAN MERTEBELERI TOPLAMI

Bu boliimde bir sonlu grubun eleman mertebelerinin toplami tizerine yapilmis olan (H. Amiri,
S.M.J. Amiri ve L.M. Isaacs, 2009) makalesi incelenmistir. G bir sonlu grup ve a, GG nin bir

elemani olsun. o(a), a nin mertebesi olmak iizere G deki elemanlarin mertebelerinin toplami

seklinde tanimlanir.

Lemma 3.1. (H. Amiri, S.M.J. Amiri ve .M. Isaacs, 2009) (G devirli olmayan bir sonlu grup
olmak tizere P € Syl,(G) ve kabul edilsin ki P, devirli ve G nin normal altgrubu olsun. a € G
ve Pa € G/P i¢in |Pa| = m olmak iizere ¢(Pa) < my(P) dir. (Pa) = my(P) olmast igin

gerek ve yeter kosul a € C(P) olmasidir.

Ispat |Pa| = m olsun. m|o(a) oldugundan o(a) = mq olacak sekilde bir ¢ tamsayist vardir. O
zaman (a™)? = 1 dir, yani ¢ = o(a™) dir. Boylece a™ € P oldugundan ¢ nun p nin bir kuvveti
oldugu goriilir. Fakat m| |G/P| iken p t |G/P| dir. O halde (¢, m) = 1 ve gn = 1 (modm)
olacak sekilde bir n tamsayist vardir. o(a?) = m ve y = (a?)” olsun. Boylece (n,m) = 1
oldugundan o(y) = m dir. Ayrica Py = Pa? = (Pa)? = Pa dir. P abelyen oldugundan y €
Cq(P) olmast i¢in gerek ve yeter kosul a € Cg(P) olmasidir. Boylece a, y ile yer degistirilir
ve o(a) = m oldugu kabul edilir. P nin bazi u elemanlart i¢cin Pa nin her elemant ua formuna
sahiptir ve o(ua) < mo(u) dur. Esitlik durumunun saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul a nin
u nun merkezleyeninde olmasidir. P devirli oldugundan (u), P de karakteristik altgrup olur ve

buradan (u) < G dir ve (u)(a) bir altgruptur. Dolayisiyla ua € (u)(a) olacagindan
o(ua) < [(u){a)| = mo(u) 3.1

elde edilir. Ayrica o(ua) = mo(u) ise o zaman (u){a) bir devirli gruptur ve bdylece @, u nun
merkezleyenindedir. Dier taraftan a,u nun merkezleyenindeyse o zaman (o(a),o(u)) = 1

oldugundan o(ua) = o(u)o(a) = mo(u) dur. Boylece

(Pa) = Zo(ua) < Zmo(u) = mZo(u) = my(P)

ueP ueP ueP

12



sonucuna ulasilir. Ayrica esitligin saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul her bir v € P i¢in a nin

u nun merkezleyeninde veya P nin merkezleyeninde olmasidir. m

Sonuc 3.2. (H. Amiri, S.M.J. Amiri ve .M. Isaacs, 2009) P € Syl,(G) ve kabul edilsin ki
P, devirli ve G nin normal altgrubu olsun. O zaman ¢ (G) < ¢(P)y(G/P) dir ve esitligin

saglanmasi i¢in gerek ve yeter kosul P C Z(G) olmasidur.

Ispat Pa € G/P igin o(Pa), Pa kosetinin mertebesi olsun. G'/P nin her bir kosetine Lemma

3.1. uygulanarak

Y(G) = Y Y(Pa)

PacG/P

< Y o(Pay(P)

PacG/P

= (P) Y o(Pa)

PacG/P

= Y(P)y(G/P)

sonucu elde edilir. Boylece ¢(G) < ¢(P)(G/P) dir. Lemma 3.1. den ¢(G) = ¢ (P)y(G/P)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her @ € G ve u € P i¢in au = ua olmasidir. Yani P C Z(G)

dir. m

Lemma 3.3. (H. Amiri, S.M.J. Amiri ve .M. Isaacs, 2009) n > 1 tamsayisinin en biiyiik asal

boleni p olsun. O zaman ¢, Euler ¢-fonksiyonu olmak tizere ¢(n) > n/p dir.

Ispat &, n nin farkli asal bolenlerinin sayist olsun. k& = 1 icin s pozitif tamsay1 olmak iizere

n = p° dir. Boylece

o) = o(p") = p(1 - }3) (-0 = (- D) 2

sonucuna ulagilir. £ > 1 icin k lizerinde timevarim yontemi uygulansin. s bir pozitif tamsay1
olmak iizere n = p®m ve p ¥ m olsun. O zaman m, (k — 1) tane asal bolene sahip ve ¢, bu asal
bolenlerin en biiytigii olsun. Boylece ¢ < p dir. Dolayisiyla

p'm _(p—1n

p(n) = (p°m) = ¢(p®)p(m) = (p — 1) = e 2 %

13



sonucuna ulagilir. p > ¢ oldugundan p — 1 > ¢ dur. Boylece
(p—1)n 50

pq p

elde edilir. Bu da istenilen ¢ (n) > n/p sonucunu verir. m

Ornek 3.4. n = 72 icin 72 = 23.3% ve n nin en biiyiik asal boleni p = 3 tiir. Boylece o(72) =
72.(1—1).(1 — 1) = 24 olup p(72) = 24 > 72/3 = 24 elde edilir.

Sonuc 3.5. (H. Amiri, S.M.J. Amiri ve .M. Isaacs, 2009) C', mertebesi n olan devirli grup ve

p, n nin en biiyiik asal boleni olsun. O zaman ¢ (C') > n?/p dir.

Ispat C de mertebesi n olan ((n) tane eleman vardir. Boylece

n2

p

P(C) > np(n) > n.

3

dir. m

Ornek 3.6. C, mertebesi 8 olan devirli bir grup ve 8 in en biiyilk asal boleni p = 2 dir.
Dolayisiyla )(C) = 43 > 8?/2 = 32 olarak bulunur.

Teorem 3.7. (H. Amiri ve S.M.]J. Amiri ve L.M. Isaacs, 2009) C, mertebesi n olan devirli grup

olsun. O zaman devirli olmayan ve mertebesi n olan biitiin G gruplar i¢in 1 (G) < ¥(C') dir.

Ispat C, n mertebeli bir devirli grup ve mertebesi n olan G' grubu icin ¢(G) > (C) olsun. Tlk
olarak GG nin devirli oldugu gosterilecektir. n = 1 i¢in bu durum agiktir. n > 1 i¢in n tizerinde

tiimevarim yontemi uygulansin. Sonug 3.5. den GG nin elemanlarinin mertebelerinin ortalamasi

U(E) L W(C)

n
G| n n p

olarak bulunur. G nin biitiin elemanlarinin mertebelerinin ortalamadan diisiik olmas1 miimkiin
olamayacagindan mertebesi ortalama olan en az bir a € G vardir ve o(a) > n/p dir. O zaman
|G : (a)| < p olur. Boylece (a), G nin bir Sylow p-altgrubu P yi icerir ve P devirlidir. Ayrica
(a) € Ng(P) dir. Dolaysiyla |G : Ng(P)| < p dir ve bunun sonucunda P, G nin bir normal

14



altgrubu olur. Sonug 3.2. den yararlanarak

W(G) < Y(P)Y(G/P)

dir ve esitlik durumunun saglanmasi icin gerek ve yeter kosul P C Z(G) olmasidir. @, C
nin bir Sylow p-altgrubu olsun. P ve () ayni mertebeli devirli gruplar olacagindan P = () ve

P(P) = (Q) dur. Boylece
Y(P)W(G/P) =2 (G) > ¢(C) = (Q)¥(C/Q) (3.2)

elde edilir. C grubuna Sonug 3.2. uygulandiginda esitlik durumu saglanir. (P) = ¥(Q)
oldugundan her iki taraf sadelestirilir ve ¢(G/P) > (C/Q) elde edilir. Fakat C'/Q devirli
ve n den kii¢iik ayn1 mertebeye sahip oldugundan G /P devirlidir. Boylece G/P = C/Q dur
ve (G/P) = ¢(C/Q) olur. Bunun sonucunda (3.2) esitsizliginde esitlik durumu saglanir ve
P C Z(G) oldugu bulunur. P C Z(G) ve G/ P devirli oldugundan G abelyendir. Ayrica P, G
nin bir Sylow altgrubu oldugundan B = G/ P devirli olacak sekilde G = P x B dir. Boylece

G, mertebeleri aralarinda asal olan gruplarin bir direkt ¢arpimidir ve dolayisiyla G devirlidir. m

Ornek 3.8. G = Qs ve C' = (a) mertebesi 8 olan devirli bir grup olsun.

$(Qs) = Y o(w) = o(i) + o(=i) + 0(j) + o(—j) + o(k) + o(—k) + o(1) + o(—1)
o — 44 A4+ 4+4+44+142

=27
ve

¥(C) =) ofx) = o(a) + o(a®) + o(a®) + o(a”) + o(a®) + 0(a) + o(a") + o(1)
zeC

=48+24+2+4+1
=43

tiir. Boylece ¢(Qs) < ¢(C) elde edilir.
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4. SONLU ABELYEN GRUPLARIN ELEMAN MERTEBELERI TOPLAMI

Bu boliimde sonlu abelyen gruplarin eleman mertebelerinin toplamini veren (M. Tarnauceanu
ve D.G. Fodor, 2014) makalesi incelenmistir. Bu makalede Tarnauceanu ve Fodor tarafindan
sonlu abelyen gruplarin eleman mertebelerinin toplamini hesaplayan bir formiil elde edilmistir.
G bir sonlu grup olsun. a € G nin mertebesi o(a) olmak iizere, G nin biitiin elemanlarinin

mertebeleri toplam1 ¢)(G) = >, o(a) ile gosterilir.

G ile Gy iki sonlu grup ve (|G4],|G2|) = 1 olsun. O zaman

(G x Ga) = P(G1)Y(Go) “4.1)

dir. = 1,2, ..., kicin G; sonlu gruplarinin mertebeleri aralarinda asal ise ¢ tizerinde tiimevarim

uygulanirsa

sonucuna ulagilir.

Sonlu abelyen gruplarin eleman mertebelerinin toplamini hesaplamak i¢in sonlu abelyen gruplar

p-gruplarina indirgenir.

Teorem 4.1. (M. Tarnauceanu ve D.G. Fodor, 2014) 1 < a; < ap < ... < o4 olacak sekilde

a1, Qa, . .., oy tamsayilart i¢in
— k —
G = X Lpoi = Lpor X Lios X ... X Lo,

sonlu bir abelyen p-grubu olsun. O zaman

prrertteel < a

16



olacak sekilde

¢(G) == 1 + Z(anf(al,az ..... ak)(a) - p2a_1f(041,012 ..... ak)<a - 1))
a=1

dir.

Uyan1 4.2. (i) Teorem 4.1. de yer alan f(,, q,,... a,) fonksiyonu artandur.

.....

(ii) ¥ (X%, Zpo: ), p degiskenli (2ay + ag_1 + . .. + ;) dereceli bir polinomdur.

(iii) Alternatif olarak ¢)(x¥_;7Z,0;) polinomu

w(xi§:1zpai) _ p2ak+ak71+...+a1 . (p . 1) Z P2af(a1,a2 ..... ak)(a)

olarak da ifade edilebilir.

Sonug¢ 4.3. Teorem 4.1 den yararlanilarak agagidaki sonuglara ulagilir.

) h p2n+1 + 1
(i) ¥(Zpm) = ol
(it) ¥(Zy) =p" ™ —p+1,

(iii) ¢(Zp2 x Z;_Q)

(1) (Lo X Zya) =

pn—|—2 _pn+1 +pn _p+ 17
p2a2+a1+3 +p2a2+o¢1+2 +p2a2+o¢1+1 +p3a1+2 +p+ 1

(p+1)P*+p+1)
2agtaztontl 4 gdastan+2 3agtai+3 _ pdai+3
(V) 1/}<Zpo‘1 X Zpoq X Zpa3) — P +p . p P

?

p+1 P+p+1
p4a1+4_1

PP +ptl

dir.
Ispat (i) (4.3) ifadesinde k& = 1 ve o; = n degerleri yerine yazilirsa

VXt Zn) =™ — (p— 1)1+ p* + ... +p™7?)

elde edilir. Daha sonra

V(L) =p" = (p— DA +p*+ ...+

17
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— PP — P Py pP?

:1_p+p2_p3+p4_.”_p2n71_‘_p2n

sonucuna ulagilir. p" +1 = (p+ 1)(p"~' — p" 2 + ... + 1) esitlifinden yararlanarak

V(L) =p" —p" .+ pP—p+1
(p+1)(p*™ —p 4+ ... +pP—p+1)

p+1
- p2n+1 + 1
p+1
elde edilir.
(i) Y(Zy) = Y(Zp X Zy X ... X L) oldugundan (4.3) ifadesinde oy = ap = ... = oy, = 1 ve
nt‘a,ne

k = n olarak yazilirsa,

1-1

w(ZZ) = w(X?:IZp“i) — p2.1+(n_1)-1 F (p =3 1) szaf(al,QZ 77777 ak)(a)
a=0

=p Tt —(p-1).1

=p—p+1

elde edilir.

i) ¥ (Zy X Z172) = (Zy X ... X Ly xZLy2) dir. (4.3) ifadesinde k = n — 1, a1 = ...
N—————

n-2 tane
9 = 1 ve a,,_1 = 2 degerleri yerlerine yazilirsa

anp—1—1
w(Zp2 « ZZ—Q) — p201n71+06n72+-..+011 . (p . 1) Z p2af(a1,a2 ..... ak)(a)
a=0
1
— p2.2+1.(n72) _ (p _ 1) Zp2af(a1,a2 .... ak)<04)
a=0
= p2 (p— 1)(p2.0p(n—1—1).0 4 plpn?)

=p"?+(1—p)(1+p")

:pn+2_pn+1+pn_p+1

dir.
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(iv) k = 2 ve a; = a1, ap degerleri igin

as—1

U(Zpor X Lpos) = p*@2+ — (p — 1) Z P* Fan.a) (@)

2a2+aq

- (p 1)( 2Of (a1,a2) (0) +p2a1f(041,042)(a1)
+p2(a2 2 fal,az (OQ ))
1)

=D

2aip 41

=p _ <p (1 +p2a1pa1 _|_p20¢2 Qpal)
— p2a2+a1 + (1 . p)<1 +p3a1 +p2a2+a1—2)

— p2a2+a1 _|_ 1 +p3a1 + p2a2+a172 _ p _ p3a1+1 _ p2a2+a171

= pt (14 p? —p ) —p+ 14" (1 —p)
_ p2a2+a1+3 + p2a2+a1+2 + p20<2+a1+1 + p3a1+2 + p + 1

(p+1)(P*+p+1)

sonucuna ulagilir.

(v) k = 3 ve a; = aq, a, az degerleri icin

az—1

¢<Zpa1 X Zpa2 X Zpas) — p2a3+a2+a1 — (p — 1) Z p2af(a1,a2,a3)(a)

— (0 = 1)(P** flar,02.0) (0)
+D* flar ama) (1) + D° flar anas) (@2)
P77 flayan.a) (@3 — 1))

= piterte — (p — 1)(1 4 p*ip™™ + pPept

2a3+a+o

=P

+p204372pa371+011)

_ p2a3+a2+a1+1 _|_p3a2+a1+2 p3a2+a1+3 _ p4a1+3
a p+1 P4+p+1
p4a1+4 -1
pP+p*+p+1

sonucu elde edilir. =

1/)(Z4 X Zg) = 77[)(2422 X ZQB)
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olup Sonug 4.3. iin (iv) ifadesinde p = 2, a; = 2 ve ap = 3 degerleri yerine yazilirsa

3843

— =183
21

W(Zy X Zg) =
olarak bulunur.

Tanim 4.5. (A. Arikan ve S. Halicioglu, 2015) n bir pozitif tamsay1 olsun. ny > ng > ... > n,
ve n = ny + ng + ... + n, kosullarini saglayan (ny,ns, ..., n,) dogal sayilar dizisine n nin bir

pargalanmasi (ayrisimi) denir. n nin tiim par¢alanmalarinin sayist £(n) ile gosterilir.

Ornek 4.6. n = 3 icin n nin biitiin pargalanmalar1 (3), (2,1) ve (1,1, 1) oldugundan #(3) = 3
tir. n = 4 igin n nin biitiin par¢alanmalart (4), (3, 1), (2,2),(2,1,1) ve (1,1,1,1) oldugundan
t(4) = 5 tir.

n bir pozitif tamsay1 olsun. p™ mertebeli abelyen gruplarin kiimesi ile n nin parcalanmalarinin

kiimesi
P, ={(z1,29,...,2,) eN" |27 > 29> ... 2 2,1+ T2+ ... + T, =n}

arasinda birebir iligki vardir. Yani

k

ap<ap<...< ak,Zai = n olmak iizere xleZpai = (g, ..y 0q,0,...,0)
=1 (n-k) tane

doniigtimii vardir.

Ornek 4.7. n = 4 icin
Py = {(z1,22,73,24) € N* | 21 > 29 > 23 > 24, 71 + T2 + 23 + 14 = 4}

olacagindan Py = {(4,0,0,0),(1,1,1,1),(2,1,1,0),(2,2,0,0),(3,1,0,0) } kiimesi elde edilir.
4

a1 < ag < ag < ay, E o; = 4 olmak iizere xlezgai — (o, as, ag, aq)
i=1
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doniisiimii vardir. Yani

1

4, > " a; =4 olmak iizere x|, Zyei = Zoo X Zop X Lo X Los — (4, 0,0,0 ),
i=1 Z 4-1=3
= —1=3 tane

4
1=1=1=1,) a;=4olmakiizere X\, Zoo: = Zy x Ly X Loy X Loy > (1,1,1,1),
=1

2
2=2 Y a;=4olmakiizere X}, Zoe; = Zoo X Lo X L2 X Ly + (2, 2,0,0),

i=1

2
1<3, ) a;=4olmak iizere x_, Zoo: = Zno X Zoo X Loy X Lo = (3, 1,0,0)
~~

i=1 4—2=2 tane

dir.

Tanim 4.8. (A. Arikan ve S. Halicioglu, 2015) GG, < kismi siral1 bir kiime olsun. a,b € G i¢in
a < bveyab < aise o zaman a ve b elemanlar1 kiyaslanabilir denir. G nin her eleman cifti
kiyaslanabilir ise 0 zaman < badintisina bir tam siralama bagintis1 denir ve (G, <) ikilisine de

bir tam siralama kiimesi denir.

T1 =Y, - Tm = Ym
(Il,l’g,...,l’n) =< (yl,yz,...,yn) < ve
Tmi1 < Yme1, bazim € {0,1,...,n — 1}

olacak sekilde tanimlanan leksikografik (lexicographic) siralama <, P, de tam siralamadir.

Ornek 4.9. P, = {(4,0,0,0),(1,1,1,1),(2,1,1,0),(2,2,0,0),(3,1,0,0)} kiimesinin eleman-
lar1 igin leksikografik siralamasi (1,1,1,1) < (4,0,0,0), (1,1,1,1) < (2,1,1,0), (2,1,1,0) <
(2,2,0,0), (2,2,0,0) < (3,1,0,0), (2,1,1,0) < (3,1,0,0) seklindedir.

Leksikografik siralama p™ mertebeli abelyen p-gruplarin siniflarinin kiimesi tizerindeki bir tam

siralamaya indirgenebilir. p?, p3, p* mertebeli abelyen p-gruplarin biitiin smiflarinin v/ altindaki

degerlerini hesaplayarak asagidaki sonuglar elde edilmistir.

21



Sonug 4.3.(i1) uygulanarak

W(Z3) = Pt —p+1
=p’—p+1
5
1
< (Zp) = L

4 3 2
=pt—pP+p’—p+1
D1 p—p +p—pt

elde edilir. Sonug 4.3.(ii) kullanilarak

Y(Z)) =p'—p+1

< w(ZP X sz)

bulunur. Sonug 4.3. iin (iv) ve (i) kismindan

B(Z, X Tp) = P AP +p+1
(p+1)@*+p+1)
=p°—p' +p’—p+1

<1/J<Zp3)

_ Pl

4 p+1
=p°—p+p

4 2

—pP+p —p+1

elde edilir. Boylece

VL) <p’ =P +p =P +p —p+1

dir. Benzer sekilde

U(Z,) =p" —p+1
< WY(Zy X Ly X Ly2)
=" —p"+pt—p+1
< WY(Zy X Zyp)
=p =’ —p+p'+p —p+1
< P(Zyn)
<p®=p"+p°

4 2

—p+pt =P —p 1
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sonucuna ulasilir.

Teorem 4.10. (M. Tarnauceanu ve D.G. Fodor, 2014) G, = xi?:lZpai ve Gy = x;?:lZpgj ,p"

mertebeli iki sonlu abelyen p-grup olsun. O zaman

W(Gh) < Y(Gy) <= (au, ..., a1,0,...,0) < (Bry...,51,0,...,0) 4.4)
(n-k) tane (n-r) tane

dir.

Ispat P, kiimesi tam sirali oldugundan sadece n nin ardigik olan parcalanmalart icin (4.4)
ifadesinin ispatlanmasi yeterli olacaktir. (ag,...,q,0,...,0) < (B,,...,51,0,...,0) olsun.

(G1) < ¥(G9) oldudu ispatlanacaktir. Sonug¢ 4.3. iin (i) ve (iii) kismindan P, kiimesinin

ilk iki elemani icin istenilen esitsizlik saglanir. 5, = (B, = ... = (s < P41 olacak sekilde
s € {1,2,...,r — 1} olsun. O halde incelenecek iki durum mevcuttur.
1. Durum (; > 2 olsun. O zaman (o, ..., aq,0,...,0) parcalanmasi k = r + 1,1 = 1,0 =

f1—1vei = 3,4,...,7r + 1i¢in o; = [;_; olacak sekilde (3,,...,052,61 — 1,1,0,...,0)
smifindadir. Boylece her v > (3 igin

sonucuna ulagilir.

(Ga) = ¥(Gy) = pPrtm — (p—1) prl@ 77777 5 (7)

ap—1
P (0= 1) 07 faranon (V)
~v=0
f— 1 ﬁr_l
= (p—1)( Zp " fasazman (1 Zp 1 i (1))
67‘_1 Br_l
= (=D P faram.. Zp”f@1/32 ..... (7))
v=0
Br—1
= (P =D (0" fror0m o) N =10 f(51 2,50 (7))
y=1

57‘_1
= (-1 P = ptI) > 0
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elde edilir.

2. Durum (5, = 1 olsun. O zaman (ay,...,a,0,...,0) parcalanmast S — 1 > (] >

Bl = ...>py > 1ve B +p8_,+...+ 0 = s+ 1 olmak iizere (5,,...

1,86 1, 01,0,...,0) parcalanmasinin sinifindadir. Her v > (3,1 igin

f(oz1,a2 ,,,,, ak)(’y) = f(ﬁl,ﬁQ ,,,,, ﬁr)(ﬂ)/)
sonucuna ulasilir. Boylece s = r» — 1 oldugu kabul edilebilir, yani
(aka"'aalaow"vo) = (61“ - 1762752—17"'7B1707"'a0)

dir. Boylece

olmak uizere

Br—1
W(Ga) = (G =p" " = (0= 1) Y 1" fiarp () — P 4 S
v=0

elde edilir.
(r=1)y 0<~<1
D ) STs
J61,80,80 (V) = )
P, 1 <vwy
oldugundan
Br—1
¥(G2) —¥(G) =P = (0= 1) 3 P fpinsn (1) =P
=0
Br—2
e =1) D P fraranon (1)
v=0
Br—1

T*lszT - pz)

— Br4+n _ , Br+n—1 —1)(1
P ()1
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= m(ﬁﬁﬁn_l(ﬁ —p=1)+p " =p*+1) >0

elde edilir.

Kabul edilsin ki ¢(G1) < ¥(Gs) fakat (ag,...,a1,0,...,0) = (B, ..., 51,0,...,0) olsun. O
zaman ispatin ilk kismindan ¢(G3) < 1(G1) bulunur ve bu kabulle ¢elisir. Boylece (4.4) ifadesi

saglanir. m

Ornek 4.11. G, = XE Lo ve Gy = x?lepgj , p* mertebeli iki sonlu abelyen p-grup olsun.

Y(G1) = Y(Zper X Lpaz X Lipes X Lyes) ve (4.3) ifadesinde k = 4 degeri icin

4 1\ — plastaztastar o Sarp das+a 3az+az+aq

D(XizaZpei) = p (P=DA+p™ +p +p
+p2a4+a3+az+a1*2>

dir. Y(G2) = Y(Z,p, X Z,p,) ve Sonug 4.3. iin (iv) kismindan

p252+,31+3 + p252+51+2 4 p252+51+1 + p351+2 +p+ 1
(p+1E*+p+1)

¢(Zpﬁ1 X ZPHQ) =

elde edilir. Bdylece P, iin parcalaniglarindan (1,1,1,1) ve (3,1,0,0) igin ¢ (X} Zye) <
w(X?ZIZpﬁj) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul (1,1,1,1) < (3,1,0,0) olmasidur.

Asagida Teorem 4.10. un sonucu verilmistir.

Sonuc¢ 4.12. (M. Tarnauceanu ve D.G. Fodor, 2014) Ayn1 mertebeli iki sonlu abelyen grubun
izomorf olmalari icin gerek ve yeter kosul bu gruplarin eleman mertebeleri toplamlarinin da ayni

olmasidir.

Uyari 4.13. Mertebeleri farkli iki sonlu abelyen grubun mertebeleri toplamlart ayni olmasina

ragmen bu iki grup izomorf olmayabilir.
Ornek 4.14. 1)(72) = 1)(Zs3) = 7 olmasina ragmen Z3 % 7Zj tiir.

Teorem 4.15. (M. Tarnauceanu ve D.G. Fodor, 2014) ¢/(G) = 0(mod|G|) olacak sekilde

sonlu abelyen GG grubu vardir.
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Ispat G = Z3 x Zy3 X Zss olsun. Boylece |G| = 3887 ve

tir. m

w(G) = w(Zm X le)¢(223)

233 +1
= (13> —13+1
(13 S+ )23+1
= 1107795
— 3887.285
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5. DEVIRLI OLMAYAN SONLU GRUPLARIN ELEMAN MERTEBELERININ TOP
LAMI

Bu boliimde sonlu gruplarin eleman mertebelerinin toplamini veren (M. Herzog, P. Longobardi
ve M. Maj, 2018) makalesi incelenmigtir. Bu makalede Herzog, Longobardi ve Maj tarafindan
devirli olmayan sonlu gruplarda eleman mertebeleri toplamlarinin tam bir iist sinirin1 hesaplayan
bir formiil elde edilmistir. (H. Amiri, S.M.J. Amiri ve .M. Isaacs, 2009) makalesinde tanimla-
nan (¢, n mertebeli devirli olmayan bir grup, bu grubun eleman mertebeleri toplami ¢)(G) ve C,,,

n mertebeli devirli grup olsun. Boylece ¢(G) < ¥(C,,) dir.

5.1. Temel Sonuclar

Bu kisimda boliim boyunca ihtiya¢ duyulan temel sonuclara yer verilmistir. n bir pozitif tamsay1
olmak iizere n den kii¢iik ve n ile aralarinda asal olan pozitif tamsayilarin sayisini veren fonksiyo-
na Euler ¢-fonksiyonu denir ve bu say1 ¢(n) ile gosterilir. n asal say1 ise p(n) = n — 1 olarak

hesaplanir. n bir pozitif tamsay1 ve n nin kanonik formu n = p{'p5? ... p;* olmak iizere

1 1 1
pln) =n(l— )1 = ) (1= )

dir.

Lemma 5.1. n, en biiyiik asal boleni p ve en kiiciik asal bdleni ¢ olan 1 den biiyiik bir pozitif

tamsay1 olsun. O zaman

dir.
Ispati =1,2,..., kicin p; asal, r; pozitif tamsay1 ve p = p; > ps > ... > pp = q olmak iizere
n = pi'py’ ...p." olsun. k iizerinde timevarim uygulansin. k& = 1 igin n = pi* = p™* ve

Plm) = o) = (1= ) = n(—2)
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dir. £ > 1 ve birbirinden farkli k£ dan kiiciik asal bolenlere sahip biitiin tamsayilar icin lemmanin

dogru oldugu kabul edilsin. m = py*ps® . .. p;* olsun. Kabulden

-1
w(m) > Pk m
P2

dir. Boylece

71,72

o(n) = o(PI'Py ... p¥)

= o(py'm)
= o(pi")p(m)
-1 -1
> P1 p;lpk m
P1 D2
pr—1pp—1
= n
b1 b2
> p1— Llpp — 1n
p1 pr—1
pr— 1
= n
P1
qg—1
= n
b

dir. m

Onerme 5.2. (Ramanujan, [18]) ¢; = 2.¢2,...,Gn, ..

zaman

dir.

Lemma 5.3. p; < p3 < ... < p, olacak sekilde po, ps, . ..

zaman

DN

s
[|
N

—
sk
o]~
+ | |
—_ =
V
| ot

dir.
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Ispat p, > 3 olsun. Onerme 5.2. den

2113241 pitl 5
mﬁni:Q ..... Sp?—1<§
%Hi2 ..... SZZ;—E1<1
ean 5755 <5

-1 5

Hizz ..... si%+1>6

elde edilir. m

Lemma 5.4. C,,, n mertebeli bir devirli grup ve ¢(C,,), C,, grubunun eleman mertebelerinin

toplami olsun.

(1) p asali i¢in P, p" mertebeli devirli bir grup ise o zaman

2r+1 2

+1 Pl +1

p(p) ==L _plP (5.1)
p+1 p+1

dir.
(il) py < p2 < ... < p; = p olmak lizere py, po, . . . pt, n nin asal bolenleri ve Py, P, ..., P, C,

nin Sylow altgruplari olsun. O zaman

dir.
Ispat (i) p asal olmak iizere P, p” mertebeli bir devirli grup olsun. O halde

Y(P) = 1+pp(p) +p*e(p®) + ...+ p o(p")
L plp = D)L= = )

:1_p+p2_p3+”‘_|_p27‘_p27"—1
p2r+1_|_1

Cop+l

Cp()E+1

- p+1

_plPP+1

C o opt+l
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dir.
(ii) C,, = Py x Py x. .. x P, seklinde ifade edilebildiginden Lemma 5.9.(iii) kullanilarak ¢ (C,,) =
Hz L Y(F;) elde edilir. Her 7 i¢in p; 11 > p; + 1 ve p; > 2 oldugundan (5.1) ifadesinden

t

SR | L | T e
1 pitl e p+1

sonucuna ulasilir. m

Onerme 5.5. (Herstein, [11]) G, degismeli maksimal bir altgruba sahip sonlu bir grup ise o

zaman G ¢oziilebilirdir.

Onerme 5.6. G, devirli maksimal C' altgrubuna sahip bir sonlu grup olsun. O zaman G ¢oziilebilir

ve G < Z(G) dir.

Ispat Onerme 5.5. ten G grubu ¢oziilebilirdir. G° < C'ise o zaman [G',G'] = G = (1) < Z(G)
dir. Aksi takdirde G = G'Cve G < G " den G = G'C ve G" < C sonucuna ulagilir. Bu durum
G nin ¢oziilebilirligi ve G* # (1) ile celisir. Boylece G devirli ve G /Cq(G") abelyendir. Sonug
olarak G’ ve C, C(G") nin iki altgrubudur, yani G < Z(G) dir. =

Onerme 5.7. G sonlu bir grup ve p, |G| nin en bilyiik asal boleni olmak tizere

|G = ()] <2p

olacak sekilde GG de bir = eleman1 mevcut oldugu kabul edilsin. O zaman agsagidaki sonuglardan
biri saglanir.

(i) G bir devirli normal Sylow p-altgrubuna sahiptir.

(i) G ¢oziilebilir ve (x), G nin p veya p + 1 mertebeli bir maksimal altgrubudur.

Ispat p||G : (x)| kabul edilsin. |G : (z)], |G : (x)| = p dir. Onerme

5.6. dan G ¢oziilebilirdir. Boylece G, (ii) durumunu saglar. Kabul edilsin ki p { |G : (z)| olsun.
O zaman (z), G nin bir devirli Sylow p-altgrubu P yi icerir. P, G de normal ise o zaman (i)
durumunu saglar. O zaman P nin G de normal olmadig1 kabul edilsin. (z) < Ng(P) oldugundan

hipotezden |G : Ng(P)| < 2p elde edilir. P, G de normal olmadig1 igin |G : Ng(P)| =p + 1
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ve N (P), G nin bir maksimal altgrubudur. Fakat

No(P): (@) = OO 2

= < <2

dir. Boylece Ng(P) = (z) ve (z), G nin p + 1 mertebeli devirli bir maksimal altgrubudur.

Onerme 5.6. dan G ¢oziilebilir ve (ii) saglanir. Boylece ispat tamamlanmis olur. m

Onerme 5.8. G bir sonlu grup olsun. O zaman asagidaki durumlar saglanur.
(i) G, mertebesi 4 olan bir devirli altgrup ile bir sonlu 2-grubu ise 0 zaman G~ < Z(G) dir.
(i) G, mertebesi 6 dan kiigiik olan bir devirli altgrup ile 2*3° mertebeli bir sonlu grup ise o

zaman G < Z(Q@) dir.

Ispat (i) (a), G de mertebesi 4 olan bir devirli altgrup ve M, (a) y1 igeren G nin bir maksimal
altgrubu olsun. M = (a) ise o zaman Onerme 5.6. dan istenilen sonuca ulagilir. (a) < M
oldugu kabul edilsin. O halde |G : M| = 2 olmast M nin G de normal altgrubu, G' < M ve
G" < M’ olmasi anlamina gelmektedir. Ayrica M, devirli bir maksimal altgruba sahiptir. [19]
daki Teorem 5.3.4 ten M abelyendir ya da M mertebesi 2 ya da M dihedral, yaridihedral veya
genellestirilmis kuaterniyondur.

M abelyen ise 0 zaman G = 1 dir. |M'| < 2 ise 0 zaman G < M’ dir, bu da G” nin
mertebesi en fazla 2 olan GG nin bir normal altgrubu olmasi anlamina gelmektedir. Boylece
G" < Z(G) elde edili. M nin dihedral veya yaridihedral veya genellestirilmis kuaterniyon
oldugu kabul edilsin. O zaman o(a) = 2", v € {0, 1}, o(z) € {2,4} ve 2* € Z(M) olmak iizere
a® = a~'a"*""" olacak sekilde M de bir = elemam mevcuttur. G = M (y) olarak ifade edilsin.
a? € (a) ise 0 zaman (a), G nin normal altgrubudur. Béylece |G/ {a)| = 4 oldugundan G’ < (a)
dir. Dolayisiyla G abelyendir ve G = 1 dir. Son olarak a¥ ¢ (a) oldugu kabul edilsin. O halde

§ bir tamsay1 olmak iizere a¥ = a’z dir. Boylece

(a®)Y = (a¥)? = d®za’x

= d’rrx'alz

= ad2?(a®)
_ a‘st(a*la'ﬂn_l)‘s
_ a6$2a76a72"*16
2a72n*16

=T
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(@)= (@) = @) = at = 1

elde edilir. Boylece o(a) = o(a¥) = 4, |[M| = 8 ve M < (a?) dir. Sonug olarak G mertebesi
en fazla 2 olan M nin bir altgrubudur, boylece bu altgrup Z(G) tarafindan kapsanur.

(ii) (a), mertebesi 6 dan daha kii¢iik olan G nin bir devirli altgrubu olsun. |G : (a)| = 2 veya
|G : {a)| = 3 ise 0 zaman Onerme 5.6. dan istenilen sonuca ulagilir. |G : (a)| = 4 oldugu kabul
edilsin. 5 = 0 ise o zaman (i) kullamilarak istenilen sonuca ulasilir. (a), G nin maksimal altgrubu
ise 0 zaman Onerme 5.6. dan istenilen sonug elde edilir. 3 > 0 ve {a), G nin maksimal altgrubu
olmadig1 kabul edilsin. O halde Onerme 5.7. den G, bir devirli normal Sylow 3-altgrubu P ye
sahiptir. Boylece |D| = 2% olmak iizere G = P x D dir. P < (a) ve D = G/P, mertebesi 4
olan (a)/P devirli altgrubuna sahiptir. Boylece (i) den D” < Z(D) dir. Dolayisiyla G = PD,
G' < Cg(P) ve G = D'[P, D] dir. Boylece

G" = D" < Z(D) N Ca(P) < Z(G)

istenilen sonuca ulasilir. m

Lemma 5.9. Bazi p asal sayist i¢in P bir devirli p-grup, |F| > 1 ve (p, |F|) = 1 olmak iizere
G, G = P x F saglayan bir sonlu grup olsun. O zaman asagidaki durumlar saglanir.

(1) F'in her bir elemam P de ya asikar ya da sabit noktal1 serbestce etkilidir.

(ii)) x € F, o(r) = m ve u € P ise o zaman m, (ux)™ € P yi saglayan en kiiciik pozitif
tamsay1dir.

(iii) u € P ve x € Cp(P) ise o zaman o(uz) = o(u)o(x) dir.

(iv)u € Pvex € F\ Cr(P) ise 0 zaman o(uzx) = o(x) dir.

(v) Z = Cg(P) olsun. O zaman

V(G) = (P)(Z) + [PlY(F\ Z) < (P)(Z) + [Ply(F)
dir.

Ispat (i) u € P\ {1} iizerinde = € F asikar etkili oldugu kabul edilsin. O halde mertebesi 1 olan

P deki elemanlarin kiimesi 2, (P) de x agikar etkili ve boylece P iizerinde de asikar etkilidir.
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(ii) P<G oldugundan n bir pozitif tamsay1 ise bazi v,, € P i¢in (ux)"” = v,2" dir. PNF = {1}
oldugundan (ux)™ € P olmast i¢in gerek ve yeter kosul m|n olmasidir.

(ii1) Oldugu agiktir.

(iv) o(x) = m oldugu kabul edilsin. (ii) den (uz)™ € P dir ve boylece

dir. x € F'\ Cp(P) oldugundan (uz)™ = 1 ve (i) den o(ux) = m = o(z) elde edilir.
(v) (iii) den Y(PZ) = ¢(P)yY(Z) ve (iv) den (G \ (PZ)) = |P|y(F' \ Z) dir. Boylece

V(G) = P(P)P(Z) + |PIO(F\ Z) < p(P)(Z) + [P|(F)

dir. m

5.2. Ana Sonuclar

Bu kisimda M. Herzog, P. Longobardi ve M. Maj tarafindan (M. Herzog, P. Longobardi ve M.

Maj, 2018) makalesinde elde edilen ana sonuclara yer verilmistir.

Teorem 5.10. G, n mertebeli devirli olmayan bir sonlu grup ve ¢, n nin en kiigiik asal boleni

olsun. O halde

dir.

Ispat ¢(G) > q%lw(Cn) ise 0 zaman G = (), oldugunun ispatlanmasi gerekmektedir. ¢/(C,,) >
ne(n) oldugu agiktir. Lemma 5.1. den p, n nin en bilyiik asal boleni olmak iizere p(n) >
(¢ — 1)n/p dir. Boylece kabulden ¢(G) > % = n?/p dir ve bu da o(x) > n/p olacak

sekilde G de bir x elemaninin mevcut oldugunu gosterir. Boylece |G : (z)| < p ve (z), G nin

bir Sylow p-altgrubu P yi igerir. () < Ng(P) oldugundan P, G nin bir devirli normal altgrubu
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ve Sonug 3.2. den |P| = p” olmak iizere

UPOIGIP) 2 U(G) 2 —U(Cp)o(Crp)

dir. P = C)» oldugundan

1
Y(G/P) > Fw(cn/p’")

dir. p asal olmak iizere n = p" ise o zaman o(x) > n/p saglayan G de bir = elemaninin mevcut
olusu o(x) = n ve G nin devirli oldugunu gosterir. O zaman k£ > 1 olmak iizere n nin k tane
birbirinden farkli asallar1 tarafindan tam olarak boéliinebilir oldugu kabul edilsin. £ iizerinde
tiimevarim uygulanarak, teoremin mertebesi & dan az birbirinden farkli asal carpanlara sahip
olan gruplar i¢in saglandid1 kabul edilsin. |G/P|, k — 1 tane birbirinden farkli asal bélenlere
sahip ve GG/ P kabulii sagladigindan dolay1 G/P devirli ve F' = G /P ve I’ # 1 olacak sekilde
G = P x F dir. n = |P||F|, Pile F devirli ve (|P|,|F|) = 1 dir. Boylece

dir. Cp(P) = Fise o zaman G = P x F ve G devirlidir. Cp(P) = Z < F ise o zaman
»(G) < (1/(¢ — 1))1¥(C,,) sonucuna ulagilir ve bu kabulle ¢elisir. Boylece Lemma 5.9. un (v)

kismindan

V(G) = P(P)P(Z) + |PIO(F\ Z) < p(P)p(Z) + [P|(F)

dir. Dolayisiyla

viz) P vz, 1P
sonucuna ulagilir. P, devirli p-grup oldugundan
Pl _IPlp+1) _p+1 _p+l _p+1l 1

Q|

— < < =
Y(P)  plPP+1 — p|P| p2 pP—-1 p-—1

dur. Z, devirli F' grubunun bir 6z altgrubu ve S, F' nin Sylow altgruplari olmak tizere ¢ (F'), 1(.S)
lerin bir ¢arpimudir. ¢/(Z) de benzer bir carpim ve Z nin en az bir Sylow altgrubu oldugundan

bu grup Sylow r-altgrubu R, olmak iizere mertebesi ° olan F' nin Sylow r-altgrubu Ry i¢inde
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yer alir. Boylece

dir. Boylece

v(Z2) | |P 1 1 1
1/1(G)<¢(Cn)(m+m)<¢(cn)(q<q_l> p C —1

elde edilir ve bu bir celigkidir. m

Ornek 5.11. G = S5, mertebesi 6 ve devirli olmayan bir sonlu grup olmak iizere 6 nin en kiiciik

asal boleni 2 dir. O zaman

1
¥(83) =13 < miﬂ(cﬁ) =21

sonucuna ulasilir.

Teorem 5.10. un bir sonucu asagida verilmistir.

Sonug 5.12. G, n tek mertebeli devirli olmayan bir sonlu grup olsun. O halde

v(G) < ZU(C)
dir.

Onerme 5.13. G, n mertebeli devirli olmayan bir sonlu grup ve ¢, n nin en kiiciik asal boleni

olsun. O zaman

(@)

IN

dur.

Ispat G devirli olmadigindan G nin her bir x elemam icin o(z) < n/q dur. Fakat o(1) = 1
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oldugundan

elde edilir. m

Teorem 5.14. G, n mertebeli devirli olmayan bir sonlu grup ise o zaman

7
(G) < =P(Ch)
11
dir.
ispat G,
7
$(G) > 79(C) (5.2)
ifadesini saglayan n mertebeli devirli olmayan bir sonlu grup olsun. p; < ps < ... < p =p

olacak sekilde py, ps, ..., p;, n nin asal bolenleri ve Py, P, ..., P, C, nin Sylow altgruplari

olsun. Lemma 5.4. ten ¥(C,,) > Z%nQ dir. (5.2) esitsizliginden

7 4

¥(E) Z M+ 1)

elde edilir. Burada amacg p lizerinde tiimevarim uygulayarak bir celigkiye ulagmaktir. (5.2)

kabuliinden o(z) > ﬁil)n olacak sekilde G de bir x eleman1 mevcuttur. Boylece

' 11(p+1)
Gl < ——

tiir. 1k olarak p = 2 i¢in G bir 2-gruptur ve |G : (z)| < 32 tiir. Boylece |G : (z)| =2,n > 4 ve
n? > 16 dir. O zaman

(@) §¢(Cn/2)+(g)2 _2n/2°+1 mt 5,
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elde edilir ve bu bir ¢eliskidir.

p=3icin |G : (z)| < {3 tir. G bir 3-grup ise o zaman Teorem 5.10. dan yararlanarak

7

¥(G) < F(C) < 179G

bir geliski elde edilir. O zaman a, b pozitif tamsayilart icin n = 2%3° oldugu kabul edilsin.

Boylece

L0(C) = LU(Co)(Cy)

11
7 22a+1 +1 32b+1 +1
13 )
7 7 7 7
— _22a32b _22(1 _32b o
22 + 66 + 44 * 132

dir. |G : (z)| < 3; oldugundan |G : (z)| < 3 tiir. O halde |G : (z)| = 2 veya |G : (z)| = 3
olacak sekilde iki durum mevcuttur.

1. Durum |G : (z)| = 2 kabul edilsin. O zaman (x), G nin devirli bir Sylow 3-altgrubu P yi
icerir. (z) < Cg(P) oldugundan P, G de normaldir. |G : (y)| = 2 olacak sekilde y € G \ (x)
mevcut ise 0 zaman y € Cg(P) dir. Boylece P < Z(G) dir. Dolayisiyla @), G' nin devirli
olmayan Sylow 2-altgrubu olmak iizere G = P x @) dur. p = 2 i¢in

7

Y(G) = $(PYH(Q) < ¥(P){1¥(Clal) = 17¥(C)

sonucuna ulagilir ve bu bir geligkidir. Her y € G\ (z) igin o(y) < % oldugu kabul edilsin. a > 1

ve b > 1 oldugundan

n,..n

P(G) < P(Cn) + (5)(5)
= (O Car)
22—l 11 3WHL 1 p?
= (57" +%¢

1.3 22(1 32b 1 22a32b
= (P + o+ o+

674 L4 4 1206
7 22 3 1

_ ﬂ22a32b+ﬂ+f+ﬁ

_ 2_7222a32b 4 %2211 + ﬁg% + F72 + (% — 2—72)2203% + (i - %)2%
+(i - ﬁ)iﬁ% + (11—312 - %)
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7 7 1 4

b ) — _22a 2b = 92b -
< 11¢(O ) 264 S 113 + 132
7 7 6 2
< Cn o _32b _32b -~
- 11w( ) 66 + 66 * 66
7

sonucu ile tekrar bir ¢eliskiye ulagilir.

2. Durum p = 3,

G : (z)| = 3 olsun ve G nin n/2 mertebeli elemanmnin olmadig1 kabul
edilsin. Boylece her y € G igin o(y) < % tiir. G nin (x) de olan elemanlarim diisiinerek b > 1
oldugundan

n

3

22a+1+1 326—1+1 2 )

V(G) < Y(Caa)p(Cyp1) +2(5)?

_ %22(1321; i é22a i %321) I % n 32%3%

_ %22a32b+ é22a+ %3%—# %

0 %22(13217 n %Qm n ﬁ32b n é i (1% o 2_72)22a32b
+(é g 6—76)22“ + (% > 4—74)3% + (11—312 = 1_;2>

< éqﬂ(cn) - %22“32” + %22“ Jlr %

< gw(()ﬂ) - %22“ + %22“ + 3

< 17%(Cn)

dir. Bu kabuliimiizle ¢elisir. p > 3 i¢in teorem p nin en kiiciik degerleri i¢in saglanir. O zaman

11(p+1) <

G (o)) < =5 < p

ve (z), G nin devirli bir Sylow p-altgrubu P yi igerir. (x) < Ng(P) oldugundan P, G nin devirli
bir normal altgrubudur. Sonug 3.2. den | P| = p" olmak tizere

7

PG/ P) 2 %(G) > 179(Cpr )Y (Crypr)
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elde edilir. P = C),- oldugundan yok etme yontemiyle

U(G/P) > 1(Cuyyr)

sonucuna ulagilir. n/p" yi bolen maksimal asal say1 p den daha kiiciik oldugundan tiimevarimdaki
kabulden dolay1 /' = G/P ve F' # 1 olacak sekilde G = P x F dir ve G/P devirlidir.
(|P],|F|) = 1, P ve F devirli olmak tlizere n = |P||F| dir. Boylece (C,) = ¥(P)y(F)
sonucuna ulasilir.

Cr(P) = Fise o zaman G = P X F ve (G devirlidir. Bu durum G nin devirli olmamasiyla
celigir.

Kabul edilsin ki Cr(P) = Z < F olsun. Lemma 5.9.(v) den

vz) 1P

¥(G) < W(PWF) G + 5

) = Y(Ca) (= +

sonucuna ulagilir. P, devirli p-grup ve p > 3 oldugundan

Pl _IPIp+Y) _p+l _p+l 6 1
Y(P)  plPP+1 " plPl T pP T 25 4

tiir. Z, devirli F' grubunun bir 6z altgrubu ve S, F' nin Sylow altgruplar1 olmak tizere i/ (F), ¢(.5)
lerin bir carpimuidir. ¢)(Z) de benzer bir carpim ve Z nin en az bir Sylow altgrubu oldugundan
bu grup Sylow r-altgrubu R, olmak iizere mertebesi r° olan ' nin Sylow r-altgrubu Ry i¢inde

yer alir. Boylece

$(Z) _re
w(F) — r2s+1 + 1

dir. Fakat » > 2 ve s > 1 oldugundan

T2(571)+1 +1 _ 1
r#tl 41 T+l

esitsizliginden 1 < r2572(r? — r — 1) dir. O zaman

<

(2) . 1
(F) —r+1

<

<
S~—
W |
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veE

W(G) < vl +
dir ve bu bir celigkidir. m

Bu iist sinirin en iyi sonucu asagidaki 6nermede gosterilmektedir. & tek olmak {izere her n = 4k

icin ¢(G) = £¢(C,,) saglayan n mertebeli bir grup vardir.

Onerme 5.15.  bir tek tamsay1 ve n = 4k olsun. O zaman

Y(Crn) = 119(Cy) ve (Cor x Ca) = Tp(Cy)

dir. Boylece

9(Cox x C) = 0(C)
dir.
Ispat Lemma 5.4. ten
V(Ca) = $(Ci) = Y(CYU(C) = S-20(C) = 119(C)

dir. (4.1) ifadesinden

@ZJ(Cgk X CQ) = @D(Ck X CQ X Cg) = Q/J(Ck;)’lﬂ(cg X Cg) = 71/J(Ck)

dir. Boylece

V(Co x Cz) = TY(C) = ﬁ@b(Cn)

sonucuna ulasilir. m

Ornek 5.16. Mertebeleri 6 olan Cg ve S3 gruplari igin 1/(Cs) = 21 ve ¢(S3) = 13 olup

7

13
P(S3) =13 = ﬁwcﬁ) < ﬁw(CG)
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elde edilir.

Teorem 5.17. GG, n mertebeli bir sonlu grup ve n nin sirasiyla en kiiciik ve en biiyiik asal

bolenleri q ve p olsun. GG grubunun

(G) =

ifadesini sagladigi kabul edilsin. O zaman G ¢6ziilebilirdir, G nin Sylow p-altgruplari p mertebeli
bir devirli altgrubunu igerir ve asagidaki durumlardan biri saglanir.

(1) G nin Sylow p-altgrubu P devirli ve G' de normaldir.

(ii) G nin Sylow g-altgruplart devirli, G g-nilpotent ve G” < Z((G) dir.

(iii) G nin Sylow p-altgruplari devirli, G p-nilpotent ve G” < Z(G) dir.

Ispat (C,) > ny(n) ve Lemma 5.1. den o(n) > @ dir. Boylece kabulden ¢(G) > n?/2p

dir. O zaman o(z) > n/2p olacak sekilde G de bir = eleman1 mevcuttur ve
G (@)] < 2p

dir. G nin ¢oziilebilir oldugu ispatlanacaktir. n nin asal bolenlerinin sayis1 k olsun. k tizerinde
tiimevarim uygulansin. £ = 1 ise o zaman G bir p-gruptur. Boylece GG ¢oziilebilirdir. £ > 1 ve
k — 1 ise o zaman teoremin dogru oldugu kabul edilsin. p||G : (z)| ise 0 zaman |G : (x)| = p ve
(z), G nin devirli maksimal altgrubudur. O zaman Onerme 5.5. ten G ¢oziilebilirdir. p { |G : ()]

ise (x), G nin devirli Sylow p-altgrubu P yi igerir. P <G ise o zaman Sonug 3.2. den ve kabulden

1

Y(P)W(G/P) = (G) > 2 1)¢(C\P\>¢(C\G/P|)
dir. ¥»(P) = 1(C|p) oldugundan
V(G/P) > 2 1>¢(C|G/P|)

elde edilir. Boylece tiimevarimla G/ P ¢oziilebilir ve G de ¢oziilebilirdir. Son olarak P 4 G
kabul edilsin. (z), Ng(P) nin bir altgrubu oldugundan |G : Ng(P)| < 2p dir. Boylece

G Ne(P)|=p+1
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dir.

No(P) : ()] = AS @ 2

— <2
|G : Ne(P)| — p+1

oldugundan N¢(P) = (z), G nin devirli bir maksimal altgrubudur. O halde Onerme 5.5. ten G
coziilebilirdir. |G : ()| < 2p olacak sekilde G de bir x eleman1 mevcuttur. Onerme 5.7. den G
bir devirli normal Sylow p-altgrubuna sahip ya da (x), G nin p veya p+ 1 mertebeli bir maksimal
altgrubudur. Her iki durumda da G nin Sylow p-altgruplari p mertebeli devirli bir altgrubu icerir.
G devirli bir normal Sylow p-altgrubuna sahipse o zaman (i) saglanir. (z), G nin p mertebeli
bir maksimal altgrubu ise o zaman G nin bir Sylow g¢-altgrubu () yu icerir. () devirli ve ¢, n nin
en kiiciik asal boleni oldugundan [4] makalesindeki Teorem 10.1.9 dan G, g-nilpotenttir. Ayrica
Onerme 5.6. dan G” < Z(G) ve (ii) saglanr.

Son olarak (z), G nin p + 1 mertebeli bir maksimal altgrubu ise o zaman (x), G nin devirli bir
Sylow p-altgrubu P yi igerir. P normal ise o zaman (i) saglanir. P £ G kabul edilsin. (z) <
N¢(P) oldugundan |G : Ng(P)| < 2p dir. Boylece |G : Ng(P)| = p+ 1 dir. Ng(P) = (z)
oldugundan N (P) = Cg(P) dir. Boylece Burnside Teoremi’nden G p-nilpotenttir ve (x), G

nin devirli bir maksimal altgrubu oldugundan Onerme 5.6. dan G” < Z(G) ve (iii) saglanir. m

Sonug 5.18. G, n mertebeli bir sonlu grup ve ¢, n nin en kiigiik asal boleni olsun. O zaman G

grubu

esitsizligini sagliyorsa Teorem 5.17. nin sonuglar1 mevcuttur.

Ispat ¢ > 2 oldugundan ¢ < 2(q — 1) dir. m

Sonug 5.19. G, n tek mertebeli bir sonlu grup ve ¢, n nin en kiiciik asal boleni olsun. O zaman

G grubu

¥(G) = —(C)

esitsizligini saglayan tek mertebeli bir grup ise Teorem 5.17. nin sonuglari elde edilir.

Ispat ¢ > 3 oldugundan ¢ + 1 < 2(¢ — 1) dir. m
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Sonug 5.20. G, n mertebeli bir sonlu grup ve ¢, n nin en kiiciik asal boleni olsun. GG ¢oziilebilir
olmayan veya G nin bir Sylow p-altgrubu p mertebeli devirli olmayan altgrubunu igeriyorsa o

zaman

dir.

Teorem 5.21. Mertebesi n olan sonlu grup G nin

(@) = zne(n)

ifadesini sagladig1 kabul edilsin. O zaman G ¢oziilebilir ve G” < Z(G) dir.

Ispat ¢/(G) > 2n¢p(n) ve p1, n nin maksimal asal boleni olsun. Lemma 5.1. den ¢(n) > n/p
dir. Béylece 1(G) > 2n?/p; dir. O zaman o(z) > 2n/p; olacak sekilde G de bir z elemam

mevcuttur ve

5
|GI <ZE>| < gpl < 2])1

dir. Onerme 5.7. den G ¢oziilebilir veya G, normal devirli Sylow p;-altgrubu P; e sahiptir.
Ik 6nce G nin ¢oziilebilir oldugu ispatlanacaktir. n nin en az ii¢ farkli asal ile boliinebildigi
kabul edilsin ve boylece p; > 5 tir. G devirli normal Sylow p;-altgrubu P, e sahip oldugu
da kabul edilsin. O halde G nin uygun bir H altgrubu icin G = P, x H ve Sonug¢ 3.2. den
(G) < Y(P)Y(H) dir. Boylece

U(G)
»(h)

Y(H) >

dir. |H| = holsun. O zaman n = h|P;| ve o(n) = w(h)p(|P1|) = ¢(h)(p1 — 1)|P1|/p: dir.
p1 > 5 oldugu i¢in

w() = A EED)

§>(hso(h)|P1|(p1 — D[A|(pr +1)

= PR )

)
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dir. p,, h yi bolen maksimal asal say1 olsun. O zaman Lemma 5.1. den ¢)(H) > $h*/p, dir.
Boylece o(y) > $h/p, ifadesini saglayan H de bir y elemam mevcuttur. Dolayisiyla |H :
{(y)| < 2p, ve Onerme 5.7. den H ¢oziilebilirdir veya H nin devirli normal Sylow p,-altgrubu
P, mevcuttur. H c¢oziilebilir ise o zaman G de c¢oziilebilirdir. H nin devirli normal Sylow
pe-altgrubu P, mevcut oldugu kabul edilsin. Boylece GG nin uygun bir altgrubu V' i¢in G =
Py x (P x V) dir. py > py > ... > p, > 3 olacak sekilde pq, po, . . ., p; ler asal ve G nin devirli
Sylow p;-altgruplart P; ve K da G nin uygun bir altgrubu olmak iizere

G=Px(Pox(...x(PxK)))
olsun. |K| = k ve t nin bu kosullar alinda maksimal oldugu kabul edilsin. Sonug 3.2. den

Y(G) < Y(P)Y(R) ... p(P)y(K)

dir. Boylece p; > 3 oldugundan ve Lemma 5.4. ten yararlanarak

Y(G)
V(P)Y(Py) ... Y(P,)
3 t (pi +1)
> gmﬂ(n)Hi:l | P2 + 1)

¢ |Bl(ps = DBl (pi + 1)
k(’p(k)Hizl pi(pi| P]? + 1)

i=1p;(pi| Bi* + 1)

w2

(P} +1)
)

= keo(k)

(K) =

3
5
3
5
3
5
k

1
2
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sonucuna ulasilir. p;yq, & nin maksimal asal boleni olsun. O zaman Lemma 5.1. den ¢(K) >
tk?/pr dir. o(v) > 1k/pyyq ifadesini saglayan K da bir v elemani mevcuttur. Bdylece
|K : (v)| < 2piyy dir. Onerme 5.7. den K ¢oziilebilir ya da K nin devirli bir normal Sylow
pey1-altgrubu Py mevcuttur. K ¢oziilebilir ise G ¢oziilebilirdir. K nin devirli bir normal Sylow
pi+1-altgrubu Py 1 mevcut ise o zaman K nin uygun bir W altgrubu i¢in K = P,y < W dur ve
t nin maksimalliginden p;,; < 3 tiir. O zaman K bir (2, 3)-gruptur. Boylece K ¢oziilebilirdir, o
zaman G de ¢oziilebilirdir. Boylece G nin ¢oziilebilirligi ispatlanmis olur.

Ayrica P;, G nin devirli Sylow p;-altgruplar1 ve K devirli bir maksimal altgruba sahip ya da

| K| = 223° ve K, mertebesi 6 dan kiiciik bir devirli altgrup olmak iizere
G=P x(Pox(...x(PxK)))

oldugu ispatlanir. ¢ tizerinde tiimevarim yontemiyle G” < Z(G) oldugu gosterilecektir. ¢ = 0
ise 0 zaman Onerme 5.6. ve Onerme 5.8.(ii) den istenilen sonuca ulasilir. Boylece t > 0 ve
H = (P, x...(P, x K)) olsun. Tiimevarimdan H” < Z(H) dir. P; bir devirli grup olmak
tizere G = P, x H oldugundan G’ < C(Py) ve G' = H'[Py, H]| dir. Boylece

G'"=H"<Z(H)NCq(P) < Z(G)
sonucuna ulagilir ve ispat tamamlanir. m
Ornek 5.22. G = Cy x Cy x Cy grubu ve n = 8 i¢in
3 3
w(CQ x Oy X CQ) =15< gmp(n) = 584 = —

sonucuna ulagilir.

Teorem 5.23. GG, n mertebeli bir sonlu grup ve n nin sirastyla en kiiciik ve en biiyiik asal

bolenleri ¢ ve p olsun. G grubunun

(@) = 5?190(”)

ifadesini sagladigi kabul edilsin. O zaman G devirli normal Sylow p-altgruba sahip veya G, p ya

da p + 1 mertebeli devirli bir maksimal altgrup ile ¢oziilebilirdir.
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Ispat G grubunun
W(G) = 5”80(”)

ifadesini saglayan ve n mertebeli bir grup oldugu kabul edilsin. Lemma 5.1. den ¢(n) > %
dir. Boylece kabulden ¢ (G) > % elde edilir. O halde o(z) > % olacak sekilde G de
bir 2 elemam meveuttur ve |G : (z)| < _Lp < 2p dir. O zaman Onerme 5.7. den G devirli

normal Sylow p-altgruba sahip veya GG, p ya da p + 1 mertebeli devirli bir maksimal altgrup ile

coziilebilirdir. m
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