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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

BAZI INTEGRAL OPERATORLERIN ISTATISTIKSEL YAKLASIMI

Aysun DOGAN BALOGLU

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

MATEMATIK Anabilim Dah

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Mehmet Baki YAGBASAN

Bu tezin amaci, istatistiksel ve A istatistiksel yakinsakligin yaklagim teorisine uygulamalarini
incelemektir. Bu baglamda, ¢esitli operatorlerin istatistiksel ve A-istatistiksel yaklagimlari in-
celenmistir. Tezin giris boliimiinde; tezde gececek olan temel kavramlar tamtilmistir. Ikinci
boliimde iki degiskenli Picard singiiler integral operatorleri, liciincii boliimiinde iki degiskenli
Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorlerinin yaklasim 6zellikleri incelenmistir. Tezin
dordiincii ve beginci boliimlerinde sirasiyla Poisson-Cauchy singiiler integral operatorleri ile

Charlier polinomlari ile tanimlanmis Szasz-Durmeyer operatorleri incelenmistir.
Temmuz 2019, 63 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel Yaklasim, A-Istatistiksel Yaklasim, Picard Singiiler Operator-
leri, Gauss-Weierstrass Operatorleri, Poisson-Cauchy Operatorleri, Szasz-Durrmeyer-Charlier
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ABSTRACT

MSc THESIS

STATISTICAL APPROXIMATION OF SOME INTEGRAL OPERATORS

Aysun DOGAN BALOGLU

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

MATHEMATICS Department

Supervisor: Assist. Prof. Mehmet Baki YAGBASAN

The aim of this thesis is to investigate the statistical and the A-statistical convergence and their
application to the approximation theory. At this point, the statistical approximation and the
A-statistical approximation of various operators are examined. In the first chapter of this the-
sis, bivariate Picard singular integral operators are examined and in the third chapter bivariate
Gauss-Weierstrass singular integral operators are studied. Poisson-Cauchy and Charlier type

Széasz-Durrmeyer operators are analyzed respectively in the fourth and fifth chapters.
July 2019, 63 Pages.
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1. GIRIS

Istatistiksel yakinsaklik kavrami Fast [1] tarafindan 1951 yilinda tanimlandi. Bu kavram son
zamanlarda matematikgcilerin aktif olarak calisti§1 arastirma alanlarindan biri olarak karsimiza
cikmaktadir. Matematikgiler istatistiksel yakinsakligin bir ¢cok genellestirmesini tanimlamakla
birlikte toplanabilme, 6lcii teorisi, Banach uzaylari, Fuzzy, yerel konveks uzaylar teorisi, yak-
lagim teorisi ve daha bir ¢ok farkli alanda istatistiksel yakinsaklik ile genellestirmeleri i¢in

uygulama alanlar kesfetmislerdir.

Istatistiksel yakinsaklik kavramini verebilmek icin oncelikle asagidaki istatistiksel (asimptotik)
yogunluk kavramina ihtiya¢ vardir. Bu tamim istatistiksel yakinsaklikla ilgili herhangi bir maka-

lede bulunabilir.

Tanmm 1.1. K C N olsun. K nin istatistiksel (asimptotik) yogunlugu §(K) ile gosterilir ve

limit meveut ise K,, = K N{1,2,...,n} olmak iizere
.1 .1
K)=lim—|{k € K : k <n}| =lim—|K,|
n n n n

esitligi ile tanimlanir. Burada | - |, igerisindeki kiimenin eleman sayisini (kardinalitesini) goster-

mektedir.

Tanimdan, N nin baz1 altkiimelerinin yogunlugunun olmadig1 goriilmektedir. Ornegin, biitiin
pozitif ¢ift tamsayilarin kiimesi A, rakamlar1 sayisi ¢ift olan biitiin pozitif ¢ift sayilarin kiimesi
By ve rakamlar sayisi tek olan biitiin tek sayilarin kiimesi B; olsun. B = B; U B, denirse

(AU B) ve (AN B) yogunluklari mevcut degildir [2].

Istatistiksel yogunlukla ilgili baz1 6zellikler ispatlariyla birlikte asagida verilmistir.

(a) 6(N) =1
(b) 5({2n:n€N}):5({2n—1:nEN}):%

() 6({n*:neN})=0



(d) 6({n:nasal}) =0

(e) A C N sonlu kiime ise 6(A) =0

(f) Eger 6(A) mevcutise J(N\ A) =1 —46(A)

(g) Eger A C Bve §(A)ile §(B) meveutise 0 < §(A) < 0(B) < 1dir.

(h) Eger A, B C Nigin 6(A), §(B), 6(A N B) yogunluklart mevcut ise §(A U B) mevcut ve
J(AUB) =6(A)+46(B) —6(AN B) olur.

(i) Eger 6(A) =46(B) =1lise (AU B) =0(ANB) =1 olur.

() Eger6(A) =0(B) =0ise 6(AUB) = (AN B) =0olur.

Her n € Nicin [N,| = NN {1,2,...,n}| = [{1,2,...,n}| = n olup 6(N) = lim— = 1
n

bulunur. Boylece (a) sikk1 goriiliir.

E = {2n : n € N} denirse n tek iken |E,| = r

ve n ¢ift iken |E,| = g olup her iki
1

durumda da lim —|E,,| = 3 oldugundan ¢ift sayilarin asimptotik yogunlugu 3 olur. Benzer
non

1
sekilde tek sayilar kiimesinin asimptotik yogunlugunun 3 oldugu gosterilebilir. Boylece (b)

sikkinin ilk kismu ispatlanir ve (b) sikkinin diger kismi benzer sekilde gosterilebilir.

Simdi [{n?:n € N} N{1,2,...,n}| <+/noldugundan 6({n*: n € N}) < lim, vn 0 elde
n
edilir. Bu (c¢) sikkini ispatlar.

Asal sayilarin yogunlugunun 0 oldugunu gormek i¢in 1 ile n arasinda kag tane asal say1 oldugu-

nun bilinmesi gerekir. 1 ile n arasindaki asal sayilarin sayisini1 gosteren fonksiyon 7 olsun. Asal

say1 teoremi [3] geregi m(n) ~ 1 " olup
0

1
5({n : m asal}) = lim Y — Jim ~0
non n logn

bulunur. Boylece (d) sikki goriiliir.



Sonlu kiimelerin asimptotik yogunlugunun O oldugunu gérmek zor degildir. Simdi (f) sikkim

ispatlayalim. Eger A C N ise her n igin

n=INN{L2, ... .0} = [(AUA)N{L2,. .. 0} = |A, NAS| = |A,| + |AC

olup buradan

n n n n

§(A°) = lim@ = lim <1 — @) =1—lim [4n] =1-4§(A)

bulunur.

A C Bise her nicin A,, C B, dolayisiyla |4, | < |B,| olacagindan 0 < §(A) < 4(B) <1
esitsizlikleri elde edilir. Bu (g) sikkini ispatlar. Bu esitsizliklerden; A C B ve 6(B) = 0 iken
d(A) = 0olduguile A C Bved(A) = 1iken §(B) = 1 oldugu soylenebilir ¢iinkit A C B C C
ve 0(A) = §(C') mevcut iken 6(B) mevcut ve 6(B) = §(A) = §(C) olmalidr.

Herhangi A, B C Ni¢in |[AU B| = |A| + |B| — |AN B| oldugundan

AUB
5(AU B) = lim AV Bl
n n
. AU By
=lim ——
n n
A B A, NB
n n n n

d(A)+46(B)—d0(ANB)

elde edilir. Ozel olarak AN B = () ise §(A N B) = 0 olacagindan §(A U B) = §(A) + §(B)
elde edilir. Boylece (h) sikki ispatlanmisg olur.

Eger A ve B kiimeleri i¢in 6(A) = 6(B) = 1ise A C A U B oldugundan (g) sikki geregi
1 =0(A) <6(AU B) < 1 olurkibu (i) stkkinin ilk kisminin ispatidir. Eger A ve B kiimeleri
icin 6(A) = §(B) = 0ise (g) stkkindan 0 < 6(AN B) < §(A) = 0 olur ve bu da (j) sikkinin

ilk kismin ispatlar.



Eger 0(A) = 6(B) = 1ise (f) sikkindan §(N \ A) = 6(N'\ B) = 0 ve (g) stkkinin ispatindan
sonraki yorumlardan §(N '\ A) N (N'\ B)) = 0 Buradan

S(ANB)=1—6(N\ (AN B))
= 1 5((N\ A) U (N\ B))
— 1 5(N\ A) = 6(N\ B) + (N 4) N (N B))

=1

elde edilir ki bu (i) sikkinin ikinci kisminin ispatidir. Benzer argiimanlarla (j) sikkinin ikinci

kismi elde edilebilir.

Aligilmis yakinsaklik; limitin her komgsulugunda dizinin bir kuyrugunun yani belli bir yerden
sonraki biitiin terimlerin bulunmasidir. Bu yogunluk kavramimi kullanarak Fast [1] alisilmis
yakinsaklik kavramimin bu sartin1 hafifletti. Istatistiksel yakinsaklik; limitin her komsulugunun
disinda kalan terimlerin indislerinin kiimesinin asimptotik yogunlugunun 0 (diger bir deyisle
komsugun i¢inde kalan terimlerin indislerinin kiimesinin yogunlugunun 1) olmasidir. Istatistik-

sel yakinsaklik kavrami asagidaki tanimda verilmigtir.

Tanim 1.2. Bir (x,,) say1 dizisi ve bir L sayis1 verilmis olsun. Eger her £ > 0 i¢in
.1
{n |z, — Ll >e})=lim—{k<n:|z,—L| >} =0
non
veya denk olarak
1
S{n ez, — Ll <e})=lim—{k<n:|o,— L <e} =1
non

oluyorsa (x,,) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st-lim,, z,, = L veya x, L L goste-

rimlerinden biri kullanilir.

Istatistiksel yakinsaklik icin asagidaki karakterizasyon Connor [4] tarafindan ispatlanmustir.



Teorem 1.3. st-lim, z,, = L olmasi i¢in gerek ve yeter sart 6(K) = 1 ve limpex 2z, = L
sartlarin1 saglayan bir K indis kiimesinin var olmasidir. Burada lim,cx =, = L ifadesi her
e > 0 sayisina karsilik bir ny € K dogal sayisinin her n > ng ve n € K i¢in |z, — L| < ¢

olacak sekilde bulunmasidir.

Eger (z,,) bir L noktasina yakinsak dizi ise = noktasinin her ¢ komgulugu disinda dizinin sonlu
sayida terimi bulunur dolayisiyla {n : |z, — L| > €} kiimesi sonlu kiimedir. Sonlu kiimelerin
istatistiksel yogunlugu sifir oldugundan §({n : |x,, — L| > €}) = 0 olup (z,,) dizisi L noktasina
istatistiksel yakinsaktir. BOylece her yakinsak dizi istatistiksel yakinsaktir. Ancak bunun tersi
dogru degildir. Bunu gormek i¢in

\/n, n tam kare ise

(l‘n): (170707270707070737---) = (1.1)
0, diger durumda

seklinde tanimlanan (x,,) dizisini g6z Oniine alalim. Bu dizi acik olarak alisilmig anlamda
yakinsak olmayan bir dizidir ancak (x,,) dizisi bir istatistiksel sifir dizisidir. Bunu gérmek igin
0 < € < 1 alalim. Bu durumda dizinin O noktasinin € komsulugunun diginda kalan terimleri

1,2,3, ... olur. Bu terimlere karsilik gelen indislerin kiimesi
{n:l|w, —L|>e={1,4,9,...} = {n*:n € N}

olup asimptotik yogunlugun yukarida listelenen (c) sikki geregi 6({n? : n € N}) = 0 oldugun-

dan verilen dizi istatistiksel sifir dizisidir.

Yakinsak dizilerin biitiin 6zellikleri istatistiksel yakinsaklik icin gecerli degildir. Bunun en basit
ornegi yakinsak dizinin her alt dizisi yakinsak iken istatistiksel yakinsak dizinin her alt dizisi
istatistiksel yakinsak degildir. Bir diger ornek her yakinsak dizi sinirlidir ancak istatistiksel
yakinsak dizi sinirli olmak zorunda degildir. Bunu iki durumu da gormek i¢in yine (1.1) denk-
lemiyle verilen (x,,) dizisi kullanilabilir. Yukarida gosterildigi iizere (x,,) dizisi istatistiksel
yakinsaktir ancak sinirsiz bir dizidir ayrica (x,,) dizisinin (z,2) = (1,2, 3,...) alt dizisi istatis-

tiksel yakinsak olmayan bir dizidir.



Fridy ve Orhan [5] tarafindan tanimlanan ve bir dizinin sinirlili§1 kavraminin zayiflatilmigi olan

istatiksel sinirlilik kavrami asagidaki tanimda verilmektedir.

Tanmm 1.4. (x,,) bir say1 dizisi olsun. Eger N nin yogunlugu 1 olan bir K altkiimesi ve her
n € K i¢in |z,|] < M olacak sekilde bir M pozitif sabiti varsa (z,) dizisine istatistiksel

sinirhidir denir.

Tanimdan her sinirh dizinin istatistiksel sinirhidir ¢iinkii bir dizinin sinirli olmasi i¢in gerek ve
yeter sart dizinin biitiin terimlerinin orijin merkezli bir diskin igerisinde kalmasindadir, oysa
bir dizinin istatistiksel sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter sart istatistiksel yogunlugu sifir olan
bir kiime digindaki terimlerin orijin merkezli bir diskin icerisinde kalmasidir. Bu durumda
yine (1.1) denklemiyle tanimlanan (z,,) dizisi 6rnek olarak verilebilir. A¢ik olarak (z,,) sinirl
olmayan bir dizidir. Bunu goérmek i¢in 0 < ¢ < 1 alalim. Bu durumda orijin merkezli €
yarigaph diskin diginda kalan terimlerin indislerinin kiimesi {n : |z,| > ¢} = {n? : n € N} dir.

Bu kiimenin asimptotik yogunlugu 0 oldugundan (z,,) dizisi istatistiksel sinirl dizidir.

Simdi istatistiksel yakinsakligin bir genellestirmesi olan A-istatistiksel yakinsaklik tanimi veri-
lecektir. Bunun icin matris doniistimleri hakkinda kisa bilgi verilecektir. Genel olarak mat-
ris doniisiimleri iki dizi uzay1 arasindaki bir doniisiimii ifade eder. Asagida verilen matris
doniigiimii tanimu ile Silverman-Toeplitz teoremi bir ¢ok analiz kitabinda bulunabilir, 6rnegin

bakiniz [6].

Tamm 1.5. A = [a;,] bir sonsuz matris olsun. Bir z = (z,,) dizisinin A-doniisiimii ((Ax);)

ile gosterilir ve her bir 7 icin serinin yakinsak olmasi sartiyla

(Az); = Z AjnTn,
n=1

seklinde tanimlanir. Eger lim, x,, = L iken lim;(Az); = L oluyorsa A ya regiiler matris
denir. Yani limitini koruyarak yakinsak bir diziyi yine yakinsak bir diziye resmeden matris

doniisiimiine regiilerdir denir.



Teorem 1.6. (Silverman-Toeplitz) Bir A = [a;,,| sonsuz matrisinin regiiler olmast i¢in gerek

ve yeter sart A matrisinin

o sup; > .2y g < oo,
e Her bir n € Nigin lim; a;, = 0

. 0
o lim;> 2, ajn =1
sartlarin1 saglamasidir.

Regiiler matrisler kullanilarak yogunluk ile istatistiksel yakinsaklik kavrami Freedman ve Sem-
ber [7] tarafindan asagidaki gibi A-yogunluk ile A-istatistiksel yakinsaklik kavramina genelles-

tirilmistir.

Tamm 1.7. A = [a;,], negatif olmayan regiiler bir matris olmak iizere N nin bir X alt kiime-

sinin A-yogunlugu; limitin var olmasi sartiyla

5A(K) = thn Z Ajn

nekK

seklinde tanimlanir.

Istatistiksel yogunluk, A-istatistiksel yogunlugun 6zel bir durumudur. Asagidaki 6rnek bu 6zel

durumu ispatlar. j,n € Ni¢in

(e

1< n < jise;
Cjn =

oS

, aksi takdirde



olmak tizere

1000---000
1100---000
e = |FHE0 000
1111, ., 11

Cesaro matrisi regiilerdir yani Silverman-Toeplitz teoreminin sartlarini saglar. Yukaridaki tanimda
A = ( alinirsa 0¢, (K) = 0(K) olur. Bunu gormek igin once bir kiimenin karakteristik

fonksiyonu olarak adlandirilan

1,z € K ise

XK () = .
0, x ¢ K ise

fonksiyonunu hatirlayimiz. Karakteristik fonksiyon kullanilarak dogal sayilarin bir K™ alt kiimesinin

0 ve 1 lerden olusan

(xx(n) = (e (1), xx(2), X (3), s X (), - )

karakteristik dizisi tanimlanabilir. Bu karakteristik dizi yardimiyla yukarida verilen A-yogunluk

tanimi (Tanmim 1.7.)
04(K) = lim(Axx); = lim > ajnxx(n)
J J =1

seklinde yazilabilir. Ayrica dikkat edilirse

p
K| = [K N {12, p} = xx(n)
n=1



dir. Simdi d¢, = ¢ esitligini gosterelim. K C N herhangi bir kiime olsun. Bu durumda

Z Ajn = Z ajnXx(n)
n=1

nekK

= aiXk (1) + ajxu(2) + -+ ajxk(f) + -+ ginxx(n) + -

1 1 1 .
= ;XK(U + ;XK(Q) +-- 4+ EXK(J)

= %(XK(D +xk(2) + -+ xx()))

1 J
== Z Xk (n)
J n=1
1
= -|Kj|
J
esitligi elde edilir. Esitligin her iki tarafinin 7 — oo i¢in limiti alinarak istenen esitlik goriiliir.

Bir A regiiler matrisinin; bir kiimenin asimptotik yogunluk kavramini nasil etkiledigini bir

ornekle gosterelim.

Ornek 1.8. A = [a;,] matrisi

1, n=j%ise
= (1.2)

Cljn =
0 n#j%ise
kurali ile verilsin. Bu durumda

1000000000 ---
0001000000 ---
0000000010 ---

olup A matrisinin Silverman-Toeplitz teoreminin sartlarini sagladigini gormek kolaydir. Boylece

A matrisi regiilerdir.



Daha 6nce istatistiksel yogunlugunun 0 oldugu gosterilen K = {k? : k € N} = {1,4,9,16,...}

kiimesini ele alalim. Bu durumda K kiimesinin karakteristik dizisi
(xx(n)) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0...)
olup bu kiimenin A-yogunlugu
da(K) = lijrrl(AXK)j = 1ijmgajnxz<(n) = lijm 1=1
bulunur.

Simdi A-istatistiksel yakinsaklik tanim verilecektir. Istatistiksel yakinsakliga benzer sekilde
A istatistiksel yakinsaklik; varsa limitin € komgulugunun diginda kalan terimlerin indislerinin

A-yogunlugu 0 olarak tanimlanir.

Tanim 1.9. Bir (z,,) dizisi ve bir L sayisi verilmis olsun. Eger her € > 0 igin
da{n: |z, —L| >¢€})=0

veya denk olarak

oluyorsa (x,,) dizisi L ye A-istatistiksel yakinsaktir denir ve st 4- lim,, z, = L veya x,, LNy §

yazilir.

Eger A = () alinwirsa () istatistiksel yakinsaklik ile istatistiksel yakinsakligin cakisacagi ko-
layca goriilebilir. Eger A = I 6zdeglik matrisi segilirse A-yakinsaklik alisilmis yakinsakliktir.
Acik olarak her yakinsak dizi A-yakinsak dizidir ancak bunun tersi dogru degildir. Aslinda eger
A = [a;,] negatif olmayan regiiler matrisi

lim max a;, = 0
] n

10



ise A-istatistiksel yakinsaklik metodu yakinsakliktan daha giicliidiir [8]. Ayn1 zamanda Teorem

1.3., A-istatistiksel yakinsaklik icin de gecerlidir [9].
A-istatistiksel yakinsaklik bahsini bir 6rnek ile kapatalim.

Ornek 1.10. Ornek 1.8.’deki (Denklem (1.2)) A = [a;n] regiiler matrisi ile

—1, n tamkare ise

1, aksi takdirde

Ty —

seklinde tamimlanan (z,) = (—1,1,1,—-1,1,1,1,1,—1,1,...) dizisini ele alahm. (z,,) dizisi
alisilmig anlamda yakinsak olmayan dizidir. Dizinin —1 terimlerinin bulundugu indislerin
kimesi K = {1,4,9,...} = {n? : n € N} olup 6(K) = 0 ve K ya ait indisli terimler
hari¢ dizinin kalan 1 sayisina yakinsak oldugundan (z,,) dizisinin istatistiksel limiti 1 dir yani
st — lim,, x,, = 1 dir. Oysa Ornek 1.8. geregi d,(K) = 1 (dolayistyla §4(K¢) = 0) oldugun-
dan K¢ kiimesindeki indislere karsilik gelen terimler hari¢ tutuldugunda kalan dizinin limiti —1

oldugundan dizinin A-istatistiksel limiti —1 dir yani st 4- lim,, z,, = —1 bulunur.

Dizinin istatistiksel limitini sezgisel olarak gostermenin otesinde kavramsal olarak da gostere-
lim. 0 < e <2igin K(¢) = {n € N: |z, + 1| > ¢} = {n : n tamkare degil} = {2,3,5,6,...}
ve e > 2igin K(¢) = {n € N : |z, + 1| > €} = () olup her iki durumda ) a;, = 0 elde

nekK(e)
edilir. Boylece

0a(K(€) = 8a({n : |on + 1 > ¢} = lim > =0

nekK(e)

elde edilir. O halde (z,,) dizisinin A-istatistiksel limiti —1 dir.

Simdi bu tezde kullanilacak bir diger kavram olan 7 yinci piiriizsiizlik modiilii kavramim tanit-
maya geldi. Siireklilik ve piirtizsiizliik modiilleri hakkinda genis bir bilgi almak i¢in [10] kitab1

incelenebilir.

Bir [a, b] aralid1 iizerinde siirekli reel degerli fonksiyonlarin uzay1 Cla, b] ile gosterilecektir.

11



R? nin orijin merkezli 7 yar¢aph kapali diski D = {(s,t) : s,t € R, s*> +t> < 7} olmak
tizere her iki degiskenine gore 27 periyodik olan [D iizerinde biitiin siirekli fonksiyonlarin uzay1

Cor (D) ile gosterilecektir.

R? iizerinde tanimli her iki « ve y deZiskenine gire m yinci basamaktan siirekli kismi tiirevlere

sahip biitiin fonksiyonlarin uzay1 C™ (R?) ile gosterilecektir.

[ iizerinde her bir degiskenine gore 27 periyodik olan ve z ile y de§iskenlerine gore m basamak-

tan siirekli kismi tiirevlere sahip fonksiyonlarin uzay1 Cé;") (D) ile gosterilecektir. f € Cé;") (D)

iseher/ =0,1,...,migin
omf o f(x,y)
= <
‘ o —lzoly ‘ (:;:S,;)ED am—galy | =
olduguna dikkat ediniz.

R? iizerinde biitiin siirekli fonksiyonlarin uzay1 C'(R?) ile gosterilir. Bu uzaydaki bir f fonk-

siyonunun 7 yinci (iki degiskenli) piiriizsiizliik modiilii; & > 0 olmak iizere

wy(fih) = sup [[AL ()l (1.3)
VuZ+v2<h

seklinde tamimlanir. Burada A7, sembolii 7 yinci mertebeden iki degiskenli ileri fark olup

r - r—i (T . .
AL (o) =D (=1 j(j)f(iUJrJu,erJv) (1.4)
=0
esitligi ile tanimlanir ve || - ||, supremum normudur.

Bu calismada kullanilacak olan bir diger kavram ise Korovkin (diger adiyla Bohman-Korovkin)
teoremidir. Bohman’in isminin teoremde ge¢cmesinin sebebi bugiin genellikle Korovkin teoremi
olarak adlandirilan teoremi belli tipte operatorler icin daha 6nce ispatlamig olmasidir. Teoremin
genel hali Korovkin’e aittir. Daha sonra matematik¢iler Korovkin teoremini Banach cebirleri,
Banach latisleri gibi bir ¢ok farkli fonksiyon uzayi i¢in ispatladilar ve bu tip teoremler Korovkin

tipi yaklasim teorisi olarak adlandirildi. Korovkin teoremi hakkinda genis bir bilgi edinmek
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icin Altomare’nin [11] ¢aligmasim 6neririz. Korovkin teoreminin ¢ekiciligi; Cla, b iizerinde
tammli pozitif lineer operatorlerin dizisinin eg(t) = 1, e;(t) = ¢ ve ey(t) = t* fonksiyon-
lar1 tizerinde noktasal yakinsak olmasinin biitiin uzay iizerinde dizinin noktasal yakinsakligini
garantilemesinden kaynaklanir. Dolayisiyla Korovkin teoreminin gecerli oldugu uzaylar iize-
rinde tamimli lineer operator dizilerinin yakinsakligi i¢in siklikla kullanilan bu teorem asagida

verilmigtir.

Teorem 1.11. (Korovkin Teoremi) C/|a,b| den C|a,b] ye tamml pozitif lineer operatorlerin
bir dizisi 7}, olsun. Bu durumda i = 0,1, 2 i¢in ¢;(t) = ' olmak iizere lim || T),e; — €;00 = 0

oluyorsa her f € C|a, b] igin
hTan ”Tnf - f”oo =0 (1.5)
olur.

Tezimizin giris boliimiinde tanitacagimiz son kavram; matematikte ayni1 zamanda birinci tip
Euler integrali olarak da adlandirilan beta fonksiyonudur. Beta fonksiyonunun klasik tanimi

Re(z) > 0 ve Re(y) > 0 olmak iizere

1

B(z,y) = /t“’"_l(l — )yt

0

integrali ile verilir. Bununla birlikte beta fonksiyonunu bir ¢ok farkli esitlikle tantmlamak da

miimkiindiir. Bu tezde betanin agagidaki temsili kullanilacaktir:

= ta:—l
0

Ayrica beta fonksiyonu asagidaki faydali esitlikleri de saglar:

X

Bz +1,y) :B(:p,y)$+y, (1.7)
Bla,y+1) :B(x,y)xiy. (1.8)

13



2. PICARD SINGULER INTEGRAL OPERATORLERI

Bu tezde ilk olarak pozitif olmayan iki degiskenli piiriizsiiz Picard singiiler integral operator-
lerin bir dizisinin istatistiksel yaklasim ozellikleri incelenecektir. Ustelik istatistiksel yaklasim
neticelerinin klasik diizgiin yaklasimlardan daha giicii oldugu da gosterilecektir. Bu boliim;

Anastassiou ile Duman’in [12] ¢aligmasina dayanmaktadir.

Bu boliimde r € Nve m € Ny = NU {0} i¢in

1) (") 5™, j=1,2,...,rise
Sl L UG J @.1)

" L= Y0 (=1 ()™, j = Oise

vek=1,2,...,m € Nigin
sl = 3ol 22)
j=1
notasyonlar1 kullanilacaktir. Dikkat edilirse

> ol =1 (2.3)
=0

ve

=Sy (0) = o)) @4

oldugu goriiliir.

Tanim 2.1. Picard singiiler integral operatorleri; (z,y) € R, n,r e Nym € Ny, f: R? - R

Lebesgue olciilebilir fonksiyon ve (&,,) pozitif reel sayilarin bir dizisi olmak iizere

r

> ) / / fla+ sgy + tg)e VT sy

Jj=0

P (fiz,y) = Tn?

— OO0 —O0

14



seklinde tanimlanir.

P operatérleri genelde pozitif degildir. Ornegin o(u,v) = u® + v? pozitif fonksiyonu ile

r=2,m =3,x =y = 0degerleri alindiginda ¢ > 0 olmasina ragmen

PQ[i]L((pv()?O) 27’(’52 (Zj2 [3> / / S +t2 V) /gndsdt

2
= ? Oél2 [3] // S +t2 /gndb’dt
TCn
71'/2 o0
2 1
" 0 0
= -9¢2 <0

elde edilir.

Lemma 2.2. Pr[ ] operatorleri iki degigkenli sabit fonksiyonlar1 korur.

Ispat. C herhangi bir sabit olmak iizere f(x,y) = C olsun. Her r,n € N ve m € Ny icin

C m
PI(C,z,y) = 27T§2 ol // ~(WEH e st
C
= VSR &0 g5t
27r52/ / i
7T/200

— e—P/5 4 odh
w@? / / g

0

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.
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Lemma 2.3. k£ € Ny olsun. Bu takdirde her bir [ = 0,1, ...,k ve her n € Nicin

k=41 1+1\¢k+2 ] P
/ / k=gl = (VP [En g 0t — 2B("=5=, 5 )& (k + 1)), k ve Lgift ise
0, aksi takdirde

—00 —0O0

olur. Burada B(a, b), beta fonksiyonunu gostermektedir.

Ispat. k veya [ nin tek oldugu durumda integral fonksiyonunun s ve ¢ ye gore tek fonksiyon
oldugu agiktir. £ ve [ nin her ikisinin ¢ift oldugu durumda ise integral fonksiyonunun s ve ¢ ye

gore cift fonksiyondur. Boylece

// k— ltl N /§nd8dt 4//Sk —(Vs2+t2 )/Endsdt
0 0

—00 —00

w/2

= /(COS@)k !(sin 0) d@/ FHle=plendp

0
—I+1 1+1
2B (k (r1 i )55“(1%1)!

2 72
elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.
Istatistiksel yaklasim teoremini ispatlamak icin asagidaki teoreme ihtiyac vardir.

Teorem 2.4. m € Nolsun ve f € C™)(R?) fonksiyonu her [ = 0, 1,...,m icin

sartini saglasin. Bu takdirde

(m]( £. ~ (7
Gt~y ()/

O™ f(x + jsw,y + jtw) dw
amflxaly

_onf
amflxaly

" f(z,y)
am liL‘al

‘ = sup
(z,y)ER?

‘ < 0 (2.5

(2.6)
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m]

olmak iizere PT[ n operatorleri icin

[m/2]
1 S
PI(fiay) = flay) = — D20+ D&

=1
2 . ; .
20 \ 0% f(z,y) 2i—1+1 1+1
8 {Z (22' - z) a%—lxalyB< > 2 )

// G (f 5, 8) (| + [f]™) e FTPVen gy

—00 —00

- 27r£2
saglanir. m = 1 durumunda esitsizligin solundaki toplamin degeri sifir alinir.

Ispat. (x,y) sabit olsun. Taylor teoreminden

mljk é kllaf(xy)
[+ s,y + jt) :Zﬁz OF—lzdly
=0 =
1

*/ B P B

=0

O™ f(x + jsw,y + jtw)
X RT=rT dw

olup buradan

m k o
[+ jsw,y + jtw) — f(z,y) = Zj_u Z (k ) l) i akffaf@?)

1
m o\ o 10" f(2,y)
—1 '/ (1-w { — (m— l)s i om=lzoly }dw
, —

gyl O™ f(x + jsw,y + jtw) }dw

amflajaly

[m]

elde edilir. Son esitligin her iki tarafi aﬁ ile carpilip 0 dan r ye toplandiginda
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il N mlam ) S~ M i @7 (@ 4 Gsw, y + jtw)
@x,y(w7$7t)_zaj,rj {Z(m l>5 t

amflxaly
I Rl R W G )
Omr ZZ; (m — l) st om=lzoly

k Skfltlw
k—1 ok —lxoly

1
1 m—1,,m]
e A R LT
0

esitligi bulunur. Once c,om]

(w; s,t) nin degerleri hesaplanacaktr. (2.1), (2.2) ve (2.4) kul-
lanilarak

r

(w; s, 1) = Z(—l)(’“—ﬂ C) { i <m"i l) gt 0" (@ 4 jsw,y + jtw) }

plml

amflxaly

_ ;(_1)r—j (;“) { z:; (mni z) ey a’"f(af,y)}

8mflxaly

— j 1(_1)(7‘—9‘) C) { zm: (mﬂi l) gm-Lyl 8mf(x;rmji;uélyy+ jtw)}
+(=1)" (g) { i (m”i l) Sm—zth}

m—I !
P om—lzoly

— (_1)(rj)(7f {i( m Z)sztzamf(ﬁjsw,wjtw)}
=0 J m-—

am—lwaly

elde edilir. Buradan

[m]

(s 0] < sl + 1) 3 () { > (")

0" f(x + jsw, y + jtw)
Ty 2.7)



esitsizligi elde edilir. Integral ve basit hesaplamalardan sonra Picard operatérlerinin sabit fonk-

siyonlar1 korudugu da diisiiniiliirse, her n € N i¢in

oo oo 1
R = grgrey [ ] @0 e s e T s
T
—o0 —o0 0
olmak tizere
rn (f?x y aj?:l/)
2 52 / / x+sj,y+tj) —f(x’y»}e—\/ 2+t2/€nd8dt
T
oo oo V=

- VTR
Z Ll Z (k )ak lxaz / / te T dsdt
n o=

27T !
1 1=0

—00 —0O0

+ Rl (z,y)

bulunur. G% (f) fonksiyonunun tanimi ile (2.7) denklemi kullanilarak

|R[m] xy <

/ / Gl (s, £) (Js|™ + [t]™)e VTP o sl

—00 —00

2775 2

esitsizligi goriiliir. Bu esitsizlikler Lemma 2.3. ile birlikte diisiiniildiigiinde istenen esitsizlik

gorilir.

Artik m € N durumunda iki degiskenli Picard singiiler integral operatorleri i¢in asagidaki

istatistiksel yaklagim teoremi verilecektir.

Teorem 2.5. A = [a;,] negatif olmayan regiiler matris ve (&), pozitif reel sayilarin sinirli A-
istatistiksel sifir dizisi yani st 4-lim,, &, = 0 olsun. Bu takdirde her bir m € N sabiti ve (2.5)

sartin1 saglayan her f € C(™(R?) igin

st a- hmHP[m] — fH =0
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olur.

Ispat. m € N sabit olsun. Hipotez ile 6nceki teorem birlikte kullanilarak

/2
1P — £l < S0 (20 + DE,she

i=1

//HG[’”] Fis 0|15l + eV en st

o &2
bulunur ki burada i = 1,.. ., [] i¢in
2i . ; ,
1 2i 0% f 2 —1+1 1+1
T ; (2i - l) ‘ 0% =lxdly ‘ 2 2

dir. G%( f) fonksiyonunun taniminin yani (2.6) denkleminin her iki tarafinin mutlak degeri

alinip (s,t) € R? iizerinden supremum alinarak

1
[m] L . m amf _ m—1
ol = g2y (7 v ) St -
om f
a2 () ||

bulunur. Bu nedenle

[m/2]
[PE) = £l < D (20 + 1) Kioye?
=1
2rtl “ m o f
* Tml&? (zz:o: (m - l) ' om=lxdly

D// M ) e VI o st
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elde edilir. Son integralde s = pcos#, t = psin @ doniisiimleri yapilarak

00 00 7/2 oo
// ST 4 1) e VI o st = // cos™ 6 + sin™ 6) p" e 5 dpdf
00
() /2
= /pm“ep/g”dp/(cosm@—i-sinm 0)do
0 0
+11
— em+2 1 'B(m )
—g+m+ (2]
hesaplanir. Buradan
m/2) |
[P = fI| < D7 (20 + D) K85 + L&l (m + 1)U,
=1

elde edilir, burada

or+1 i amf
N 7Tm'§2 — om—lxdly
ve
m+1 1
m = B( ) _>

U 2 2
dir. O halde

S = (m+ )WLy +_max {(2¢+ VK, 5&71}
denirse

[m/2]
||p[m] _ fH < Sm{f,THﬂL Z 521}
i=1
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esitsizligi bulunur. Simdi, verilen bir € > 0 i¢in

D= {nen: P -1 =
Di={neN: &> png b=t 5]
D1+[m/21—{”€N S = 0+ /25 }

kiimeleri tanimlansin. Bu durumda

14[m/2]

DCUD

olup her j € Ni¢in

1+[m/2]
DS D D
neD i=1 neD;

olur. Son esitsizligin her iki tarafinin j — oo i¢in limiti alinarak
hm Z aj, =0
neD
elde edilir ki bu ispati1 tamamlar.
Son olarak, iki degiskenli Picard singiiler integral operatorlerin m = 0 durumunda istatistik-

sel yaklagimi ile ilgili teorem verilecektir. Bunun icin Oncelikle asagidaki teorem ile lemma

verilmelidir.

Teorem 2.6. f € C5(R?) olsun. Bu takdirde

o0 0

PR~ fa)| £ 5 [ [ (b T R T  dsd

0 0

esitsizligi saglanir.
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Ispat. Kolayca goriilecegi gibi

> (flo+sj,y+1) = f(z,9))

T

0 (1) (s siou+ ) - o)
)5t s ) - (?—w (;T))ﬂx,y)

.)f(x+sj,y+tj)

Il
= |l

—~

|

—_

SN—

3

< .
~— q VR

oldugundan

PU(fiz,y) — fla,y)

r

~ one2 //{Zag‘ﬂ (x +sj,y +1) - f(ar,y))}ev T/ st

1 T *\/ﬁ {n
- o / /Asyt(f(x,y))e H2/en dsdt

bulunur. Buradan

1 [ee] o0 . .
|PO(fr2,y) — fz,y)| < Ind? / / |AL, (fz,y))|e V= H e dsdt

< omez / /wr f; \/32—|—t2) —VSTH En it

| /\

= //wr fiVs?+t2)e VS G g gt
T

elde edilir ki bu ispat1 bitirir.
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Lemma 2.7. A = [a;,] negatif olmayan regiiler matris ve (&,), pozitif reel sayilarn sinirlt

A-istatistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde her f € Cg(R?) igin

sta-limw,(f;&,) =0

olur.

Ispat. wy(f,-) fonksiyonu sifirda sag siirekli oldugundan verilen her ¢ > 0 i¢in § > 0 sayisi;
0 < h < ¢ oldugunda w,(f;h) < € olacak sekilde vardir. Bu nedenle w,(f,h) > € olmasi

h > 6 olmasim gerektirir. Boylece h ile &, degistirilerek her € > 0 igin

nw(f, &) > €t S{n: & >0}

olur ki bu her bir j € N icin

Z G, S Z Qjn

newp (f6n) e nign>8

esitsizligini garantiler. (&,,) dizisi A-istatistiksel sifir dizisi oldugundan

11;11 Z Qjn = 0

n:€pn >0

dolayisiyla da

lim Y a4 =0

niwr (fi€n)>e€

elde edilir ve bu ispati tamamlar.

Simdi PJ% operatorlerinin istatistiksel yaklagim teoremi verilebilir.
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Teorem 2.8. A = [a;,| negatif olmayan regiiler matris ve (¢,), pozitif reel sayilarin sinirl

A-istatistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde her f € Cg(R?) igin
sta-lim [|[PL(F) = f]| =0
olur.

Ispat. Onceki teoremde her z, y € R icin elde edilen

|1D[0 (f;z,y) < //wr(f; V52 +t2)e”sz+t2/5"dsdt

00
esitsizliginden
2 [e.oliNe o}
1P90) ~ 1) < 2 [ [ (5 VTR T e
™ n
0 0

elde edilir. Simdi A\, v > 0 i¢in w,(f; Au) < (1 + A\)"w,(f; ) kullanilarak

1 2 ] )
0 0 "

. (o ol o] 2 D)
g&ﬁg@//0+z%ﬂge@meﬁ

(1 + gﬁ)pep/f"dpcm

n

(14 u)"ue “du
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dolayisiyla da

denirse
IP(f) = f| < Kowr(f5 )

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlikten, verilen her € > 0 igin
{(neN:||POf) —fl]| = e} S {neN:w(f;&) > €K, '}

kapsamasini dolayisiyla da her 7 € N icin

Z Qjn, S Z A jn

| P ()~ |>e niwr (f36n) 2¢/ Ko

esitsizligini gerektirir. Hipotezden (¢,,) dizisinin A-istatistiksel sifir dizisi dolayisiyla da Lemma
2.7. geregi (wr( f; §n)) dizisi bir A-istatistiksel sifir dizisi olacagindan son esitsizlikte her iki

tarafin j — oo i¢in limiti alinirsa

lim Z ajn =0

! 0]
|| P (f)—fl|>e

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

Yukaridaki teoremde sirasiyla A = C) ve A = [ 6zdeslik matrisi alinir ve Teorem 2.5. ile

Teorem 2.8. ile birlikte diisiiniiliirse asagidaki sonuglar kolayca goriiliir.

Sonug 2.9. () pozitif reel sayilarin sinirh ve istatistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde her bir

m € Ny sabiti ve (2.5) sartin1 saglayan her f € C™ (R?) fonksiyonu igin

st-lim | PI7(f) = f|| =0
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olur.

Sonug 2.10. (&,,) pozitif reel sayilarin sifir dizisi olsun. Bu takdirde her bir m € Nj sabiti
ve (2.5) sartim saglayan her f € C™(R?) icin (P (f)) dizisi f ye R? iizerinde diizgiin

yakinsaktir.

Simdi (¢,,) dizisi

n, n tam kare ise

&n =

1
—, diger durumda
n

seklinde tanimlansin. Bu durumda (&,,) dizisi istatistiksel sifir dizisidir. A = C alinarak 2.9.
sonucu (veya 2.5. ile 2.8. teoremleri) kullanilarak her bir m € Ny ve (2.5) sartin1 saglayan her

bir f € C™(R?) igin
st-lim | P71 (f) — f|| = 0

elde edilir. Buna kargin, (&,) dizisi yakinsak olmadigindan PT[ZL]( f) fonksiyonlar ile bir f

fonksiyonuna klasik anlamda yaklasim garantilenemez.

Her yakinsak dizi A-istatistiksel yakinsak dolayisiyla istatistiksel yakinsak oldugundan 2.5.,

2.8. teoremleri ile 2.9. sonucu lim,, &, = 0 oldugu durumda da dogrudur.
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3. GAUSS-WEIERSTRASS SINGULER INTEGRAL OPERATORLERI

Bu boliimde pozitif olmayan iki degiskenli piiriizsiiz Gauss-Weierstrass singiiler integral ope-
ratorlerin bir dizisinin istatistiksel yaklasim ozellikleri incelenecektir. Ustelik istatistiksel yak-
lasim neticelerinin klasik diizgiin yaklasimlardan daha giicii oldugu da gosterilecektir. Bu
boliim Anastassiou ve Duman’in [13] kitabina dayanmaktadir. Bu boliimde aktarilan teorem-

lerin ispatlar1 [13] kitabinda bulunabilir.

Ise ilk olarak iki degiskenli Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorlerin tanimini vererek

baglayalim.

Tamim 3.1. Orijin merkezli 7 yarigaph kapali disk D ve

1

U —
(1 — e /&)

olmak uizere

An 2
W[m](f T,y) = 52 ]7” (//f T+ sj,y+tje ~F /e det)

seklinde tanimlanan operatorlere iki degiskenli Gauss-Weierstrass singiiler integral operatorleri

denir. Burada o™, denklem (2.1) ile verilir.

JT’
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Genellikle WT[TZ] operatorlerinin pozitif olmadiklar1 goriiliir. Ornegin p(u,v) = u? + v? ve

r=2m=3,r =y = 0alinirsa

W2[37]1< 52 <ZJQO‘£32> // s+ 12)e” /G st

An
:5—2 (o, + 4ak) // e /5 dpdf

—7m 0

() freves
0

3T, r2e2e /4 N (1- 67”2/55)57%
) 2 2
32 3p2em/E
_ S, dmet
2 2(1—e /&)

elde edilir. Son esitsizlik her v > 0 i¢in 14+ u < e olugsundan goriiliir. Ayrica WT[”J] operatorleri

iki degiskenli sabit fonksiyonlar1 korur. Gergekten f(z,y) = C sabit fonksiyonu i¢in 7,n € N

52 / / (/G s

—p2/€npdpd9

ve m € Ny olmak iizere

wiml(Csz,y)

-7 0

elde edilir.

Lemma 3.2. & € N olsun. Bu takdirde, her bir{ = 0,1,...,%k ve her n € N i¢in

E—l+1 I+1 oy
// sFll o= () /& goat — 29k B( 5 > 9 ), k ve [ gift ise
0, diger durumlarda



burada B(a,b) beta fonksiyonunu gostermektedir ve I'(«, z) = / t*'e~tdt tam olmayan

gama fonksiyonu olmak iizere

™

Yk = /pkﬂepz/éidp = ? {F(l + g) - F<1 - g’ <§%>2)}

0

ile verilir.

Teorem 3.3. m € Nve f € C’éﬁm)( D) olsun. Bu takdirde, W,[ ) operatorleri i¢in

(Wi(fr,y) = fla,y)— [(
< 52 //G[m] (s, 8)(|s|™ + [t|™)e~*+ /& dsdt

esitsizligi saglanir, burada

[m/2] [m] ) ;
2\, Y, 21(52M i—1l+1 21+1 20 \ 0% f(z,y)
Im(@,y) = g ; {ZB ( T2 ) (2@' — Z) 0% =lzoly

olup m = 1 durumunda toplam sifirdir. Yukaridaki G fonksiyonu (2.6) denklemi ile verilir.

Sonu¢ 3.4. m € Nve f € C{"™ (D) olsun. Bu takdirde W5 operatérleri icin r ile m ye bagh
bir C,. ,,, sabiti i¢in

[m/2]

EN

(W) — f]] < ¢

olup m = 1 igin esitsizlikteki toplam sifirdir. Burada v(«, z) = / t*"te~'dt tam olmayan

gama fonksiyonudur.

Simdi m = 0 durumu incelenecektir.

Teorem 3.5. f € Cy(D) olsun. Bu takdirde

]D1:{(s,t)ERQ:OgsngeOStS\/ﬂ—SQ}
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dikdortgensel bolge olmak iizere
4
WEFie) ~ )] < / / or (FVT ) O S dsa
n D

dir.

Sonug 3.6. f € C5,(D) olsun. Bu takdirde r ye bagl bir S, pozitif sabiti i¢in

W) — £ < Sedawn(f:6)

olur.

Artik, operatorlerin istatistiksel yaklasimlari incelenebilir. Ilk olarak m € N durumundaki

yaklagim ele aliacaktir.

Lemma 3.7. A = [a;,] negatif olmayan regiiler matris ve (&) pozitif reel sayilarin A istatis-

tiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde, her bir £ = 1,2,...,m € N icin

IYn,kAn —0

2
n

st4-lim
n
olur.

m]

Artik m € N durumunda W,n[n operatorlerinin istatistiksel yakinsaklik teoremini ispatlamak

i¢cin haziriz.

Teorem 3.8. A = [a;,] negatif olmayan regiiler matris ve (&,) pozitif reel sayilarin A-ista-

tistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde her f € C{™ (D)) ve her bir m € N i¢in
sta-lim [|[W(f) = f|| =0
olur.
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Asagidaki teorem ise WT[% operatorlerinin istatistiksel yaklagimini ifade eder.

Lemma 3.9. A = [a;,] negatif olmayan regiiler matris ve (§,) pozitif reel sayilarin A-ista-

tistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde, her f € Cs, (D) i¢in

sta-lim Apw,.(f;&,) =0

olur.

Teorem 3.10. A = [a;,,] negatif olmayan regiiler matris ve (,) pozitif reel sayilarin A-ista-

tistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde her f € Cy,(D) i¢in
sta-lim [|[WE(f) = f|| =0
olur.

A = (] birinci mertebeden Cesaro matrisi alinip 3.8. ile 3.10. teoremleri birlikte diistiniildiigiinde

asagidaki sonu¢ hemen goriilebilir.

Sonug 3.11. (¢,,) pozitif reel sayilarin istatistiksel sifir dizisi olsun. Bu takdirde her bir m € Ny
ve her f € C™ (D) igin st-lim, | Wi (f) — f” = 0 olur.

Ustelik A = I 6zdeslik matrisi almarak 3.8. ile 3.10. teoremleri birlikte diisiiniildiigiinde

alisilmig yakinsaklik ile ilgili asagidaki yaklagsim teoremi elde edilir.

Sonug 3.12. (&,,) pozitif reel sayilarin bir sifir dizisi olsun. Bu takdirde, her bir m € Ny ve her
f e C (D) icin ( Il )) dizisi I iizerinde f ye diizgiin yakinsaktr.

(&) dizisi

\/n, n tam kare ise

fn =
%, diger durumlarda
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seklinde tanimlaniyor. (&,) dizisi iistten sinirsiz olmasina ragmen istatistiksel sifir dizisidir. Bu

durumda A = () alinarak 3.11. geregi her m € Ny ve her f € C’Q(?) (D) i¢in
st-lim |[WmI(f) = f|| =0

olur. Ancak verilen (&,) dizisi yakinsak olmadigindan bir f fonksiyonuna (W,«VZ}( f)) dizisi ile

diizgiin yaklagsma gerceklesmez.
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4. POISSON-CAUCHY SINGULER INTEGRAL OPERATORLERI

Duman ve Kester [15] makalesinde iki de8iskenli Poisson-Cauchy singiiler integral operator-
lerin A-istatistiksel yaklasimini inceledi. Bu boliim Duman ve Kester’in ayni ¢alismasina

dayanmaktadir.

Dogal olarak ilk atilacak adim Poisson-Cauchy singiiler integral operatorlerini tantmlamak ola-

caktir.

Tanim 4.1. Orijin merkezli 7 yarigaph kapali disk D olsun. D iizerinde taniml reel degerli
Lebesgue olg¢iilebilir f fonksiyonlari i¢in iki degiskenli Poisson-Cauchy singiiler integral ope-

ratorleri; (z,y) € D, r,n € N, m € Ny, (&,) pozitif reel sayilarin bir dizisi ve

1
An = min(1 4+ 72/£2) “.1)

olmak uizere

QM(fr2,) = A, Zaﬂ (/ flo + 55, y+t])dsdt> (4.2)

(s2 4 t2) 4+ &2
seklinde tanimlanir, burada aﬁ], denklem (2.1) ile verilir.

Q[m] operatoriiniin iki degiskenli sabit fonksiyonlar: korudugunu gérmek zor degildir. Bu ope-

ratorler genellikle pozitif degildir. Ornegin negatif olmayan ¢(u,v) = u® + v? fonksiyonunu
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ver =2, m = 3,r =y = 0 olmast durumunu dikkate alalim.

[3] ©(s7,t5)
0,0 — D ) dsdt
2n((p7 ) < )// 82+t2 _|_£2
. 52 + t2
(3 m)// .

2r

—3/\

dpdbf

2+§2

_ 352

21n(1+7r2/§2) g <l

elde edilir. Bu esitsizlik her ¢ > 0 i¢in In(1 + ¢) < ¢ olusundan goriiliir.

Lemma 4.2. k£ € N olsun. Bu durumda, her birl = 0,1, ...,k ve her n € N igin

——————=dsdt =
s2+12) 4+ &2 0, diger durumlarda

// k ltl 2f}/n7kB(k7é+l7 HTl), kvel glft ise

burada B(a, b) klasik beta fonksiyonu ve

™

P
NP 43
Yk 0//)2—1—5% p (4.3)

dir.

Ispat. Eger [ tek ise k keyfi olmak iizere her s € [—m, 7] degeri i¢in integrallenecek fonksiyon

t ye gore tek fonksiyondur. Bu durumda ilk olarak ¢ ye gore integral alinirsa

T Vr2—s2

k: ltl ol tl
// 32 n t2 + 62 ——— —dsdt = /8 / mdt ds = 0.
“n VAT

yazilabilir. Ciinkii her s € [—m, 7| degerine karsilik ¢ ye gore ilk integral simetrik bir aralik

iizerinden alinmigtir. Eer [ ¢ift k tek ise & — [ tektir. Dolayisiyla her sabit ¢ € [—7, 7] igin

35



integral s ye gore tek fonksiyondur. Once s ye gore integral alinirsa,

Gkl p l o Gkl
— dsdt= | ¢ — dsydt=0
// S22+ & / / Fre)re’
—Tr 7*/7r27t2

elde edilir ¢iinkii her ¢t € [—m, 7| icin s ye gore ilk integral simetrik bir aralik iizerinden alin-

mugtir. Sonug olarak k ya da [ tek ise yukaridaki iki integralin sonucuda sifir olur.

Eger £ ve [ cift ise integrand s ve ¢ ye bagl bir ¢ift fonksiyondur. Bu durumda

k ltl k—l—l COSk—l Ja Sinl 0
// 2+ 1) +£2d3dt_4// org Y

l+1 k—14+1 prtl
=2B d
( 2 2 )/p“riﬁp
0

sonucuna ulagilir.

Simdi, iki degiskenli Poisson-Cauchy singiiler integral operatorler i¢in istatistiksel yaklagimlari
ile ilgili sonuglar elde edilecektir. Bu operatorlerin A-istatistiksel yaklagimlart m = 0 ve m > 0

durumlarinda incelenecektir.

Ik olarak m € N durumundaki istatistiksel yaklasim incelenecektir. Bunun i¢in nce asagidaki

lemmaya ve daha sonra Qm] operatorii icin bir sinir belirleyen asagidaki teoreme ihtiyag¢ vardir.

Lemma4.3. m,r € Nve f € C’é:b) (D) olsun. Bu takdirde her (z,y) € D i¢in

ml . GI(f55.0)(Is™ + [t™)
QU (Fra,y) = fl,y) = Ln(,y)| < A // e s (4.4)
dir, burada Gm (f;s,t) fonksiyonu (2.6) denklemi ve (\,,) dizisi (4.1) denklemi ile verilir. Ayni

zamanda

Vn,2i09; 1 20+1 20— 2t +1 21 0 f(x,y)
Ln(z,y) = 2\, - B( : ) . o
() 2 (20)! { ; 2 2 (2@ . 2t) Rt 2ty

=1
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dir. Yukarida ki toplam m = 1 durumunda O olur.

Ispat. (z,y) € D ve f € Cy,(D) olsun. f nin Taylor agilim

k! oFlzoly

r m [m] k&
S ol (ot s,y + 1) — (flag) = 3 Z( s ug e
j=0 k=1 =

1 m .
+(m——1)! /(1 —w)™” gog,y](w,s,t)dw,

0

olup

m—l [
P om=lxoly

P (w; s,t) = i(—l)’”ﬂ' C) {Zm: (m"i z) 0" (@ + 5w,y + jtw) }

dir. Denklem (4.2) ile Lemma 4.2. kullanilarak

dsdt
m m 1 [m . -
B y) = 02 // / e 0 e g

olmak tizere

QI (fix,y) — f(x y)

%21 2” 2t—|—1 20 —-2t+1 2i 0* f(z,y)
= 2)\n B —
Z ( 9 > (2@' _ 275) 22t 2y,

elde edilir.

r

ot (wy s, 8)| < (|s™] + [£™]) <r> li( m )

7=0

O™ f(z + jsw,y + jtw)
am—lxaly
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den dolay1

Gl (s, 1) (|s|™ + [¢™)
|RI :Ey|</\// )1 dsdt

oldugu goriiliir. Rl ]( y) = Qm} (f;z,y) — f(z,y) — I,(z,y) yerine yazilirsa istenilen sonug
elde edilir.

imdi, m € N durumunda QL"}Z] operatorleri i¢in bir sinir agagidaki teoremde belirlenmistir.
¢ $ag $

Teorem 4.4. m,n,r € Nolsun. Her f € (5, (D) icin r ve m ye bagh en az bir C,,, pozitif

sabiti

QYA (f) = fIl < Crma

olacak sekilde vardir. Burada \,,, denklem (4.1) ile verilir.

Ispat. Onceki lemmada elde edilen esitsizligin her iki tarafinin (-, 3y) € I iizerinde supremumu

alinarak

IGE(f: s, O™ + [H™)

dsdt
(2 +12) + & ’

Qi) - fH<HIH+AQ/

oldugu goriiliir. || 1, || i¢in bir sinir belirleyelim. Eger

KTm —  max 22',1” ZB 21 [ + 1’ l +1 .21
’ 1<i<[m/2] | (2i)! — 2 2 21 — 1

821’ f

821_2%82@

)i

denirse
Il < 2, [i/f] i é’ﬁi: %41 2 —2+1 2 o2 f
— 2 2 20 — 2t ) || 0% 2302ty
[m/2]
S Kr,m)\n Z f}/n,2i
i=1
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oldugu goriiliir. Diger yandan,

ol <55, )

elde edilir. Simdi,

omf
om— lxal

’ r,m

Dy ={(s5,t) eR*:0<s<mve0<t<Vr2—s2}

kiimesi tanimlansin. Boylece Lemma 4.2. de kullanilarak

[m/2]

il 4 (Is[™ + [¢™)
QL) 1 £ Koo 3 i+ L // st
b/ s™ 4+ t™)
_Krm>\ ZPYn21+4er)\ // S2+t2 ‘|‘§2d sdt
/2
m+1 1
= Ky D nai + AL B (1 2 ) G
Z’Y 2 T 5 5)Tn

i=1
[m/2]
S Mr,m/\n <’Vn,m + Z 7n,2i>
i=1

bulunur. Burada

m+1 1)

M, = r,m 4erB< )
' + 2 2

dir. Bir £ sabiti i¢in

™ pk+1 7Tk:+2 .
”k.Apﬂfﬁp\ﬂ+& "

oldugunu gormek zor degildir. Buradan

[m/2]
QL) = JI < Mo (77 4+ > )
=1
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elde edilir.

denirse

1QMI(f) — Il < Crimhn

elde edilir ve bu ispati1 tamamlar.
Artik Qm operatorlerinin m > 0 durumunda A-istatistiksel yakinsaklik teoremi verilebilir.

Teorem 4.5. A = [a;,] negatif olmayan regiiler toplanabilir matris ve (¢,) A-istatistiksel sifir

dizisi olsun. Bu durumda her sabit m,r € Nve f € Cy,(D) i¢in,

sta-lim QUL () — fIl =0

elde edilir.

Ispat. (&,), A-istatistiksel sifir dizisi oldugundan ()\,,) dizisi de A istatistiksel sifir dizisidir yani

1
ta-lim A\, = st4-1i =
St4-im sta 1317r1n(1+7r2/§31) 0

olur. Teorem 4.4. den

olup C, ,, teoremin ispatindaki  ve m ye bagl pozitif sabittir. Son esitsizlik her € > 0 i¢in

fneN: Q- flzehc{neN:n > =]

r,m
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olmasin1 gerektirir. Dolayistyla her j € N icin

Z Qjn < Z QAjn

n QIR ()~ fll>e nAn2 g

dir. Yukardaki esitsizligin her iki tarafinda j — oo i¢in limit alinirsa

lima,, =0
nek in

elde edilir ki bu ispat1 tamamlar.

Simdi QL?}” operatorlerinin A-istatistiksel yakinsakligi incelenecektir. Bunun igin ilk 6nce QL?L

operatorleri i¢in bir iist sinir ifade eden asagidaki teorem ve sonucuna ihtiyag¢ vardir.

Teorem 4.6. Her r,n € Nve f € Cy(D) i¢in

2 t2
1Q9L(F) — 71| < 4A, // VL) it

+t2 +&

esitsizligi saglanir.
Ispat. (z,7) € D ve f € Cy, (D) olsun. Teorem 2.6. nin ispatinda gosterilen

Za[o] flz+sj,y+1tj)— f(x, y)) = Ag,t(f(x7y))
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esitligi kullanilarak
QY (f;2,y) — fla

- +sj,y +tj) — flz,y)

=0 > ol // (@ dsdt
;% (2 +2) + & ’

_ S ol (fla+ sy + ) — flay)) et

- (% + ) + &3 ’
]D) n

:/\n// B/ )dsdt

32+t2 +52

D

elde edilir. Buradan

ATt 9
QU (Fr,y) — £ 9)] < Ao / %dwt

oy //wrfm)

2+ +E

dsdt

elde edilerek ispat tamamlanir.

Simdi, M > 0 olmak tizere Cy, (D) nin
Lipiy = {f € D w,(f,h) < MA"}

alt uzay1 goz oniine alinacaktir. Bu takdirde agsagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.7. (§,), her n € Ni¢in 0 < &, < 1 sartim saglayan bir dizi olsun. Bu durumda her
n,r € Nve f € Lip}, icin

QYL (f) — fIl < KX,

olacak sekilde bir pozitif K sabiti vardir.
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Ispat. o, u > 0 olmak iizere w,(f; au) < (1 + a) w,(f;u) esitsizligi kullanilarak

1QUL(F) = ] < 4, // wrlfi Vs ) ) o

2+ + &

s2+t
<A\, (f; &) // = +t2 dsdt

7r/2 T

D () / / (14 LY plg? + €1 dpat
0 O

e (fi60) / R R

elde edilir. Interalde u = £ degisken degistirmesi yapilirsa

ﬂ—/fn

1QUL(F) = 711 < 2mAuier (3 6,) /

0
7/&n

< 2m\wr (f5 &n) /

0

w(l+u)"

d
u? +1 Y

(1 + u)r—i—l

d
u2 +1 Y

bulunur. f € Lip}, oldugundan dolay1 son esitsizlik

T/En (1 +u)r+l

d
u?z+1 Y

1QUL(F) — fIl < 2mMAE, /

halini alir. Herhangi bir 0 < € < 1 i¢in

/e 1 r+1
er/ %du <C
0 u+1

olacak sekilde bir C' > 0 sayisinin vardir [16]. Bu takdirde

1QYVL(f) = fI < 2rC M,
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bulunur. K = 27C'M alinarak ispat tamamlanir.

Nihayet QL?,L operatorlerinin A-istatistiksel yaklasim neticesi verilebilir. m = 0 durumundaki
istatistiksel yakinsaklik neticesini elde etmek icin m > 0 durumundaki hipotezlere ek olarak

asagidaki iki kisitlamaya ihtiyac vardir: 0 < &, < 1ve f € Lipy,.

Teorem 4.8. A = [a;,] negatif olmayan regiiler topalanabilir bir matris ve (&,), pozitif reel

saytllarin 0 < &, < 1 sartin1 saglayan A-istatistiksel sifir dizisi olsun. Her sabit » € N ve

f € Lip}, igin
sta-lim | Q% (f) — f] =0

olur.
Ispat. Sonug 4.7. geregi her f € Lip?,

1QYL(f) — fIl < KX,

olacak sekilde bir K pozitif reel sayis1 vardir. Bu durumda verilen bir € > 0 i¢in
{neN:QU(f)—fl=e} C{neN:x > K}

olur ki bu her j € N igin
Z Ajn S Z Qjn
n: QYL (F)—flI>e nidn >k —1

esitsizligini gerektirir. Simdi yukardaki esitsizligin her iki tarafinda j — oo i¢in limit alinir ve

(\,) dizisinin A-istatistiksel sifir dizisi oldugu da goz 6niine alinarak

liin Z ajn =0

n:| QI (f)—fl1>e

elde edilir.
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Son olarak, A = [ 6zdeslik matrisi (A = () Cesaro matrisi) alinarak asagidaki sonug elde

edilir.

Sonuc 4.9. Eger (&,,) pozitif reel sayilarin (istatistiksel) sifir dizisi ise her bir sabit m,r € N
ve her f € Cy™ (D) igin (Q7(f)) dizisi D iizerinde f ye (istatistiksel) diizgiin yakinsaktir,
Ustelik, eger f € Lip}, ve 0 < &, < lise ( ,[noll( f)) dizisi D iizerinde f ye (istatistiksel)

diizgiin yakinsaktir
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5. SZASZ-DURRMEYER-CHARLIER OPERATORLERI

Charlier polinomlari

et =3 ()5 = |-)

esitligi ile tanimlanir [17].

Kajla ve Agrawal [18] de Charlier polinomlariyla tanimlanan Szdsz operatorlerinin; v > 0 ve

feC,0,00) ={f € C[0,00) : t = ooigin f(t) = O(t")} olmak tizere

(1 —a)nx) [ th
Snalfia) =e 71 _> Z k:'B k+1n) /0 et

seklinde tanimlanan Durrmeyer tipi modifikasyonunun yaklagim 6zelliklerini inceledi. Bu boliim,

Kajla ve Agrawal’in bu ¢alismasina dayanmaktadir.
[k olarak S, , operatrleri igin bazi degerler agagidaki lemmada verilecektir.

Lemma 5.1. S, ,(t;x),7 = 0,1, 2 operatorleri i¢in

(i) Sha(liz) =1

(i) Spa(t;z) = ""”f,n > 1;

(iii) S, (t% ) = m[n%g +na(6+ )+ 7),n > 2

Ispat. Charlier polinomlari |¢| < a olmak iizere

(- - e
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seklinde tiretici fonksiyonlara sahip [17] oldugundan

a

(a ((1}{— a)nx) _ €<1 1)(1a)m
)

1— 1\ (I—a)nx
a)na) (1 — —) (nx +1)
a

o0 C()

>

k=0

= kO ((
K2C(

2

!
k!
(a) _
1 — 1\ A—a)nx 1
k (/{;1 a)nx) _ e<1 _ _) (n2x2 —|—nx<3—l— _1> +2)

a

esitlikleri kolayca hesaplanabilir. Beta fonksiyonunun (1.6) temsili kullanilarak

(a—D)n (1 —a)nx) T thdt
Snalli) =€ (1_‘> Z k;'B F+1n) /(1+t)n+k+1
0
=1

oldugu goriiliir. Beta fonksiyonunun sagladig: (1.7) ve (1.8) esitlikleri kullanilarak

Bk+2,n—-1) k+1
Blk+1,n) n-1

esitligi kolayca goriilebilir. Boylece

( o0

1\ (1—a)nx 1—an:ic tk+1dt
Sn.alt;x) = (1——)
altiz) =e(l—2 Z k'Bk+1n / 14 )it
0

_ZC’(a (1 —a)nz) B(k+2,n —1)
B(k+1,n)
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dolayisiyla da

nr + 2
n—1

Sna(t;x) =

elde edilir. Son esitlik benzer yolla gosterilebilir.

Bu makalede yazarlar agirlikli yaklagim, A-istatistiksel yakinsaklik yardimiyla agirlikli Ko-
rovkin teoremini ve [0,00) nin kompakt alt kiimeleri iizerinde Bohman-Korovkin teoremini
ispatladilar. Aynmi calismada yazarlar Voronovskaja tipi teorem, yerel yaklagim ile yakinsaklik

oranini da ¢alist1 ancak bu basliklar altinda elde edilen neticeler bu teze alinmamustir.

Lemma 5.1.°den

lim S, ,(l;2) = lim 1 =1

2
lim S, ,(t;z) = lim Tl _,
n—00 ’ n—oo 1, — 1
1 1
- 2. N _ 1 2 2 _ 2
nh_}rgoSma(t ;) = lim (n—l)(n—Q)[n z° + nx(6 + a_l)—l—?] T

yakinsamalar1 [0, co) nin kompakt alt kiimeleri iizerinde diizgiin oldugundan Bohman-Korovkin
teoremi geregi lim,,_,o, S, .(f;2) — f(x) yakinsamasi [0, c0) nin kompakt alt kiimeleri iiz-

erinde diizgiindiir. Bu durum agagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem 5.2. f € C,[0,00) olsun. Bu takdirde lim S, ,(f;x) = f(x) yakinsamasi [0, c0)
n—oo

aralifinin her bir kapali alt kiimesinde diizgiindiir.

B,[0,00) ile My, f ye bagh pozitif sabit ve ¢(x) = 1 + z* agirlik fonksiyonu olmak iizere
|f(z)] < Myp(x) sartin1 saglayan [0, co) iizerinde tanimli reel degerli biitiin fonksiyonlarin

uzay1 gosterilecektir. Ayrica, B,,[0, 0o) uzayindaki biitiin siirekli fonksiyonlarin

|/ ()]
[flle = sup
v z€[0,00) gD(l’)
normuyla donatilmis uzay1 Cy,[0,00) ve C3[0,00) = {f € C,[0,00) : lim, ;o0 |Z; Ei;' sonlu}

olsun.
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Asagidaki teorem, S, ,(f) fonksiyonlarinin f fonksiyonuna agirlikli olarak yakinsak oldugunu

ifade eder.

Teorem 5.3. f € C;[0, o) olsun. Bu durumda
nh_{IOlo HSn,a<f) - f||4P =0

dir.

Ispat. Korovkin teoremi geregi, j = 0, 1,2 icin
lim ||Spq(t/;2) — 27|, =0
n— oo

oldugunu gostermek yeterlidir. S, ,(1;z) = 1 oldugundan j = 0 i¢in ispat agikardur.

Lemma 5.1. kullanilarak

1 nr + 2
Spalt;x) — — ’ . ‘
1,0ti0) = all, = sup 15— T
z 1 2 3
= < 5.1
_igI())(l—i—x?)n—l—i—n—l—n_l (5.1

oldugu goriiliir. Bu nedenle lim ||.S, ,(¢; x) — z||, = 0 elde edilir. Benzer sekilde elde edilen
n—oo

1 n22?+nz(6+ ) +7
Sna t27 — 22 = ‘ a—1 2
15,0 (2% 2) — 27| O ] Ry Py x
< z? 3n —2 N x n(6+ —5)
su su
- x2131+$2(n—1)(n—2) legl—i-m?(n—l)(n—Q)
n 1 7
su
m;g 1+22(n—1)(n—2)
n(9+ L 5
< MOtan) (5.2)
(n—=1)(n-2) (n—1)(n-2)
esitsizliginin her iki tarafin n — oo i¢in limit alinarak lim ||, ,(¢*; z) — 2%|| = 0 bulunur. Bu

n—00

ispati tamamlar.
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Son olarak, Kajla ve Agrawal tarafindan elde edilen asagidaki agirlikli A-istatistiksel yaklagim

teoremi ispati ile verilecektir.

Teorem 5.4. A = (a,) negatif olmayan regiiler matris ve = € [0, c0) olsun. Ayni zamanda

¢¢ > 1 siirekli fonksiyonu lim % = 0 sartint saglasin. Bu takdirde her f € C7;[0, 00) igin

z—00
sta =[S a(f) = flle. =0

olur.

Ispat. Teoremi ispatlamak i¢in Korovkin teoremi geregi j = 0, 1, 2 olmak iizere
sta-lim |5, q(ej) = ejll, = 0

oldugunu gostermek yeterlidir. j = 0 i¢in

[Snal€o(t); ) = eo()]

sta-1im ||.S,, 4 (e0) — €ollp, = sta- lim  sup

=0 2¢]0,00) 90(1’)
Sna(l;z)—1
= sta- lim sup [Shal17) |
N0 2€]0,00) QO(I')

| -]
= sty- lim  sup =0

=00 1e[0,00) 90<x)
elde edilir. Benzer sekilde (5.1) denkleminden

3
Sna - < —
[Snaler) — el € ——

yazilir. € > 0 i¢in

= {n H[Snaler) —elly 2 6}

veE
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denirse ' C Fy olacagindan ), anr < Dy e Gnk €lde edilir. Boylece
stA-li1£rl | Snaler) — e, =0

elde edilir.

Simdi (5.2) denkleminden

[Sn.a(€2) — €2, <
yazilir. Eger

G = {n : HSn,a(e2> - eQHw > 6}7

o= e 2 )

veE

GQ:{”: (n—1)5(n—2) Z%}

denirse G C (G; U G5 olacagindan

Zank S Z Qnk + Z Qnj

keG keGy keGa

dolayisiyla da
stA—li}ln | Sn.ale2) —eall, =0

elde edilir. Bu ispati tamamlar.
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