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SIMGE VE KISALTMA LISTESI

Kisaltmalar Aciklama
R3 3-boyutlu Oklid uzayi
(,) R3 deki i¢ carpim
(Il R? deki norm
@ A, B vektori
-1 Q matrisinin inversi
QT Q matrisinin transpozu
det@) Q matrisinin determinanti
0(3) 3 x 3 tipindeki ortogonal matrislerin grubu
SO(3) Ozel ortogonal matrislerin grubu
I3 Ozdeslik (birim) matrisi
dij Kronecker delta

Gy = ebob(K,,T\) K, ve Ty nin en biiyiik ortak boleni
Ry = Rs(K,Ty) K, ve T\ nmin s- Resultanti

@ Mobiiis doniigtimii

F © Mobiiis doniisiimiine kargilik gelen Mobiiis benzeri polinom
f Benzerlik doniisiimii

a; Rasyonel uzay egrisi

C3(I,R) I dan R ye 3 mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyonlarin halkasi
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA RASYONEL UZAY EGRILERININ
BENZERLIGI

HATICE ERBAS

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danmisman: Prof. Dr. LEVENT KULA

Insanlarin yeteneklerini taklit eden makinalar yapmak bilim insalar1 i¢in her zaman dnemli bir
arastirma konusu olmustur.

Obje olarak belirtilen ve gorsel olarak algilanabilen herseyin tespiti bilgisayarlar aracilifiyla
yapilmaya calisilmaktadir. Algoritmalar yardimu ile objeleri tanima, ayirt etme, siniflandirma

gibi iglemler gerceklestirilebilmektedir.

Bir obje diger bir objenin dl¢ceklendirme ve izometri uygulamast sonucunda elde edilebiyorsa
bu iki obje benzerdir. Bu ylizden, iki benzer obje ayni1 sekile sahip olmasina ragmen, konum ve
biiytikliikleri farkli olabilir. Dolayisiyla benzerlik tespiti objelerin tipik bir veri tabanina sahip
olan ve verilen objeyle veri tabanindaki tiim elemanlar1 benzerlige bagli olarak karsilagtirmasini
yapan, Pattern Recognation’ un 6nemli bir alamidir. Pattern Recognation, oOlciilen verilerin

tanimlanmasi veya siniflandirilmasi ile ugragsan bilim dalidir.

Rasyonel uzay egrilerinin benzer olup olmadigint kontrol etmek i¢in bu egrilerin yapisindan

faydalanilir ve olumlu durumlar icin her iki egri arasindaki benzerlik agikca ifade edilebilir [3].

viil



Bu calismada benzer iki uzay egrisi i¢in benzerligi saglayan doniisiimler tamtilacaktir.
Bu tezde, rasyonel uzay egrilerinin benzerlik tespiti ve M&bius doniisiimii yardimiyla benzer

egrilerin nasil ifade edilecegi incelenmistir.
Temmuz 2019, 56 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Benzerlik, Donme, Oteleme, Izometri, Mobiiis Doniisiimii, s-Resultant,

Rasyonel Egri
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ABSTRACT

MSc THESIS

THE SIMILARITIES OF RATIONAL SPACE CURVES IN
3-DIMENSIONAL EUCLID SPACE

HATICE ERBAS

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. LEVENT KULA

Making machines that mimic people’s abilities has always been an important research topic for
scientists.

It is tried to determine everything that can be perceived visually as objects through computers.
With the help of algorithms, operations such as recognizing, distinguishing and classifying
objects can be performed.

If one object can be obtained by scaling and isometry of another object, these two objects are
similar. Thus, although two similar objects have the same shape, their position and size may be
different. Thus, similarity detection is an important area of Pattern Recognation, which has a
typical database of objects and compares all elements in the database with respect to similarity.
Pattern Recognation is a science that deals with the identification or classification of measured

data.

The structure of these curves is used to check whether the rational space curves are similar, and

for positive cases the similarity between the two curves can be clearly expressed [3]. In this



study, transformations that provide similarity for two similar space curves will be introduced.
In this thesis, similarity curves of rational space curves and how to express similar curves with

Mobius transformation are examined.
July 2019, 56 Pages.

Keywords: Similarity, Rotation, Translation, 1sometry, Mobius Transformation, s-Resultant,

Rational Curve
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1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayimda benzerlik kontrolii, Bilgisayar Destekli Tasarim (Computer Aided
Desing) i¢in 6nemli bir rol oynar. Bu yiizden bircok makalede ele alinmistir [1], [2], [3] ve [4].
Chen ve arkadaglarinin [8] makalesinde benzerlik kontrolii i¢in birincisi sekil tabanli, ikincisi
topoloji tabanli olmak iizere iki farkli kategoride metod onermislerdir. Ilk kategoride, ele
alinacak objeler i¢in tanimlanan 6zelliklerden bir tanesi secilir ve uygun metrikler kullanilarak
kargilastirmalar yapilir. Detayl bilgi icin bkz. [5], [6]. Son yillarda ilgi toplayan ikinci
kategoride, her bir objeden hesaplanan bir yap1 (iskelet) daha sonra kiyas amach kullanilir.
Detayli bilgi i¢in bkz . [11], [14]. Cogunlukla bu makalelerdeki objeler ¢ok yiizlii sekiller
yoluyla modellenir, boylece daha kompleks sekiller eslenebilir. Ilaveten, benzerlik kontrollerinde-
ki referanslar genellikle bir toleransa baglhidir ve bdylece verilen kriter yaklasik sonug verir.
Alcazar ve arkadaglar1 diizlem ve uzay egrilerinin benzerliklerini ¢alismiglardir [3]. Daha
sonra Alacazar ve arkadaglar1 rasyonel uzay egrilerinin benzerliklerini egrilerin egrilikleri ve
torsiyonlarinin kiyaslanmasi yardimiyla incelenmistir.

Bu tezde, Alcazar ve arkadaslarinin [1] ¢calismasi temel alinarak rasyonel uzay egrilerin benzerlik-

leri caligilmis ve ornekler verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde daha sonraki boliimlerde kullanilacak bazi temel kavramlar, teoremler ve tanimlar

verilmistir.

Tanim 2.1. A # & bir ciimle ve V de R cismi iizerinde n boyutlu bir vektor uzayi olsun. Eger

bir
P:AXA-YV

doniisimii P, () € A noktalari i¢in
(P.Q) — ®(PQ) = PQ €V

seklinde tanmimlanmis ve asagidaki iki aksiyomu sagliyor ise A ciimlesine V ile birlestirilmis bir

n boyutlu afin uzay denir.

(1) P, Q, Re Aigin PR = PO+ QL
(2) VP AveVa €V, PO = a olacak bicimde bir tek Q € A

noktas1 vardir [10].

Tanmim 2.2. A; ve A, sirastyla V; ve V5 vektor uzaylari ile birlestirilmis iki afin uzay olmak

lizere
f : Al — Ag
bir doniisiim olsun. Herhangi bir P, () € A; icin

U,V =V,

PG — U,(PG) = F(P)F(Q)



lineer doniisiimiine f afin doniisiimii ile birlesen bir afin doniisiimdiir denir.

U, lineer doniisiimii p € A; noktasinin segilisinden bagimsizdir [10].

Tanmim 2.3. Bir reel afin uzay1 A ve A ile birlesen vektor uzayi da V' olsun. V' bir i¢ ¢arpim
uzayi ise A afin uzayma Oklid uzay1 denir. Bu durumda V' = R? olmak iizere V vektor uzay1

ile birlesen A afin uzay1 E® ile gosterilir. Burada x = (21, T, 23),y = (Y1, %2, ¥3)

(,)V:R*xR* =R

(ZE,y) — <l’,y> - leyz

dir [9].

Tanim 2.4.
d:E*x F? >R

(z,y) = d(z,y) = ||7Y]| =

olarak tanimlanan d fonksiyonuna £ Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(z, i) reel sayisina

da x,y € E? noktalar1 arasindaki uzaklik denir [10].

Tammm 2.5. I, R nin bir acik aralig1 olmak iizere o : I — R3 biciminde diizgiin bir «

doniimiigiine, R? uzay1 iginde bir egri denir [9].

Tamim 2.6. E3 ve E3 sirastile V) ve V,  3-boyutlu i¢ ¢carpim uzaylari ile birlesen birer Oklid

uzay1 olsunlar. Bir

f:E}— E3



afin dontisiimii Vo, 8 € V] icin

olacak sekilde bir
vV, =1

lineer doniisiimii ile birlesiyorsa f ye bir izometri denir [10].

Tamim 2.7. (Q € R3 olsun. () matrisinin ¢carpmaya gore tersi varsa ve
Q' =q"

ise () ya ortogonal matris denir [13].

Tanim 2.8. Rg de ortogonal matrislerin kiimesi,
0B)={QeR}; Q"Q=0Q" =15}

bicimindedir. Bu kiime matris carpimina gore bir gruptur. Bu gruba ortogonal grup denir.

Ayrica @ € O(3) igin

det(QT Q) = det(Is)

det(Q") det(Q) =1
det(Q) det(Q) =1
det(Q) = 1
det(Q) = +1
olur [12].



Tanmm 2.9. O(3) grubunda determinanti 1 olan matrislerin kiimesi bir alt gruptur ve bu alt

gruba 6zel ortogonal grup denir. SO(3) ile gosterilir. Yani

SOB3)={QeR} | Q"Q =1, detQ =1}

dir [13].

Teorem 2.1. Bir f : £} — E5 dondsiimii izometri olsun. Bu durumda
(1) d(f(A), f(B)) = d(A, B), VA, B € EY,
(2) f birebir ve ortendir,

(3) £} ve B3 Oklid uzaylarindaki dik koordinat sistemleri sirast ile

{xh T2, $3} ve {yl’ Y2, ys}

ise f izometrisi, A = [a;;] € O(3) olmak tizere

Ty Y1 L1 by
T2 i> Ya2 | — |:aij ] To | T | ba
T3 Ys T3 b3

veya
’

X' = f(z) = AX +b

bi¢ciminde ifade edilebilir [10].

Teorem 2.2. E} ve E3 birer Oklid uzay1 ve

f:E} - Ej

2.1)



bir izometri ise
~1. 3 3
By = B}

de bir izometridir [10].

Tanmim 2.10. R cismi tizerinde 3-boyutlu bir V' vektor uzayi ile birlesen bir A afin uzayinda

bir
f:A—=> A

doniigtimiine V' de karsilik gelen lineer doniisiim 6zdeslik doniisiimii ise f ye bir 6teleme denir

[10].

LA

1]

Sekil 2.1. Oteleme

Tamm 2.11. 3-boyutlu Oklid uzayinda bir E diizlemi verilsin. Uzayda bir P noktasimmn E
diizlemi iistindeki dik izdiigimii S noktasi olduguna gore, P noktasinin S noktasina gore

simetrigi olan P’ noktasina, P noktasinin E diizlemine gére yansimasi (simetrigi) denir [13].



¢ € :

-
—

Sekil 2.2. x = 0 diizlemi ve z = 0 diizlemine gére yansima

Tamm 2.12. 3 de bir f izometrisi i¢in eger f(O) = O, O € E? olacak sekilde bir O noktasi

mevcut ise f ye O etrafinda bir donme denir [10].

)‘ﬁx 6}7;{:
2 @ 2

Sekil 2.3. x ekseni etrafinda ve y ekseni etrafinda donme

Tanmim 2.13. Otelemeli yansima (Glide reflection), bir diizlemdeki yansimanin ve bu diizleme

paralel olan bir vektor yoniindeki 6telemenin birlesimidir [1].

Tanim 2.14. Donmeli yansima(Rotatory reflection), bir eksen etrafinda donme ve yansimanin

birlesimidir [1].



Tanim 2.15. Twist, bir eksen etrafindaki donme ve bu eksene paralel bir vektoriin yoniindeki

otelemenin birlesimidir [1].

Tanim 2.16. Bir R cismi iizerinde 3-boyutlu bir afin uzay A olsun. A nin bir afin otomorfizimi
belli bir noktayi sabit birakirsa bu otomorfizime merkezil afin otomorfizim denir. Bu sabit nokta

baglangi¢ noktasi alinarak merkezil afin otomorfizim A € RS ve X € R? olmak iizere,
X'=AX

olarak ifade edilir [10].

Tanim 2.17. Dogrulari, kendine paralel dogrulara doniistiiren afin doniisiime bir dilation ad1

verilir. R cismi {izerinde 3-boyutlu bir afin uzay A olsun. A ile birlesen 3-boyutlu vektor uzayi

V olmak iizere
I1:V=V

ozdeglik doniisiimii ile ¢ € R, ¢ # 0, skalarinin ¢arpimi olan ¢/ : V' — V doniigtimiine A da
karsilik gelen merkezil afin doniisiim bir merkezil otomorfizimdir. Bu doniisiimiin ifadesi afin

grup A yerine c/3 alinarak

X =cX

elde edilir. Bu doniigiim de A da merkezil bir doniisiim olup dilatation adini alir [10] ve [16].

Tanim 2.18. R cismi iizerinde 3-boyutlu bir afin uzay1 A olsun. A ile birlesen 3-boyutlu

vektor uzay1 V' olmak iizere

V-V



ozdeslik doniisiimii ile ¢ € R, ¢ # 0 skalarinin ¢apimi olan
cl: V-V

lineer doniisiimde A da karsilik gelen afin doniistim (merkezil degil) bir afin otomorfizimdir. Bu
dontigiim A daki radyal dontisiimden farkli olarak hi¢ bir noktay1 sabit birakmaz ve dolayisiyla
bir homoteti adin1 alir. Yani bir homoteti bir radyal doniisiim(dilatation) ile bir dtelemenin
bileskesidir.

Dolayisiyla bu doniisiimiin ifadesi (2.1) esitliginde A yerine c/3 alinarak
X =cX +d

formunda elde edilir [10].

Teorem 2.3. (Uzay Egrilerinin Temel Teoremi:) x > 0 ve 7(s),s € [ fonksiyonlar1 igin s
degiskeninin o nin yay uzunlugu, x(s) fonksiyonunun egriligi ve 7(s) fonksiyonunun burulmasi
oldugu diizgiin parametrik bir o : I — R? egrisi vardir. Buna ek olarak ayni1 kosullar1 saglayan
baska herhangi bir a egrisi « egrisinden kat1 bir hareketle elde edilir, baska bir deyisle o =
f o a + ¢ olacak bi¢imde bir ¢ vektorii ve R? uzaymimin determinanti pozitif olan ortogonal,

dogrusal bir 8 dontistimii vardir [17].

Tanmm 2.19. Pozitif dereceli f, g € R[t] polinomlart verilsin.

(ap #0,n>0) f=apt" + at" '+ . +a,

(bo # 0,m > 0) f=bot™ +byt™ '+ ... + by

olmak iizere f nin katsayilarini n kez, g nin katsayilarinin m kez kaydirilarak yazilmasiyla elde

edilen matrise f ve g ye ait Slyvester matrisi denir.



Determinantina ise f ve g nin resultanti denir ve Res(f, g) olarak gosterilir [23].

a 0 0 00 0 0 O
ay ap 0 0 bl b() 0 0
o Q1 o0 bQ b1 o0

Sag toag i oby o
Res(f,g) = det 2 0 ? 0
Ay, aq bm b1
0 a, 0 ap 0 b,, 0 by
00 : 0 0"

00 0a, 0O 0 0 by

10



3. OKLID UZAYININ iZOMETRILERI VE BENZERLIKLERI

3-boyutlu Oklid uzaymin bir benzerligi, uzaklik oranlarini koruyan uzaydan kendisine lineer

afin doniisiimdiir. Dolayisiyla, f : R® — R? doniisiimii benzerliktir gerek ve yeter sart

fx)=XQx+b, NA0€R, beR} QcR: QTQ =15 det(Q) =1 (3.1
dir.
 in Oklid normu ||z|| ve Oklid uzaklig1 d(x,y) = ||x — y|| olmak iizere

d(f(2), /(®)) = Nd(,y) @,y € R (3.2)
dir.

Burada A nin (isareti) benzerlik orani olarak ifade edilir. Benzerlik, A > 0 ise yonlendirmeyi
korur, A < 0 ise yonlendirmeyi ters ¢evirir. Burada f(z) = x ozdeslik fonksiyonu agikar

benzerlik olarak adlandirilir. Eger |A\|= 1 ise f bir (afin) izometridir,
d(f(z), f(y)) = [Ad(z,y)

oldugundan

=N =1

dir. Yani f uzakligi korur. A, () nun 6zdegeri degilse f benzerliginin merkezi olarak adlandirilan

bir ¢ = (I3 — AQ)~'b noktas1 f nin sabit noktasidir. Gergekten,

f:R* = R?
c— fle) =AQc+b

11



olmak tizere,

fle)=c
=AJc+b=c
=b=c— \Qc

=b= (I3 — \Q)c
=(I3 — Q) 'b = (I3 — \Q) (I3 — A\Q)c
=(I3 - \Q) b =c

dir.
() ozel ortogonal bir matris oldugundan (), modiilii 1 olan eigen degerlere sahiptir) izometri
olmayan her benzerlik bir sabit noktaya sahiptir.

Bu tezde x noktasini ¢ + A(x — ¢) noktasina doniistiiren
f(z) = Mszz + (1 = N)c

merkezil afin doniistimiinii radyal doniisiim(dilatation) doniisiimii olarak alacagiz.

Burada

fle) = e+ (1 — N
=Xc+c— Ac

=c

dir. Bir dilative donme, ¢ merkezli f radyal doniistim(dilatationu) ile c yi i¢eren bir ¢ dogrusu

etrafinda bir () donmesinin bilesimidir. Dolayisiyla bir dilative donme

f(Qz) =Qf(x) =AQz + (1 —x)c, Qec=c (3.3)

12



formundadir.

Gergekten, @ € SO (3) ve f(x) = M3z + (1 — \)c dilatationt igin

f(Qz) = A3Qx + (1 — N)e
=AQz + (1= X)c

\

Qf(x) = QA sz + (1 = A)c)
= QA3+ Q(1 — Ne

QQc = ¢ oldugundan,

Qf(z) = AQz + (1 —A)Qc
—\Qz + (1= \)e

dir [22].

Teorem 1 Herhangi bir benzerlik ya izometridir ya da dilative donmedir [16].

3.1. Rasyonel Uzay Egrilerinin Simetrileri ve Benzerlikleri

Uzay egrilerinin denklik problemi Elie Cartan dayanir [7]. Bu tezde R?® de rasyonel uzay
egrilerini ele alacagiz ve aksi soylenmedikge bu egrilerin diizlemsel (dogru, cember vb) olmadigi-

m1 kabul edecegiz. C, Cy, C R? indirgenemez iki rasyonel uzay egrisi olsun :

a; iR = C; CR, ay(t) = (2;(1), y(1), (1)), (3.4)

13



gt q; (t) q;(t)

Ty = VYj = ) -
Top) g’ ple)

qf,p? € RJt], ebob(q;??p;?) =1, 1<k<3, j=12

oy egrilerinin x;, y;, ; bilesenleri reel katsayili ve ¢ nin rasyonel fonksiyonlar1 oldugundan ¢ nin
sonlu sayidaki degerleri disinda her yerde tanimlidir. Ayrica bu egrilerin sonlu sayida ¢ degeri
diginda birebir oldugu kabul edilecektir. f(C) = Cs ise C ve Cy egrilerine bir f benzerligi ile
baglhidir denir [22].

Lemma 2 Bir dogrudan farkli olan rasyonel uzay egrisi 6teleme, glide reflection veya twist

altinda invariant olamaz.

Dolayisiyla yansimalar, donmeler ve bunlarin kombinasyonlari, bir dogrudan farkli olan bir
rasyonel uzay egrisini invariant birakan yegane izometrilerdir.
Asagidaki Lemma asikar olmayan bir f benzerligi i¢in benzerligin merkezinin egri iizerinde

bulundugunu ifede etmektedir [22].

olsun. Bu durumda f nin merkezi ¢, C' egrisinin bir noktasidir [22].

Ispat  f izometri olmadigindan, |\| # 1 dir. Eger |A\|> 1 ise

F(x) =AQz + b

fonksiyonunun tersi

) =21 e — AT
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dir. Burada, f~! fonksiyonu |A\™!|< 1 esitsizligini saglayan A~! oranl bir benzerliktir, ayrica
=1 de, C egrisini invariant birakar.

Bundan dolay1 |A|< 1 kabul edildiginde, benzer sekilde C' egrisi invariant kalir.

x € Colsun. f(C) = C oldugundan tiim y&riingelerin kiimesi {z, f(x), f*(z), ...} C nin bir

alt kiimesidir.

f(z) =AQx + (1 — N)e

oldugundan

fx) =f(f(2))
=f(AQz + (1 — A)c)
=AQ(AQx + (1 — N)e) + (1 — Me
=\2Q*r + AQ(1 — N)c+ (1 — N)e
=NQ%x + f((1— X))

elde edilir. Benzer sekilde

@) =f(f(@) = FR°Q% + F((1 - Ne) = AQVQ% + (1~ N)e)) + (1 - N)e
“NQ%z + AQF((1 = N)e) + (1 = A)e
“NQ*z + F((1 - \)e)

dir. Dolayistyla f*(z)

fH@) =XQ z + £ (1= N)e) (3.5)
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olarak ifade edilir.

f(c) = cve (3.2) esitligi yardimiyla

lim d(e, f*(2) = lim d(F(e), (£ (@)
= lim [A|d(c, f*~(x))

= lim |\Pd(e, ()

- ]}Lrgo\)dkd(c, )

elde edilir. |\| < 1 oldugundan bu limitin sonucu sifirdir ve f*(x), ¢ ye yaklasir. C' C R? kapali

oldugu i¢in, bu limit C' egrisinin bir noktas1 olmalidir.

Ek olarak, ¢ noktas1 C' egrisinin noktalarinin bir dizisinin limiti oldugundan bir izole nokta

degildir [22].

Lemma 4 [ izometri olmayan bir benzerlik olsun. O zaman her pozitif n tamsayisi i¢in f"

izometri degildir [22].
Ispat (3.13) esitliginden f™, \" oranh bir benzerliktir. |A|# 1 oldugundan |\"|# 1 dir [22].

Lemma5 x,y farkli vektorler olmak iizere d (f(x), f(y)) = d(x,y) olacak sekilde bir benzerlik

f olsun. Bu durumda f bir izometridir [4].

Ispat d(x,y) = d(f(x), f(y)) # 0 oldugundan (2.1) esitliginden |\|= 1 dir. O halde f bir

izometridir [4].
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birakan bir benzerlik olsun. O zaman f bir izometridir [22].

Ispat  f nin izometri olmadigini varsayalim. Teorem 1 den, benzerlik f(z) = A\Qz + (1 — \)c
formunda bir dilative donmedir, |A|# 1 ve @, ¢ yi iceren ¢ dogrusu etrafinda dsnmedir.

I1, ¢ ye dik olan ¢ noktasindan gegen diizlem olsun. f, ¢ den gegen dogrulari birbirine doniistiir-
diigiinden, genellikten birsey kaybetmeksizin C' nin bu tiir bilegsenlere sahip olmadigini kabul
edebiliriz.

I1k olarak C' egrisinin reel yada kompleks dogru olmayan bir veya daha fazla diizlemsel indirgene-
meyen bilesenlere sahip oldugu durumu ele alalim. Bir benzerlik, diizlemleri diizlemlere doniistiir-
diigiinden bu bilesenlerden biri olan ¢ C C, n > 1 tamsayst i¢in f*(C") = C" esitligini
saglar. C’ bir dogru olmadigindan, C’ bir I’ diizlemini gerer ve f, f'(C") = C’ olacak sekilde
"= f"|yy bir diizlem benzerligine kisitlamasidir, dolayisiyla f’ bir izometridir [4]. Bu yiizden

f™ Lemma 5 den izometridir ve f Lemma 4 den izometridir.

Geriye C egrisinin dogrular disinda, diizlemsel indirgenemeyen bilesenlere de sahip olmadig1
durumu gostermek kalir. f nin bir izometri olmadigini ve C' egrisinin ¢ ye paralel olan bir L
dogrusunu icermedigini kabul edelim. Eger icerseydi C' egrisinin herbiri ¢ ye farkli uzaklikta
olan sonsuz ¢okluktaki f"(L), n € N paralel dogrusunu da icerirdi.

Bu yiizden p : C' — II ortogonal izdiisiimiiniin C* goriintiisii bir diizlemsel egridir. C' nin
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diizlemsel bilesenlere de sahip olmadigindan, C'- nin herhangi bir dogrusu yoktur. Ayrica

yazilabilir. Dolayisiyla
f(cty=c+

dir.
f|n kisitlamast C+i invariant birakan bir diizlem benzerligidir. O halde f/|; bir izometridir ve

f Lemma 5 den izometridir [22].

C' cebirsel uzay egrisini invariant birakan bir f izometrisine C' egrisinin bir simetrisi ad1
verilir. f bir simetriye sahip ise C' egrisine simetrik denir. Benzer sekilde f(C;) = C olacak

sekilde bir f benzerligi varsa C'; ve () egrilerine benzerdir denir [3] ve [4].

Sonu¢ 7 () ve C, bir dogru veya ¢cember olmayan indirgenemez benzer cebirsel iki uzay
egrisi olsun. Bu durumda f(C}) = C; olacak sekilde sonlu sayida f benzerligi vardir. Ayrica,

boyle bir f benzerligi tektir gerek ve yeter sart C; ve Cs simetrik degildir [22].

ispat
fi(C) = Co
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f2(Ch) = Co

olacak sekilde f, vef, gibi farkli iki benzerligin oldugunu varsayalim. O zaman f; o f; ', Cy

egrisini kendisine doniistiiren benzerliktir. Yani

(fro fy)(Ca) = fi(fy 1(C))
= f1(Ch)
e

dir. Teorem 6 dan f; o f, !, bir izometridir ve bu yiizden C, egrisinin simetrisidir. Bir dogru

veya cemberden farkli bir uzay egrisinin simetrilerinin sayisi sonludur [3].

Eger O, egrisi simetrik degilse f1 o f, ', 6zdeslik doniisiimiidiir ve f; = f, olur. Aksine, O}

egrisi bir f simetrisine sahip ise, o zaman f; o f, C; den C5 ye diger bir benzerliktir [22].

Onerme8 i = 1,2icin f;(C}) = C, olacak sekilde f;(x) benzerliklerine sahip olan concurent
( veya paralel ) dogrularin bilesimi olmayan iki cebirsel uzay egrisi C; ve C5 olsun. O zaman

Ispat
fi(z) = M@z + by

ve

fa(x) = XaQox + by
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olsun. Buradan

fol (@) = 271Q5 (@ — b)

dir. Dolayisiyla f, ! ile f; in bileskesi alindiginda

(fs'o fi)(@) = f ' (fi(x))
= f3 {(MQiz + by)
= X' Q5 (@i +b1) — X' Q5 by
= A MQy Qi+ A51Q5 b — A1 Q5 Dy
=2 (R Q1)z + A31Qy (b — b2)

bulunur. Dolayisiyla asagidaki esitlikler

A= 2L
Ao

Q=QlQ: ., b=i@§<bl—bz>

elde edilir.

A # 0 € R oldugundan bir benzerliktir. Ayrica

Q=0Qy'
= det(Q) = det(Q5 Q1)
= det(QT)det(Q1)
=1
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QTQ = (@) (Q2'Qn)
= Q1) Q'
= Q1 ()" Q2
= Q1 Q20501
— I

dir.
Yani () 6zel ortagonal matristir.
fy ' o fi, Cy egrisini invariant biraktig1 icin, Teorem 6 dan f, ! o f; bir izometridir, dolayistyla

31| = 1 oldugundan | A; |=| As | dir [22].

Tanim 3.1

_at+b

‘R— R t
© , o(t) p——

, A=ad—bc#0 (3.6)

doniistimiine M6bius doniisiim denir [20].
Teorem9 C;,C; C R?, oy, ay : R — R3 parametrik ifadeleri ile verilen iki rasyonel uzay

egrisi olsun. C4, Cy egrileri bir f benzerligi ile baglantili ise, asagidaki diyagram degismeli

olacak sekilde bir tek (o Mobius doniisiimii vardir [15].

o~ (3.7)
A A

ag | | a2
| |

R— ; >R
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Yani;
foar=az00p

dir.

Sonu¢ 10 (3.4) esitliginde tamimh «;, 7 = 1,2 parametrizasyonlu egriler (3.7) diyagramini

saglasin. Bu durumda
[ A llaa @ = li(az 0 @) ()] =0 (3.8)

dir [22].

Ispat aj,j = 1,2 parametrik egriler (3.7) diyagramim sagladigindan
flaa(t)) = aa(p(t)) = (a2 0 9)(1) , t € R
dir.

flz) =AQx+b

oldugundan

flaa(t)) = AQau(t) +b = (az 0 @)(t)

dir. Son esitligin her iki tarafinin ¢ ye gore tiirev alinirsa

/

AQ(ai (1) = (az 0 9) (1)
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ifadesi elde edilir. Buradan her iki tarafin normu alinirsa

IAQa; ()] = [I(az 0 @) ()]

\(

[ A 1Qay ()] = [I(az 0 @) ()

olur. ||QX|| = || X|| oldugundan

[ AL lloa (@) = Iz 0 ) (@)

Ve

[ A ()] = ll(az 0 9) (8)] =0

elde edilir [22].

3.2. Diferensiyel Degismezler

Bu boliimde

! " ’ 1" 1"

la x a || <a><a,a>

H:K;Oé:— T:Ta:—
le/[*

/ " (3'9)
[l > a2
egrilik ve torsiyonlu v parametrik egrisine, bir benzerlik ve Mobius doniisiimiiniin etkisi incelene-
cektir.

x > 0 dir. Fakat 7 pozitif, negatif veya sifir olabilir. Ayrica, T ve k2, o rasyonel doniisiimii i¢in

rasyonel fonskiyonlar olmasina ragmen, x egriligi genellikle rasyonel degildir.
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Lemma 11 (3.4) deki « parametrizasyonu ve f(z) = AQx + b benzerligi igin

‘)\ ‘ Kfoa = Ra )\Tfoa:Ta

dir [22].

Ispat Her M ¢ R? tersinir matrisi ve u,v € R? vektorleri igin dogrudan bir hesaplama ile

(Mu) x (Mv) = det(M)(M")(u x v)

0zdesligi saglanir.

n =1,2,3icin (f o a)™ = AQa™ oldugundan

[AQa x AQa”|

e = TTQA P

dir.

Norm fonksiyonunun 6zelliginden

ey~ AP 1Q0 x Qo)
PP

bulunur ve (3.10) esitliginden

o detQ@ (@ x o)
Jea A [Qa|?

24
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elde edilir. detQ = 1 ve (Q~1)T = @ oldugundan

o 10 x )
AT TP
_lla’ x )]
TP
1’ x ")
RARRCEE

ve (3.10) esitliginden

1
Kfoa = 7+ Ra
SaNDY

elde edilir.

f o« egrisiigin

(AQa’) x (AQa"), (AQa"))
AQa") x (AQa")[|?

Tfoa =

dir. Vektorel carpim ve i¢ ¢arpimin 6zelliklerinden

L (¥((Qa) x (@a"). M@a"))
oo IX2((Qa’) x (Qa")) |72
C((Qa) x (Qa), (Qa™))
T N@Qa) x (QaE
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(3.10) esitliginden ve () 6zel ortagonal matris oldugundan

__ {detQ@ ) x o), (Qa"))
Teo = M detQ(Q)T (o x o) |2
(@ xa"),(Qa"))
AQ(a’ x a”)[J?
_(Q(a" x a"),(Qa"))
M@ x )
_ <(0/ X oz”), (0/”)>
1A|r<a/ x|

= —T,

A

dir [15].

Lemmal12 o:] CR — C C R3 rasyonel paremetrizasyonlu bir egri ve ¢ € C*(I,R) ise

Hao¢>:/fozo¢ ) Tao¢>:7—ao¢

dir [22].

Asagidaki Lemma, benzer egrilerin egrilik ve torsiyonlari ile baglantilidir.

Lemma 13 Farz edelim ki o; ve ap; A oranli bir f benzerlidi i¢in f(Cy) = C, ile ifade edilen

C ve Cs egrileri ile tanimlansin. O zaman

1
Ras © @ = Ragop = Kfoay = m/{al (311)
1
Tag © P = Tagop = Tfoa; = X'Tal (312)

esitlikleri saglanacak sekilde bir ¢ Mobius doniisiimii vardir [22].

Ispat Teorem 9 yardimiyla, f o oy = as o ¢ olacak sekilde bir ¢ M6bius doniisiimii vardir

[22].
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3.3. Helis Egrileri

(3.4) esitligi ile tammmli ¢ = 1, 2 i¢in diizlemsel olmayan «; parametrik egrilerini ele alalim. 7,,

stfirdan farkli oldugundan egrilikleri oran1

Ra; .
Wi = ) 1= 1a 2
To;

(3

biciminde alabiliriz.
Bu oran invariant oldugunda oranti sabiti olarak adlandirilir. Bu tip diizlemsel olmayan egrilere

helis egrileri ad1 verilir [18],[19].
Lemma 14 Her « rasyonel helis egrisinin ;o # 0 orant1 sabitine sahiptir [22].

Ispat Varsayalim ki 1o = 0 olsun. Eger o' = 0 veya a” = 0 ise a egrisi bir nokta veya bir

dogru belirtir.

o xa"ll _,
KR=— =
lo[?

oldugundan

elde edilir ki buradan, o’ ve o lineer bagimli oldugu sonucuna ulagilir. Yani

1 !

a =rva (3.13)

olacak sekilde sifirdan farkli bir v fonksiyonu vardir. o = (z,y, 2) secilir ve (3.13) esitliginde

yerine yazilirsa
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elde edilir. Yukaridaki esitliklerde integral alinir ve iistel forma gecilirse

o (t) = ag exp(/ v(t)dt)

bulunur. Burada « bir sabit vektordiir.

Dolayisiyla « bir dogrudur ve « egrisinin helis olmasiyla celisir. Sonug olarak o # 0 olur [22].

Onerme 15 o ve ay , A oranli bir f benzerlii i¢in f(C}) = C, esitligini saglasin. C; ve Cs
helis egrilerinin sirasiyla 11 ve po oranti sabitlerine sahip oldugunu varsayalim. Bu durumda

po = sgn(\).uy dir [22].

ispat

dir.

Bilegke fonksiyonun tanimindan

Kay © @

Tay © P

Mo =

seklinde yazilir. Dolayisiyla (3.11) esitliginden

=
=

al

Mo =

1

= sgn()\)E
Tay

»IH|
3

= sgn(A)m

elde edilir [22].
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Bu Onerme helis egrilerinin benzerligi icin gerek sarti saglar. Asagidaki ornek bu onermenin

tersinin genelde saglamadigini géstermektedir.

Ornek 1 Asagidaki parametrizasyon ile verilen 11, ve j, orant1 sabitlerine sahip C; ve C,

helis egrilerini ele alalim:

3 3 1.4 3 1 1
ay(t) :(—t5 + ot Pt St —t3),

1 T8 A 50 20 T3
3. 3 6 8 4
as(t) :(5#” S B o §t3).

C ve (5 benzer olmayan iki helis egrisidir. a; egrisinin egrilikleri

64
Ray =
25t2(t(5t +2) 4 1)2

\%&

48
25t2(t(5t 4+ 2) + 1)?

Tay =

olmak tizere

Koy 4

Tay 3
dir. Ayrica aw egrisinin egrilikleri

48
Koo =
* 0 2582(t(5t + 2) 4 2)?

\%&

B 36
25t2(t(5t + 2) + 2)?

Tag =

29



oldugundan dolay1

4

3

Koo

Tao

elde edilir. Dolayisiyla j1; = po = —% dir [22].

uuuuu

Sekil 3.1. Ayn1 orant1 sabitine sahip benzer olmayan helis egrileri

Varsayim 16 ;5 = sgn(\)u; oranti sabitlerine sahip herhangi iki rasyonel kiibik helisel uzay

egrileri benzerdir [22].
Sifirdan farkli oranti sabitlerine sahip helisel rasyonel egriler vardir. Bu tiir rasyonel uzay

egrilerinin ornekleri i¢in [18] ve [19] makalelerine bakiniz.
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4. RASYONEL UZAY EGRILERININ BENZERLIKLERININ BULUNMASI VE
BELIRLENMESI

Cy ve Cy , (3.4) esitliginde verilen oy ve s parametrizasyonuna sahip iki egri olsun. Bu
boliimde oncelikle Ay orani ile verilen bir f benzerligi i¢in f(C;) = Cs olup olmadigini ifade
eden bir kriter sunulacaktir. Sonra, muhtemel )y oranini belirlemek i¢in helis ve helis olmayan

egriler icin ayirma metotlar1 sunulacaktir.

4.1. Benzerliklerin Belirlenmesi Icin Bir Kriter

i = 1,2 i¢in 2, ve 7,, rasyonel fonksiyon oldugundan

2 () = = = 1.9 4.1
HO@() B ) ) Tv,(t) Dl<t)7 7 Y ( )

biciminde yazilabilir.
A;, By, C; ve D; birer polinom fonksiyonudur ve (A;, B;) , (C;, D;) i = 1,2 aralarinda asaldir.

ko, (1) — Nk2 (s) =0

63}

ifadesinde (4.1) yerine yazilir ve paydalar esitlenirse

Ai(t) 9 As(s)

Bl(t) BQ(S) - 0

veE
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elde edilir. Yukaridaki esitlikte A;(t)Bs(s) — A2 Ay(s) By (t) ifadesi K (t, s) ile gosterilecektir.

Yani
K)\(t, S) = A1 (t)Bg(S) — )\2A2<S)Bl (t) (42)

dir. Benzer sekilde 7., (t) — A7y, (s) = 0 esitliginde

o

Dl(t) DQ(S) - 0

yazilir ve paydalar esitlenirse

elde edilir. Yukaridaki esitlikte C' (t) Da(s) — ACs(s) Dy (t) ifadesi Th\(t, s) ile gosterilecektir.

Yani

T)&t, S) = Ol (t)Dg(S) - /\OQ(S)Dl (t) (43)

dir. (4.2) esitligi i¢in K_, = K, dir. Bir A sabiti icin, K, ve T}, en biiyiik ortak bolenini G ve

s-resultantin1 R), ile gosterilsin. O halde

G,\ = 6b0b(K)\, T)\) s R)\ = RGSS(K)\,T)\) (44)

dir.
(3.6) denklemindeki herhangi bir ¢ Mobius doniisiimii, s — ¢(t) = 0 esitliginde paydalarin

esitlenmesi ile elde edilen
F(t,s) = (ct+d)s—(at+b) , ad—bc#0 4.5)
fonksiyonu Mobius benzeri polinoma karsilik gelir. ad — bc # 0 oldugu i¢in F’ indirgenemezdir

[22].

Asagidaki teorem, C ve (5 egrilerinin benzerligi icin bir kriter sunar.
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Teorem 17 (3.4) denklemindeki a; ve s egrilerinin f(Cy) = Cy olacak sekilde bir f(z) =
Ao®Qz +b benzerligi vardir gerek ve yeter sart GG, 1 bolen (4.5) esitligindeki gibi bir F' polinomu
vardir ve bu polinom A = g ile (3.8) esitligini saglayan ¢ Mdbius doniisiimiine karsilik gelir

[22].

Ispat Eger f(z) = \oQx + b benzerligi i¢in f(C}) = C ise, Teorem 9 dan f o a; = az 0 ¢
olacak sekilde o Mobius doniisiimii vardir. F', ¢ karsilik gelen Mobiiis benzeri polinom olsun.

K, (t,s) = 0ve Ty,(t,s) = 0 esitliklerini saglayan (¢, s) noktalar1

Rau (t) =[ Ao | Fa(s)

T (t) = )‘07-042 (S)

esitliklerini saglayan noktalardir.
F indirgenemez oldugundan, Bezout teoreminden F, K, ve T}, 1 boler ve boylece G, 1da boler.

Ustelik @ ortogonal oldugundan

I(az 0 @)l = I(f 0 a1) [l = [MeQar ]| = Aol |

dir.
¢ , F ye kargilik gelen bir doniisiim ve ty € I C R, C in regiiler bir noktasi olsun. ¢ = #(s)

diferansiyellenebilir inversine sahip yay uzunlugu fonksiyonunu

t
5= s(t) = / o @B)llde,  tel
to
ele alalim.
522 = )\51042

icin (3.8) esitliginden

day dt dt d

d 1 .d ~
(@00l = I gl = 1= prliglaz o @) T = I (@0 0o )]

=
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dir.
Boylece hem «; o t hemde a5 o ¢ o t yay uzunlugu ile parametrelendirilmig olur.

F, G, "1 boldigiinden, F nin her (¢, ¢(t)) sifir1 tistelik K, ve T, m bir sifirdir ve bu da
Koy = |Ao|Kay © ¢

ve
Tay = A0Tay O P

oldugunu gosterir. O halde

Kajot = Kay Ot = |Ag|Kay, 00Ot

Tatot = Tay Ot = ATap OOt =Tz, 0 0 O = Ta,0p0t

elde edilir [17].
Teorem 2.3 deki uzay egrilerinin temel teoremi [17], s(I) iizerinde fo a0t = dpopot olacak

sekilde

f(z) = Qz +0, det(Q) = 1

izometrisinin var oldugunu soyler. f(z) = Ao f(z) benzerliginden

flaa(t)) = Xof(au(t))
= Xoa((1))

dir.

ag = Ay v, oldugundan
flaa(t)) = az(p(1))
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yazilir. Bu nedenle, f(C}) ve C5 indirgenemez cebirsel egrileri, sonsuz ¢oklukta ortak noktaya
sahiptir. Buda f(C}) = C5 oldugunu gosterir.

Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur [22].

Ao icin bazi tentative degerler biliniyorsa, egrilerin benzerligi olan G, 1n benzer ¢arpanlara

sahip oldugu bu kriter yardimiyla tespit edilir.

Teorem 17 yardimiyla Mobiiis doniisiimii (3.8) esitligini sagladigindan bdyle bir ¢arpanin varligi

(' ve Cs nin benzer olmasiyla denktir [22].

4.2. Helis Olmayan Egriler Icin Benzerlik Oranimn Bulunmasi

Farz edelimki «, ap helis olmayan egriler olsun. Asagidaki 6nerme, R, resultantinin dzdes

olarak sifir oldugu durumda sadece sonlu sayida sifirdan farkli A nin varligini ifade eder.

Onerme 18 R, resultant1 6zdes olarak sifirdir gerek ve yeter sart Oy, Cy |111] = |p12| saglayan

(41, [4o oranti sabitlerine sahip helisel egrilerdir [22].

Ispat C, ve C; helis oldugunu kabul edelim. Orant sabitleri ayn1 mutlak degere sahip oldugun-

dan p1 = |p1| = |po| dir. Lemma 14 den i # 0 oldugu i¢in
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\

oldugundan

A(t) D?
Bi(t) CF(t)  DBa(s) Ci(s)

elde edilir. Buradan
Ay (t)Ba(5)C3(s) Di(t) = As(s) Ba(t)CF () D3 (s)

dir.

N
no
—~
V2)
S—
Sy
fr
—~
~
N—
Q
[\V]
—~
~
S—
-
[N}
—~
V2)
N—

elde edilir. O halde

Kx(t,5) = p* (CE()D3(s) — N*C3(s) Di(1))
= 1*T)\(t, 5)T_(t, s)

bulunur.
Bu yiizden K, T, veya T, ile asikar olmayan ortak carpana sahiptir ve bu ortak carpan s ye

bagldir. K, = K_) oldugundan R, 6zdes olarak sifir oldugu goriilebilir.
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Ry = Oise, K ve T’ nin asikar olmayan en biiyiik ortak bolen GG, vardir. Farz edelimki T}, A ya
bagli olmayan bir S ¢arpanina sahip olsun. Bdylece S, hem T y1hem de Tj(t, s) = C;(t)Ds(s)
i boler ve dolayisiyla Cy(s)D;(t) yi de boler. Bu da C, Dy ve Cy, Dy nin aralarinda asal
olmasiyla celisir.

Yani K, nin sabit olmayan carpanin A ya baghdir. G nin 7} ile sabit orantili olarak A nin bir
lineer polinomu oldugu goriilebilir. Gy ve GG_) nin her ikiside A ya gore bir kuadrik polinom

olan, K, = K _) y1 boldiiglinden, sifirdan farkli v sabiti i¢in
Ky =vI\T_\ = v(C{(t)D3(s) — N*C5(s)Di(t))
bu iki esitlikte katsayilar1 kargilastirirsak,
Ai(t)By(s) = vCAODY(s) ,  As(s)Bi(t) = vC(s) DA)

elde edilir.

Yukaridaki iki esitlikten

“(211 (t) A (t)Ba(s) C%(t)D
k2, (s)  Bi(t)Ax(s) D

veya denk olarak

Ry (1) _ K, (s)

[e %1 _ Moo
T2 (t)  72,(s)
sabit olmalidir [22].

Res, (K A 1 ,\) resultantinin contenti (igerik) A*(\) olsun, A* katsayilar1 A ya bagl ¢ nin bir
polinomudur ve Res (K, T)) nin katsayilarinin en bilyiik ortak bolenini ifade eder. lcs(K,) ve
les(Th), sirastyla K, ve T nin s ye gore bas katsayilarini gosterir.

les(Ky), les(Ty) 6zdes olarak sifir olmadigi ve ayni zamanda A = Ao da R, Ress(K )y, Th) ozel
durumunun bir sonucudur [21]. A(X), A*()\) ile ¢ ye gore ebob(ic, (K ), lcs(Ty)) contentinin
carpimi ve Sy, A nin sifirdan farkli reel kokleridir [22].
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Onerme 19 o, ve ay , f(z) = \oQx + b benzerligi icin f(C,) = C, esitligini saglayan helis

olmayan C ve (5 egrilerini gostersin. O zaman \g € Sy [22].

Ispat Lemma 13’ den K, (t, o(t)) = Th, (t, o(t)) = 0 olacak sekilde bir ¢ Mobius doniisiimii
vardir ve bu yiizden G (¢, ¢(t)) = 0 dzdesligi saglanir. Dolayisiyla, ¢ ye karsilik gelen F
MGobius benzeri polinomu G, boler. R[t] polinom halkasi bir integral tanim bolgesi oldugundan,
G, iki degiskenli polinomu R, resultant1 6zdes olarak sifir oldugu durumda (yani A(X\g) = 0
i¢in) kesinlikle sabit degildir. Onerme 19 ), 1n tentative degerlerini saglar, Teorem 17 kullanarak
bu tentative degerler test edilmelidir. )y 1n baz1 degerleri i¢in saglanir, Teorem 17 kullanilarak

bu tentative deger test edilmelidir [22].

Ornek 2 () egrisi

t 12 3 )
1t 41+ 1

ai(t) = (

parametrizasyonu ile verilen bir crunode (diigiim) egrisi olsun.

¢(t) =t + 1 parametre degisimi ve

2310 0
fl@)=XQz+b, A=2, Q@=|230| , b= |0 (4.6)
001 2

benzerlik doniisiimiinii ele alalim. Bu durumda as = f o oy o ¢ parametrik ifadesi ile verilen

_ (2@ DME+T) 20+ DB 1) 20t +1)°
x®) = (57115 G Tt

Cy = f(C) bir diger crunode egrisi olarak tanimlanabilir.

(' ve (% egrilerinin grafikleri Sekil 4.1° de gosterilmistir. C; ve C egrileri sirasiyla
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2 (t4 + 1) VB 016 + 1417 + 922 + 1
(12 4 4810 + 3¢5 — 816 + 3¢t + 442 + 1)%/2

a1 T

3(t%—1)
Tay =
o8 06 144 4982 + 1

\

\/34+t(2+t) (68+1(24t) (47T+t(24+1) (13+£(241))))

. (2+t(2+t) (2+t(2+1)))°

Ras = 300 1) (1212 ) 2 (216) (10142 +) (6162 +0)))
2Ft(211) (211(2+1)))*

St(t+ 2)(H(t+2) + 2)(H(t + 2)(t(t +2) +2) + 2)
2t(t + 2)(t(t + 2)(t(t + 2)(t(t + 2) + 13) + 47) + 68) + 34)

Ta2 =

a2

dir. k2 ve k2_ nin pay ve paydasi 36 mnc1 derece olan rasyonel fonksiyonlardir. Ayrica 7,, ve

Tap, NIN pay ve paydasinin derecesi 8 dir.

(4.2) ve (4.3) esitliklerinden

Ky = [4<s(s +2)(s(s+2) + 2)(s(s + 2)(s(s + 2) + 2)(s(s + 2)(s(s + 2) + 6) + 10)+
12) + 8)7 (¢4 +1)7 (¢* + 910 + 14¢* + 962 + 1) — 4(s(s + 2)(s(s +2) +2) +2)7
(34 4 5(2 + 5)(68 + 5(2 + 5)(47 + s(2 + 8)(13 + 5(2 + 5))))) (1 + 4¢> + 3t*—

8t6+3t8+4t10+t12)3}
ve

T\ = [6(5(5 +2)(s(s + 2)(s(s + 2)(s(s + 2) + 13) + 47) + 68) + 34) (£ — 1)—

65(s +2)(s(s+2) +2)(s(s +2)(s(s +2) +2) +2)(t5 + 9t° + 14¢t* + 9¢* + 1)

biciminde bulunur. O halde K, (¢, s) in ikili derecesi (36, 36) ve T)(t, s) in ikili derecesi (8,
8) dir. Ry = Res,(K,T\) hesapladiktan sonra, A(\) = A*(\) = A\? — 4 sonucuna ulagilir.
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Dolayisiyla Sy = (—2,2), A 1igin tentative degerlerini igerir.

Ao = 2 i¢in Gy(t,s) = (s +t+ 1)(s — ¢+ 1) dir. Buradan (3.8) denklemini sagalayan
©1(t) = —t — 1 ve @o(t) =t — 1 M6bius doniisiimleri elde edilir.

Ao = —2i¢in G_o = (st +t + 1)(st +t — 1) dir. Buradan (3.8) denklemini saglayan 3(t) =
—(tt—l) . pg(t) = # Mobius doniisiimii bulunur. Boylece C ve C, benzerdir ve birini

digerine doniistiiren dort farkli benzerlik vardir [22].

Sekil 4.1. Crunode egrisi
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4.3. Helis Egrileri icin Benzerlik Oranimin Bulunmasi

Kabul edelimki C; ve C, benzer iki helis egrisi olsun. Onerme 15 den uy = sgn(\)u; ve
Onerme 18 in ispatindan )\ icin ebob(Ky,Ty) = Ty dir. Bu yiizden Ry, = 0 dir. A oranin
bulmak icin, Boliim 4.2 deki metod kullanilamaz. Fakat G = T) oldugunu bildigimiz i¢in,
G 1nin Mobius benzeri ¢arpana sahip oldugu A degerlerini bulmak icin Teorem 17 dogrudan
uygulanabilir. Bunu yapabilmek i¢in, iki de8iskenli bir polinomun Mobius benzeri ¢arpanini
direkt bir sekilde hesaplayarak bu problemi ¢ozen [15] deki metoda uyarlanmalidir. Eger )\

aradifimiz oran ise bu benzerlige karsilik gelen ¢ Mobius doniisiimii GG, ile belirlenir.

Lemma 20 Yac=0yadaty# —% olsun.

Clt"—b ’ ]. "
gO(Zf) = Ct—l—d = 80+50(t—t0) + iso(t—to)Q—F... (47)

Taylor agilimini ele alalim. O zaman
[a, b, c, d} = [2(36)2 — S05g, 25050 + LoS0Sy — 2to(50)2, —Sg, 250 + tosg (4.8)

dir [22].

ispat t = to noktasinda (4.7) tiirevi alinirsa

at + b
s =olt) = ct+d
S =) = a(ct +d) — (a2t+ b)c
(ct +d)
_act + ad — act — bc

B (ct + d)?
~ad—be
(et +d)?
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ve A = ad — be # 0 yerine yazilirsa

A
N (Cto + d)2

dir.

S :Soff(t) _ ( ad — bc )’

(ct + d)?
~ —2c(ad — be)
(et +d)?

bulunur. ¢ = ¢, i¢in

"o —2CA
(et + d)3

dir. Dolayisiyla

) " 2A? ato +b,, +2c/A
2(sq)? — 5059 = (cto + d)* * (cto + d) ((cto + d)3)
_ 2A (A + (aty +b)c)
B (cto + d)*
~ 2A (ad — be + acty + be)
(cto + d)*
2 (ad + acty)
 (etg+d)*
22 (a(cto + d))
T ety + d)
2Aa
(cto +d)?’
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23036 + tososg — 2t0(56)2

ato +b AN ato+ b —92¢/\ A 2
:<c1f0 Id) ((cto + d)2> * 750(@1 —tb) <(ct02—i— d)3> B 2to((cto + d)2>
() () (o

2bA
(Cto + d)3

Ve

” ZCA
Sqg =
0 (Cto + d)g

son olarak

2dA

280 + tQSO = m

elde edilir.

s ye gore G (¢, s) polinomunun lc,(G (¢, s)) bagkatsayisinin ¢ = ¢, degeri sifirdan farkli olacak
sekilde ¢y € @ secelim. L(\), to noktasinda hesaplanan [c,(G\ (¢, s)) olsun. Kapali fonksiyon
teoremini kullanarak G’ nin Mobius benzeri carpanimi belirlemek igin S; ve S kiimeleri

asagidaki gibi tanimlanabilir:

Si={0#£\eR | L(\) =0}
leN

SQ :{O#AGR ’ G)\(to,$>:() , g(to,S):o s SGC}.

S U Sy den herhangi bir A y1 hari¢ tutmaliyiz. S; nin elemanlar1 A ya gore G (to,s) =

G
Js

(to, s) = 0 iki degiskenli polinom sisteminden s degiskenin yok edilmesiyle elde edilebilir.
Ornegin Slyvester Resultant1 bu islem i¢in kullanilabilir.

Varsayalim ki A ¢ S; U Ss olsun. G, A degiskenine baghdir fakat kisalik i¢in G, ve G, min
birinci ve ikinci mertebeden kismi tiirevleri sirasiyla Gy, G, Gy, Gs, G55 biciminde gosterilecek-
tir. Kabul edelimki G bir /' Mobiiis benzeri ¢arpana sahip ve sqg, F'(to,s9) = 0 esitliini
saglayan bir degisken olsun. G(to,s0) = 0 ve G(to,s0) # 0 oldugundan, % (to, sg) # 0
dir ve F(t,s) = 0 denklemi (4.7) denklemindeki gibi sy = ¢(ty) esitligini saglayan ¢, in
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komsulugunda bir s = ¢(t) fonksiyonunu tanimlar.
F, G yi boldigiinden ve G(to, s9) # 0 oldugundan ¢(t) nin G(¢,s) = 0 ile tanimli olmasi
kullanilarak sy ve \ ya gore s, ve s, icin ifadeler bulunur. G(t, ¢(t)) = 0 6zdesliginin ¢ ye gore

birinci ve ikinci tiirevleri alinir. ¢ ile ¢” icin ¢oziiliir ve ¢, degerinde hesaplanirsa:
G(t,s) =0

icin kapali fonksiyonun tiirevi yardimiyla

ds B

==

dp(t)
dt

Gy(t,s) + Gs(t, ) () =0

Gt(tv S) + Gs(tv S) O

Gi(t, s) + Gs(t, s) =0 4.11)

bulunur. ¢ = ¢, i¢in

Gi(to, s0) + G (to, s0)¢ (to) = 0

elde edilir. Son esitlikten

Gy

5= (to) = = - (to, 50) 4.12)

dir. (4.11) in ¢ ye gore tekrar tiirevi alinirsa

ds ds d® ds. 2
Gtt(t, S) + Gts(t, S)% + Gst(t, S)% + Gs(t, S) di2 + Gss(t, S)(%) =0

veE

"

Gult, p(1) + Gus(t, 0(1)@ () + Galt, (1)) (1) + Gilt, (1))
Gaslt, (1)@ ()" = 0

(t)+
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bulunur. Buradan

") = Gult, o(t)) + Gus(t, o(1)¢ (t) + Gult, o(1)¢ (1) + Gualt, (1)) (' (1)
T D)
dir. Bu esitlikte o' (ty) = _g—:(to, So) yerine yazilirsa
1ty — Gt £(0) + Gunlt o) (= ) + Gut 9() (= ) + Gt () (+ 8’
S Gt 2(1))

bulunur. Gerekli iglemler yapildiginda

1"

y GzGtt — 2GGGys + G?Gss
so =¢ (to) = —

G3

(to, 80) (413)

elde edilir. (4.8) denkleminde (4.12) ve (4.13) yerine konulur ve —G3(ty, s0) ile garpilirsa s

gore ¢ nin katsayilari

a(s0,\) = <2G_? A Gtht —2GGGys + G?GSS) ( B Gi’)

G? G}
Cl(So, )\) = — (GzGtt — 2GtGSGt5 + G?GSS)SQ — QGst (414)
ve
G G%Gyy — 2GG,Gs + GG, G?
b(So, )\) = (28055 — toSO Gg t — 2tOG_§> ( — Gg)
b(s0, A) =(G2Gyy — 2G1G Gy + GG )toso + 250G G2 + 2t,G2 G, (4.15)
ve
GGy — 2G1G G + G2G
(50, X) = (TG ) (- 6Y)
c(s0,A) = — (G*Gy — 2G,G,Gys + G2G,,) (4.16)
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Son olarak

_GG;) i ( GGy - 2Gtg§GtS + G%Gss>

d(s0, \) :(GiGtt GGGy + C2CL)ty + QGteg) 4.17)

d(s0,\) = 2(

dir.
F polinomu G yi boler gerek ve yeter sart Res,(F, G) = 0 veya

a(sg, A\)t + b(so, )x))

0=G(t, (1) = G<t’ c(s0, M)t + d(50, \)

(4.18)

ozdesliginin saglanir. Paydanin yok edilmesi katsayilarit P;(sg, A) polinomlart olan bir P(t)
polinomu elde edilir. O zaman F' polinomu G yi boler gerek ve yeter sart P; polinomunlarini
ayni anda sifir yapan s € Rve 0 # A\ € R vardir. Yani (P;); C R]s, \] ideali tarafindan
tiretilen reel variyete tizerinde (sg, A) noktast vardir. Grobner bazini kullanarak bu idealden s
degiskenini yok edilirse (A) C R[)] asli ideali bulunur [22].

Dolayisiyla agsagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 21 Kabul edelimki A oranli bir f benzerligiicin f(C) = Cy vet = g igin les (G (2, s))
# 0 olsun. O zaman \ € Sy U S U .S, dir.

Bu yiizden Ay oranli bir f benzerligi icin f(C}) = Cs dir gerek ve yeter sart

i) Ao € S1U Sy ve G, Mbiiis benzeri carpana sahiptir.

veya

i1) Ao € Sy ve Ao yerine koyduktan sonra P; polinomlari bir ortak s, reel kokiine sahiptir.

Bu iki duruma da karsilik gelen M6bius doniisiimiinii (3.8) denklemini saglar [22].
Ornek 3

1 2 2
Oék(t)z(—gt?urk?t, §t3+kt2, §t3—kt2> , keR
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parametrizasyonu ile tanimli { M}, } ;. egri ailesini ele alalim. Bu egriler —1 < k < 1 parametreleri
icin M_4, My, M, egrileri Sekil 4.2, Sekil 4.3 ve Sekil 4.4 de gosterilmistir.
(4.1) denkleminde £ = —1 i¢in

2v/2 2

/iOq:— = —

(14322 0 ™ (14 382)2

dir. Buradan C; = —2 ve Dy = (1 + 3t?)? dir.

Sekil 4.2. M _; egrisi

k = 0 icin M, bir dogru belirtir.

Sekil 4.3. M, egrisi
k = 1igin

22 2

(14322 7 7 (14 32)2

Ray

dir. Buradan Cy = 2 ve Dy = (1 + 3t*)? dir.

M, dogrusu hari¢ her M, egrisi y1, orant1 sabiti |11,| = /2 saglayan bir kiibik helis egrisidir.
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Sekil 4.4. M egrisi
Dolayisiyla (4.3) denkleminde yerine yazilirsa

T)&t, S) == Cl(t)D2(8> - /\OQ(S)Dl(t)
= (—2)(1 + 3t%)* — 2X\(1 + 3t?)?

= —2—12s% — 18s* — 2\ — 12X¢% — 18)\¢t*

= —2(9At* + 9s* + 6At* + 65" + A + 1)

elde edilir.
My, M egrilerinin benzerligini belirlemek i¢in GG, hesaplanirsa,

Ga(t,s) = At + 95 + 6M% + 65> + A + 1

olarak elde edilir. ¢, = 1 icin,
Gi(to, s) = 9s* + 65> + 16\ + 1
dir. Burada L(\) = 9 bagkatsayi sabitidir. O zaman S; = & olur. Dolay1siyla

oG
“A (t, s) = 365> + 125 =0

0s
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icinyas =0yadas = —% olur. Buradan \ = —1—16 veya A = 0 dir. A = 0 saglanmadigindan

A= —% alinir. Sy = {—% oldugundan dolay1
, —4\ v —2X(4555 + 3058 + T2M\s3 + 5s? + 8))
S0 = 2 v S0 = 3022 3
so(3s5+ 1) sp(3sg+ 1)

elde edilir. Ortak bir carpanla ¢arpildiktan sonra

a(sg, A) = — s0(45s5 + 3055 + 120As] + 5sp + 24)),

b(s0, \) =350(2755 + 1855 + 40As3 + 352 + 8)), (4.19)
(80, \) = — (4555 + 3055 4 72\s3 + 552 + 8)),

d(s0, \) =(81s5 4 5dsy + T2As2 + 9s3 + 8))

bulunur. (4.19) denlemini (4.18) denkleminin yerine konur ve paydalar esitlenirse, katsayilar
P;(s9,\) polinomlari olan P(t) polinomunu elde edilir. (F;); idealinden s, degiskeni yok
edilirse A(\) = A3(\ + 1) ve Sy = {—1} liretecini elde edilir. O halde

G_1(t,8) = 3(s — t)(s +1)(3s% + 32 + 2)

dir. ¢1(t) = t ve po(t) = —t Mobitis dontisiimleri, (3.8) denklemini saglar. Dolayisiyla
Onerme 8 den A = —1= € S, denemeye gerek yoktur. C; ve C, yukaridaki iki benzerlik altinda
benzerdir [22].

4.4. Benzerliklerin Bulunmasi

f(z) = XAQx + b benzerligi i¢in f(Cy) = Cy esitliginin sagladigim varsayalim. O zaman
iligkili ¢ Mobiiis doniigiimil ve Ay oran1 bilindiginden amacimiz () ve b yi bulmaktir. Teorem 9

dan

AoQai(t) +b = as(p(t)) (4.20)
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yazabiliriz. () yu belirledikten sonra, ¢ = 0 da (4.20) denklemindeki degeri hesaplanarak b
bulunur. Genellikten birsey kaybetmeksizin, a1 () nin ¢ = 0 da iyi tamiml1 oldugu ve o (0), o} (0)
1 sifirdan farkli ve paralel olmadigini kabul edelim. Bu x,, (0) egriliginin iyi tanimli ve sifirdan
farkli olmasina denktir, bu da ¢t — ¢ + h tipindeki yeni bir parametrizasyonla her zaman
basarilabilir.

@ yu belirlemek i¢in, ¢ Mobius doniisiimii d katsayisinin d # 0 veya d = 0 olma durumlarinin
ayr1 ayr1 ele alinmasi gerekmektedir. Eger d = 0 ise, o zaman /A = —bc # 0 ve ¢ # 0 anlamina

gelir. O halde (4.20) denklemi

a -~ . b ~ a

MoQai(t) +b = as(p(t)) = CYQ(% +b) , a= o b= -
elde edilir.

~ 1

Oéz(t) = Oég(g)
alinirsa

NoQa(t) +b = as(at +b) (4.21)
bulunur.

t = 0 noktasinda (4.21) esitligi hesaplanirsa

dir.

(4.21) denkleminin birinci ve ikinci tiirevi alinir, ¢ = 0 noktasinda hesaplanirsa

;) ~

AoQa (0) = ay(b)a
AoQa; (0) = &y (b)a? (4.23)

50



bulunur.

(4.23) denklemindeki vektorlerin vektorel carpimi yapilir ve (3.10) kullanirsa

~ "o

A2Q(a;(0) x a;(0)) = @y (b) x dy (b)a® (4.24)

dir.
(4.23) ve (4.24) esitliklerinden

B = [Xa1(0) , Xy (0) , Ajey(0) x a;(0)] (4.25)
olsun. Buradan

QB = Clay(b)a , ay(b)a* , ay(b) x a,(b)a’] (4.26)

ve Q = CB~! dir.

Simdi d # 0 durumunu ele alalim. (4.20) denkleminin birinci ve ikinci tiirevini alinirsa

’ ’ ’ , rat —+ b A
A t) = t t) = 4.27
0Qai(0) = e ()¢ () = (g ) i g (4.27)
ve
" " / 2 / "
MQay (1) = ay (0(1)) (¢ ()" + as(p(t))¢ (1) (4.28)
_a/,<at+b> A? B a,<at—|—b> c/\
2 \et +d/ (ct +d)* 2Net +d/ (ct + d)3
elde edilir.
Burada A = ad — bc dir. t = 0 noktasinda (4.27) ve (4.28) hesaplanirsa
I ! b A
AQa(0) = oy <8> = (4.29)

51



\

AQa (0) = as (g) ?—42 ~ 2d, (g) Z—f (4.30)

bulunur.

M = @ ortogonal matrisi ile (3.10) denklemini ve vektorel carpimi kullanilarak
!/ 1" AS ’ b 1" b
A%Q(al(o) X a1(0)> - (ﬁ) (%(3) % a (Zz>> 431)

dir.
\o Ve @ bilindiginden () matrisi (4.29) ve (4.31) denklemleri ile verilen o, (0),a; (0) ve a;(0) x
a; (0) hesaplanabilir [22].

Ornek 4 Ornek 2 den C ve C, crunode egrileri igin Ay = 2 ve ((t) = t — 1 karsilik gelen
benzerligi bulalim. O zaman ¢ nin katsayilart a = 1,b = —1,¢ = 0,d = 1 dir ve dolayisiyla

A = 1 bulunur. (4.29) ve (4.30) esitliklerinden

6 16 3 4

200 = 50 £ 30

_ — 8 12 — -1 _ 4 3
B=1040| , C=|-220| ,Q@=CB"=|-230
008 0 08 0 01

dir.
(4.20) esitliginde ¢ = 0 yerine yazilirsa

b= 15(—1) — 2Qx1(0) = [0,0,2]"

elde edilir [22].
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