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ONSOZ

Bu yiiksek lisans tez calismamda Schrédinger operatoriiniin dogurdugu Marcinkiewicz integ-
ral operatorlerinin Agirlikl L,, uzaylarindaki sinirliligini inceledim ve elde ettigim bilgileri,
sonuglart sizlere sunmaktayim.

Bu yiiksek lisans tezimi hazirlarken gecirdigim bu siirecte benden yardimlarini esirgemeyerek
calismamin aragtirma asamasinda 6nemli bilgi ve katkilariyla, diisiinsel ve teknik yardimlariy-
la destek olan ve giiler yiiziiyle motive edip bu siireci daha verimli, daha 6gretici hale getiren

degerli hocam Sayin Prof. Dr. Ali AKBULUT ’a tesekkiirii bir borg¢ bilirim.
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OZET

YUKSEK LISANS TEZI

SCHRODINGER OPERATORUNUN DOGURDUGU
MARCINKIEWICZ INTEGRAL OPERATORLERININ AGIRLIKLI
Lp UZAYLARINDA SINIRLILIGI

Muhammed Sibgatullah KiP

Kirsehir Ahi Evran Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Damsman: Prof. Dr. Ali AKBULUT

Bu yiiksek lisans tezinde, Schrodinger operatoriiniin dogurdugu Marcinkiewicz integral ope-
ratorlerinin Agirlikli L, uzaylarindaki sinirliligini incelenecektir. Bu tez ¢aligmasi beg boliim-
den olusmaktadir.

Birinci boliim giris kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde, bu caligsma ile ilgili fonksiyon uzaylari ve integral operatorleri hakkinda bazi
temel kavramlara yer verilmistir.

Ugiincii bolimde, Agirlikli L, uzaylarimin tanimi ve bazi temel dzellikleri verilmistir.

Dordiincii boliimde, Schrodinger operatoriiniin dogurdugu Marcinkiewicz integral operator-
lerinin tanim1 ve bazi 6zellikleri ile Agirlikli L, uzaylarindaki sinirhiligina yer verilmistir.

Son boliimde de Schrodinger tipli operatorlerin agirlikli bazi norm esitsizlikleri verilmistir.
Kasim 2020, 70 Sayfa.

Anahtar Kelimeler: Agirlikli L, uzaylari, Schrédinger operatorleri, Marcinkiewicz integral

operatorleri.
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ABSTRACT

MSc THESIS

THE BOUNDEDNESS OF MARCINKIEWICZ INTEGRAL
OPERATORS ASSOCIATED WITH SCHRODINGER OPERATOR ON
WEIGHTED Lp SPACES

Muhammed Sibgatullah KiP

Kirsehir Ahi Evran University
Science and Engineering Institute

Mathematics Department

Supervisor: Prof. Dr. Ali AKBULUT

In this thesis, we will investigate the boundedness of Marcinkiewicz integral operators associ-
ated with Schrodinger operators on weighted L, spaces.This thesis is consists of five chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, some basic concepts about function spaces and operators related to
this study are given.

In the third chapter, about the weighted L, spaces and some basic properties of the operators
are given.

In the fourth chapter, the boundedness of Marcinkiewicz integral operators associated with
Schrodinger operators on weighted L,, spaces are given.

In finally chapter, some weighted norm inequalities for Schrodinger type operators are given.

November 2020, 70 Pages.

Keywords: Weighted L,, spaces, Schrodinger operators, Marcinkiewicz integral operators.
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1. GIRIS

Harmonik analizde fonksiyon uzaylarinin modern teorisi son yiizyillda S.L. Sobolev, A.
Zygmund, S.M. Nikolskii, A. Calderon, V. Mazya, L.D. Kudryavtsev, N. Aronszayn, E.M.
Stein, O.V. Besov, P.I. Lizorkin, H. Triebel, V.I. Burenkov gibi diinyaca {inlii matematik¢iler
tarafindan incelenmektedir. Bu teorinin harmonik Analizin problemlerinin ¢oziilmesinde
oldugu kadar kismi tiirevli denklemler teorisi ile fizik, istatistik, finans, mithendislik ve ayrica

diger disiplinlerde de bir cok uygulamalar1 vardir.

Harmonik analizde bu operatorlerin agirlikli esitsizliklerini ¢alismak onemli bir yere sahip
olup, agirlikli Lebesgue uzaylarinda sinirhiliklar R. Coifman, C. Fefferman [8], B. Muckenho-
upt ve R. Wheeden [25] tarafindan elde edilmistir. 1994 yilinda V. Guliyev ve E. Nakai
tarafindan harmonik analizde 6nemli bir yere sahip olan maksimal operatoriiniin, Riesz potan-
siyelinin ve singuler operatdriiniin M, , genellestirilmis Morrey uzaylarinaki sinirlilig1 aragti-

rilmistir [14].

Bu yiiksek lisans tezinin genel amac1 Agirlikli Lebesgue uzaylarinda Schrédinger operatorii-

niin dogurdugu Marcinkiewicz integral operatorlerinin sinirligini incelemektir.



2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde, tez konusunda gecen bazi temel tanim ve teoremlere kisaca yer verilmig-

tir.

2.1. Normlu Uzaylar

Bu kisimda normlu uzaylarin tez konusu ile ilgili tamimlari, 6zellikleri ve teoremleri verilmistir.
Tanmim 2.1. [Norm, Normlu Vektor Uzaylari1] X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektor uzay1
olsun. Eger

Il X =R, z—

doniistimii Vz,y € X ve a € K igin

(N1) |zl >0vellz| =0 2=0

(NV2) laz]| = |af ||z

(Ns) [l +yll <[]l + [|ly]| (Uggen Esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa bu doniigiime X iizerinde norm adi verilir. (X, ||-||) ikilisine de bir
normlu vektor uzaylari denir. (X, ||-||) normlu uzay1 kisaca X ile gosterilir [1].

Tanim 2.2. [Denk Norm] X, K cismi iizerinde taniml1 bir vektdr uzayi olsun.

Vr € X igin

cllelly < flzfla < Cllly



olacak sekilde ¢, C' € R pozitif sayilari varsa X iizerinde tamimli || - ||; ve || - || normlarina

denk norm denir [28].

Tanim 2.3. [Yakinsaklik, Norma Gére Yakinsaklik] (z,,), (X, || - ||) normlu uzayinda bir

dizi ve o € X olsun. Eger

lim ||z, — xo]| =0
n—oo

olursa z,, dizisi xy noktasina yakinsaktir denir ve
Tn — i
veya

lim z,, = x¢
n—oo

seklinde gosterilir. Normlu uzayda tanimlanan bu yakinsamaya norma gore yakinsakhk

denir [28].

Tanim 2.4. [Cap, siirh kiime, smirh dizi] (X, || - ||) normlu uzay ve bunun bir alt kiimesi

A olsun.

d(A) ::sup{HJJ—yH::UGA, yEA}ZO

sayisina A kiimesinin ¢api denir. Eger bir A C X kiimesinin ¢ap1 sonlu ise A kiimesine
sturh kitme denir. X iginde (z,,) dizisine kargilik gelen noktalar kiimesine (x,,) simrh

dizisi denir [1].

Tanim 2.5. [Cauchy Dizisi] (X, || - ||) normlu uzayi i¢inde (z,,) bir dizi olsun.
Ve > 0 igin m,n > n, oldugunda ||z, — x,,|| < € olacak sekilde € sayisina bagh bir n,

dogal sayisi varsa o zaman (z,,) dizisine Cauchy dizisi denir [28].

Onerme 2.6. Cauchy dizisi ile ilgili asagidaki onermeler dogrudur .

3



(a) Normlu uzaydaki yakinsak her dizi bir Cauchy dizisidir.
(b) Normlu uzaydaki her Cauchy dizisi sinirlidir.

(¢) (X, ] - ||) bir normlu uzayinda (z,,) Cauchy dizisi + € X noktasina yakinsak bir (x,,, )

alt dizisine sahip ise (x,,) dizisi de x e yakinsaktir.

(d) (X, | - ||) bir normlu uzayinda (z,,) ve (y,) iki Cauchy dizisi ise, (z, + v, ) dizisi de bir
Cauchy dizisidir [1].

Tamm 2.7. [Banach Uzaylar1] Bir (X, || - ||) normlu uzay1 i¢indeki her Cauchy dizisi X

icindeki bir noktaya yakinsiyor ise (X, || - ||) normlu uzayma Banach uzay denir [1].

Tanim 2.8. [Ustten smurh, iist sinir, supremum] Vn € N i¢in x,, < M olacak sekilde bir
M reel sayisi varsa (x,,) dizisi iistten simirhdir denir. M sayisina da bu dizinin bir iist sinir1
ad1 verilir. Ust smirlarin en kii¢iigiine dizinin en Kiiciik iist stnir1 veya supremumu denir

ve sup x,, ile gosterilir [3].

Tanim 2.9. [Alttan sinirh, alt simir, infimum] Vn € N icin z, > m olacak sekilde bir
m reel sayisi varsa (x,,) dizisi alttan simirhdir denir, m sayisina da bu dizinin bir alt sinir1
adi verilir. Alt sinirlarin en bilyiigiine dizinin en biiyiik alt sinir1 veya infimumu denir ve

inf x,, ile gosterilir [3].

Ayrica infimum ve supremum Ozellikleri asagidaki onermede verildi.

Onerme 2.10. A herhangi bir lineer nokta kiimesi olsun. inf A = a ve sup A = b olmak
tizere a ve b sayilarinin 6zellikleri asagidaki gibi saglanir .

(i) Vo € Aigin x > a dir. Ciinkii ¢ alt simirlidir.

(il) Vo > 0 i¢in

r<a+é 2.1)

olacak sekilde en az bir x € A vardir. Ciinkii @ alt sinirlarinin en bityiigiidiir. Eger A’nin

higbir elemant i¢in (2.1) bagintist saglanmasaydi A kiimesinin biitiin « elemanlari igin

r>a+9



olacakti. Bu ise a + ¢ sayisinin bir alt sinir oldugunu ifade eder. Halbuki bu alt sinir, en
biiyiik alt sinir olarak kabul edilen a sayisindan daha biiyiiktiir. Bu miimkiin degildir.

(iii) Vo € Aigin z < b dir. Dolayisiyla b bir tist sinirdur.

(iv) Vo > 0 igin

r>b—90

olacak sekilde en az bir x € A vardir [2].

Tanim 2.11. [Artan Fonksiyon, Azalmayan Fonksiyon] A C Rve f : A — R bir
fonksiyon olsun. A nin bir £ alt kiimesinin x; < z, sartin1 saglayan Vz, z, elemanlarin
icin f(z1) < f(x3) ise f fonksiyonu FE iizerinde artan fonksiyon denir. Artan fonksiyon 1

ile gosterilir. Eger f(x;) < f(x,) oluyorsa da azalmayan fonksiyon denir [2].

Tamim 2.12. [Azalan Fonksiyon, Artmayan Fonksiyon] A C Rve f : A — R bir
fonksiyon olsun. A nin bir £ alt kiimesinin x; < x, sartim1 saglayan Vx, z, elemanlarin
i¢in f(x1) > f(x9)ise f fonksiyonu F iizerinde azalan fonksiyon denir. Azalan fonksiyon

1 ile gosterilir. Eger f (1) > f(z3) oluyorsa da artmayan fonksiyon denir [2].

Tamm 2.13. [f* Azalan Yeniden Diizenleme] f fonksiyonunun f* : [0,00) — [0, 00)

yeniden diizenlemesi
Fe) =it {A>0: a0 <t}

seklinde tanimlanir [5].

2.2. Operator Testi

Bu kisimda operator kavramlarina ve bu operatdrlerin tanim ve teoremlerine yer verilmistir.

Tamim 2.14. [Operator] X ve Y bos olmayan kiimeler ve D C X olsun. D’nin her

elemanina Y nin bir elemanini kargilik getiren bir kurala D den Y ye bir operator veya

5



doniigiim denir. A operatoriiniin x e kargilik getirdigi eleman A(x) ile gosterilir. A operatorii-
niin z € D yi, A(x) € Y ye gotiirdiigiinii belirtmek i¢in, A : D — Y gosterimi kullanir.

Bu durumda D ye A operatdriiniin tanim kiimesi denir ve genellikle D(A) ile gosterilir.
R=RA)={y eV y=A), 2 € D(4)}

kiimesine A operatoriiniin deger (veya goriintii) kiimesi denir [1].

Tanim 2.15. [Lineer Operator] X ve Y ayni K cismi iizerinde iki lineer uzay ve
A X — Y operatorii verilsin.
Eger D(A), X in bir alt uzay1 ve Va,y € D(A) ve ¥V o, f € K igin

Alaz + py) = aA(x) + BA(y)

ise A operatoriine lineer operator denir [1].

Tanim 2.16. [Birim Operatorii] A : X — X operatorii verilsin. Vx € X icin
Alz) =x

ise A operatoriine birim operatorii veya o6zdeslik operatorii denir. Iy veya [ ile gosterilir

[1].

Tamm 2.17. [Smrhlik] X ve Y iki normlu uzay ve D (A) C X olmak iizere
T :D(A)— Y lineer operator olsun. Eger Vo € D (A) igin

[Az|| < O[]



olacak sekilde bir C' reel sayis1 varsa, A operatoriine simrhdir denir. Bir A operatoriiniin

normu

Ax
|All = sup A
zeD(A) |||

x#0

seklinde tanimlanir [1].

Tamm 2.18. [Siirekli] X ve Y iki normlu uzay ve 7' : D(T) — Y operatorii verilsin.

(a) Ve > 0igin 39 > 0 6yle ki Vo € D(T), ||z — xo|| < 6 iken

| Tz — Tl < e.

(b) x noktasina yakinsayan V(x,,) C D(T') dizisi i¢in

lim T'(x,) = T(xg)

n—oo

sartlar1 saglaniyor ise bu durumda 7" operatorii xo, € D(T') noktasinda siireklidir denir.
EgerT : X — Y operatorii D(7T") nin her noktasinda siirekli ise 7" operatérii D(7) iizerinde

siireklidir denir [1].

Teorem 2.19. Xve Y normlu uzaylar ve D (7)) C X olmak iizere 7' : D(T) — Y
lineer operator olsun. Bu durumda 7' operatoriiniin siirekli olmasi icin gerek ve yeter sart

T operatoriiniin sinirli olmasidir [1].

Tanmim 2.20. [Gomme] X ve Y iki normlu lineer uzay ve X C Y olsun.

Vo € X igin I(x) = x olacak sekilde Y de en az bir eleman olmak iizere

I: X =Y



ile verilen operatore birim operatorii denir. Bu operator siirekli ise her x € X i¢in
lzlly < ellzllx

olacak sekilde bir ¢ > 0 sabiti varise X uzay1 Y uzayina siirekli gomiiliir denir. [ operatoriine
X uzayindan Y uzayina bir gomme operatorii denir. Alternatif olarak bazen X uzayinin Y

uzayina bir siirekli(veya sinirl) gdmmesi mevcuttur denir.

— sup M1y

IT|| x—y := sup
- r20 || fllx

seklinde gosterilen bu sayiya da I nin operatdr normu denir. Eger X ve Y iki normlu lineer

uzay olmak iizere X uzayindan Y uzayina bir siirekli gdmme mevcut ise
X =Y

seklinde gosterilir. Eger
X—=>YveY — X

ayn1 anda oluyorsa,

X2Y

seklinde gosterilir ve eger bu gdmme operatorii kompakt ise de
X ==Y

seklinde gosterilir [26].



2.3. Olcii Teorisi

Bu kisimda Olgii Teorisi ile ilgili bazi tanimlar ve teoremler verilmistir.

Tanim 2.21. [Cebir ve o —Cebir] X bostan farkli bir kiime ve A C P(X) olsun.

() 0, X ecA
(i) VE€ A, E°=X\Ec A

(i) Ve =1,2,....n, {B}, € A= | JE. € A
k=1
sartlar1 saglaniyor ise bu durumda A sinifina X iizerinde bir cebirdir denir.

Eger (ii1) sart1 yerine

VneN {E}2, cA=JE. €A

n=1

sart1 alimirsa A cebirine bir o-cebir denir [27].

Tanim 2.22. [Borel Cebiri] Bir I sinifin1 kapsayan o-cebirlerinin en kii¢iigiine X 'nin
iirettigi (veya dogurdugu) o-cebiri denir ve D(K) ile gosterilir. R™ deki biitiin agik (a, b)
araliklarinin dogurdugu o-cebirine Borel cebiri denir ve B(R") ile gosterilir. n = 1 olmasi
halinde B(R') Borel cebiri B(R) ile gosterilir. B(R) nin her bir elemanina Borel kiimesi
denir [27].

Tamm 2.23. [Olciilebilir Uzay, Olcii Uzay1, Olciilebilir Kiime] X, bostan farkl1 bir kiime,
A C P(X) de X in bir o—cebiri ve 11 : A — [0, 00) de A iizerinde bir 8l¢ii olsun. (X, .A)
ikilisine bir dl¢iilebilir uzay denir. (X, A, ) iigliisiine de bir 6l¢ii uzay: denir. A daki her

bir eleman da ol¢iilebilir kiime olarak adlandirilir [27].

Tamm 2.24. [Olcii, Sonlu Olcii, o-sonlu, Olasiik Olciisii] (X, .A) bir olgiilebilir uzay

olsun. A iizerinde tamimli genisletilmis reel degerli bir 1 fonksiyonu

@ u@®) =0



(i) VA € A, u(A) >0

o

(iii) Her ayrik {A,,}>2, i¢in u(J A,) = i wu(Ay)
1 n=1

n=

ozelliklerini sagliyorsa bu fonksiyona 6l¢ii fonksiyonu veya olcii adi verilir. Eger VA € A
icin p(A) < oo oluyorsa o ye sonlu ol¢ii denir. X kiimesi her biri sonlu dlgiiye sahip
say1labilir adetteki kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa p 6l¢iisiine o-sonlu denir. Eger

(X)) = 1 ise bu 6l¢iiye olasihk dlgiisii ad1 verilir [27].
Tamm 2.25. [Dis Olcii] X bostan farkl bir kiime olsun. P(X) iizerinde tanimh genisletilmis
reel degerli bir ;* fonksiyonu i¢in
@ 7 (0) =0
(i) VE € P(X), u*(E) >0
(i) AC B C X, pu*(A) < u*(B)

o0

(iv) Vn € N, A, € P(X) = u*( U ) <3 (A
1 n=1

sartlar1 saglanirsa p* fonksiyonuna X iizerinde bir dis 6l¢ii denir [27].

Tanim 2.26. [Lebesgue Dis Olgiisii, Lebesgue Olgiilebilir] {7, }2°, , R nin sinrli ve agik

alt araliklarinin bir dizisi ve

TA:{([k):AC G]k}

olsun. P (R) iizerinde

A" (A) = inf {izuk) (1) € TA}

seklinde tanimlanan \* bir dis ol¢iidiir. Bu dis Ol¢giiye Lebesgue dis ol¢iisii adi verilir.

Lebesgue dis 06l¢iisii R nin her bir alt araligina onun uzunlugunu karsilik getirir.

10



n—boyutlu R" uzayinda Lebesgue dis Olciisiinii tantmlamak icin
I={{z:a;<z;<b;, i=1,..,n}
n—boyutlu kapali araliklarin1 gbz 6niine alinirsa, bu araliklarin hacimleri

1o

i=1

bicimindedir. Keyfi bir £/ C R" kiimesinin Lebesgue dis ol¢iisii

1nf{2v (I) : E C U Iy, , I, bir arahk}
k=1

k=1

ile tantmlanir. VA C R” i¢in eger
MN(A) =X (ANE)+ X (ANR" - E)) (Caratheodary Olgiimii)

ise F kiimesine Lebesgue olgiilebilirdir denir [27].

Tanim 2.27. [Dagilim Fonksiyonu] (X, 1) bir 6l¢ii uzayi ve f : X — R(veya C) dlgiilebilir

bir fonksiyon olsun.

as(A) = u<{x €X: |f(x)] > A})

seklinde tanimlanan
ay 1 (0,00) = [0, 00]
fonksiyonuna f fonksiyonunun dagilim fonksiyonu denir [5].

11



Tanim 2.28. [Yeniden Diizenleme Altinda Degismeyen (Rearrengement Invariant)
Uzaylan] p(X, X, i), o-sonlu bir 6l¢ii uzay: iizerinde bir norm olsun. f ve g es dlgiilebilir

fonksiyonlar ve f,g € My (X, i) olmak iizere

saglamyorsa X = X (p) uzaymna yeniden diizenleme altinda degismeyen (rearrengement

invariant) uzaylari denir [5].

Tanim 2.29. [hemen hemen her yerde (h.h.y)] (X, A, i) bir 6l¢ii uzay1 olsun. Eger bir
onerme Olgiisii sifir olan kiime veya kendisi A ya ait olmadiginda, sifir 6l¢iilii bir kiime
tarafindan kapsanan bir kiimenin tiimleyeni iizerinde dogru ise, o onerme hemen hemen her
yerde dogrudur denir, kisaca h.h.y bi¢ciminde yazilir.

Bir p(z) 6nermesinin dogru olmadig1 = noktalarinin kiimesi sifir 6l¢iilii bir kiime veya sifir
ol¢iilii bir kiime tarafindan kapsaniyorsa, p(x) 6nermesi hemen hemen her z i¢in dogrudur

denir [3].

Tamim 2.30. [Homojen Fonksiyon] A ve « iki reel say1 olmak iizere

Fx) = |A]” f(z)
oluyorsa f fonksiyonuna . dereceden homojen fonksiyon denir [26].

Tamim 2.31. [Karakteristik Fonksiyon] A C R" olsun.

l,xeA

XA =
0,z¢ A

ile tanimlanan 4 fonksiyonu A nin karakteristik fonksiyonu olarak adlandirilir.

Tamm 2.32. [Ortii, Acik Ortii, Alt Ortii, Sonlu Alt Ortii] Birlesimleri A kiimesini kapsa-
yan U kiimeler ailesine A kiimesinin bir ortiisiidiir denir. Bu U kiimelerinin her biri agiksa
bu halllde U, A kiimesinin acik ortiisiidiir denir. Birle§imlelri A kiimesini kapsayan alt
topluluklarl ailesine verilen Ortiiniin alt ortisii adi verilir. E8er bu topluluklar ailesi sonlu

sayida kiimelerden olusuyorsa, bu ortiiye sonlu alt ortii denir [1].
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Tamim 2.33. [Kompakthk] X kiimesinin her agik ortiisiiniin sonlu sayida bir alt oOrtiisii
varsa, X kiimesine kompakttir denir. Kapali ve sinirli her kiimenin agik ortiisiiniin sonlu

sayida bir alt ortiisii vardir. Yani, kapal1 ve sinirli her kiitme kompakttir [1].

Tamim 2.34. [Destek] (X, o) bir metrik uzayi ve f : X — [0, 00] olsun. f (x) # 0 sartint

saglayan x noktalarinin kapanisina f fonksiyonunun destegi denir ve

suppf:{xEX: f(x);«é()}

ile gosterilir. Eger f fonksiyonunun destegi kompakt bir kiime ise bu durumda f kompakt

destekli fonksiyon adini alir [26].

Teorem 2.35. (X, A, 1) metrik ile verilen bir 0 —sonlu 8lgii uzay1 olsun. Bu durumda bir
s : X — R fonksiyonunun basit olmasi i¢in gerek ve yeter sart s fonksiyonunun goriintiisii

sonlu bir kiime ve desteginin sonlu 0l¢iilii olmasidir [26].

2.4. Banach Fonksiyon Uzaylari

Bu kisimda Banach fonksiyon uzaylarinin tanim ve bazi temel 6zellikleri verildi.

Tamm 2.36. [Banach Fonksiyon Normu] (R, 1) bir dlgii uzay,, M*, f : R — [0, 0]
tanimli p— 6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi ve p : M — [0, o] bir fonksiyon olsun.
M daki f, g, fn, (n=1,2,3,...) fonksiyonlari, Va > 0 sabiti ve u— olgiilebilir £ C R

kiimesi i¢in

(P)) p(f) =0 hhy. f =0,
(B) plaf)=ap(f).
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(Bs) p(f+9)<p(f)+r(9),

(Py) hhy 0<g<f=p(9) <p(f),

(P5) hhy. 0< fot f=p(fa) To(f),

(Fs) p(E) <oo=p(xe) <o,

(P;) p(E)<oo= [ fdu<Cgp(f), (buradaCp, 0 < Cg < oo, E ve p yabagl fakat
f ye bagh degildEir)

ozellikleri saglaniyorsa p ya Banach fonksiyon normu (fonksiyon normu) denir [5].

Tamim 2.37. [Banach Fonksiyon Uzaylari] (R, 1) bir 6l¢ii uzayi, M de R iizerinde tanimli
genisletilmis skaler degerli (reel ya da kompleks) p— Olgiilebilir fonksiyonlarin sinifi ve p bir
fonksiyon normu olsun. Bu durumda p (| f|) < oo olacak bicimde M deki f fonksiyonlarinin
X = X (p) sinifina Banach fonksiyon uzayi denir.

Vf e X igin

1fllx = o (LFD

seklinde ifade edilir [5].

Teorem 2.38. p bir fonksiyon normu, X = X (p) Banach fonksiyon uzay1 ve ||.||,, Tanim
2.37. deki gibi tanimlanmig olsun. Bu durumda vektdr uzay iglemleri altinda (X, ||.]| )

normlu lineer uzaydir. S de R iizerinde tanimli p-basit fonksiyonlarin kiimesi olmak iizere
SCX—= M, (2.2)

icermeleri saglanir.

Ozel olarak, X te f,, — f ise sonlu ol¢iilii kiimeler iizerinde f, — f olciide yakinsaktir ve

fn in bir alt dizisi h.h.y. f ye p-noktasal yakinsaktir [S].

Lemma 2.39. X = X (p) bir Banach fonksiyon uzayi ve f, € X (n = 1,2, ...) olsun.
(i) (Fatou Ozelligi)
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0<f.1f (p-hhy) olmak iizere a) fé¢X = |fullx Too

byfeX = |fullx TIflx-

(i1) (Fatou Lemmasi)

fo = [ by ve Tminf |1,y <00 = [f]ly < liminf | £l

saglanir [5].

Teorem 2.40. X bir Banach fonksiyon uzayi, f, € X (n =1,2,...) ve

)
Yl fally < o0
n=1

olsun. Bu durumda Z fn X te f € X e yakinsaktir ve

n=1

1l <D0 allx

gerceklenir. Ozel olarak X tamdir [5].

Tamm 2.41. [Mutlak Siirekli Norm] X bir Banach fonksiyon uzay1, { £, } - | X in dlgiile-
bilir alt kiimelerinin bir dizisi ve f, X uzayinda bir fonksiyon olsun.

Eger h.h.y. E,, — @ olacak bi¢imde her { E,,},~ | dizisi i¢in

I fxe.| —0

oluyorsa bu durumda f fonksiyonuna mutlak siirekli norma sahiptir denir [5].
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3. L,(w)UZAYLARI (AGIRLIKLI LEBESGUE UZAYLARI)

Tezin bu boliimiinde harmonik analizde 6nemli yerleri olan Lebesgue ve agirlikli Lebesgue
uzaylarinin konumuz ile ilgili olan tanim, teorem, lemma ve 6zelliklerine yer verilmistir.

Sirayla bakacak olursak;

3.1. L, Uzaylan (Lebesgue Uzaylar1)

Bu boliimde fonksiyonel analizde, Banach uzaylarinin ve topolojik vektor uzaylarinin 6nemli
bir siifim1 olan Lebesgue uzaymin tanimi ve 6zellikleri incelendi. Bunun yam sira gerekli

olan bazi teoremlere yer verildi.

(X, ) bir ol¢ii uzayr ve M, f : X — C tanimh p-6lgiilebilir fonksiyonlarin kiimesi olsun.

0 < p < 1 olmak iizere

L(X) = {feM:/|f|pd,u<1}

sinifina mutlak degerinin p-inci kuvveti integrallenebilen fonksiyonlarin sinift denir [26].

1 1

Teorem 3.1. [Holder esitsizligi] 1 < p < oo ve — + — = 1 olmak iizere f € L, ve
p P

g € L, olsun. Bu durumda f, g € L, olur ve

[17@g@ldz < £l ol a1

esitsizligi saglanir [26].
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Teorem 3.2. [Minkowski esitsizligi] 1 < p < oo ve f,g € L, olsun. Bu durumda
(f +g) € L, olmak iizere

1f+9lly, < flle, + lglle, (3.2)

esitsizligi saglanir [26].

Lebesgue integralinin dzellikleri ve Holder esitsizligi goz oniine alindiginda L, uzaylarinin
1 < p < oo igin bir vektor uzay1 oldugu goriiliir. Bununla beraber bir f € L,, olmak iizere

|| f||, normu altinda;

(L1) [|fllz, =0
(L2) [|fllz, =0=hhy f(x) =0
(L3) llafll, =l fllz,. a € R

(L4) [1f +gllz, < 1 A1, +llgllz,

sartlar1 saglandigindan 1 < p < oo igin L,, bir normlu uzaydir.

1 1
Teorem 3.3. [Young esitsizligi] 1 < p < oo ve — + — = 1 olsun. Va,b € Rigina,b > 0
p P

olmak tlizere

vep =

al b
ab < — + — (3.3)
p p

esitsizligi saglanir [26].

Tamim 3.4. [L, uzaylarinda yakinsaklik] f,,, f € L, olmak iizere { f,,}°°; nin f fonksiyo-
nuna p. mertebeden yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart Ve > 0 icin en az bir ng € N

mevcuttur dyle ki her n > ng icin || f, — f||z, < € olmasidur.
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Burada

B =

1 1lls, = /mfﬁvm  l<peoo

Buna gore, { f,}°°, nin f fonksiyonuna L, de yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart

lim |[f — fll, = 0

olmasidir [26].

Teorem 3.5. 1 < p < o0, {2 C R" olsun. L, uzaylar

1/p

1£lls, == /V@W@

normu altinda tam ve dolayisiyla Banach uzayidir [27].

Teorem 3.6. [Fubini] f, R™" iizerinde 6l¢iilebilir bir fonksiyon ve

L= [ If Gyl dody

L= [ [ir@yld)a
L= [ [1f@yldy])ar

integrallerinden en az biri mevcut ve sonlu olsun. [, i¢in bu R" tizerinde integrallenebilen
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bir g fonksiyonu vardir dyle ki g (y) hemen her y i¢in icteki integrale esittir anlamindadir ve

I3 i¢in de aynis1 gegerlidir. Bu durumda

@ HhyeR™ f(,y) € L (R")

(b) H.h.z € R", f (z,-) € Ly (R™)

e L =1, =1;

sartlar1 elde edilir [26].

Teorem 3.7. 1 < p < oo olmak iizere L, uzaylarindaki basit fonksiyonlarn kiimesi L,

uzaylarinda yogundur [27].

Tanim 3.8. [Kuvvetli ve Zayif Tip Smirhlik] 1 < p, ¢ < oo olmak iizere
T : L,(R") = L,(R") bir operatdr olsun. Eger V f € L,(R") i¢in

175, < AlflL,

olacak bigimde f den bagimsiz bir A > 0 sabiti varsa T operatériine kuvvetli (p, ¢) tipindedir

denir. p bir 6l¢ii olmak iizere eger V v > 0 i¢in

:c:Tx>a§%q, q < oo
w15 }( )

(0%

olacak sekilde o ve f den bagimsiz bir A sabiti varsa 7" doniisiimiine zayif (p, ¢) tipindendir

denir [29].
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Tamm 3.9. [Lokal Integrallenebilme] f 6l¢iilebilir bir fonksiyon olmak iizere her & kom-

pakt kiimesi tizerinde

/|f|du<oo

ise f fonksiyonuna lokal(veya yerel) integrallenebilir ad1 verilir ve

1
Lloc

(R") :=< f: /|f|d,u < oo, K C R", K kompakt
K
seklinde ifade edilir. Ayrica,

1
P

LY (R") =4 f: /|f|pdu < o0, K C R", K kompakt
K

loc

seklinde tanimlanir [27].

Teorem 3.10. 1 < p < oo olmak lizere

L, (R") < LV

loc

(R™) — L

loc (Rn)
gomme kosullari elde edilir [27].

Simdi, 1 < p < oo olmak iizere L,(€2) uzaylarinin [L,(€2)]* dual uzayin ifade eden tanimi

asagida verelim.
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Tamm 3.11. [Dual Uzay1] g € L, olmak iizere f € L,({2) igin
®,(f) i= [ f(a)gla)is
0
gosterilsin. Bu durumda,
®, € [L,(Q)]
ve

19l = [lgll»

olarak tanimlanir [26].

Lemma 3.12. €2, R" nin bir bos olmayan sinirl acgik alt kiimesi ve g de € tizerinde bir

ol¢iilebilir fonksiyon olsun. p > 1 ve M > 0 olmak iizere dyle keyfi bir f € L,(£2) i¢in

f-g€ Li()

veE

[ f@g(ays| < a1,

Q
seklindedir. Bu durumda g € L, (2) ve ||g||,, < M bi¢imde olur [27].

Tamim 3.13. [Maksimal Operator] f : R” — R ve f € L;,.(R™) olmak iizere,
Mf : R" — |0, co] Hardy-Littlewood maksimal fonksiyonu

Mi(a)i=sup|Bla, )" [ Ifwlay
B(z,r)

bi¢iminde tanimlanir [32].
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Teorem 3.14. R" iizerinde tanimlanan f fonksiyonu i¢in

(i) fe L,(R"),1 < p< ooise Mf maksimal fonksiyonu hemen her yerde sonludur.
(i) Eger f € L;(R") ise V o > 0 igin

e Mf(w) >y < % / 1£(2)dz

saglanir, burada A sadece boyuta baglh bir sabittir ve m Lebesgue olgiisiidiir [32].

Tamim 3.15. [Riesz Potensiyeli] f € L}, (R") ve 0 < o < n olmak iizere,

loc

I, Riesz potansiyeli

I.f(x) :z/ﬁdy

olarak tamimlanir [32].

Tamim 3.16. [Singiiler Integral]

Tf(@) = [ Kw.)f)dy. @€ R \suppf

Rn

Calderén-Zygmund operatorii 7 : C5° — Ly,.(R™) siirekli lineer operatordiir ve

Ly(R™) — Lo(R™) uzayina simirhdir. Ayrica

K(x,y) = {(x,y) eR" xR" : x:y}

disinda siirekli bir fonksiyondur ve ¢; > 0 ve 0 < € < 1 olmak iizere
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() Vz,y € R", x # yicin
K (z,y)| < ale—y[™

(i) 2 |z — 2’| < |z — y] i¢in

|z — |

K (2, y) = K(«, y)| + [K(y, ) = K(y, ') < Cl(,x_y|)|ﬂ7—y|_"

esitsizlikleri saglanir [6].

Onerme 3.17. T Calderén-Zygmund operatorii L,(R"),1 < p < oo iizerinde sinirhdir ve
zayif (1, 1) tiplidir [11].

Teorem 3.18. [Marcinkiewicz Interpolasyon Teoremi] (X, 1) ve (Y, v) 6lgii uzay1
1 <po <p1 <00, T Ly (X, ) + Ly, (X, ) den’Y" ye zayif (po, po) ve zayf (p1,p1)
tipli alt lineer operator olsun. O halde py < p < p; i¢in T kuvvetli (p, p) tiplidir [10].

Teorem 3.19. 7' Calderén-Zygmund operatorii olsun. Bu durumda p ye bagl olmayan ¢ >

0 sabiti igin

p p
T n ny < n 1 < < 2
|| fHLP(R )—=Lp(R™) = C<p -1 + 2 _p) HfHLp(R ) p )

p
1Ty Lp@n < C<p + m) 1S 1|2, p>2

gerceklenir [23].
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Not: T' = T}, herhangi bir kompakt destekli f € L;(R") ve x & suppf igin

sl

n |z —ylm

(3.4)

@) < a0 |
ozelligini saglayan altlineer bir operator olsun burada ¢y, f ve x ’den bagimsizdir.

Benzer sekilde kabul edelim ki 77, herhangi bir kompakt destekli, « € (0,n), f € L;(R")
ve x & suppf igin

|f(y)]

—,dya
n o =yl

Tf@l <e [

ozelligini saglayan bir altlineer bir operator olsun ¢y, f ve x ’den bagimsiz oldugu durumda

baz1 o € (0, n) igin esitsizligi saglar [16].

3.2. L,(w) Uzaylar1 (Agirhikh Lebesgue Uzaylari)

3.2.1. A, Muckenhoupt simfi
Eger 1 < p < oo olmak iizere herhangi bir B = B(x,r) yuvart i¢in

[w]a, = SgP[W]Ap(B)

= sup (%/Bw(x)daz) (é/}gw(x)l_p/dx)pl < 00 (3.5)

ise w agirlik fonksiyonu A, Muckenhoupt smifindandir denir [24].
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Burada supremum biitiin B yuvarlari iizerinden alinmaktadir ve 1/p + 1/p’ bigimindedir.

Burada Holder esitsizligi kullanilirsa biitiin B yuvarlari i¢in

1 _ 1 _
[W]A/,fg(B) = |B| 1HU’HL/IZEB) |w 1/pHLp,(B) >1

olur. p = 1 iken, hemen hemen her z icin
Mw(z) < Cw(x) (3.6)

olacak sekilde C' > 1 varsaw € A; ’dir ve (3.6) esitsizligini saglayan C' sayisinin infimumu

[w] 4, ile gosterilir.

p ve p' iisleri ile Holder esitsizligi kullanilirsa

1 1
1:—/dx:—/wx1/pwxl/pdx§ wl'/?
|B|B ‘B|B<) () []Ap
elde edilir.

(3.5) esitsizliginde p — oo iken limite gecilirse

%ﬂ/me)dm < Cexp <ILB/Blogw(x)dx)

elde edilir ve esitsizlik saglandifinda w € A, denir. Ayrica, p = oo iken Ay, = U, <,e0p 4p

ile tamimlanir. A, i¢in verilen bu iki tanim esdegerdir (bkz. [15]).

A, smifi 1972 yilinda Muckenhoupt [24] tarafindan agirlikli L;"C(R”, wdx) uzayi iizerinde
taniml1 Hardy-Littlewood maximal operatoriiniin sinirliliklari ile ilgili calismalarinda tanim-

lanmig ve € > 0 i¢in
A, C Ay,

oldugu gosterilmisgtir.

w € Ay, 1 < p < oo Muckenhoupt agirliklarinin en 6nemli 6rneklerinden biri

—n < a < n(p — 1) iken w(x) = |z|* fonksiyonudur. Eger —n < « < 0 olarak
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alinirsa w € A elde edili. 0 < § < 1 ise bu durumda w(z) = |2| "1~ € A ve
w(z) = x|~V € A elde edilir.

Eger w bir agirlik ve 1/w lokal integrallenebilir ise bu durumda 1/w da ayrica bir agirliktir.

Verilen bir w agirligi ve bir £ ol¢iilebilir kiimesi icin

notasyonunu £ kiimesinin w-6l¢iistinti gosterir. Agirliklar lokal integrallenebilir fonksiyonlar

olduklarindan dolay1 bir yuvardaki biitiin £ kiimeleri i¢in w(FE) < oo olur.

Lemma 3.20. Eger w € A, ise bu durumda w € A,_. saglanir ve

(W], < Clwla

- P

__1
olacak gekilde bir C sayist vardir ve burada € ~ [w],"" seklindedir [9].

Onerme 3.21.

(1) 1 <p < golmak iizere A, C A, saglanir.

(2) 1 < p < oo olmak iizere A, = |J,_, A, saglanir.

q<p

(3) 1/p+ 1/p’ = 1 olmak iizere w € A, olmasi i¢in gerek ve yeter sart w? € A,

olmasidir.
(4) wy, w; € A, ise bu durumda wowi_p € A, olur.
(5) we A, 1 <p< ocoisebudurumdaw't® € A, olacak sekilde € > 0 vardir [14].

Tamim 3.22. Verilen bir w agirlik fonksiyonu i¢in B herhangi bir yuvar olmak iizere eger
w(2B) < Cw(B) olacak sekilde bir C' > 0 sabiti varsa w doubling sartimi saglar denir ve
w € A, seklinde yazilir [9].
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Lemma 3.23. Eger w € A, ise bu durumda

w(2Q) = Cw(Q)

olacak sekilde bir C' > 1 sabiti vardir [7].

Lemma 3.24. 1 < p < oo, w € A, olsun. Bu durumda

(1) w € Ay saglanir. Ayrica her A > 1 i¢in
w(AB) < A"P|w]a,w(B)
elde edilir.
(2) Eger w € A, ise bu durumda w € A, saglanir. Ayrica her A > 1 igin
W(B) < 2] w(B)
elde edilir.
(3)
M f(w) < [l M (| f17) ()7

esitsizligi saglanir ve burada

M.f(x) =supe(B)" [ 1) ww)dy

B>ox
bicimindedir.

(4) Her B yuvari ve bir S C B olgiilebilir kiimesi i¢in

olacak sekilde C' > 0 ve d > 0 sayis1 vardir [16].
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w agirlik fonksiyonu, (3.7) esitsizligini saglamak iizere, Muckenhoupt [24], Coifman ve

Fefferman [8] tarafindan w € A, oldugu gosterilmistir.
Uyar1 3.25. Eger0 < a < n,1 <p<n/avel/q=1/p— a/n olmak iizere, asagidaki

ifadeler dogrudur.

(1) Eger p > lise budurumdaw € A,, <= w? € Aq% — wi e A1+§ —
w? e A1+%' olur.

(2) Egerp > lisebudurumdaw € A, , <= w? € A, vew? € A, olur.

(3) Egerp = lise budurumdaw € A; , <= w? € A; olur.

Tanim 3.26. Eger 1 < p < oo ve w bir agirlik fonksiyonu ise, L,(w) = L,(R", w) ile

£l 2@y = N llz,@nw) = (/Rn If(il?)lf”cd(f'f)dﬂf>5 < 00 (3.8)

normuna sahip biitiin olciilebilir f fonksiyonlarimin olusturdugu agirlikli Lebesgue uzayini

gosteririz. Benzer sekilde, p = 1 oldugunda L., (w) = L. (R", w) de norm

12y = 1l = ess sup sup |w(z) f(2)], (3.9)

reR”™

ile tanimlanir [27].
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4. SCHRODINGER OPERATORUNUN DOGURDUGU MARCINKIEWICZ
OPERATORUNUN AGIRLIKLI L, UZAYLARINDA SINIRLILIGI

Bu boliimde, Harmonik Analizin integtal operatorlerinin fonksiyon uzaylarinda sinirhiliklari-
nin bazi uygulamalar olarak Riesz Potansiyeli, Littlewood-Paley operatorii, Marcinkiewicz
operatorii, Bochner-Riesz operatorii, V?(—A + V)™# ve V'V(—A + V)=# Schrodinger

tipli operatorlerine ve bazi analitik yar1 gruplarinin kesirli kuvvetlerine yer verilmistir.

Teorem4.1. 1 < p < 0o, Q CR", d =¢ap(f)) = sup {|x —y|; z,y € Q},

n 1 1 «
0<a<—, ———=— olsun. Budurumda

p P qg n
||]af”Lq(Q) S E(p7a7n)||f||Lp(Q)

gergeklenir, burada ¢(p, a, n) pozitif sabiti

n

(p)"*

¢(p,a,n) = cm

seklindedir ve ¢ > 0 sabiti p ve o ya bagh degildir [23].

1

Lemma4.2.1§p<oo,0<a<%,%:p

— 2, T, (3.4) kosulunu saglayan altlineer
operator olsun ve p > 1 i¢in 7,,, L,(R"™) uzayindan L,(R") uzayma, p = 1 i¢in T, L1 (R"™)
W L,(R") uzayma sirh olsun. Bu durumda p > 1 i¢in VB(zo, ) yuvar ve f € L*°(R")

olmasi durumunda

| Tof || 2g(B(xor)) S,TZ/ M| F 1l (B dt,

2r

ayrica p = Licin V B(xo,7) yuvan ve f € Li*°(R") olmasi durumunda
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Q|3

Lo A A e VPR @D
2

T

esitsizligi gergeklenir [16].

4.1. Littlewood-Paley Operatorii

Littlewood-Paley fonksiyonlar1 klasik harmonik analizde 6nemli rol oynamaktadir. Ornegin,
Stein ([31],[32],[33]) tarafindan Fatou tipinin tanjantsal olmayan yakinsakligi ve Riesz donii-

stimlerinin ve carpanlarinin sinirhiliklar: ¢aligilmustir.
Simdi Littlewood-Paley operatoriiniin tanimini verelim.
Tanim 4.3. ¢ € Li(R") i¢in

Y(z)de =0 4.2)
R”

saglansin. g, genellestirilmis Littlewood-Paley ¢ fonksiyonu ¢ > 0i¢in ¢, (z) = "¢ (z/t)
ve Fi(f) = 9y * f olmak iizere

00 di\ V2
@ = ([ IROE@ET)
seklinde tanimlanir [16].

Guliyev [16] tarafindan Littlewood-Paley operatorii icin asagidaki teorem verilmistir.

Teorem 4.4. ¢) € L;(R"™), (4.2) kosulunu ve

C n
()| < W, reR (4.3)
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|v(z+ h) —Y(x)|de < Clh|*, z€R" 4.4)

R

ozelliklerini saglasin. Burada C' ve o > 0 sabitleri © ve h dan bagimsizdir. Bu durumda

gy, 1 < p < ooigin L,(R") uzayinda ve L, (R") uzaymndan W L, (R") uzaymna sinirhdir.

H uzayi,

2= {n: il = ([ i paesey )

seklinde tanimlanan bir uzay olsun. Bdylece her bir sabit z € R" i¢in F;(f)(x)[0, 00) *den

H ’ye bir doniisiim olarak ele alinirsa

gu()(@) = [IF(f) ()]

oldugu agiktir. Dolaysiyla Minkowski esitsizligi ve v iizerindeki kosullardan

Rn

0@ = [ 151 ([ —ir®)ay

o] t72n dt 1/2
< -
<C - |f(y)] </0 (1+ |z — y|/t)20 D) ¢ ) dy

cof Vo,

Rn |95 - y|n

elde edilir.
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4.2. Bochner-Riesz Operatorii

B (f)(&) = (1 =€) f (&),

veE

Bi(a) = " B(x/1),

olsun. Maksimal Bochner-Riesz operatorii

Bs.(f)(x) = sup | B;(f)(x)]

t>0

seklinde tanimlanir.(bkz [20],[21])

H uzayi,
H = {h:[[h]| = sup [A(t)] < oo}
>0
seklinde tanimlanan bir uzay olsun. Bu durumda

Bs.(f)(x) = 1B, (f)(=)]
oldugu agiktir.

Bf tizerindeki kosuldan (bkz [13]),

32
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1B (z —y)| < Cr (14 |z — y|/r)~ O+

B C( r >5—(1’L—1)/2 1
r+ |z —yl (r+ [z —y[)"

<lw—y|™

elde edilir ve

/()]
Bs,(f)(@) <C | T———dy.
re |2 =y
Boylece Bs .., (3.4) kosulunu saglar. Dolaysiyla B; ., p > 1igin L,(R") iizerinde ve L;(R")

uzaymdan W L, (R") uzayina sinirlidur.

43. V'(-=A+V) P veV'V(—A + V)" Schridinger Tipli Operatorler

R™ de negatif olmayan V' potansiyeli bazi ¢; > n i¢in B, (R™) ters Holder sinifina ait olmak

iizere —A + V Schrédinger operatorii olsun.

R™ de negatif olmayan V' potansiyeli bazi ¢; > n igin B, (R") ters Holder sinifina ait
nagatif olmayan potansiyeller ile R” Oklid uzayinda —A + V Schrodinger operatorlerinin
incelenmesi Feferman[12], Shen [30], Torchinsky [36] gibi bircok arastirmacinin dikkatini
cekmistir. Shen [30] *de ¢ > n/2 i¢in B,(R") ters Holder sinifina ait olan negatif olamayan
V potansiyeli i¢cin —A + V' Schrddinger operatériinii inceledi ve (—A + V)7, V?(—A +
V)L, V(=A+ V) 2 ve V(—A + V)" operatorlerin L, uzayinda sirliligini ispatladi.

Kurata [18] ve Sugano [34], Shen [30] *in sonuglarini diizgiin eliptik operatorler i¢in genelles-

tirdi. Ayrica Sugano [34] ’da Shein’in bazi sonuglarini
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0<~vy<B<Tlign
VI(=A+ V)™’

0<y<3<B<1vef—v=>1igin
VIV(=A+ V)5

operatorlerine genigletti. Daha sonra, Lu [22] ve Li [19] tarafindan Schrodinger operatorleri

daha genis kiimelerde incelenmigdir.

Negatif olmayan V' potansiyeli belirli bir ters Holder sinifin1 ait olmak iizere Schrodinger

diferansiyel operatorii

L=—-A+V(x)icinR",n >3
olsun.

R™ iizerinde V' (x) negatif olmayan bir lokal L, integral fonksiyonu, B, (1 < ¢ < 00) ait

olmasi durumunda C' > 0 bir sabit olacak sekilde ters Holder esitsizligi

1/q
(|er|/“ dy> <C<|er|/m )dy) (*+3)

seklinde tanimlanir. Burada her z € R” ve 0 < r < oo igin B(x, ), x merkezli r yarigaph

bir yuvardir.

Ozellikle, negatif olmayan V bir potansiyel ise bu durumda V' € Boo . Ayrica sunu belitelim
ki B, smifi i¢in,baz1 ¢ > 1i¢in V' € B, ise bu durumda (4.5) esitsizligindeki C' sabiti ve
yalmzca n € N" olmak iizere bir € > 0 vardir yani V' € B, .. Bubolimde 0 # V' € B, ),

oldugunu kabul edilecektir.

B = B(x,r) ve A > 0 olsun, A-dilate topu i¢in ayni1 x merkezli ve Ar yarigaph yuvar AB

dir. Benzer sekilde,x merkezli ve r kenar uzunlugu kordinat eksenlerine paralel olmak iizere

34



Q(zx,r) kipi icin AQ(x,r) = Q(z, Ar) dir. E kiimesi Lebesgue ol¢iilebilir bir kiime ve w

bir agirhk olmak iizere |F

, E/ nin Lebesgue 0lciisii ve

w(E):/Ewda:.

0 <p<ligin,

i) = ([ Elswran)

my (x) fonksiyonu

p(x) = = sup {T : %/B(%TW(@/)@ < 1}

my (CL’) r>0

seklinde tanimlanir.

Dolaysiyla, V' # 0ise 0 < my(x) < co. Ozellikle, V = 1ise my(z) = 1 ve V = |z|* ise
my (x) ~ (1 + |z]).

Schrodinger tipli operatorlerin bir sinift olan
. V(-A+V)'V,V € B,
 V(=A+V) 5,V e B,
(~A+V)2V,V e B,,

(A4 V)", veRveV € B,p,

. V*(—=A + V)™, V negatif olmayan bir potansiyel,

operatorleri Calderén-Zygmund operatorleridir [33].

35



Dolayisiyla, yukarida belirtilen tiim opratorlerin K ¢ekirdekleri, baz1 6; > 0 ve herhangi
[ € NgU{0}i¢inx,y,h € R" ve |h| < |z — y|/2 olmak iizere

Ci 1
(1+ |z —y| (my(z) + mv(y)))l |z — y|”

K (2, y)| < (4.6)

ve

|\K(z +h,y) — k(z,y)| + |[K(x,y + h) — K(z,y)|
C IA] 4.7)
T (L |z =yl (my(2) + my(y)' [z =yl

sartlarini saglar.

Lemma 4.5.

3

v(T)
mv(y)
< Co (1 + |z — ylmy (x))" /Y

IN

1 _
o, (L le=ylmv(@)) °

olacak sekilde [y > 0 ve C' > 0 sabitleri vardur.

Ayrica,|z — y| < C/my(x) ise my(x) ~ my(y) [30].

Bundan sonra xy merkezli ve r yaricapl B bir yuvar, § > 0 olmak iizere

Uy(B) = (1+71/p(x0))’

seklinde tanimlanacaktir.

Negatif olmayan lokal integrallenebilir fonksiyonun anlam1 daima bir agirliktir. B. Bongioan-

ni, E. Harboure ve O. Salinas [4] tarafindan tanimlandi81 gibi,
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olacak sekilde her B = B(z,) yuvan igin bir C' sabiti varsa, 0 < p < oo igin w, A2*

siniflarina ait bir agirlik fonksiyonudur.

Ayn1 zamanda,

1

M f(x) = iggw/;f(yﬂdy

olmak tizere
M (w)(7) < Cw(z) hh.x €R" icin

her B yuvari igin bir C' sabiti varsa, negatif olmayan bir w fonksiyonu Af o sartin1 saglar.

Ciinkit Wy(B) > 1 olmast durumunda, A,, klasik Muckenhoupt agirliklarini tanimlamak
tizere; 1 < p < ooigin A, C Ag’e oldugu asikardir, (Bknz. J. Garcia-Cuerva ve J. Rubio
de Francia [13] ve B. Muckenhoupt [24]). Bazi durumlarda 1 < p < oo i¢in A, CC Az’e
oldugu goriiliir. Yani, > 0 ve 0 < v < 6 olsun, agik¢a goriiliir ki

wa) =1+ z)) " ¢ A = J 4,

p=>1

ve w(x)dx doubling dlgiilebilir degildir, fakat V = 1 ve ¥y (B (xg,7)) = (1 + r)? olmast

durumunda
w(z) = (1+ [z])~) € AP?

oldugu ispatlanir.

Sonug olarak, p > 1 i¢in Az,e ve M{ tamimlarindaki kiiplerinin yerine yuvarlar alinabilir,

yani

Uy(B) < Uy(2B) < 2°Uy(B).
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V = 0 ve § = 0 oldugu zaman, M f(z), M f(x) standart Hardy-Littlwood maksimum

fonksiyonudur. Kolayca goriiliir ki
|f(z)] < MY f(x) < Mf(z) hh. z € R" igin (4.8)

ve § > 0. Bundan sonra 6 > 0 bir sabit olmak iizere Wy(B) yerine ¥(B) ve A%* yerine A?

olarak kullanilacaktir.

Lemma 4.6. 1 < p < oo olsun. Bu durumda asagidaki sonuglar elde edilir:

) 1<p <p,<ocise Ab C AP .
(i) w € AP igin gerek ve yeter sart 1/p + 1/p" = 1 olmak iizere WP € A7, dr.

(ii)) 1 < p < ooiginw € A? ise bu durumda

olmak tizere

s Lo s (o [1mswa)”

Ozellikle, herhangi bir ol¢iilebilir £ C @ kiimesi i¢in f = 5 oldugunda,

E W(E) \
w(Qlal =° (w(f@))

[35].
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ispat. (1) ve (i) sonuclari Ag ‘nin tanimindan kolayca elde edilir. Simdi (iii) sonucunu

ispatlayalim.

1 1 o
W/Q\f(y)\dyzw/ |f(y)|w? (y)w ™ (y)dy

< (v |@|/'f Pl) )
(v

1
s L )
<< (v |@\/'f e ”y)
1 /
“\ vl J; )
SC(\II |Q|/'f el >dy>
. \If<5@1 15Q] ), )

Boylece (iii) ispatlanmigtir. m
Asagidaki lemma Bongioanni, Harboure ve Salinas [4] taraflarindan ispatlanmigtir.

Lemmad.7. w € A% = J,, AL ise, bu durumda r < p (z9), herhangi Q = Q (zo,7) C
R™ ve herhangi dl¢iilebilir £ C (@) i¢in

S <2(ia)

olacak sekilde C>0ve 0; > 0 sabitleri vardir [35].

Kesirli integraller i¢in agirlikli esitsizlikleri ifade etmek i¢in Ap mn ozelliklerini verelim.

Herhangi bir Q) = Q(z, r) kiipii i¢in p’ = p/(p — 1) olmak iizere

/

( IQI/ qdy) ( ‘Q‘/ pdy) " <o
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olacak sekilde bir C' sabiti varsa bir agirlikli w fonksiyonu 1 < p < cove 1 < g < 00 igin

Afp " sinifina aittir.

Dolayisiyla, 1 < p < oo igin
1/ p
w'te A, ) = we A

0 < B < nolsun;

1

Mo(F)@) = sup e [ (@)@

seklinde tanimlanan M3, operatorii ilgili sonu¢ asagidaki lemmada verildi. S = 0 i¢in
M, f(x) = My, f(z).
Lemmad8. 0 < g <n,1 <p<n/Bvel/qg=1/p— p/nolsun. w € A”_ ise, bu

durumda her A > 0 ve her f € L,(w) i¢in

w{z ER": My, f(z) > A}) < C (W”TW)Y

Ozellikle, (4.6) esitsizligi ve Marcinkiewicz’ nin interpolasyon teoremi kullanalarak,

l<p<n/Bvel/q=1/p— B/nigin
HM,B,waLq(w) < CHfHLP(W)

esitsizligi elde edilir [35].
Ispat. A > 0 olmak iizere 7 € E\ = {z € R" : Mz, f(z) > A} olsun. Bu durumda

1
S GB) /B |f(W)|w(y)dy > A (4.9)
olacak sekilde bir B, > x vardir.

Boylece,{ B, } , E\’yi kapsar. Vitali Lemma’sindan UB,, C E\ C |J5B,, ve

AT DN

w(Ey) <> w(5B,) (4.10)

J
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olacak sekilde {ij} ayrik kiiplerin bir sinifi vardir. (4.9) esitsizliginden,

A< @ (f x )Pty "

elde edilir.
(4.10) ve (4.11) esitsizliklerinden, p/q < 1 olmak iizere,

elde edilir.

Boylece, lemmanin ispati tamamlanir. =

M3 v kesirli maksimal operatorii, 0 < 3 < n olmak tizere

My f(z) = sup |@| / )

zEQ (

seklinde tanimlanir. 8 = 0 i¢in My, My ile gosterilir.

Lemma 4.6. nin (iii) sikkindan, 1 < p < covew € Az i¢in
Myf(z) < C(ML(fP) (2))"",  zeR"

oldugu goriiliir.

(4.12) esitsizligi ve Lemma 4.8. ’dan asagidaki sonucu verelim.
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Onerme 4.9. 1 < p < oo olsun ve w € AZ olsun. p < p; < oo ise bu durumda
| My f(2)[" w(z)de < C | [f(z)]w(r)de
R™ Rn

elde edilir. Ayrica, 1 < p < oo olsun. w € AZ olmasi i¢in gerek ve yeter sart

w({x eR": My f(x) > A}) < %/}Rn |f(z)[Pw(x)dz [35].

Mg v kesirli maksimal operatorii i¢in,

Onerme 4.10. 0 < 3 <n,1 <p<n/Bvel/q=1/p— B/nolsun. Bu durumda her bir
w € Af, ) igin

/ 1a C : 1/p
(/éﬂmme»»f“”“@> <5 ([ r@re@d) " ps.

Ispat. M > 0 sabit ve
Exy =A{lz] <M : Mgy f(x) > A}
olsun. Her bir x € E), j i¢in

(v(@)Q

B_

ERATOES @13)
Q

olacak sekilde bir () > x kiipti vardir.

Ey v C UQy kiiplerinin bir dizisi {Qy} secelim ve R™ hi¢ bir noktasi sadece n’ye bagh
L deki bu kiiplerden daha fazla olmasin (Bknz.[25]). Burada belirtelim ki p/q < 1; (4.13)
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esitsizliginden,

( / [w<x>]‘1dm> " (z

X

>/
-

S
—~
O
x
~
O
a5
-

S
|
—_

=
—
=

U

S

N————
b

elde edilir. Monoton Yakinsaklik Teoremin’den istenen sonuc elde edilir. =

Simdi, 0 < 1 < oo igin

Msaale) = 28 G mraiaan o/

seklinde tamimlanan My, tek degiskenli maksimal operatdr icin agirhkh giiclii (p, ¢) tipli

sonucu verelim.

Teorem4.11. 0 < 3 <n,1 <p <n/B,1/p+1/p =1,1/q = 1/p — 3/n olsun.
w € A, ven > (1 —3/n)p'/qise, bu durumda

1M yvnfllywey < ClF e

olacak sekilde bir C sabiti vardir [35].
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ispat. B. Jawerth [17] tarafindan kullanilan teknigi kullanalim. Burada belirtelim ki

p' = p/(p — 1) olmak iizere

p q p
we A,y —=w Al .

vy=14+4q/p,v =7/(y—1) ve v = w olsun.

seklinde tanimlansin.

Dolayisiyla o € AZ .. f € L, (w) olsun. Herhangi bir k € Z igin,
K, C {I e R": D < M/37V7,7f(117) < 2k+1}

kompakt bir kiime alalim. Bundan dolay1 herhangi bir x € K i¢in,

ok+1 > y

T (T (Qu)" (W (Q) 1Qu]) "

[ 1@y 2
Qu

olacak sekilde bir kiip ), > z vardir.

K, yr6rten {Qq }, o, den sonlu bir drten { Q¥ } alalim.

Ef = QYN K,
veE
E} = (Q?—UQ?) NEKy j>1
1<j
dir.
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Bundan dolay1  sabiti i¢in { E¥ } j de ayrik bir kiimedir ve K = U, EY;
/ |Mﬂ’vmf|qwqd.%'
UK
<CY 2" (E)
k,j
1 q
= v<E’?>< = | |f(y)|dy>
%': TN (@) (@) Qi) ey (4.14)

_ v (E® U(5Q§)1_6/n '
=02 () <<w @) (¥ (@) !@?»)1‘”)

X (W /Qk_ |f(y>|a‘lady)

elde edilir. Z X Z, iizerindeki p 6lgiisii

o (5Q%) " !
o (k,j) = py = v (EY) ( (50)) |)1—,8/n)

(¥ (@) (¥ (@) @5

seklinde tanimlansin.

INCVES {(k,j) : (W /Qk |f(y)|0_10dy> > )\}, A>0, (4.15

veE

G\ =J{@): (k,j) eT(N)}

seklinde ifade edilsin. v € A? oldugunda

v () (vmar) <
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elde edilir. v = (1 — 3/n)qven > (1 — 3 /n)p’/q olmak iizere;

5 kl—,@/n q
fry = v (E} c ) ()16/71)

(@ v (@)@
< Cv (EY) (U ‘gg%)w |

< Cw (Ek)< 5 / v 1vdy)7

< Cv (Ejk) 1an M, (v7! ka)Fyl(x)
zeQk

<C | M, (v_lek)7/ (x)v(x)dz

Ef
elde edilir.

Lemma 4.8. den M, [ﬂ'(v) tizerinde simirli oldugundan,

Z /’Lk]

(k,5)ET(N)

<C Z / (v 'zaw)” (z)v(x)de

(k,J)er(N)

</ M, (v'zG(N))" (2)v(z)dx

<C/ v da

elde edilir.

Belirtelim ki,
G\ C{z eR": (M, (fo™")" (z) > A}
boylece

o(GN) <o ({z eR™: (My, (fob))" (z) > A}).
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Bu nedenle, Lemma 4.8. ’dan, (4.14) esitsizliginin sag tarafi

/OOO W) < 0/000 #(GOV))dA
< C'/OOOU ({z € R : (My, (o))" (2) > A}) dA

=C (Mg, (fa_l))qadx

R

q/p
<C ( | Ipo”dx>
Rn

a/p
C ( |fw|pdx)
Rn

ifadesine esittir.

Boylece

(/n (M,B,v,nf)qwqu> 4 <C (/Rn |f|pwpdg;> l/p‘
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5. SCHRODINGER TiPLi OPERATORLER iCiN AGIRLIKLI NORM
ESITSIZLIKLERI

Teorem 5.1. 7" Schrodinger tipli bir operator olsun. 1 < p < oo ve l edelim ki w € Ag

olsun. Bu durumda

| irt@ps@ds < [ |f@Pods

Ayrica, w € AY olmasi durumunda her A > 0 i¢in

o e R T > A < 5 [ If@l()ds

olacak sekilde bir C' sabiti vardir [35].

V € B, olmakiizere V(—A+V )2, (= A+V)~Y/2V *nin agirhikl sinirlihig1 B. Bongioan-

ni, E. Harboure ve O. Salinas [4] tarafindan ispatlandi.
Simdi maksimal Schrodinger tipli operatorlerin bir sonucunu verelim.

Teorem 5.2. 0 < p,n < oo ve kabul edelim ki w € A”_ olsun. Bu durumda

[T @P w@)de < Gy [ M @) wl@)ida

sup  dw ({x e R" : T" f(x) > A}) < Csup dw ({x € R" : My, f(z) > A}).

A>0 A>0

Burada 7™ maksimal operatorii

1" f(x) := sup [Tef (2)| = sup

e>0 >0

| K

seklinde tanimlanmaktadir [35].

Teorem 5.2. ispatinda ihtiya¢ duyuran lemma asagidaki gibidir.
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Lemma 5.3. Herhangi bir B = B (¢, r) yuvari igin 7 > 1/my () ise bu durumda B
yuvari baz1 x € Q; = Q (x;,r;) i¢in

Bc|JQic2/nB
1=1

Ve

1

my ()

% < < 2v/nCyr;

olacak sekilde {Q;},_, sonlu ayrik kiipleri par¢alanmasi olabilir. Buradaki C|y sabiti

Lemma 4.5. deki benzer 6zelliklere sahiptir [35].

Ispat. ) , merkezi x, ve yari ¢ap1 2r olan bir kiip olsun. Dolayisiyla,
BcCQc?2ynB
elde edilir. Eger Lemma 4.5. ve r > 1/my (x,) den
2r/2 < 1/my(x)
olacak sekilde bir x € () noktasi varsa, bu durumda
1/my(x) < 2¢/nCy2r

olur, boylece () iizrindeki sartlar saglanmig olur. Aksi takdirde, (), r kenar uzunluklu ayrik

Q; kiipleri 2" parcgalanir. Ciinkii baz1 x € (); i¢in Q);
r/2 < 1/my(z) < 2y/nCyr
gercekler, aksi takdirde (); yukardaki gibi siirekli par¢alanir. Lemma 4.5.den, her x € )

i¢in

1/m(z) > (14 2ry/n/my (20)) " / (Comy (20))
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Bundan dolayi par¢alanmalar sonlu olmalidir. Bdylece bazi = € @Q; = Q (x;, ;) igin

m

Q:UQz

=1
ve

TZ/2 S 1/mv($) S ZCQTi

olacak gekilde sonlu ayrik @); kiipleri elde edilir. Sonug olarak Lemma 5.3. ispatlanmis olur.

Ispat. (Teorem 5.2. ispat1) ) = {z € R" : T* f(x) > t} kiimesi acik bir kiimedir. Boylece
€2 kiimesi Whitney kiiplerinin; 2 diam (Q;) < dist (Q;,2°) < 8diam (Q;) ve karsilikli
olarak ayrik, = UQ), seklinde ayrik birlesimi gibidir. Ustelik, {4Q);} ailesi daima 4"

sabiti ile ayriktir ve 4Q); C (2.

Teorem 5.2. ispatlamak igin, yalmzca her t > O ve a < (1 + 5)71*% i¢in

w({zeR" T f(z) > (1+ p)tve My, f(x) < ~t})
<aw({r e R": T"f(x) > t})

esitsizligini gostermek yeterlidir.

Q, = Q(x;.1,) olsun,

b= {j TP S mv1($j>}

veE

= {j e mvl(l’j)}

tanimlansin.

Lemma 5.3. ispatindan, herhangi bir j € E; i¢in, ); kiipti

7"]‘2‘/2 S 1/mv(l’) § 2\/%0075,‘
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veE

Qj:UQ;

olacak sekilde baz1 x € Q; icin {Q;}l: - sonlu ayrik kiiplerin parcalanmasi olabilir.

.....

B >0ve0 < a < 1 verilsin, her j € E} i¢in

o €Q  T°f(w) > (1+ B)t ve My, f(w) < ot} |< 7] @y
ve her j € Ej igin

[{z € Q;: T"f(x) > (1+ B)t ve My, f(z) < 7t} |< 4"a| Q]

olacak sekilde bir ) = 1(f3, a, n) oldugu gosterilecek olup burada @); = 521 Q; seklindedir.

Buradan ve ¢y = (ZOnC’O)(l°+2)a ile Lemma 5.3. kullanilarak, her j € F i¢in

w({z €Q;: T f(x) > (1+ B)t ve My, f(r) <~t}) < Ca’w (Q;) (5.2)
ve her j € L i¢in

w({z e T f(x) > (14 B)t ve My, f(z) < t}) < Ca’w (QY) (5.3)

elde edilir, burada (); = g:l Q; seklindedir.

Ozetle j ve i den
w({z €R": T f(x) > (1 + B)t ve My, f(x) < t}) < Ca’w(Q)

gerceklenir.

a,Ca® < (1+ 8 )_1_% saglayacak sekilde secilirse (5.3) esitsizligi elde edilir.
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[k olarak (5.2) esitsizligini gdsterelim. Bu amagla, j sabit ve Q) = Q; = Q(zo, r) seklinde

alinsin. & € () olacak sekilde bir nokta kabul edilirse boylece

Mme@) <.

dist(z, Q) = dist (Q, Q°) olmak iizere z € Q¢ olsun. Bdylece

QCP=Q (a‘:,%r) C4Q C Q. = Q(z,18r).

fi=fxq.ve fo=f— fiolsun. 7 < 1/my (z) ¥ (Q.) ~ 1yi gerektirir. z € () i¢in

)] < 1T () (@) + 15 [ 1l

< [T7 (fxp) (@)] + CMy, f(7)
< [T (fxp) (x)] + CAt.

Bundan dolay1

[Tef ()] < |Tefa()| + 117 (Fxp) (2)] + Ot
Gerekli diizenlemeler yapildiginda

T fo(w) — Tefo(2)| < C My, f(T)
ve

Tefo(2)] T f(2) <t

elde edilir.

Boylece

T f(z) <T" (fxp) () + 1+ Cy)t, z€Q.
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v, 2C~y < (3 saglayacak sekilde alinsin. Dolayisiyla

{r €@ T"f(z) > (1+ B)t ve My, f(z) < ~t}
C {:EG Q:T*(fxp) (z) > 'gt}

elde edilir.

T* operatériiniin zay1f (1,1) tipinden, ~y yeterince kiiciik secilirse C'371y < o olmak iizere

e w@> G| < 5 11wl

C!Q\ 1
ST |4Q|/ |f(y)|dy

< dQl
< 9@
- b

< alQ)|
elde edilir.

Son olarak (5.3) esitsizligi gosterelim. (5.2) esitsizligindeki gibij,: sabit ve () = Q;,
r = (@) seklinde tanimlansin. Kabul edelim ki Z € () boylece My, f(Z) < ~t. Burada
belirtelim ki

QCcP=qQ (m —r) C4Q C Qz = Q(z,18r).
fi = fxQz ve foa = f — fi seklinde tamimlansin. Bu durumda x € () igin

5] < [T () @)+ 55 [ 17y

<|T"(fxr) (z)| + C My, f(z)
<|T" (fxp) (x)] + Crt

yani

Tef (@) < |Tefoz)| + T (fxp) (z)| + Cyt
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Gerekli diizenlemeler ve hesaplamalar yapilarak

[Tefo(z)| < CMy, f(Z)

elde edilir.
Bundan dolay1

T f(2) < T* (fxp) (@) + Ot w€ Q.

Ispatin geri kalan1 (5.2) esitsizliginin ispatina benzer sekilde yapilir. Boylece Teorem 5.2.

ispatlanmis olur. m

Schrodinger operatérlerin dogurdugu Riesz doniigiimleri i¢in /2 < g olmak iizere diger bir

V' € B, sinifi goz oniine alinsin.
T, = (-A+ V)V,

T, = (—A + V)_1/2V1/2,
Ts=(-A+ V)2V
olsun.

Teorem 5.4. Kabul edelim ki V' € B, ve ¢ > n/2 olsun. Dolayistyla:

() ¢ <p<oovew€ A7 ise budurumda
T3 f 11w < Cll L)

(i) (29) <p<oovew € A7, ise bu durumda

HT2f||Lp(w) S C||f||Lp("J)
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(iii) pp < p < oovew € AZ% ise, 1/po =1/q—1/nven/2 < q < n olmak iizere bu

durumda

TN ) < CllF Nz
[35].
Ty =V(-A+ V)™,
Ty = V2(—A+ V)2
T; =V(=A+V)™/?
i¢cin asagidaki sonuglar kolayca elde edilir.
Sonug 5.5. Kabul edelimki V' € B, ve ¢ > n/2 olsun. Dolayistyla:
i) 1<p<qve w T € AP, ise bu durumda
1Tl ) < CllF Nl -
() 1 <p<2gve w T € AP, /(2 1se bu durumda

175 1 ) < CllFNlzpe-

(i) 1 < p < pgve W € AZ,/% ise, 1/po =1/q —1/nven/2 < q < n olmak iizere

bu durumda

HT?TfHLp(w) < CHfHLp(w)

[35].
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T3, Ty operatorlerinin agirlikhi L,(w) uzayindaki sinirhliklariin ispati B. Bongioanni, E.

Harboure ve O. Salinas [4] taraflarindan ispatlanmigtir. Son olarak 0 < 5 < n igin

Isf(x) = L7 f(x)
= /OO e f(x) PP dt

= | ks(x,y)f(y)dy

R"

Schrodinger operatorlerinin dogurdugu kesirli integraller i¢in bazi agirlikli esitsizlikleri ispat-

s1z olarak verelim.

Lemma 5.6. Eger V€ B, (R"),g > n/2ve 0 < [ < n ve kg, I3 kesirli integralinin
cekirdegi ise bu durumda herhangi bir > 0 i¢in z,y,h € R™ ve |h| < |z — y|/2 olmak

uzere

C 1
(L+ [& =yl (my () + my () |z =y~

|ks(z, y)| <

\(

C |h|%

kg(z + h,y) — ka(z,y)| < ——
S (U e =yl o ) + ey () = o

olacak sekilde bir C; > 0 sabiti vardir 8yle ki g = do(q) > 0 dir [35].

Teorem 5.7. 0 < 5 < n,l < p < /nvel/q=1/p— /n olsun. Bu durumda her bir
w € Af, ) icin

1/p

1/q
([ ms@ratris) < ([ 1r@prare)
Rn R"
Ayrica kabul edelim ki 1 = w? € Af ve ¢ = n/(n — [3) olsun. Bu durumda her A > 0 igin
n 1/q C
p{z €R": | f(2)] > A1) < + . |f () |w(z)dx

olacak sekilde C' sabiti vardir [35].
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