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Literatiirde yer alan kesirli integral ve tiirev operatorlerinden biiyiik bir cogunlugu cesitli
ozel fonksiyonlar yardimiyla ya klasik tiirev operatoriinden yola ¢ikarak ya da integraller
kullanilarak tanmimlanmistir. Bu ¢alismada bu tiir operatorlerden daha genel yapiya sahip, iki
farkl tiir, kesirli integral ve tiirev operatorleri tantmlanmustir. IIk tiir, cekirdeginde kuvvet ve
konfluent hipergeometrik fonksiyon iceren integraller yardimiyla; ikinci tiir ise klasik tiirev
operatoriinde M-serisi kullanilarak elde edilmistir. Tanimlanan tiim operatorlerin sagladiklari
ozellikler ayrica incelenmistir. Son olarak her iki tiir kesirli tiirev operatoriinii ayr1 ayri
iceren diferensiyel denklemlere ornekler verilmis ve bu denklemlerin analitik ¢oziimlerine
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1. GIRIS

1695 yilinda L'Hospital Leibniz’e, yayinlarinda f fonksiyonunun n. mertebeden tiirevi igin
kullandig1 % gosterimini kastederek, n = 1/2 olmas1 durumunda sonucun ne olacagini
sordu. Leibniz bu soruya 30 Eyliil 1695 tarihli bir mektupla “bir giin faydali sonuglarin
elde edilebilecegi acgik bir paradoks™ yanmitim1 verdi. Bir ¢ok yazar kesirli analizin baslangici
olarak bu olay1 isaret eder [21,26,35,40,46,52]. Zamanla kesirli analiz, Liouville, Griinwald,
Riemann, Euler, Lagrange, Heaviside, Fourier, Abel vb. bir¢ok iinlii matematikgi tarafindan
saglam temeller iizerine oturtulmustur. Bu matematik¢ilerden ¢cogu kendi kesirli tiirev ve
integral operatorlerini farkli yaklagimlarla tanimlamiglardir [21, 26, 35,36,40,41,43,46,52,

56].

Kesirli analiz, matematigin hizla gelisen bir alan1 olup klasik tamsay iislii tiirev operatorii
yerine keyfi iislii tiirev ve buna bagli integral operatorleri kullanir. Tamsay1 mertebeli tiirev
ve integrallerin fiziksel ve geometrik anlamlar1 aciktir ve klasik fizikte pek ¢ok problemin
tanimlanmasinda kullanilir. Kesirli tiirev ve integrallerin, klasik tiirev ve integrallerin bir
genellestirmesi oldugundan daha genis bir anlama sahip oldugu diisiiniilebilir. Ancak heniiz
literatiirde boyle bir sonuca ulasan yayina rastlanilmamistir. Bununla birlikte kesirli analizin
ilk uygulamas1 Abel (1823) tarafindan, tautochrone (isochrone - es zamanl egri) problemi
icin verilen integral denkleminin ¢6ziimiinde yari-tirev (n = 1/2) kullanilarak yapilmigtir
[43,46]. Bu problem ilk olarak Johann Bernoulli (1696) tarafindan ortaya atilmistir ve
stirtiinmesiz bir ortamda, A noktasindan birakilan bir boncugun B noktasina en kisa zamanda
ulagmasi icin gereken egriyi bulmay1 amaglar. C6ziim bir sikloiddir ve Bernoulli tarafindan
verilmigtir. Bunun diginda kesirli analizin fizik, biyoloji, miihendislik, ekonomi ve finans

gibi pek ¢ok farkli alanda uygulamalar: bulunmaktadir [24,52].

Uygulama alanlarinin ¢esitliligi ve gercek hayat problemlerinin hepsine uyan tek bir kesirli
operator olmamast literatiirde pek ¢ok farkli kesirli tiirev ve integral tanim1 bulunmasina yol
acmustir. Ozellikle son yillarda yapilan ¢alismalarla farkli tiirde kesirli tiirev ve integraller
tanimlanmug, Ozellikleri incelenmis ve cesitli problemlere uygulanmigtir [3-6, 10, 16-18,
20, 23,27,30-32, 34, 36, 37, 39,48, 55, 65-68, 72, 73]. Bu c¢alismalarin bir ¢ogunda kesirli

operatdrler 6zel fonksiyonlar yardimiyla ya genellestirilmis ya da yeniden tantmlanmislardir.



Uygulamal1 bilimlerde karsimiza ¢ikan fonksiyonlarin biiyiik bir cogunlugu, has olmayan
integraller ya da sonsuz seriler yardimiyla tanimlanir. Bu tiir fonksiyonlar “6zel fonksiyonlar”
olarak adlandirlir [1,2,11,25,44,45,53,59,60,63,70,71]. Son yillarda yapilan calismalarla
baz1 6zel fonksiyonlarin tanim araliklar1 genisletilmis ya da cesitli sekillerde tanimlar1 genel-
lestirilmigtir. Bu tiir fonksiyonlara genisletilmis ya da genellestirilmis 6zel fonksiyonlar
denir. Ayrica bu fonksiyonlarin 6zellikleri, diger 6zel fonksiyonlar ile olan iligkileri, toplam

formiilleri, integral gosterimleri ve dogurucu fonksiyon bagintilart da pek ¢cok makalede

incelenmistir [9, 12-17,19,33,38,42,47-49,61,62,69].

Literatiirde yer alan yayinlar incelendiginde, arastirmacilari farkli problemler icin farkl
kesirli operatorleri se¢mekten kurtaracak, daha fazla parametre icererek bir cok probleme
uyacak, hem klasik operatorlerle iligkili hem de kullanimi1 kolay kesirli operatorlere ihtiyag

duyuldugu gozlemlenmistir.

Bu tez calismasinda yukarida bahsedilen ihtiyactan hareketle, “Bu tiir kesirli operatorler
tanimlanabilir mi?” sorusu ele alinmisg ve genellestirilmis 6zel fonksiyonlar yardimiyla
literatiirde yer alan kesirli operatorlerin bir cogundan daha genel yapiya sahip, iki farkli
tiirde, kesirli tiirev ve integral operatorleri tanimlanmis, ozellikleri arastirllmig ve cesitli

problemlere uygulanarak bulunan sonuglar incelenmistir.
Tez, giris niteligindeki bu ilk boliim hari¢ dort ana ve bir ek boliimden olugsmaktadir.

Ikinci béliimde tez ¢aligmasinin ilerleyen boliimlerinde kullanilacak olan 6zel fonksiyonlar,
Riemann-Liouville kesirli operatorleri, Caputo kesirli tiirevi ve Laplace doniisiimii gibi temel

kavramlar tanitilmig ve bu kavramlara ait belirli 6zellikler verilmistir.

Ugiincii boliim, orjinal bir calisma olup gekirdeginde kuvvet ve konfluent hipergeometrik
fonksiyon iceren kesirli operatorler hakkindadir. Yeni tanimlanan bu operatorlerin 6zellikleri
ve uygulama problemlerinden elde edilen sonuglar da yine bu boliimde yer almaktadir. Bu
boliimiin biiyiik bir kism1 tam metin olarak yayinlanmistir [29]. Aslinda bu tiir bir integral
denklemi daha 6nce Prabhakar [50, 51] tarafindan da calisilmistir. Ancak bu caligmalarda
sadece integral denklemlerinin ¢oziimleri, Riemann-Liouville kesirli integral operatorii kulla-

nilarak arastirilmistir.



Dordiincii boliim, tezin orjinal calisma iceren bir diger boliimiidiir. Burada genellestirilmis
M-serisi kullanilarak kisitlanmig kesirli tiirev ve integral operatorleri tanimlanmistir. Ayrica
bu operatorlerin ¢esitli 6zellikleri aragtirilmis ve uygulama ornekleri verilmistir. Bu boliimden
elde edilen bulgularla hazirlanan bir makale alan indekslerince taranan uluslararasi bir dergide

yayina kabul edilmisgtir [28].

Ana boliimlerin sonuncusu olan besinci boliimde ise tez ¢alismasindan elde edilen bulgular

degerlendirilerek ileride yapilacak olan diger calismalar i¢in Onerilerde bulunulmustur.

Son olarak Ek boliimde, {iciincii ve dordiincii boliimde verilen uygulama 6rneklerinden elde
edilen ¢6ziim fonksiyonlarinin degiskenlerine 6zel degerler verilerek olusturulan grafikleri

yer almaktadir. Grafikler MAPLE 14 programi yardimiyla cizdirilmisgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE OZELLIKLERI

2.1. Ozel Fonksiyonlar ve Belirli Ozellikleri

Bu kisimda, tez ¢aligmasinin ilerleyen boliimlerinde siklikla kullanilacak olan bazi 6zel
fonksiyonlara ait tanimlar verilmis ve bu kavramlarin temel 6zelliklerine kisaca deginilmistir.
Daha ayrintili bilgi icin kaynak¢ada verilen [1,2,25,44,45,53,59,60,63,64,70,71] yayinlarina
bakilabilir.

Tanim 2.1. Gama fonksiyonu

/OO t*“le7'dt , (Re(z) > 0)
[(z) =
[(z+1)

, (Re(2) <0, z# —1,-2,...)

bi¢iminde tanimlanir [63].

Gama fonksiyonu, n = 0,1,2...1i¢in I'(n + 1) = n! 6zelligini sagladigindan faktoriyel
fonksiyonunun bir genellemesidir ve bu sebeple kesirli analizde, faktoriyel fonksiyonunun

klasik analizdeki kullanim alanlarina benzer alanlarda kullanilir.

Tanim 2.2. Beta fonksiyonu iki kompleks degiskenli bir fonksiyon olup birinci tiir Euler

integrali yardimiyla
1
B(z,y) :/ t" 11 —t)'dt, (Re(z) >0, Re(y) > 0) .1)
0
biciminde tanimlanir [64].

Bu fonksiyonun Gamma fonksiyonuyla olan iligkisi

B(x,y) = (r,y #0,—1,-2,...) (2.2)

esitligi ile verilir [64]. Bu esitlikten B(x,y) = B(y,x) simetri dzelliginin saglandigi da

gorilir.



Tanmim 2.3. Pochhammer Sembolii (6telenmis faktoriyel)

1 ,n=20
O‘)n:
AAED) . A tn—1),n=123,...

biciminde tanimlanir. Ayrica Pochhammer sembolii, gama fonksiyonu yardimiyla

['(A+n)

()‘)n = F()\) )

(A#£0,-1,-2,..))

olacak sekilde de tanimlanabilir [63].

Bu tanimdan yararlanarak Pochhammer semboliiniin asagidaki esitlikleri sagladigi gosterilebilir:

I'n+1)
(1), = W =nl
(N = F()\JIZ(—T)JFH)

A +m)T(A+m +n)
TN LA +m)
= (AN)m(A+m),

F'A+n+m)
(Mmtn = Ty

A +n)TA+n+m)
T\ L'(A+n)

= (Mn(A+n)m

Pochhammer sembolii ile gama ve beta fonksiyonlar1 arasinda

(@)n _ Ila+n)L(5)

(B T(a)T(B+n)

_ Ta+n) DB — )

- T(@)P(B+n)0(B — )

:B(a+n,6 «)
B(a, 8 —a)

(Re(8) > Re(a) > 0)

iligkisi de mevcuttur [63].



Son olarak negatif tamsay1 degerleri icin Pochhammer sembolii

(=D e
(—n), = m—Fk)!" = =
0 Jk>n

ile verilir [63].

Tamm 2.4. p, ¢ sifir ya da pozitif bir tamsay1, ay, ..., a,, 51, . . ., 5, € C, (a), Pochhammer
sembolii ve 3; # 0,—1,—2,...(j = 1,...,q) olmak lizere genellestirilmis hipergeometrik

fonksiyonu

qu(O./l, C.. ,O_/p;ﬁl, . 76q;2) — Z (Oél)n Ce (Ckp)nz_T

Bl Bon 23

=

serisi yardimiyla tanimlanir [63].

Bu seri
a) p < qise |z| < oo igin yakinsak,
b) p=q+ lise |z| < 1igin yakinsak,

c) p > q—+ lise z = 0 hari¢ tim z degerleri i¢in 1raksaktir [63].

Ayrica bu seri, w = ?:1 B — Z§:1 a; ve p=q-+1 olmak lizere
a) Re(w) > 0ise |z| = 1 i¢in mutlak yakinsak,
b) —1 < Re(w) < 0ise |z| =1, z # 1 i¢in sarth yakinsak,
¢) Re(w) < —1ise |z| = 1 igin wraksaktir [63].

Tanmm 2.5. a,b,¢ € C, (a), Pochhammer sembolii ve ¢ # 0,—1,—-2,...(j = 1,...,q)

olmak iizere Gauss hipergeometrik fonksiyonu

o0 ’VL

2 F1(a,b;c; 2) Z In (lz2| < 1) (2.4)

)
() n‘
n=0 n

biciminde tanimlanir. [63].



Bu fonksiyonun, (2.3) genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonunun p = 2, ¢ = 1 6zel
durumu oldugu kolayca goriilebilir. Literatiirdeki bazi kaynaklarda o F} (a, b; ¢; z) gosterimi
yerine F'(a,b;c; z) gosterimi de kullanilmistir. Ayrica (2.4) esitliinin sag tarafindaki seri

|z| = 1 olmak iizere

a) Re(c —a —b) > 0 ise mutlak yakinsak,
b) —1 < Re(c —a—0b) <0, z # 1 ise sarth yakinsak,
¢) Re(c—a—0b) < —1isewraksaktir [63].

Tanmm 2.6. a,c € C, (a),, Pochhammer sembolii ve ¢ # 0, —1, —2, . . . olmak iizere konfluent

hipergeometrik fonksiyonu (Kummer fonksiyonu)

n

CZZ
n
1F1aCZ—_E

n=0
seklinde tanimlanir [64].
Bu fonksiyonun da, (2.3) genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonunun p = 1,9 =

1
ozel durumu oldugu goriilebilir. Bazi kaynaklarda ; F} (a; ¢; z) gosterimi yerine ®(a;c; 2)

gosterimi de kullanilir.

Elementer fonksiyonlarin bazilar1 genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonlarin 6zel durumlari

olarak yazilabilirler. Ornegin:

e* = 1Fi(a;a;2) = oFo(—; —; 2),

In(1+4 2) = 2z 5 F1(1,1;2; —2),
cos(z) = oFy(—;1/2; —2%/4),
sin(z) = z oFy(—; 3/2; —22/4),

arcsin(z) = z o F4(1/2,1/2:3/2; 2%),

arctan(z) = z 2 F3(1/2,1;3/2; —2°),

n

> zZ
(1—-2)"= ;W)”H = oF(a,b;b;2) = 1Fy(a; —; 2).

Kesirli analizde 6nemli bir yere sahip olan Mittag-Leffler fonksiyonu, iistel fonksiyonun seri

aciliminda k! yerine (ak)! alinarak asagidaki sekilde tanimlanmustir.
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Tamm 2.7. Tek degiskenli Mittag-Leffler Fonksiyonu o € C olmak iizere

Z (2.5)
par I( ak +1)

ile verilir [25].

Bu seri Re(a) > 0 i¢in tiim kompleks diizlemde yakinsak, Re(a) < 0 i¢in ise tim C \ {0}
kiimesinde iraksaktir. Ayrica Re(a) = 0 icin yakinsaklik yaricapt R = e2 /™)l olarak elde

edilir.

Mittag-Leffler fonksiyonundaki o parametresinin 6zel degerleri i¢in

1
Ey(£z) = —— <1
By (42) = e**

Ey(—2%) = cos 2
E5(2*) = cosh z

esitlikleri yazilabilir [25].

Tamm 2.8. Iki degiskenli Mittag-Leffler Fonksiyonu
C R > 0 2.6
;Fak+5 (a, 8 € C; Re(a) > 0) (2.6)
biciminde ve ii¢ degiskenli Mittag-Leffler fonksiyonu (Prabhakar fonksiyonu) da
= i _ (a, 8,7 € C; Re(a) > 0, Re(B) > 0) (2.7)
pr I'(ak+ B) k! o ’

biciminde tanimlanir [25].

Acikca goriilmektedir ki (2.7) fonksiyonunda v = 1 alinirsa (2.6), v = [ = 1 alinirsa
(2.5) fonksiyonlar1 elde edilir. Yine (2.6) fonksiyonunda 5 = 1 alinirsa (2.5) fonksiyonuna

ulagilir.



Ayrica ii¢ degiskenli Mittag-Leffler fonksiyonu ile konfluent hipergeometrik fonksiyon arasinda

iligkisi vardir. Mittag-Leffler fonksiyonu ve cesitli genellestirmeleriyle ilgili daha ayrintil
bilgi i¢in [25,44,45,51,71] kaynaklarina bakilabilir.

M-serisi kavramindan ilk olarak 2008 yilinda Sharma tarafindan yazilan [57] makalede bahse-
dilmigtir. 2009 yilinda ise Sharma ve Jain [58], M-serisi tanimin1 genellestirerek, hem
genellestirilmis hipergeometrik fonksiyon hem de Mittag-Leffler fonksiyonlarindan daha

genel bir yapiya sahip olan genellestirilmis M-serisi kavramini vermiglerdir.

Tanim 2.9. 3,v,2€ C,p,q €N, Re(f) >0vec; #0,—1,—-2,...(i =1,2,...,q) olmak

uzere

seklinde tanimlanan seriye genellestirilmis M-serisi denir [58]. v = 1 durumunda klasik
M-serisi tanimu elde edilir [57].
Genellestirilmis M-serisi
a) p < qise |z| < oo igin yakinsak,
b) p=q+ lise|z| < § = 87 igin yakinsak,
c) p > q+ lise z = 0 hari¢ tiim z degerleri i¢in 1raksaktir.
Ayricaseri, p = g+1 ve |z| = 0 icin parametrelerinin durumuna baglh olarak yakinsayabilir

ve a; (1,2,...,p) parametrelerinin sifir ya da negatif tamsay1 olmast durumunda M-serisi

polinoma indirgenir [58].



Yukarida tanimlar1 verilen diger 6zel fonksiyonlar, genellestirilmis M-serisinin 6zel durumlarina

karsilik gelirler:
1,1 O Lk

1M1 (17 1,2) = Z _‘ == 62’

k=0
M, (151 2) f: l Es(2)

1M (L5 15 2) = Tran o o Ll

P LBk +1)
By d 2k

1My (1;1;2) = Z —— = Ej.(2),
— I'(Bk +7)

1M (031;2) = Z = = E§_(2)

y 4y | By ?
— L(Bk 4 ) k!
1,1 2 (a)y, 2"

1My (a;¢;2) = ——— = 1F(a; ¢ 2),
2 0

L1 — (a)r (D), 2*

oM (a,b;¢;2) = — = 2oFi(a,b;c; 2),
2 o H
o () (a2 @
M (Z) = L F 3 2
r kz:% (eo)i--(ce B 7 " e e,

2.2. Kesirli Operatorler ve Belirli Ozellikleri

Bu kisimda, literatiirde siklikla kargilagilan Riemann-Liouville kesirli operatorleriyle Caputo
kesirli tiirev operatOriiniin tanimlart verilip, ¢esitli 6zelliklerinden bahsedilmistir. Uygula-
maya uygunluk agisindan sadece sol kesirli operatorler ele alinmistir. Kesirli operatorler

hakkinda daha ayrintili bilgi i¢in [26, 35,40,41,43,46,52,56] kaynaklarina bakilabilir.

I"f(z)= [Tde [Tdx--- [T f(x)dz olmak iizere n-kath integraller i¢in verilen

) = oy | =0 o 2.8)

(n —

formiiliinde (n — 1)! = T'(n) kullanilirsa tamsay1 olmayan n degerleri igin de (2.8) esitligi
anlamli olur. Boylece tamsay1 mertebeden olmayan integral ve tiirev operatorii icin asagidaki

tanim verilebilir.
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Tanim 2.10. f € Ly(a,b) ve a € C olmak iizere, f fonksiyonunun «. dereceden Riemann-

Liouville kesirli integrali

1 [ f(t)dt
T = R 0 29
TeD @)= [ g (> a Re(@)>0 29
bi¢iminde ve a. mertebeden Riemann-Liouville kesirli tiirevi ise n = [Re(a)] + 1 ve

n .
D" = di—n olmak tizere

(D f) (2) = D" (Z;7°f) (@)

- F(n — a) dx™ / (3; i.(tt))ozthrl’ (QT > a, Re(a) > 0) (210)

bi¢iminde tanimlanir [35]. [Re(«)] ile Re(«) sayisinin tamsay1 kismi kastedilmektedir.

Eger 8 € C, Re(B) > 0, ve Re(a) > Oise a = 0 igin

(Z5et"71) (2) = ﬁ /I P~ (x — t)*"tat ((2.9) tanimindan)
xﬁJraflO 1

- o) / w1 — w)* du (t = ux dontigtimii ile)
0

— %x“a_l, ((2.1) ve (2.2) ile)

elde edilir.

Benzer islemler kullanilarak Re(«) > 0 ve a = 0 igin

1 a [*
Do P! = ——/ A G L
(D5-£77) (=) I'(n—a)dz J, (x=1)
B+n—a—1\(n) 1
= @)™ / w1 —u)"
Fn—a) J,
_ F(ﬁ) (x,B-I—n—a—l)(n)
I'(B+n—a)
L) s an
= ———a" (2.11)
I'(B —a)
olacak bicimde elde edilir. Burada 6zel olarak 5 = 1 alinirsa sabit bir fonksiyon i¢in

Riemann- Liouville kesirli tiirevin sifir olmadig1 goriiliir.
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Bununla birlikte, @« = n olmast durumunda f fonksiyonunun (2.9) kesirli integrali (2.8)
n-katl integral formiiliine, (2.10) kesirli tiirevi de n.mertebeden klasik tiireve doniisiir. Yine

(2.10) igin a = 0 alimrsa (D, f) (z) = f(z) oldugu goriiliir [35].

Tamm 2.11. f € AC"[a,b], n = [Re(a)]+1 ve Re(a) > 0olmak iizere f fonksiyonunun

«. mertebeden Caputo kesirli tiirevi

z  f(n)
(“Dg f) (w) = (T35 D" f) (2) = ! ] / (f (wfh (2.12)

I'n—a« x —t)entl
biciminde tanimlanir [35].
(2.12) esitliginden, sabit fonksiyonun Caputo kesirli tiirevinin sifir oldugu aciktir. Benzer

olarak @ = n olmasi durumunda f fonksiyonunun (2.12) kesirli tiirevi n. mertebeden klasik

tiirevine doniisiir. Yine o = 0 olmasi durumunda (“DY, f) (z) = f(x) oldugu goriiliir [35].

Egern = [Re(a)] + 1, B € C, Re(B) > n, ve Re(a) > 0 ise a = 0 i¢in benzer iglemlerle

/ _dl t)n—a—ldt
0

(“Dgt" 1) ()

a)
o F<5) B—n—1 T — n—a—1
Cn — )l (5 —n) / c T
_ P(ﬁ)lﬁ ot ! uﬁfnfl —u n—a—1 U
= F et , w0
T e
= F(ﬂ—a) (2.13)

elde edilir.

Riemann-Liouville kesirli operatorlerinin sagladig1 6zelliklerden bazilar1 agagida verilmistir.

Ik sonug kesirli integralin yari-grup 6zelligi olarak bilinir.

Lemma 2.12. Eger Re(a) > 0, Re(5) > 0 ise
(Ze 7. F) (@) = (Z27F) (@)

esitligi f € Ly(a,b), (1 < p < oo) i¢cin hemen hemen her = € [a,b] araliginda saglanir.

Ayrica o + 8 > 1 ise bu esitlik her = € [a, b] i¢in gegerlidir [35, Lemma 2.3].
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Lemma 2.13. Eger Re(a) > 0ve f € Ly(a,b), (1 <p < o0)ise

(Do f) (x) = f(x)

esitligi hemen hemen her = € [a, b] i¢in gegerlidir [35, Lemma 2.4].

Lemma 2.14. Eger Re(a) > Re() > Oise f € L,(a,b), (1 < p < c0) igin
(222 8) () = (757) (@)

esitligi hemen hemen her = € [a, b] i¢in gegerlidir [35, Property 2.2].

Lemma 2.15. Re(a) > 0,n = [Re(a)] + 1 olsun ve

fa-a(®) == (Z37°f) ()
ar(Lp) ={f: f =T3¢, ¢ € Lp(a,b)} (1 <p<o0)

biciminde tanimlansin. Eger
a) 1 <p<oove feI(L,)ise

(Ze+ Dg+ f) () = f(x),

b) f € Li(a,b) ve fn_o € AC"[a,b] ise

I N e Ol
(Z3+ D+ f) (z) = f(z) Z T(o—j+1)

(z —a)™,

esitlikleri [a, b] araliginin hemen hemen her yerinde gegerlidir [35, Lemma 2.5].

Caputo kesirli tiirev operatorii icin asagidaki iligkiler gecerlidir.
Lemma 2.16. Re(a) > 0ve f € Cla,b] yada f € Lo (a,b) olsun.
a) Eger Re(a) ¢ Nyadaa € Nise

(CD3+I§+f) (z) = f(z),
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b) eger Re(a) € Nyada Im(a) # 0 ise

(Z3H"f) (a+)

(CD3+I(?+JC) (QE) = f(l') - F(n _ Oé)

(x —a)"™@

olarak elde edilir [35, Lemma 2.21].

Lemma 2.17. Re(a) > 0 ve n = [Re(a)] + 1 olsun.

n—1 (k) a
@D ) @) = @)~ 3 D e oyt

esitligi f € C"[a,b] yada f € AC"[a, V] ise gecerlidir [35, Lemma 2.22].
Sonug 2.18. Eger a ¢ Ny ve n = [Re(a)] + 1 ise
(“Dgs f) () = (Dg+ f) (@)

olmas icin gerek ve yeter sart f(a) = f'(a) = --- = f®Y(a) = 0 olmasidir [35, p. 92].

2.3. Laplace Doniisiimii ve Konvoliisyon

Tanmm 2.19. f, x > 0 i¢in tamimlanan x reel degiskenine bagl reel degerli bir fonksiyon

olsun. F, tiim reel s degerleri i¢in has olmayan

F(s) = /000 e f(x)dx

integralinin yakinsak oldugu bir fonksiyon olsun. Bu durumda f fonksiyonunun Laplace

doniigiimii F'(s) fonksiyonudur denir ve F'(s) = £{f(x)} ile gosterilir. [54].

Teorem 2.20. Eger f fonksiyonu, her b > 0 i¢in = € [0,b] araliginda pargali siirekli ve
« iistel mertebeden, yani; M, K € R olmak tizere * > M iken |f(z)| < Ke** olacak
bicimde o € R bulunabiliyorsa her s > « i¢in f fonksiyonunun Laplace dontigiimii

mevcuttur [54].
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Laplace doniisiimii lineerdir ve uygun f fonksiyonlari i¢in asagidaki 6zellikleri saglar [54]:

e{f" ()} = s"e{f(x)} =" f(0) =+ = fOV(0), s>a @.14)
Llef(x)} =F(s—a), s>a+a
n dn

L{t"f(x)} = (—1) @F(s), s> a.

Eger £{f(z)} = F(s)ise F fonksiyonunun ters Laplace doniisiimii £~ '{ F'(s)} ile gosterilir.

Her fonksiyonun ters Laplace doniisiimii olmayabilir ancak varsa bu doniisiim tektir [54].

Tanim 2.21. f ve g, her sonlu kapali 0 < ¢ < b araliginda parcal siirekli ve « iistel

mertebeli iki fonksiyon olsun. f ve g fonksiyonlarinin konvoliisyonu f x g ile gosterilir ve

f(2) % g(x) = / " F ()9 — byt

ile tanimlanir [54].

Yukaridaki kosullar1 saglayan f ve g fonksiyonlari i¢in asagidaki 6zellikler gecerlidir [54]:

F(2) * g(x) = g(2) * f(a),
S{f(x) x9(x)} = S{f (@)} L{g(x)} = F(s)G(s), s>a 2.15)
S YF(5)G(s)} = f(z) * g(x) = / F(t)gx — tydt

—9(o) 1) = | o)z =0y 2.16)
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3. KUVVET VE KONFLUENT HIPERGEOMETRIK FONKSIYON
CEKIRDEKLI KESIRLI OPERATORLER
3.1. Cekirdeginde Ozel Fonksiyonlar Iceren Kesirli Operatorler

(2.12) ile verilen Caputo kesirli tiirev tanimi1 i¢in o € R ve n = 1 alinirsa

(Dg+ f) (2) = F<11_a) /x (];/(_t)j)i 3.1)

elde edilir. 2015 yilinda Caputo ve Fabrizio [10], (3.1) esitliginin sag tarafindaki integralin

iy ifadesini de Y1) ifadesi

—a(z—t)

cekirdegiolan (z—t)~* ifadesini e(Zi5a) ifadesiyle ve

ile degistirerek « € [0,1] ve f € H'(a,b) olmak iizere

a M z —a(x—t
2 f(2) = 7 (@) / F)eTiE= a 3.2)
biciminde iistel ¢ekirdekli yeni bir kesirli tiirev operatorii tanimlamiglardir. Burada M («),
M (0) = M(1) = 1 olacak sekilde bir normalizasyon fonksiyonudur. Ayrica

lim le(JCTit) =d(z —1t)

A—=0 A
esitliginden
lim 2.9 f(2) = ['(x)
lim 7 f(2) = f(x) - f(a)

oldugunu gostermislerdir [10].

Bu operator sonradan Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi olarak adlandirilmistir [39]. (3.1) Caputo
kesirli tiirevinde oldugu gibi (3.2) Caputo-Fabrizio tiirevinde de sabit bir fonksiyonun tiirevi

sifirdir ancak bu tanimda c¢ekirdek, = ¢ noktasinda bir tekillige sahip degildir.

16



Hemen ardindan yapilan bir calismada Losada ve Nieto [39], Caputo-Fabrizio kesirli tiirevini

t>0,0<a<1lve fe HY0,b), b>0 olmak iizere

(2—a)M zalz=t)
D) = S / G Jat (3.3)
—a)
biciminde yeniden tamimlamiglardir. Ayrica Caputo-Fabrizio kesirli integralini de ¢ > 0 ve

0 < o < 1 olmak tizere

2(1 — )
o e @+ @ e fy 1 oy

seklinde elde etmislerdir.

() =

Ardindan, normalizasyon fonksiyonunu M («) = ﬁ olarak hesaplamiglar ve (3.3) ile (3.4)

tanimlarini

CF o f(a) = (1 — a>f<x> 1 d / " p(n)dt

a(:c t) )

“FD*f(x) t, (3.5)

olacak bicimde sadelestirmislerdir.

Yine ayn yil icerisinde Yang ve dig. [72], benzer islemleri Riemann-Liouville kesirli tiirevine

uygulayarak z > ave 0 < o < 1 olmak iizere yeni kesirli tiirev operatoriinii

a(z t)
O e A G

biciminde tanimlamiglardir.

2016 yilinda Atangana ve Baleanu [3], cekirdeklerinde tek parametreli Mittag-Lefler fonksi-

yonu bulunan kesirli operatorleri, « € [0,1] ve f € H'(0,b), b > 0 olmak iizere,

=1 [ e ()

o) = 1o [ e, () ar

biciminde tanimlamiglardir.

ABCDa[
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Burada da M («), M(0) = M(1) = 1 olacak sekildeki normalizasyon fonksiyonudur. Bu
operatorler sirasiyla “Caputo” ve “Riemann-Liouville” anlaminda Atangana-Baleanu kesirli

tiirev operatorleri olarak adlandirilirlar. Atangana-Baleanu kesirli integral operatorii de

_1—a

LN = 7 )+ g ), SO -0

seklinde tanimlanir. Bu operator, o = 1 i¢in fonksiyonun klasik integralini, « = 0 i¢in ise

orjinal fonksiyonu verir. Eger burada da Losada ve Nieto’nun normalizasyon fonksiyonunun

degerini bulmak i¢in yaptig1 islemler tekrarlanirsa M (o) = ﬁm) degeri elde edilir.

2017 yilinda ise Gomez-Aguilar ve Atangana ii¢ parametreli, ¢cekirdeginde kuvvet, iistel
ve Mittag-Leffler fonksiyonlarin1 barindiran kesirli tiirev operatorleri tanimlamiglardir (bkz.
[23, Tanim 1]). Ayrica, bu operatdrlere 6zel degerler vererek, iki parametreli, ¢cekirdeginde

kuvvet ve iistel fonksiyonlar: barindiran kesirli tiirev operatorlerini

M 1 dTL z —a(x—t
D ()] = n 502 I'(n —~)dxn /a (x —ft()t”)_”“ o= ay 3-7)
ve
M 1 x (n) ozt

biciminde elde etmislerdir [23, dnk. (8), dnk. (14)]. Burada o,y € (n — 1,n] olup, M («)

onceki tanimlara benzer olan normalizasyon fonksiyonudur.

Aslinda bu yayinda Gomez-Aguilar ve Atangana ii¢ parametreli operatorlerdeki parametre-
lere 6zel degerler vererek, hem onceden tanimlanmig Riemann-Liouville, Caputo, Caputo-
Fabrizio, Atangana-Baleanu gibi kesirli operatorleri elde ettiklerini hem de (3.7) ve (3.8)
gibi cok cesitli yeni kesirli operatorleri Riemann-Liouville ve Caputo anlaminda tanim-
ladiklarini iddia etmiglerdir. Bununla birlikte, bu operatorlerin Laplace, Fourier, Mellin ve

Sumudu doniisiimlerini hesaplayarak ii¢ 6rnek icin sayisal ¢oziimlere ulasmiglardir.

Farkl cekirdekli kesirli operatorler hakkinda daha ayrintili bilgi i¢in [3,5, 10, 19,23, 33, 34,
39,72] yayinlarina bakilabilir.
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3.2. Cekirdeginde Kuvvet ve Konfluent Hipergeometrik Fonksiyonlarim Iceren Yeni

Kesirli Operatorler

Tez ¢alismasinin bu kisminda, yukarida bahsedilen calismalardan da esinlenerek, ¢ekirdegin-
de kuvvet ve konfluent hipergeometrik fonksiyonlarini iceren yeni kesirli operatorler tanim-

lanmis ve ¢esitli 6zellikleri incelenmisgtir.

Tanm3.1l. 0 <a<1,0<a<t<z <00, >0 ve f e H(a,b) olmak iizere f

fonksiyonunun Riemann-Liouville ve Caputo anlaminda yeni kesirli tiirevleri sirasiyla

D | () = F(g)(g’f )a)d% / . ! (f))l_ﬁlﬂ (w;ﬁ;—_oi(f;t)) dt (3.9)

a

\(

a

) dt (3.10)

biciminde verilir. Burada N («, 3), normalizasyon fonksiyonu olup N(0,0) = N(1,1) =1
esitligi gecerlidir.

Ayrica konfluent hipergeometrik fonksiyon ile Prabhakar fonksiyonu arasinda

1F1(y; B;m) = F(ﬁ)Eiyﬁ(x)

iligkisi oldugundan, yukarida verilen iki tanim alternatif olarak

o= D8 [, (),

a

Ve

1l—« l—«

[FCDZ‘;B’VJC} (2) = N(a, ) / £ ]:/(tt))l—ﬁ Elg (M) dt

a

biciminde de yazilabilirler.
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0 <a<lve 0<pf <1 olmak tizere, o, B ve ~y parametrelerinin 6zel degerleri i¢in

asagidaki esitlikler gecerlidir:

[FEDYL f] (2) = N(0,1) f (=),
[FODE f] (2) = N(0,1)[f (=) — f(a)],

N(a,1)
1—«
N(a,1)
1 -«

(D] () =

(),

[FDEf] (2) = [f(@) = f(a)],

[FRDOﬁWf] (z) = N(0, B) (Diiﬂf> (z),
[FCDSfﬁf} (z) = N(0, B) <0Diiﬁf> (z),
o) M

[FC'D:f’Of] () = ]\;(g>f) (CDi:5f> (2),

[FREDM ] () = N(a, 1),D f(x),
[FODEM f] (2) = N(o, )P D2 f (),

[Frzt ] (a) = AT @), (0= i)

[Femzf] (o) = D@l (0= Lisi)
Burada sirasiyla (Dgﬁr f ) (x) ile (2.10) esitliginde verilen Riemann-Liouville kesirli tiirevi;
(“D2, f) (z) ile (2.12) esitliginde verilen Caputo kesirli tiirevi; , D (a) + f(z)ile (3.6) esitliginde
verilen (Riemann-Liouville anlaminda) Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi; D2 f(x) ile (3.5)
esitliginde verilen (Caputo anlaminda) Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi; “A2Da1=5[f(x)] ile
(3.7) esitliginde verilen (Riemann-Liouville anlaminda) Gomez-Atangana kesirli tiirevi ve
GACDaL=B1£(7)] ile (3.8) esitliginde verilen (Caputo anlaminda) Gomez-Atangana kesirli

tiirevi gosterilmektedir.
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3.3. Yeni Kesirli Operatorlerin Cesitli Ozellikleri

Bu kisimda, (3.9) ve (3.10) esitlikleriyle verilen yeni kesirli tiirev operatoriinin a = 0
durumundaki cesitli 6zellikleri incelenmistir. Ayrica, bu operatorlere karsilik gelen yeni bir

kesirli integral operatorii de bu kisimda tanimlanmustir.

Teorem 3.2. s > 0ve F(s) = L{f(x)}, f fonksiyonunun Laplace doniigiimii olmak iizere

(3.9) ve (3.10) kesirli tiirevlerin Laplace doniisiimleri sirasiyla

r { [mpgf,ﬂ (m)} _ Nl(i,f)ﬂs)swml <5 + 1 f‘ a)ﬂ (3.11)
ve

c{[eoer] @) - 20D o p - ope (s+122) T e
bicimindedir.

ispat. (3.9) tanimindan,

S e Y ST IR T

elde edilir. Tiirevin Laplace doniisiimii (2.14) formiiliinden

e [ an () ) e [,

sonucuna ulagilir. Konvoliisyon (2.15) formiiliinden

x 141 ) ;_o{(_x;t) —Qx
ﬁ{/o f(t) ! Ez—ﬁt)lﬁ >dt} :F(S)ﬁ{xﬁ_l1F1 <%5; 1—a> }

bulunur. 5 > 0 i¢in

LT R (7 B3 Am)} = D(B)s™ (s — A) 77 (3.13)
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formiilii [22, s.217, (1)] kullanilarak

L{xﬁ‘llFl < B, 1__0‘5”) } — ()57 <5+ - f‘OC)_W

elde edilir. Yerlerine yazildiginda

e{[roie) s} = i g ore (s 75)

_ M) gy -1 (5 uhp a)‘”

- (1-a)
bulunur ki bu istenen sonugtur. Benzer sekilde (3.10) tanimindan

e{emlin} - e o -0 (s =50 a

elde edilir. (2.15) konvoliisyon formiiliinden

c{ [ 10— (s =5 dt}
—ctrope{e i (3500 ) )

olup (2.14) ve (3.13) formiillerinden

{/ f(t ) R (7 B (f;t)>dt}

= (sF(s) = f(0))T(8)s"" (8 1 iéoz) )

sonucuna ulagilir. Yerlerine yazilirsa

o] s} = iy S o o (v £25)

_ N(.p)
1-a)

O

l—«

olarak bulunur. =
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Teorem 3.3. 0 < o < 1,x > 0ve 8 > 0 olsun. Bu durumda iki tiirev operatorii arasinda

O @) = [ ] ) - Wﬂ_ﬂﬂ (7;6; 1_f2)

iligkisi gecerlidir.

ispat. (3.11) ve (3.12) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde

e{[rempens) @} N2 i) - o (s+ 120)

11—« 11—«
A o (2
N(a, B)

— a o
1-a f(0)s B<S+1—a)

_r { [FRDS‘f’Wf] (x)} _ ]\;(%’aﬁ)f(())ﬁ—ﬁ (3 + : iéa)v

oldugu goriiliir. Her iki tarafa ters Laplace doniisiimii uygulanirsa (3.13) formiiliiniin de

yardimiyla

[Fcpgfﬁ } (z) = [FRDSW ] (@) - %xﬁﬂm (’Y;B; :éié)

esitligi elde edilir. m

Bu teoremin bir sonucu olarak, f(0) = 0 oldugunda iki operatoriin Laplace doniisiimlerinin

birbirine esit oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.4. 0 < o, § < 1, x > 0 olmak iizere
(PR3 ] (1) = () (.14

kesirli diferansiyel denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

_ l-a v () G
e e G =

bicimindedir.
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Ispat. [F RDgf 7 f} (t) = g(t) denkleminde her iki tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa

N(e, B)

11—«

l—«

P (s+122) =60

oldugu goriiliir. Buradan F'(s) ifadesi yalniz birakilirsa

(1—a)G(s) (s + 1=)”
N(a, §)s1-0+1

F(s) = , (s >0)

elde edilir. Esitligin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

_ l-a rla B—y—1 !
1) = N e 00 (54 12 Q)J
H(s)

sonucuna ulagilir. £~ {H(s)} = h(z) olmak iizere (3.13) formiiliinden § < 1 i¢in

—B _
hz) = £ {sﬁ“ (s - f‘ay} = —F(f_ oG <—7; 1= 8 fi)

bulunur. Boylece (2.16) formiiliinden

11—« 11—«

fa) = (9(z) * h(z)] = / " g@)h(z — tydt

N(a, )

yazilabilir. Bulunanlar yerine yazildiginda (3.15) esitligine ulagilir. m

Teorem 3.5. 0 < o, § < 1, x > 0 olmak iizere
7D | (@) = gl)
kesirli diferansiyel denkleminin ¢6ziim fonksiyonu

B 1—« ? g(t) o
1) =N B t)ﬂlpl( n1=F

bicimindedir.
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Ispat. [F CDS‘JF 7 f] (x) = g(z) denkleminde her iki tarafa Laplace doniisiimii uygulanirsa

R

oldugu goriiliir. Buradan F'(s) ifadesi yalniz birakilirsa

N(e, B)

11—«

l—«

(sF(s) — £(0)) 577 ( ¥

(1= 0)Ge)s" 7 (s 4 125)"  f(0)

Fls) = Nia, B) ;

elde edilir. Esitligin her iki tarafina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

1= gt 007 (i) g {5
H(s)

sonucuna ulagilir. £~ {H(s)} = h(z) olmak iizere (3.13) formiiliinden § < 1 i¢in

—B _
hz) = £ {sﬁ“ (s - f‘a)v} = —F(f_ oG (—7; 1= 8 fi)

bulunur. Boylece (2.16) formiiliinden

l1—«a 11—«
F(0) = gy 900) < )]+ 0) =

/ g(x)h(x —t)dt + f(0)
0
yazilabilir. Bu ise (3.17) esitligini verir. m

Uyar13.6. 0 < o, < 1,z > 0 ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda (3.14) ve (3.16) kesirli

diferansiyel denklemlerinin ¢6ziimii aynidir ve bu ¢6ziim (3.15) denklemi ile bulunabilir.

Sonu¢ 3.7. 0 < o, 8 < 1,z > 0 olmak lizere f; ve fy; fonksiyonlar: sirasiyla kesirli
g @) =0 ve  [FODEA] (@) =0
diferansiyel denklemlerinin ¢oziimleri olsunlar. O halde fi(z) =0 ve fy(x) = f(0) olur.

Ispat. Sirasiyla (3.15) ve (3.17) ¢oziimlerinde g(x) = 0 alimirsa istenilen sonug kolayca elde

edilir. m
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Teorem3.8. 0 < o, < 1, x > 0 igin eger g fonksiyonu tiirevlenebilir ve [ g(t)dt

integrali mevcut ise

[ o] = [remg Moo
/Ox [FRDal B, } (t)dt = [FCDST_B’_WQ} ()

esitlikleri saglanir.

ispat. (3.14) ve (3.16) denklemleri verilsin. Bu durumda (3.15) denkleminin her iki yaninin

diferansiyeli alinirsa

y | W O d i Gt
f<x)_N(oz,ﬁ T(1—B)dzr J ﬁlFl <_%1 P, )dt
1

(m;,%)? <>a<f >d/ x(mg%BlFl( 5’1(%;”)6“
() ("2 d) o

elde edilir. Her iki yanin integrali alinirsa [ f/(¢£)dt = f(z) — f(0) olup

f(x) = (ﬁy /0 ' [FRDS;I_B’_Wg} (t)dt + f(0) (3.18)

bulunur. v(z) = [ g(t)dt oldugunu kabul edelim. Bu durumda v'(x) = g(z) olup (3.17)
denkleminde kullanilarak

_ 1-a 1 T U(t) 1 C )
10 = N iAo (18T e S0

(das) g

(a5 [ froo s

sonucuna ulagilir. (3.18) ve (3.19) esitlikleri birlikte degerlendirildiginde

[ [ mra) = remg [otar] @

esitligi elde edilir. Ilk sonucta ¢ yerine ¢’ alinarak ikinci sonuca da ulasilir. m
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Eger f(0) = 0 ise (3.15) ve (3.17) denklemlerinin esit olduklari aciktir. Bu denklemlerden
hareketle ¢ekirdeginde kuvvet ve konfluent hipergeometrik fonksiyon iceren yeni kesirli

integral opeartorii asagidaki gibi tanimlanir.

Tanmm 3.9. 0 < o, 8 < 1 ve x > 0 olmak iizere f fonksiyonunun kesirli integrali

[FIS?’/B’” } (x) ¢=N(a’;)}a ey /Ox (xf_(ti)ﬁlFl (—7; 1—5; —_O{(f;t>> dt

biciminde tanimlanir.

3.4. Yeni Kesirli Tiirev Operatorii Iceren Diferensiyel Denklemlerin Coziimleri
Ornek 3.10. Gerekli sartlar altinda
[FRDS_;_/B,’Y f1] (z) = 2* (3.20)

kesirli diferansiyel denklemi verilmis olsun. (3.15) denkleminden ¢6ziim fonksiyonu

B 11—« S 72 o g alz =)
1= N, o (s )

olarak bulunur. Esitligin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

11—«

LAY = Fapra—p A~ {xﬂlpl (_% o 1_53;) }

_ l -« F(p—{—l) . B—y— o v
- NG AT r(1— B)s*1 <s+ . _a>

_a —]3()(5’(;)+ P) rp2 (S Lo a)w

elde edilir. Esitligin her iki yanina bu sefer ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

- e {12

 (I=a)(1+p) _ ‘ oz
= N(a,ﬁ)f‘(p—ﬂ—l—Z)xp PR (—%p_ﬁ—i_zl—a)

bulunur.
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Burada 6zel olarak p = 3 alinirsa ¢6ziim fonksiyonu asagidaki sekilde elde edilir:

_ (1=l +7) . —Q
fiz) = N(a, 3) z1Fy (—7,2,1_a). (3.21)

Kilbas ve dig. tarafindan verilen bir 6rnekte (bkz. [35, syf. 296, Ornek 5.8]), z > 0, m € N,

A € R olmak iizere Riemann-Liouville kesirli tiirevi iceren

(D7) (2) = M) = £ (@)
diferensiyel denklemin ¢6ziimii

9) = / = 2B s [N = V2] F(8)dt

olarak bulunur. Burada A = 0, f(z) = 2%2~™ alinirsa denklem

(Dgfl/2y) (z) = p3/2-m
sekline doniisiip ¢oziim fonksiyonu yukarida verilen esitlikten

y(z) = m /O 31m( — gym=3/2gy

= L 1U3/2_m —u m—3/2 w
iy J,
_B(5/2-m,m—-1/2)

— T = 1/2) x=T1(5/2 —m)x

olarak bulunur. (3.20) denkleminde o =0, 5 =3/2 —m ve p = [ alinirsa
[FRDgf’/?*mﬁy] (z) = N(0,3/2 — m) (Dgfl”y) (z) = 2%/

denklemi elde edilir. C6ziim fonksiyonu ise (3.21) denkleminden

 I(5/2—=m)x
@) = N0.372 = m)

seklinde bulunur ki bu, iki ¢dziimiin ¢cakistigini gosterir.
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N(a,p) = 1 olmak tizere «, 5 ve v degigkenlerinin farkli degerleri i¢in (3.21) ¢oziim
fonksiyonunun grafikleri tez ¢alismasinin ekindedir (bkz. syf. 67, Sekil 5.1).

Ornek 3.11. Kabul edelim ki

—az

D5 fo] (2) = 75

kesirli diferansiyel denklemi verilsin. (3.15) denkleminden ¢oziim fonksiyonu

B l1—« T eia P i Ct))
H) = i, o (e ) o

biciminde bulunur. Esitligin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulanirsa

11—«

L{fs(z)} = N(a. BT = ﬁ)ﬁ {ef_”i}c {x—ﬁlﬂ (—’y; 1—8; ;fi)}

1 -« Qo 71
- B—y—1
e R G

elde edilir. Esitligin her iki yanina bu sefer ters Laplace doniisiimii uygulanirsa

= o (o 22) )

— l-a 1-8 o Oz
" N, BT2-5)" 1F1<1 ;2 @1_(1) (3.22)

sonucuna ulagilir.

N(a, ) = 1 olmak iizere farkli o, 8 ve ~ degerleri igin (3.22) ¢6ziim fonksiyonunun

grafikleri tez calismasinin ekindedir (bkz., syf. 68, Sekil 5.2).
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4. KISITLANMIS M-KESIRLI TUREV OPERATORU VE OZELLIKLERI

4.1. Uyumlu Kesirli Tiirev Operatorleri ve Ozellikleri

Literatiirde pek ¢ok kesirli tiirev tanim1 mevcuttur. Onceki boliimlerde ele alinan tiim kesirli
tiirev operatorleri ( ve benzerleri ) lineer operatorlerdir. Ancak kesirli tiirev opeatorleri
Klasik tiirev operatoriiniin sagladig1 diger ozellikleri genellikle saglamazlar. Ornegin; iki
fonksiyonun carpimi i¢in verilen tiirev formiilii ya da zincir kural1 gibi 6zellikler kesirli tiirev
operatorleri tarafindan saglanmazlar. Bu sebeple, basit gibi goziiken bir kesirli diferensiyel

denklemin ¢oziimiine ulasmak oldukca zor olabilir.

Ornek 4.1. \,c € R, 0 < a < 1 olmak iizere

(“Dg ) (1) = Af(t) =0, y(0) =c (4.1)

Caputo kesirli tiirevli baslangi¢ deger probleminin ¢dziimiinii elde etmenin en kolay yolu

Laplace doniisiimiinden yararlanmaktir. Caputo kesirli tiirevinin Laplace doniisiimii

S{DF [} (s) = s"L{f} (s) —es™ ™

bi¢cimindedir [35]. (4.1) denkleminin her iki yanina Laplace doniisiimii uygulanirsa

Csozfl

S{f}H) = 2 “2)

sonucuna ulagilir. Re(s) >0, A € Cve |As™®| <1 olmak iizere

E{t" T Eap (M)} (s) =

esitligi [25] gbz Oniine alinir ve (4.2) esitliginin her iki tarafina ters Laplace doniistimii

uygulanirsa (4.1) probleminin ¢oziimii
f(t) = cEa1(AtY) = cEy(AtY)
biciminde elde edilir.
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Son yillarda yapilan calismalarda, klasik tiirev operatoriiyle daha uyumlu olan yeni kesirli
tiirev operatorleri tanimlanmigtir. Bu kesirli tiirevler klasik analizde verilen lineerlik, ¢arpim
kurali, boliim kurali, bilegske fonksiyon kurali ve zincir kurali gibi cesitli 6zellikleri saglarlar.
Ayrica bu kesirli tiirevler i¢in analizde onemli yeri olan Rolle ve Ortalama Deger Teoremleri

gibi 6nemli teoremler de verilebilir.

Ik olarak 2014 yilinda Khalil ve dig. [31], uyumlu (conformable) kesirli tiirev operatoriinii

t>0, a€(0,1)ve f:[0,00) = R bir fonksiyon olmak tizere

biciminde tanimlamiglardir. Eger bu limit mevcutsa f fonksiyonuna «-diferansiyellenebilir
fonksiyon denir. Ayrica a > 0 olmak iizere f, (0,a) arahiginda «-diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ve lim;_o+ f(*)(t) mevcut ise

£0) == lim f(¢)

t—0t

biciminde tanimlanir. Khalil ve arkadaslari, uyumlu kesirli tiirev operatoriiniin lineerlik
Talaf +bg)(t) = aTaf(t) + bTag(t),

carpim kurali
Talf - 9)(t) = f(1)Tag(t) + g()Taf (1),

bolim kuralt

. (f) (1) — STl () = F() g1

g Qlk ’

ve eger f'(g(t)) mevcutsa bileske fonksiyon kurali

Ta(fog)(t) = f'(g(t)Tag(t)

ozelliklerini sagladigini da gostermislerdir [31].
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Ayn1 makalede yazarlar, uyumlu kesirli tiirev operatorii ile klasik tiirev operatorii arasinda

od
Taf () =172 f (1) (4.3)

iliskinin var oldugunu ispatlamislar, ¢esitli fonksiyonlarin uyumlu kesirli tiirevlerini hesapla-
miglar ve klasik tiirev teorisinde yer alan, aralarinda Rolle ve Ortalama Deger teoremlerinin
de oldugu bir ¢ok teoremi, bu operator icin ifade ve ispat etmislerdir. Son olarak, uyumlu
kesirli tiirev operatoriine karsilik gelen kesirli integral operatoriinii o € (0,1) olmak iizere

= tmd:ﬂ

xl—oz

Zo(f)(@) (4.4)

a

has olmayan Riemann integrali yardimiyla tanimlamiglardir.

Aym y1l, Katugampola [30], alternatif kesirli tiirev operatoriinii ¢ > 0, « € (0,1) ve

f:[0,00) - R olmak iizere

Do y(t) — tim L) =10

e—0 g

4.5)

seklinde tanimlamistir. Bu operator i¢in de (4.3) iliskisi gecerlidir. Ayrica [31] makalesinde
verilen tiim Ozelliklerin bu kesirli tiirev operatorii i¢in de saglandigini gostermis ve kesirli
tiirev operatoriine karsilik gelen kesirli integral operatoriinii (4.4) olarak elde etmistir. Son
olarak yazar, uyumlu ve alternatif kesirli tiirev operatorlerinin bir genellestirmesi olarak
kisitlanmis (truncated) alternatif kesirli tiirev operatoriinii « € (0,1), f : [0,00) — R ve
t > 0 olmak lizere

De()0) — 1 L0 = 1)

e—0 g

(4.6)

biciminde vermistir. Buradaki e} terimiile f := >, % biciminde verilen kisitlanmusg

tistel fonksiyon kastedilmektedir. Boylece ¢ parametresinin 6zel durumlari i¢in

fltei ") — f(t) flt+et™) — f(t)

Dy(p(1) =ty T IZIO : _TA0),
D (1) (8) = lim L) =IO ey

e—0 g
esitlikleri elde edilir.
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Yakin zamanda, Sousa ve de Oliveira [65, 67] benzer bir ¢calismayla M-kesirli tiirev ve
kisitlanmis M-kesirli tiirev operatorlerini 5,t > 0, a € (0,1) ve f : [0,00) — R

olmak tizere

D 1)ty LB (E7)) = S 1)

lim . , “4.7)
[D?&Bf(t) _ ll_r)I(l) f(tiEﬁ(gtga)) - f(t)7 (4.8)

biciminde tanimlamiglardir. Bu tanimlarda tek degiskenli Mittag-Leffler fonksiyonu [25] ve

i
Zk:

2OEDY T(Bk + 1)

k=0

kisitlanmig versiyonu kullanilmistir. Bu tiirev operatoriiyle klasik tiirev operatorii arasinda

: N 4
D (1) = s 2 ()

(B+1)dt

iligkisi mevcuttur ve ilk iki makalede verilen tiim 6zellikler bu kesirli tiirev operatorii i¢in de
gegerlidir. Yine bu operatore karsilik gelen kesirli integral operatorii o € (0,1) ve 5 > 0

olmak iizere
g0 =1+ [ L

biciminde tanimlanmustir. Ayrica parametrelerin 6zel durumlari i¢in

[t By (et™)) — f(t)

D F(t) = lim - =Taf(t),
D5 () = i TOPUEED IO oy,
i (0) = timg TEPEED =IO gy,
) — g DSBS = ) s

e—0 g

sonuclar1 da elde edilerek, bu operatoriin yukarida tanimlar: verilen tiim operatorlerden daha
genel bir operator oldugu gosterilmistir. Bu tiir kesirli operatorler hakkinda daha fazla bilgi

icin [4,18,27,30,31,55,65-68, 73] kaynaklarina bakilabilir.
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4.2. Kisitlanms M-Kkesirli Tiirev Operatorii ve Ozellikleri

Bu kisimda 4.1. Boliimde bahsedilen yayinlardan esinlenerek diger tiim operatorlerden daha
genel bir uyumlu kesirli tiirev operatorii, asagida tanimi verilecek olan kisitlanmis M -serisi

yardimiyla tanimlanmis ve benzer 6zellikleri incelenmistir.

Tanim 4.2. Kisitlanmig M-serisi, n = 1,2,...,p; m = 1,2,...,q i¢in a,,c, € R,
cm 70,1, =2, ...ile B,v,t€R, >0 ve p,q € Nolmak iizere

MBI = MP ar e dp 4] = (a1)k - - (ap) 49
pi ) e g kZ:O (c1)k -+ (cg)r D(BE +7) @2

biciminde tanimlanir.

10. sayfada verilen esitliklerden de goriilebilecegi gibi M-serisi, iistel, Mittag-Leffler ve
hipergeometrik fonksiyonlar gibi pek ¢ok 6zel fonksiyondan daha genel yapiya sahip bir
fonksiyondur. Boylece asagida tanimlanacak olan kisitlanmig M-Kesirli tiirev operatori,

onceki boliimde bahsedilen tiim operatorlerden daha genel bir yapiya sahip olacaktir.

Tanim 4.3. [ :[0,00) — Rolsun. 5 > 0, t > 0 ve @ € (0, 1) olmak iizere

Dy =% | 8| F)
Cl o o o Cq
. Bv —Q J—
_ hi%f(F(v)t @Mp,g;et ) - 50). wi0)

tirevine bir f fonksiyonunun «. mertebeden kisitlanmig M-kesirli tiirevi denir. Burada
a,B,vER, p,geN,a,,c, €R, ¢, #0,—1,-2,...(n=1,2,....p;m =1,2,...,q)
ve ZM?; , (4.9) ile verilen kisitlanmig M-serisidir. f fonksiyonunun kisitlanmig M-kesirli

tiirevi varsa, bu fonksiyona M-diferansiyellenebilirdir denir. Ayrica, eger f, a > 0 olmak

tizere (0, a) araliginda M-diferansiyellenebilir ve lim; o+ ;D% f(¢) mevcutsa
DT F(0) = lim DY f(t).
t—0+

olarak tanimlanir.
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(4.10) ile verilen kisitlanmis M-kesirli tiirev taniminda p = ¢ = 1 ve a; = ¢; olarak

secilsin. Eger v = 1 alinirsa

f(tMil ) = £

DY F() = lim

e—0 g
= lﬁ% / (t iEﬁ<€t;a)) - f(ﬂ _ Z"D%/}Bf(t),

(4.8) kisitlanmis M-kesirli tiirevi; ayrica ¢ — oo i¢in

f(t M) = £(0)

DU () = lim

e—0 £
_ hi% f(t Eﬁ(gt;a» — f(t) _ D?\éff( ),

(4.7) M-kesirli tiirevi elde edilir. Eger v = # = 1 alinirsa

fEMyi(et=)) = f(t)

DY () = lim

e—0 £
:gng@t?—¢w>:D”ﬁ%

(4.6) kisitlanmig alternatif kesirli tiirevi; ayrica ¢ — oo i¢in

f(toeMya(et™)) = f(1)

DU () = lim

e—0 9
test™) — fl(t
1%M65>fu=wm>

(4.5) alternatif kesirli tiirevi elde edilir. Eger v = 8 = 1 alinirsa ¢ = 1 igin

f(taMyy(et=)) = f(t) ftes™) — f(t)

a,l,1 1 .
P 0] = iy : B
t4et' =) — f(t
i L SO _
e—0 £

(4.3) uyumlu kesirli tiirevi elde edilir. Son olarak M-kesirli tiirevi « = 3 = v = 1 alinmast

durumunda i = 1 igin Dy f(t) = f(t) Klasik tiireve indirgenir.
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Bu boliim boyuncan = 1,2,....p; m=1,2,...,q i¢in a,, ¢, € R, ¢, #0,—1,-2,...
olduguve o,5,7v€ R, >0 ile p,ge N, p>0, ¢ >0 oldugu kabul edilecektir.

Teorem 4.4. « € (0,1]i¢in f : [0,00) — R fonksiyonu ¢, > 0 noktasinda M-diferansiyel-

lenebilir ise, f fonksiyonu ¢, noktasinda siireklidir.

Ispat. o € (0,1]igin f : [0, 00) — R fonksiyonu ¢, > 0 noktasinda M-diferansiyellenebilir
olsun.
F(T()to MET(et™)) — [f(to)

F(T(7)to ng’,;/(gt—a)) — f(to) = ’5 3

0zdesliginin her iki yaninin € — 0 i¢in limiti alinirsa

F(T()to iMZI(et=)) — f(to)
i B, —a _ 1 P.q .
iy (00 o M e17) = () = Iy ( ’ INE
elde edilir. f fonksiyonu ¢, > 0 noktasinda M-diferansiyellenebilir oldugundan

. R —« _ a, B, g —

lli%f(r(ﬁ’)to My (et™)) — f(to) = Dy 7]'?(?fo)llg((l)f =0
olarak bulunur. O halde f, ¢, noktasinda siireklidir. =
Uyar1 4.5. Kisitlanmig M-serisinin tanimi kullanilarak

. = (an)s o (ap)y ()
L(yt MEX(et™)) = f | T(9)t ( L :

PO Myg(et) = f ( O e e T(FF 1)

yazilabilir. f siirekli oldugundan € — 0 i¢in her iki tarafin limiti alindiginda
i e gtfa)k

lim f(D(7)t ;M2 (et7%)) = (r Him $° ()i (e )

lim f (D(7)t M7 (et™)) = f( T(7)t lim 2 (1) (cg)i D(Bk +7)
elde edilir. Burada sag taraftaki limit ﬁ oldugundan

lim f(T(y)t M7 (7)) = f(t) (4.11)
elde edilir.
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Siradaki teorem M-kesirli tiirevin basit 6zellikleriyle ilgilidir.

Teorem 4.6. o € (0,1}, a,b € Rvet > 0icin f ile g M-diferansiyellenebilir fonksiyonlar
olsun. O halde asagidaki 6zellikler gecerlidir:

@ D7 (af +bg)(t) = a DY f(t) + b DY g(t).

®) D(f - 9)(1) = f(8) - D Tg(t) + g(t) - DR (8).

. DB _ a,Byy
© D7 (1) () = P f(t[;(t)]é@) D" g(t)

(d) Eger f'(g(t)) mevcutsa
DS 0 g)(8) = F(9(6) Dy g (D).

(e) Eger f tiirevlenebilir ise

By @ L) . d
DY f(t) = o F(5+V)t dtf(t)' (4.12)

Ispat. (a) Kisitlanmig M -serisinin tanimindan

DR (af 4 bg) (1) = lim (af +bg) (F(Nt My (et™)) — (af +bg)(t)

e €
~ lim & af (C(M)t s Mﬂ (et™) + bg(T(7)t :MET(et7)) — af(t) + by(t)
e—0 c
) (T()t My (et™) — af(t)
o0 -
+ lim bg(L()t :Mpg (et™)) — bg(t)
E—r I

= a; Dy f(8) + 6Dy g(h)

sonucuna ulagilir.
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(b) Kisitlanmig M-serisinin tanimindan ve (4.11) 6zdesliginden

F(T(y) MBI (et=))g(T(y) MET(et™)) — f(£)g(t)

i [f (Dt M2 ) g (L) M (=)

L 09T M) — [g (Tt M7 () — [(1)g(t)
1y (f (C(y)t i/\/lf,,’;;(et_a)) - f(t)) iy (T M)

i (9(1“(7)15 Z-Mﬁ;i(et—a)) _ g(ﬂ)f(t)

= DY) - g(t) + D g (t) - f(2)

oldugu goriiliir.

(¢) Kisitlanmig M-serisinin tanimindan ve (4.11) 6zdesliginden

F(re) MigEe=) 10
o1 (1) 1=y 2
L [gu)f(m)t M3 (et) — S (D)9l
e=0 eg(T(7)t My (et))g(t)
STt My, (5757‘1)) — f()g(t)
eg(T(y)t zM 4 (et=))g(t)
s r(rene iz @) -ro]  rofo(rer Mige) g
5 SO M ) g0
g(t) - DY F() — f(t) - DY g(t)
[g(t)]2

sonucu elde edilir.

(d) Varsayalim ki ¢, a noktasinin komsulugunda sabit bir fonksiyon olsun. Bu durumda

iD?‘V’{B 7f(g(a)) = 0 oldugu agiktir. Simdi g fonksiyonunun sabit fonksiyon olmadigini

varsayalim. Yani, her ¢ > 0 igin g¢(¢;) # g(t2) olacak sekilde t¢1,t € (a —¢,a + €)

say1lar1 bulunabilsin. g fonksiyonu ¢ > 0 noktasinda siirekli oldugundan yeteri kadar kiiciik

e degerleri icin
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= lim lim
e1—0 €1 e—0 g
= f'(9(a)): DY g(a)
olarak bulunur.
(e) Kisitlanmig M -serisinin tanimindan
DU F(1) = lim STt MBI (et=)) — f(2)
M N e—0 £
(o (e + B + 06) ) - 10
= 3
Tt (R £ 00)) - 10
~ 50 p

yazilabilir. h = 5t1_a(%% + O(¢)) bigiminde segilirse & — 0 i¢in h — 0 olup

S{t+h)— f(t)

DY F(t) = lim -

e=0 ajap T(y) 41
ol cq 1ﬂwJﬂwt —2+0(¢)
ar---a, I'(v) d

o l—a 7
e By alW

sonucuna ulagilir. =

Uyar14.7. Son elde edilen sonug (4.12) ile kisitlanmig M-kesirli tiirev ile klasik tiirev
arasindaki iligki verilmigtir. Buna gore f fonksiyonunun tiirevi alinabiliyorsa kisitlanmig
M-kesirli tiirevi de kolaylikla hesaplanabilir. Ayrica kisitlanmis M-kesirli tiirev igeren bir
diferensiyel denklem, (4.12) iligkisinden yararlanarak, klasik tiirevli degisken katsayil1 bir
diferensiyel denkleme doniistiiriilebilir. Boylece kesirli tiirev iceren bir denklemi ¢6zmek

yerine degisken katsayil1 bir diferensiyel denklem ¢oziilebilir.

Asagida baz1 temel fonksiyonlarin kisitlanmis M-kesirli tiirevleri hesaplanmustir.
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Ornek4.8. n € R ve a € (0, 1] olmak iizere baz1 fonksiyonlarin kisitlanmig M-kesirli
tirevleri agagidadir:

(a) Z.Dj‘\“f’”f(c) =0, ceR.

(b) iD(/)\é}tﬁﬁ(ent) — w10 _ppl-apnt,

crcq T(B+7)

(©) DY (sinnt) = ML))ntl_a cos nt.

c1cqg D(B+y
o.B, __arap I'(y) o
(d) ;DY (cosnt) = — C;._C;’ F(ﬁ—jﬂ)ntl sin nt.

o,Byy _arap [(y) —
(C) ’LDM (tn) = Ci—;mntn @,

By (1) _ aiap T'(v)
) Dy (5) = ercy T(B+7)"

Uyan1 4.9. 4.8. Ornegin (e) sikkindan

" - '(7) r

iIDa,ﬁ,’Y tﬁ 1 — ai ap -1 t'B a—1
bulunur ki bu sonug ile (2.11) ve (2.13) sonuclar1 bir sabit farkiyla aymdir. Bu ise, sadece
polinom fonksiyonlar1 goz oniine alindiginda, kisitlanmig M-kesirli tiirev ile Caputo ve

Riemann-Liouville kesirli tiirevlerinin bir sabit farkiyla ayni olmasi demektir.

Teorem 4.10. (Rolle teoremi) a > 0 ve f : [a,b] — R bir fonksiyon olmak iizere f, [a, b]
araliginda siirekli, « € (0, 1) i¢in (a, b) arahginda M-diferansiyellenebilir ve f(a) = f(b)

oluyorsa iD‘j‘\f 7 f(¢) = 0 olacak sekilde bir ¢ € (a, b) noktast vardir.

Ispat. f, [a,b] araliginda siirekli bir fonksiyon ise bu aralikta minimum (m) ve maksimum
(M) degerlerini en az bir kez alir. Eger m = M ise f sabit fonksiyon olup 4.8. Ornegin
(a) sikkindan iDi‘f (¢) = 0 bulunur. Eger m < M ise ya m yada M ug noktalardaki
degerlerden farklidir. Varsayalim ki M > f(a) olsun. Bu durumda bir ¢ € (a, b) noktasi
icin f(c¢) = M olmalidir. Bu ise

D2 (0) = tim L LM () = ()

e—0— 9
o HEO)e M) - f(e)
N eiglJf £

olmas1 anlamina gelir.
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Ancak

1

] . 6’7 -y
Jig M) =
oldugundan iki limit z1t isarete sahiptir. Dolayisiyla iDif 7 f(¢) = 0 olmalidir. Fakat eger
M = f(a) ise m < f(a) olup bir ¢ € (a,b) noktast icin f(c) = m olmahdir. Benzer

islemlerle f(c) =0 oldugu goriilebilir. m

Teorem 4.11. (Ortalama deger teoremi) a > 0 ve f : [a,b] — R bir fonksiyon olsun.
Oyleki, f [a,b] arah@inda siirekli, o € (0,1) i¢in (a,b) arahinda M-diferansiyellenebilir

ise

way T() f0) - (@
e TB+7) T

«

D f(e) =
olacak bi¢imde bir ¢ € (a, b) mevcuttur.

Ispat. Asagidaki fonksiyonu géz oniine alalim:

ﬂw=ﬂw—ﬂ®—<ﬂ21§@)ci—f)

« «

Burada verilen ¢ fonksiyonu, Rolle teoreminin sartlarini saglar. Yani bir ¢ € (a,b) noktasi

icin iDj"V’,ﬁ Tg(c) = 0 olur. Esitligin her iki yaninin kisitlanmig M-kesirli tiirevi alinirsa

ap---ap, T(y)  f(b) — f(a)
croeg T(B4y) 2 -2

D g(t) = D F(t) —

bulunur. Istenilen sonug bu esitlikte ¢ = ¢ almarak elde edilir. m

Teorem 4.12. (Genellestirilmis Ortalama Deger Teoremi) a > 0 i¢in f,g : [a,b] — R,
iki fonksiyon olsun. Eger f ve g, [a,b] lizerinde siirekli, « € (0,1) i¢in (a,b) iizerinde
M-diferansiyellenebilir ise

D) _ fb) — fla)

D) g(b) —gla)

olacak sekilde bir ¢ € (a,b) noktas: vardir.
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Ispat. Rolle teoreminin ispatindaki ¢ fonksiyonu yerine

f(b) = f(a)

F(t) = f(t) = fla) - (g(b) —g(a)

) 606~ g(a)
fonksiyonu kullanilirsa istenilen sonug benzer yolla elde edilir. m

Teorem 4.13. o > 0, f : [a,b] — R bir fonksiyon ve f, [a, b] arahiginda siirekli, o € (0, 1)
icin (a, b) araliginda M-diferansiyellenebilir olsun. Eger her ¢ € (a, b) i¢in Z-Df\“f Tft)=0

ise f, [a, b] iizerinde sabit bir fonksiyondur.

Ispat. V¢t € (a,b) icin li’l’B’Wf(t) =0 ve t; < ty, t1,ts € [a,b] oldugunu varsayalim.
f, [t1,t2] araliginda siirekli, (t1,t2) araliginda M-diferansiyellenebilir oldugundan Rolle

teoremi geregi yle bir ¢ € (t1, t2) noktast vardir ki

ay---a, L(y)  f(ta) — f(t1)

DT = R
M f(C> C1"'qu(ﬁ+’}/) EZ_%

esitligi saglanir. Buradan f(¢;) = f(t,) elde edilir ki bu, ¢; < ¢, noktalar1 [a, b] aralifindan

keyfi secildiginden, f fonksiyonunun sabit bir fonksiyon olmasini gerektirir. m

Teorem 4.14. [ ve g, 4.13. Teoremdeki sartlar1 saglasin. Eger Z-Dﬁf Tf(t) = iD?‘V’gB Tg(t)
ise f(t) = g(t) + c olacak sekilde bir c sabiti vardr.

Ispat. Ispat icin 4.13. Teoremde f fonksiyonu yerine f — ¢ fonksiyonunu kullanmak

yeterlidir. m

Teorem 4.15. Kabul edelim ki 22’ F(Fﬁ(l)w) > 0,a € (0,1) ve f : [a,b] — R fonksiyonu

[a, b] araliginda siirekli, (a,b) araliginda M-diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda, her

t € (a,b) igin f,eger ;D7 f(t) > 0ise [a,b] araliginda artan; ;D7 f(t) < 0 ise [a, b]

araliginda azalandir.

Ispat. 4.13.Teoremden keyfi secilen ¢,, ¢, € [a, b] noktalari igin

D = B T0) T~ fw)
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esitligi saglayan bir ¢ € (t1,1t2) noktasinin varligi biliniyor. Kabulden ﬁ% > 0
oldugu goz 6niine alinarak, iDi;l’B Tf(c) > 0ise ty >ty i¢in f(t2) > f(t1) olacagindan f
artan; ;D577 f(c) <0 ise ty <t igin f(ty) > f(t)) olacagindan f azalandir. m

Teorem 4.16. Varsayalim ki ‘Zii: F{ﬁ(j’)’y) > 0,a € (0,1), f,g9 : [a,b] — R, [a,b]
araliginda siirekli, (a,b) araliginda M-diferansiyellenebilir fonksiyonlar ve her ¢ € [a, b]
icin ;DY f(t) < iDﬁf’”g(t) olsun. Bu durumda eger f(a) = g(a) ise f(t) < g(t); eger

f(b) = g(b) ise f(t) = g(t) olur.

Ispat. 4.15. Teoremde f fonksiyonu yerine g — f fonksiyonu alinarak kolayca goriiliir. m

Teorem 4.17. Kabul edelimki f : [0,00) — R iki defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun.

Budurumda t > 0 ve aj,as € (0,1) olmak iizere agsagidaki durum gecerlidir:

Do (DRPTF) (6) # DA,

Ispat. (4.12) esitliginden

ey T e
iDaLB,W iDaz,B,'y ¢ :ﬂ)alﬂﬁ ai---ap oo gy
(5 0 = gy (e e

Cfaray TO) N e ey e
- (Bmy) e

(ai-ra, T(v) 2 I—ar—az (] _ q) f* Y
- (et FO Y e (1 aa)10) +4070) @)

elde edilir. Diger taraftan

Myaitaz,B,y _ ap--- Gy F(fy) l—aj—asg g/

yazilabilir. (4.13) ve (4.14) esitliklerinden ispat agiktir. m

Sonug 4.18. 4.17. Teoremin sartlar1 saglansin. Bu durumda

z'D/O\é/l{ﬁ’7 (z‘Dij’ﬁﬁf> (t) # iDJO\éf{ﬁ’7 (iD?éVl{ﬁﬁf> (1)

olacag asikardir.
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Asagidaki tanim kisitlanmig M-kesirli tiirev operatoriiniin mertebesi olan « degerini (0, 1)

araliginda olmaktan kurtarir.

Tanmm 4.19. [ : [0,00) — R, n defa tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. ¢ > 0 ve n € N i¢in
a € (n,n + 1] olmak iizere . mertebeden kisitlanmig M-kesirli tiirevi eger asagidaki limit

mevcutsa

(n) ‘ Byl gn—a\) _ £(n)
D () o g (LM () = 1 (0)

e—0 g

(4.15)

biciminde tanimlanir.

Sonug 4.20. 4.19. Tanimin sartlarina ek olarak f fonksiyonu (n + 1) defa tiirevlenebilir

bir fonksiyon ise

. ap---a, T'(v) y
UL (1) = P grtl—a p(ntl) (4.16)
esitligi gecerlidir.

Ispat. Bunun icin (4.15) esitliginin

(n) A Bs n—ay) _ £(n)
DEFT (1) = lim L (C(y)t ME2 (")) — (1)

e—0 £
— DT O 1)

biciminde yazilabildigini gérmek yeterlidir. m
Ornek 4.21. o € (2, 3] olmak iizere e fonksiyonunun Kisitlanmis M-kesirli tiirevi

o,B,7; a—2,8, ap---a F(’}/) —«

DM = D (M) = e
q

ap---a, T(v) \33—a At
C1::+Cy F(ﬁ-i—’}/)
_ a1 ap ['(y) \343—« i (/\t)k
g L(B+7) r

ap - ap F(V)

= AN (Ot
crercqg D(B+7) 1(A?)

At )///

7

(&

k=0

olarak elde edilir.
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4.3. M-Kesirli Integral Operatorii ve Ozellikleri
Kisitlanmig M-kesirli tiirev operatoriine karsilik gelen M-kesirli integral operatoriiniin
DT (T 0) = 0

esitligi saglayacak sekilde tanimlanmasi gerekir. F'(t) = Ijo\‘f 7 f(t) biciminde tanimlanan

fonksiyonun tiirevlenebilir bir fonksiyon oldugu varsayilirsa (4.12) esitliginden

. ety T() il dE()
t) =,D BY (R (E) = P o
diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklemin a,, # 0, (n = 1,2,...,p) i¢in bir ¢6ziimii

cr-cg (B +7) f(t)dt

F(t) - a---ap I‘(fy) tl—o

biciminde elde edilir. Boylece asagidaki tanima ulagilir.

Tamim 4.22. o > 0 ve ¢ > a olmak iizere f, (a,t] araliginda tammlansmn. o € (0,1) igin
f fonksiyonunun «. mertebeden M-kesirli integrali a,, # 0, (n = 1,2,...,p) olmak

uzere

Iﬁé/vlﬁﬂf(t) — Ij‘\‘/v{ﬂ,'y Qg --- ap;ﬁ,"}/ f(t) _ C1-Cq F(ﬁ + 7) /t f(fzdx (4.17)

Cl Cq (Zl‘“CLp F(f)/) xl

biciminde tanimlanir.

Sonuc 4.23. M-kesirli integral operatoriiniin tanimindan, integral operatoriiniin lineerligi
ve Ij’(f Tf(a) = 0 esitligini sagladig1 kolayca goriilebilir. Ayrica eger f(t) > 0 ise
Ij‘i‘f”f(t) > (0 olur.

Calismanin devaminda n = 1,2,...,p i¢in a, # 0 kabul edilecektir.

Teorem 4.24. o > 0, a € (0,1) ve f, 47 f(t) var olacak sekilde siirekli bir fonksiyon
olsun. O halde her ¢ > a igin /D" (Iﬁf”f(t)) = f(t) olur.
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Ispat. f siirekli bir fonksiyon oldugundan Iﬁ‘f T f(t) tiirevlenebilirdir. (4.12) esitliginden

a5, o, f3, o ay - Qp F(W/) 1—a£ a,f3,
Dy (IM 7Jtﬂ(t)) g F(6+7)t dt (IM ,Yf(t)>

_pad (M)
- ([ )

olup Leibniz kurali kullanilarak

D () =i dY = o

sonucuna ulagilir. =

Teorem 4.25. f : (a,b) — R tiirevlenebilir bir fonksiyon ve « € (0, 1] olsun. Bu durumda

her ¢t > a i¢in

o7 (DS 0) = £ - fla)

esitligi gecerlidir.

Ispat. M-kesirli integral operatdriiniin tanimindan

e T(+y) [1 D57 f ()
woeay T0) Sy el

dx

7o (D) =

olur. f fonksiyonu tiirevlenebilir oldugudan (4.12) esitligi kullanilarak

zo (o) = [ L

. dz

sonucuna ulagilir. Tamsay1 mertebeden tiirevler i¢in analizin esas teoremi kullanilarak

707 (DS F®) = £ - fla)
oldugu gosterilir. m

Sonug 4.26. Eger f(a) = 0 ise asagidaki sonug agiktir:

TP (DRI W) = DS (T 1) = 1),
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Teorem4.27. o > 0, t > a, a,v € (0,1) ve f, TV f(t), I f(t) integralleri var

olacak sekilde siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Tt (TP W) A T ()
esitsizligi gecerlidir.

Ispat. (4.17) esitliginden

a, 3, v,0, C1---C F(B + ’V) ! Il/ﬁﬁf(x)
yvl (L\f 7f(lf)> T aq T(7) Mx1—a dx
P a

e DB+ 11 [7 f(s)
@ -ay (V) )/axl——a/a g1 050

e g DB+ (L f(s) (1> s
cemr) [ (RS

I
TN TN N

(e DB [t [P 1 [ f(s)
\aia, () ) <<x /C s al, sl-a—”) *
olup bu
eee. T a 1
:ﬁ”@ﬁww0=jjuf(§$w<%ﬁﬁvm—azwﬁvm)

biciminde de yazilabilir. Ancak

e T(B+7) (1 flx)
a---a, ]_—‘(7) u rl-a—v dx

T () =

bicimindedir. Bdylece esit olmadiklar1 goriiliir. m

Teorem 4.28. 0 <a < b ve o € (0,1) olmak iizere f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon

e T(B+ ..
olsun. ﬁ% > 0 i¢in

(Z 1) < TR 1).

esitsizligi gecerlidir.
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Ispat. M-kesirli integral taniminda her iki yanin mutlak degerleri alinarak

a8, laq TB+) [ )
Tz 0= [ xdm‘
e DB+ [ flx)
= al"'a(; ['(v) ‘ a xl_adx‘

cre T(B+7) [*1f ()
Sea TO) Jy o

elde edilir. m

Teorem 4.29. f : [a,b] — R siirekli bir fonksiyon ve N = sup;c(, [f(t)| olsun. Bu

durumda her t € [a,b], 0 <a <b, a € (0,1) ve 2=t - g jcin

arap T(7)
oog I to «a

) < e XEE (22
ap---a, I'(y) a o«

esitsizligi gecerlidir.
Ispat. 4.28. Teoremden

IZ A1) < T 11

e T+ [ @)
Taa T fy o™

L a F(5+’Y)N/txa—1dx
['(v) a

al...ap

sonucuna ulagilir. m

Teorem 4.30. f,g : [a,b] — R tiirevlenebilir iki fonksiyon ve « € (0,1) olsun. Bu

e1rey w to~tdt olmak iizere
1-Qp ()

durumda d,t =

b

a

b b
/ FODY gt dat = f(1)g(t)] — / (&) D f(t)dat

esitligi saglanir.
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Ispat. Esitligin sol yaninda d,t yerine yazilirsa

Dy g(t)dt

b b
B,y ¢ F(ﬂ + 7) f( )
/a SO (0ot = T [

elde edilir. Burada ¢ tiirevlenebilir oldugundan (4.12) esitligi kullanilarak

/f(t)ipi}fﬁg(t)dat:/ f(t)dg(t)

sonucuna ulagilir. Kismi integrasyonla

bulunur. Buradan d,t ifadesine geri doniilerek

/f DD g(t)dat = F(1)g(1)

b oayca, T(y) ’ 1—adf_(t)
) / o)t d

B dt

b
/ FODL g()dat = f(1)g(t) o a-c, DBty

ol

elde edilir. Son olarak f tiirevlenebilir oldugundan (4.12) esitligi kullanilarak

b

| 10D g0dat = 509(0)] = [ 9005 £(Brdet

a

sonucuna ulagilir. m

Tanmm 4.31. o > 0 ve ¢ > a olmak iizere f, (a,t| araliginda tanimlansm. o € (n,n + 1)
icin f fonksiyonunun «. mertebeden M-kesirli integrali a,, # 0, (n =1,2,...,p) olmak

uzere

« n « m |1 @
TRPT" (1) o= Ty ARG

_aal B+7 /dt/ dt - +1)adt (4.18)
n+1

al.--

seklinde tanimlanir.
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Teorem 4.32. o € (n,n+ 1] ve f : [a,00) — R, t > ai¢in (n + 1) defa tiirevlenebilir bir

fonksiyon olsun. Bu durumda

"L fR(a)(t —a)k
Ty (D) ) = fiy - 30 T

esitligi gegerlidir.
ispat. (4.16) ve (4.18) esitliklerinden

o w B cL--c F(ﬂ + ,y) t t t Z-Da’ﬁmnf(t)
Uiy (ﬂDMB7 f) (t) = alma" ) dt | dt--- %dt
P Ja a a

J/

n+1

t t t
:/ dt/ dt~--/ Fr()dt

~
n+1

elde edilir. Bu istenen sonucu verir. |

Ornek 4.33. 4.21.0rnekteki fonksiyonu goz 6niine alinsin ve ¢ = 0 varsayilsin. Bu durumda

2 (eAt)(k:) (O)tk

Ij’(f (iD(/XV’leQe’\t> (t) M I

k=0

olup, (e*)*)(0) = A* olacagindan

sonucuna ulagilir.
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4.4. M-kesirli Tiirev Operatorii Iceren Diferansiyel Denklemlerin Coziimleri

Bu kisimda, M-kesirli tiirev operatoril iceren bazi lineer kesirli diferansiyel denklemlerin
genel coziimleri elde edilecektir. Bu ¢oziimler sirasinda basitlik agisindan a = 0 kabul
ai-ap I'(7)

——1—~ olarak alinacaktir.

edilecektir. Ayrica kisaligin hatrina X = erer ()

Ornek 4.34. u = u(t) bir M-diferansiyellenebilir fonksiyon olsun ve o € (0, 1] igin
DY u(t) + p(t)u(t) = q(t) (4.19)

M-kesirli diferansiyel denklemi ele alinsin. Eger « ayni zamanda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon ise (4.12) esitligi kullanilarak (4.19) denklemi

) 1 200 = St

adi lineer diferansiyel denklemi seklinde yazilabilir. Bu denkleme kargilik gelen integral

)
carpani u(t) = ex J fEadt

ﬁ(_t)adt |:l/ q(t> e%ftlf(_t)adtdt_}_ C:|

olarak bulunur. Buradan C' bir sabit olmak iizere, genel ¢oziim

£
—~
~
~—
I
ml
al
—

]C tlfoz

biciminde elde edilir. M-kesirli integral operator tanimindan son esitlik
u(t) = e B0 T (g(1) B0 4 (420)

seklinde de yazilabilir. Ozel olarak p(t) = —\ ve ¢(t) = 0 segilirse (4.19) lineer M-kesirli

diferansiyel denklemi
DY u(t) = hu(t)

denklemine doniisiir. Bu denklemin genel ¢oziimii (4.20) esitliginden u(t) = C eax'” olarak

bulunur. ¢’ = OOMH(t) oldugundan, ¢6ziim kisitlanmig M -serisi cinsinden

u(t) = CooMy) (%tﬂ) (4.21)

biciminde de yazilabilir.
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(4.21) sonucunda a, = 1, ¢, = 1, (n = 1,2,...,p; m = 1,2,...,q) oldugunu kabul

edelim. Bu durumda (4.21) ¢oziimii

u(t) = Co MV (Wt)

biciminde yazilabilir.

Uyar1 4.35. Ayn1 problem [18, 65, 67] ¢alismalarinda da ¢oziilmiis ancak sonuglar isaret
farkiyla hatali yazilmigtir. Bu son ¢oziimde v = 1 alinirsa [65,67] ¢alismalarinda bulunmasi
gereken dogru ¢oziime, = v = 1 alinirsa [18] ¢alismasinda bulunmasi gereken dogru
coziime ulagilir. Ayrica bu ¢oziim o = 5 = v = 1 i¢in karsilik gelen tamsay1 mertebeden

problemin ¢oziimil ile de ortiisiir.

C=X=1lvea,=1,¢,=1,(n=1,2,...,p;, m=1,2,...,q) olmak iizere, farkli o, 5
ve 7y degerleri i¢in (4.21) ¢oziim fonksiyonunun grafikleri tez caligmasinin ekindedir (bkz.

syf. 69, Sekil 5.3).

Ornek 4.36. Bir boyutlu

o%u(z,t) k82u(x, t)

BT EIS O<ax<L,t>0 4.22)
« x

151 denklemi ile
uw(0,t) =0, u(L,t) =0, u(z,0) = f(x), t>0,0<x<L

baglangi¢ ve sinir sartlar1 goz 6niine alinsin. Burada & pozitif bir sabit, « € (0, 1], u(z, 1),

a[X

M -diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 7

= iDﬁf "7 olarak alinmigtir.

Eger u(x,t) = P(z)Q(t) bi¢iminde yazilabilecegi kabul edilirse degiskenlerine ayirma

yontemi ile

d2

T3l (@) =&P(x) =0, P(0)=0, P(L) =0 (4.23)
%Q(t) — kEQ(t) =0 (4.24)
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diferansiyel denklemleri elde edilir. Burada (4.23) bir Sturm-Liouville problemidir ve ¢6ziimii

i¢in ii¢ durum s6z konusudur: ¢ = 0, x> 0 olmak iizere & = p? ve £ = —p?.

£=0 ve £ = p? igin asikar ¢oziim bulunacagindan ¢ = —p? durumu incelenir. Boylece

2

%P(;p) + i P(x) =0, P(0)=0, P(L)=0

probleminin asikdr olmayan ¢oziimii sin(ur) = 0 ifadesinden p = “F olmak iizere

P,(z) = ¢, sin (”Lﬂ) , n=1,2,... biciminde elde edilir. Ayrica, (4.24) problemi ise

Q) + kiPQ() = 0

dt>
olup 4.34. Ornekte verilen probleme doniisiir. (4.20) esitliinde p(t) = kup?> = k (”—L”)z
alinirsa
1 (nr)? @
Qut) = e x(E) 5 n=123,...
sonucuna ulagilir. Boylece (4.22) 1s1 denkleminin ¢oziimii b, = 2 fOL f(z)sin (%) dx
olmak iizere
> nmtxr 1 (nn\2k,a
1) = b, si ( ) —x(5F) ke 4.25
u(z,t) ; sin (—— ) e (4.25)

seklinde bulunur.

(4.25) sonucunda a,, = 1, ¢, = 1, (n = 1,2,...,p; m = 1,2,...,¢q) oldugunu kabul

edelim. Bu durumda (4.25) ¢oziimii
> nmwx T(B+7) (na\2 ko
Ny :E by, si (—) —ror () &t

u(z,t) 2 sin (—— )

biciminde yazilabilir.

Uyar1 4.37. Ayni problem [18, 67] calismalarinda da ¢6ziilmiistiir. Bu son ¢oziim, v = 1
icin [67] calismasinda elde edilen ¢oziimle, 5 = v = 1 igin [18] calismasinda elde edilen
coziimle ve o = [ = ~ = 1 i¢in tamsayr mertebeli klasik 1s1 denkleminden elde edilen

¢Ozlim ile ortiistir.
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Ornek 4.38. 4.36. Ornekte eger 6zel olarak f(x) = sin(x), L = m, k = 1 alinirsa (4.25)

esitliginden
2 = T . . . _Lﬁta
u(z,t) = — E sin(x) sin(nz)dz | sin(nx)e” € o
T 0
n=0

sonucuna ulasilir. Integral degeri sadece n = 1 icin sifirdan farkli oldugundan problemin

¢cOzumil

1t
[e%

u(z,t) = sin(x)e” (4.26)

olarak elde edilir. Buradaa, =1, ¢,, =1, (n =1,2,...,p; m = 1,2,...,q) olmak iizere
a = f =~y =1 segilirse elde edilecek ¢oziim karsilik gelen tamsay1 mertebeli klasik 1s1

denkleminden elde edilen ¢oziim ile ayn1 olacaktir.

Sabita, =1,¢, =1, (n=1,2,...,p;m =1,2,...,q) degerleri ve ¢esitli o, [3, v degerleri
icin (4.26) ¢oziim fonksiyonunun grafikleri tez ¢alismasinin ekindedir (bkz. syf. 70, Sekil
5.4).

Ornek 4.39. f:[0,00) — R, > a > 0 olmak iizere

DT (D) + pO.D5 S+ a(t)f =0 (4.27)

M-kesirli diferansiyel denklemi verilsin. Burada p ve ¢, t degiskeninin M-diferansiyellene-
bilir fonksiyonlari olsunlar. Varsayalim ki f;, (4.27) denkleminin bir ¢6ziimii olsun. Kabul
edelim ki, (4.27) denkleminin lineer bagimsiz ikinci ¢6ziimii v = v(t), M-diferansiyellenebilir

bir fonksiyon olmak iizere f>(t) = v(t) f1(t) biciminde olsun. Bu durumda zincir kuralindan

D f(t) =D57 w1)() = oD fult) + A6 Do ()
D (D807 1) (0 =D5 (vODRI A () + LD ()
—=v(t); D (ﬂ)ﬁf” f1> (t) + DY f1(8): DY o(t)

+ Ai)iD (z‘Dﬁfﬁ@ (t) + DY 1(8) Do (8)

elde edilir.
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Elde edilenler (4.27) esitliginde yerlerine yazilir ve f; fonksiyonunun denklemin bir ¢oziimii

oldugu hatirlanirsa
AODE (D) () + 2057 LD (0 + PO ODE (e = 0

sonucuna ulagilir. w(t) = ;D% "v(t) olsun. Bu durumda denklem

a8,y Z’Da’ﬂﬁfl(t) _
DY w(t) + <p(t) + 2%) w(t) =0

bi¢imine doniisiir. 4.34. Ornekten bu denklemin ¢oziimii

PGBy
_Ia,ﬁ,'y p(t)"l‘QZDM f1(t) _Ij-\‘/,lﬁ«"/p(t)
M 1® e
—cS” __  (CeR)

w(t) = Ce 70

olarak bulunur. Bu ¢6ziim,

o, B,y e—Ii,’lB’Wp(t)
=L " he

denklemini saglar ve boylece lineer bagimsiz ikinci ¢oziim

~Z37p(0)
fot) = CHT (%) (4.28)

seklinde bulunur.
Ornek 4.40. f:[0,00) = R, t > a > 0igin
2 2 2
ip;,\fﬁipmﬁﬂf o t% ip/g,\;[ﬁ:yf —0

diferansiyel denklemi g6z oniine alalim. Bu denklem 4.39. Ornegin a = 2, p(t) = —t5 ve
q(t) = 0 alinmus bir 6zel halidir. A¢iktir ki f;(¢) = 1 bu denklemin bir ¢oziimiidiir. Boylece
(4.28) esitligi kullanmlarak ikinci ¢oziim

f2(t) = CI/%;BW (61/:\;4’/3,7 (té))

seklinde bulunur.
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2
Buradan Z j’/’lﬂ’v tanimi kullanilarak

_t—a

sonucuna ulagilir. Boylece

fo(t) = C’I/%;Bﬁ (et_Ta>

C _a t _1 =z
= —¢ K x sexdx
a

K
elde edilir. Son olarak u = — doniigiimii ile ikinci ¢oziim
C .| %
fo(t) = —e° < / Ku se “du]
K3 _a
L K
C . oo o0
=—e K / wie "du —/ u_ée_“du] , (t>a>0)
K3 _a t
L K K
C _o[.(2 a 2t
— e ®lr(Z2)_rp(Z -1
at [F %) 16 ox)

bi¢iminde bulunur. Burada I" tam olmayan gama fonksiyonudur ve § > 0 i¢in
L6, v) = / e~ dt

ile tamimlanir. Boylece denklemin genel ¢oziimii

C _a 2 a 2 t

seklinde elde edilir. Bu sonu¢ a,, = 1, ¢, = 1, (n = 1,2,...,p; m = 1,2,...,q) ve

C = =~ =1 alindifinda [27] ¢calismasindaki sonucla Ortiigiir.

a=10=1a = % ve % = —1 olmak iizere farkli S ve v degerleri icin ¢oziim

fonksiyonunun grafigi tez calismasinin ekindedir (bkz. syf. 71, Sekil 5.5).
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5. SONUC VE ONERILER

ScienceDirect lizerinden yapilan aramalarda 2016 yilindan 2019 Aralik ayina kadar adinda,
Ozetinde ya da anahtar kelimelerinde “Caputo-Fabrizio” gecen 85, “Atangana-Baleanu” gegen
139, “conformable derivative” gecen 36, “M-fractional” gecen 4 yayina rastlanmigtir. Bu
bilgi hem farkli ¢cekirdekli kesirli operatorler konusunun ne kadar popiiler oldugunun hem de
uyumlu kesirli tiirev konusunda yapilan caligsmalarin heniiz ¢cok yeni oldugunun bir gostergesi
niteligindedir. Ulusal Tez Merkezinde yapilan aramalarda ise konuyla alakali sadece 5
adet Doktora ve 19 adet Yiiksek Lisans tez ¢alismasina rastlanmistir. Bu tez ¢alismasinin
bu alanda olduk¢a az sayida ¢alisma yapilmis olmasi sebebiyle de, ileride yapilacak olan

caligmalara kaynak tegkil etmesi a¢isindan 6nemli oldugu diistiniilmektedir.

Bu tez calismasi aslinda yukarida bahsedilen ve 3 ile 4. Boliimlerde ayrintili olarak incelenen
iki ayr1 problem tizerine yapilan calismalari icerir. Her iki problemin de genel amaci 6nceden
tanimlanmis olan benzer kesirli operatorlerden ¢cok daha genel bir yapiya sahip yeni kesirli
operatorler tanimlayarak, bu operatorlerin daha genis yelpazede yer alan problemlerinin

coziimlerinde kullanilabilir olmasini saglamaktir.

3. Boliimde, ¢ekirdeginde iistel ve confluent hipergeometrik fonksiyon iceren kesirli tiirev ve
integral operatorleri tanimlanarak cesitli 6zellikleri incelenmistir. Ayrica iki 6rnek iizerinden,
bu tiir kesirli tiirev iceren diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine de ulasilmugtir.
Ancak uygulama 6rneklerinden de goriilebilecegi gibi, bu tiir kesirli tiirev igeren diferensiyel
denklemlerin hepsinin analitik ¢dziimlerine ulagmak, ters Laplace doniisiimiiniin her zaman
hesaplanamayacak olmasindan dolay1r miimkiin gériinmemektedir. Yine de benzer ¢alismalar

incelendiginde bu tiir problemlerin sayisal ¢oziimlerinin elde edilebilecegi anlagilmaktadir.

4. Boliimde ise klasik tiirev taniminda M-serisi kullanilarak yeni bir uyumlu kesirli tiirev
operatorii tammmlanmistir. Bu operatoriin de cesitli 6zellikleri incelenmis ve klasik tiirev
operatorii icin gecerli olan pek cok ozelligi sagladig1 gosterilmistir. Ayrica klasik analizde
yer alan bazi1 onemli teoremler bu operator i¢in de verilmistir. Son olarak kesirli tiirev
operatoriinden yararlanilarak kesirli integral operatorii tanimlanmis ve iki operator arasindaki

iligkiler de ele alinmistir. Bununla birlikte, bu tiir kesirli tiirev belli sartlar altinda klasik
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tiirevle iligkili oldugundan, kesirli tiirev iceren diferensiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine

kolaylikla ulagilabilecegi cesitli orneklerle gosterilmistir.

Burada elde edilen sonuglar degerlendirildiginde, uyumlu kesirli operatorlerin uygulamada
arastirmaciya diger kesirli operatorlere kiyasla kolaylik sagladig1 soylenebilir. Klasik tiirev
operatdriiyle olan iligkisi kullanilarak, kesirli diferensiyel denklemler degisken katsayili klasik
diferensiyel denklemlere doniistiiriilebilirler. Bu sayede kesirli problemlerin ¢oziimlerinin

geometrik ve fiziksel durumlari, klasik problemlerle benzer olarak yorumlanabilir.

Ilerleyen calismalarda uyumlu kesirli tiirev operatorlerinin klasik tiirev ile olan iligkisinden
yararlanarak, cesitli kesirli problemlerin ¢éziimlerinin varlik ve tekligi ile salinimli olup
olmadig1 incelenebilir; analitik ve sayisal ¢oziimlerine ulagsmak i¢in kullanilacak yontemler
gelistirilebilir. Bununla birlikte, cesitli sekillerde literatiirde yer alan operatorlerden daha

genel yapiya sahip yeni kesirli operatorler de tanimlanabilir.
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Ek 1. Uygulama Problemlerine Ait Coziim Fonksiyonlarimin Grafikleri
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Sekil 5.1: (3.21) ¢oziim fonksiyonunun o = 0.2 (yesil), &« = 0.4 (mavi), o = 0.6 (kirmiz1)
ve a = 0.8 (siyah) degerlerine karsilik elde edilen grafikleri
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Sekil 5.2: (3.22) ¢6ziim fonksiyonunun o = 0.2 (yesil), « = 0.4 (mavi), o = 0.6 (kirmiz1)
ve o = 0.8 (siyah) degerlerine karsilik elde edilen grafikleri
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B =1,v=0.5(mavi) ve 8 = 0.5,7 = 0.5 (yesil) degerleri icin elde edilen grafikleri.
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tist) 0.25 artigla elde edilen grafikleri.
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