
l 
\ 

I, 

\ 
? .. 

.P. 
/. 
" .I 

) 

I 
I ( 

'I' .. 
r, 
! 
\ 

J 

MARMARA UNivERSiTESi' 
FEN BlliMl.ERi ENSTirUsU 

YUksek Usans Tezi 

DUAL VEKTOR HESABl 
ve 

REGLE YOZEYLERE AIT 
,·BAZI UYGULAMALAR 

Dan.,man 
Prof. Dr. lutfi BiRAN 

Hazlrlayan 
Bedinur Oemiray 
Ugretim Gorevlisi 

1984 



~ ~ ~ 0 0 1

1111 IIII 'I'll '1111Ill" III "111"1 I

\sallSJaA\UO IlJIIWJIIW

Ill" 1 1 : ! I I U I l } ! ~ l l g aJlllQ UOASlllUIlWU}!OQ aA aUllqdUlIDI

¥• '

I1

I

{
{

\

.... _I



f. 
), 
'\ 

I. 
I 
I 
} 

,( 

Du ~a11~man1n ba91ang1c1ndan'sonuna degin' 

surekli destek ve yard1mlar1n1 esirgemeyen , goster

digi sab1r ve titizlikle ~al19man1n gergeklenmesini 

saglayan Say1n tez hocam Prof. Dr. Lutfi B!RAN I a 

ve ~e9itli yard1mlar1n1 gordugumcdegerli arkada91ar1-

ma en igten tegekklirlerimi sunar1m. 
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DUAL VEKTOR HESABI VE ' 

REGLE yDZEYLERE A1T BAZI UYGULAMALAR 

1 - Dual Say~lar: a ve a~ reel say~lar olmak uze-

re 

( 1 .' 1 ) A':r- a .... f. a o 

geklindeki say~lara dual saY1lar denir. Burada 

( 1 • 2 ) ~=o 

d~r. a ya dual say~n1n reel k~sm~, a o ' a dual s~Y1n~n 

dual k1sm1 denir. 

A '= a + ~ a o , B = b + '£.. be 

iki dual say~ olsun, 

A=B#a=b,~::;:.bo 

( 1 • 3 ) A + B = ( a + b ) + £ ( ag + bo ) 

A • B =- a· b + ~ ( abo + acb ) 

geklinde tan~mlan~r. Ayr~ca 

A+B=B+A', A.B=B.A 

d1r. 

A+X=B 

olacak ~ekilde X:. x +. cc Xc;> tek olarak belirlidir ve 

X::.B-A 

yaz~l~r. 

A-tO=A 

olacak ~ekilde 0 = 0 ~ £ 0 vard1r. 
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A .. X :: B ::} ( a + ? a o ) ( x + f Xo {~ b + f b 0 

olup ( 1 • 3 ) den 

a x::: b 

ax+ax =- b 
tI 0 0 

olma11d1r. Bu denklemler ancak a~ 0 olmas1 halinde X ve 

Xo a gore tek olarak Qoziilebilir. Yani B x =T bolumii, an-

cak paydan1n reel k1sm1 s1f1rdan fark11 ise yap1labilir. 

( 1 • 4 ) f (a -+ f. a o ) = f (a)+ £ aofl(a) 

fonksiyonu tan1mlan1r. Ornek olarak 

olmak iizere 

( 1 • 5 ) 

dire 

<p; 'P + f- 'eo 

Cos rp ;:: 
Sin r:/J = 
Tanr/J = 

Cos'P - f. 'eo Sin '(J 
I 

Sin'f + t 'foCos '(J 

Tan't' of t 'fo( 1-+ 
2 

tan 'f) 

2 - Dual Vektorler: Yonlii bir A dogrusu ile A n1n 

dogrultusunda ve yoniinde 
~ a 

ne ala11m. A uzerinde bir 

olmak iizere 

-+ 

~ ~ 4 
a 0::= x Aa 

x 

serbest birim vekto~iinii gozonii

noktas1n1n yer vektorii ~ = 1 

vektoriine a vektoriiniin, koordinat sisteminin 0 ba9lang1Q 

noktas1na gore vektorel momenti denir. Bu vektor x noktas1 

n1n seQili~ine bag11 dagildir. GerQekten, A uzerinde herhan

gibir y noktas1 alsak 



t'· 

olur ve 

..:, ~ \.,." 
y=x+/\a 

p 

~ 4 .... 4 ~ 
Y A a = x A a =- a o 

bulunur. ~ ve ~o verilmekle A 

belirlenmi9 olur. Burada 

do~rusu ~zayda tamamen 

( 2 • 1 ) 
~ ~ ~ ~ 
a • a = 1 , a • a o : 0 

d~r. 

( 2 • 2 ) 
~..", ~ 
A = a + z. a e 

vektorune DUAL VEKTbR denir. Dual vektor yonlli bir dogruyu 

tek olarak belirler • 
.,." 4 -'12-
A.A=A::.l_ 

oldugu dual vektorlerin skaler carp~m~ndan sonra ac~klana-

cakt~r. E'= 0 konularak ,adi vektorler icin yap~lan tum 

hesaplar dual vektorler iQinde geQerlidir. 

Dual vektorleri ~ ""'" A ve A~ olantyonlandirilmi~ A ve 

• A dogrular~n~n dual aQ~s~, 

( 2 • 3 ) , cp = 'P + ~ 'eo 

ile tan~mlan~r. Burada ~. dogrular aras~ndaki reel aC~Y~t ~o 

ise aralar~ndaki enk~sa uzakl~g~ gostermektedir. 

!ki dual vektorun skalee carp~m~: 
\ 

~ -.., 
A ve A~ dual vektorleri iQin 

( 2 • 4 ) 
~ -t 
A • A :: Cos rj 

dire A ve A~ dogDUlar~n~n B ortak dikmesini gozonUne 

alal~m 
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. x , y dikme ayaklar~ i~in 
1 ! 

( 2 • 5 ) 
-+ -t -'t 4 ~ ~ 
a o = x A a , a~ ::. y A all< 

d~r. 
\ 

~ -tjt ~~. ~ 4". ~ ~ . 
A • A : a. a + f ( a. at;. + arl it ) . 

olup 

( 2 .6) 
... -tolf 
a.a :: Oos 'P 

dire ( 2 • 5) bag~nt~lar~ gozonUneal~narak 

...., "'if. --) ~ ry", ~ ~w- "7 
a • a o = a. (y A a~ = y. ( a 1\ a ) 
~ ~ ~ ~ ~ -+~-) 
a

Q
• all- = (x A a). a'* = - x.( a~ A a ) 

bulunur. Buradan 
~ -;. '" o;l ""'*. (4- 4 ) (...,,,, "7-a • a..;. + at). a;::; y-x . a Aa ) 

olur. Diger taraftan 

oldugundan 

ve dolay~s~yla 

( 2 • 7 ) 

I "'k 4 
a A a I::::: Sin'f' , 1"; - i I:: 'et> 

.... ~ a- A a 
~ -) 

y - x Sin 'f 
;~ CE'I 

~ ~ ~ -7 4.., 
a • a: +- a c • a * = I y - x, Sin 'e 
4 -'" -4 .., ~ \0. \l:) 
a • a~ + a

Q
• a :;. - l~ S~n \ 

dire ( 2 • 6 ) , ( 2 .7 ) ve ( 1 • 5 ) ten 

-7 ~ 

A. A)(:Oos'f -'fo(Sin'f=oosg> 

bulunur. Bunun,·~.sonucu olarak 

4 -!) ~~ 

A.A~A=l 

dire 

\ 
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lki dual vektorUn vektorel carp1m1: 
~ t 

~ ~. ~ 

B= b+ f b", 

A ve A~ dogrular1n1n ortak dikmesine kar~1 gelen dual vek

tor olmak iizere 

( 2 • 8 ) 
~ ~ ~ 4 ~ ~) 
A A AJf::;, B Sincp =- b Sin'f+ E. (boSin~+'fQb Cos'f> 

oldugunu g Osterece~iz. 

~ ~ ..:,:t. r ~.., ~~] 
A A Jt = ( a .A. a ) + i. L ( a /, a~) + ( a 0 1\ a.l( ) 

dire ~ A ~k dogrultusundaki birim vektor b olmak iizere 

( 2 • 9 ) 
~ ~ ~ 
a A a If = b Sin 'f 

yaz1l1r. ( 2 • 5 ) ten 
~ ~* -'J -? ~ 
a " a o = a /\ ( y /\ a*) 

yaz11abilir. Diger tara~tant 

, den 

olup 

-"...... ~ 
y - x = "eQb 

4 4 ~ 

y== X+"-e""b 

~ -t -4 . ~ ~ ..,~ ] 
a /\ a!;:o a A [ ( X + 'f> 0 b ) A a 
~ -t ~ ~" -) 4"'''''' 
a A a: == a A ( X A alto) of ~<> a A ( b A al¥.) 

dire ( 2 • 9 ) dan 

oldugundan 

~ 

b: 
-t ~lI' a A. a 

Sin'f 

~ -\ -40 -) ~ '('0 0.+ [ ~ '? J a A a: ':::: a A ( :x: A a" ) + a A (a A a~) A, a~ 
Sin'f 

olur. !kikat vektorel Qarp1m,skaler ve vektorel Qarp1m ozel-

likleri i1e ( 2 • 9 ) kullan1larak 
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( 2. 10 ) 
~ ~'* 4 4 -+~ ~ 
a A a o =: a A ( X A a ) 4- 'fc b Cos 'f 

I f 

elde edilir. ( 2 • 5 ) teu 

( 2 • 11 ) 
4 -> -4 4 4" 
ac> A a*::: ( X " a ) A a * 

-., 

olur. ( 2 .10 ) ve ( 2 • 11 ) den ikikat vektorel Qarp1m ozel_ 

likleri kullan11arak 

-4 ~ ~ ~ 4 ~ -4 4 
a A a:, + ~A a~ =- x A ( a A a~) -\-. 'f\,1b Cos 'e 

yaz111r. ( 2 • 9 ) ve 
~ ~ ~ 
X Ab.=: b o dan 

-4 ~t{ 4 ~~ -? . ~ 
a 1\ at) + a o A a ::; bo S1ni' "* 'eo b Cos'f 

elde edilir. 0 halde 

...l) ~'* ~ ~ . ~ 1 A A A :::: b Sin'f' + 'f, ( b Siu 'f 4 'fo b Cos l' o 

dire 
Adi vektorler ile yap11an ikikat vektorel Qarp1m ve 

Lagrange ozde~likleri , dual vektorler iQinde geQerlidir. 

3 - Blaschke Formlilleri : Bir [ A J regIe ylizeyini be

lirlemek iQin ,A doguran1n1n birim duaili vektorii gerQel t 

parametresinin fonksiyonu olarak 

( 3 • 1 ) 
.... -i" -=t 
A (t) = a(:fl) + £. aCt) • 

~eklinde verilir. 

t A] yiizeyinin bir A: A. doguran1nl.n bogaz noktas1 

x ,yiizeyin x den normali A 2. olsun. At ve At. ile dog

ru yonlli bir dik liQylizlU olu9turan, yUzeyimizin x deki tege 



:" 

,~ 

7 

-ti A 3 olsun. ( A4, A~, A3) tiQyiizltisiine X .f\. 1 regIe yiize

yinin A. doguran1na ait Blaschke iiQy~zltisii denir. u:u(t) 

ise *,=u I koyarak ve ( A
1

, A2,' A3 )., tiQyiizltisiintin ayrl.tla

rl.n1n dual birim vektorlerini sl.rayla 1,. 'At' A3 ile goste

rerek Blaschke tarafl.ndan a~agl.daki formuller elde edilmiG-

tir. 

( 3 • 2 ) 

~ 

A:.,,=,'P .., 
A' :::: 

2. .., 
A, -3 -

'io 

At 

P At + Q 13 .., 
Q At. 

Reel ve dual kl.sl.mlarl.nl. aYl.ra~2k 

( 3 • 2 )' 

( 3 • 3 ) 

( 3 • 4 ) 

,.,., ..t; 

at = pal. 
-+ ..t; ~ 
a~ = -pa, + q a3 ' 

..." -+ a :. -qa 
3 2. 

r:;;.. 
P ::: p + ~ Po 'f;;V A' 

-+ , of "'" a = p a ... p a2.0 
10 Cl "-

.. -+.. ... ~ 
a~c::;: -P. a.+ q oa3 - p ~o'" q a!O 
"', - ..,. -+ a - -0 a - q a 30 "'"0 2. 2.0 

, p $~z. ve 
~ ""', a' .a o 

plO:~ 

.... ~ ... 
( A " A' ).A" Q = q + f. qo =:; 

1'& 
.. ~ ~ q _ ( a 1\ a I ). a If 

- 'it ,% 

...... .. ~... ... .. -+ -+ .. , , -t -+ .., .It I 
~ = ( 8.0" a:.I ) • a " "'" (a 1\ a!) • a" -+ (a J\ a ' ) • a!! _" 2 (a'" la I ) • a 11 (a ' • QR) 

;1,1. l ~ l'lJ :l. 
dir. 

x bogaz noktas1nl.n yer vektorti '+ x olsun 

( 3 • 5 ) ;tl = qlOa, + PO:3 

dir. ( 3 • 2 ) Blaschke formtilleri t nin seQimine bag11 
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..olmamasl.na.k~r~l.ll.kP ve Q dual bUyUklUklerinin degerleri 
, t 

t nin seQimine bagll.dl.rlar. Bizler Qall.~maml.zda parametre 

plarak [A 1 yUzeyinin (x) bogaz Qizggsinin s yay uzun

lugunu alacagl.z. Bu parametre seQiminin sonucu 

( -?)2. --to 2-
~ = x, = 1 

ve ( 3 • 5 ) denkleminden 

( 3 • 6 ) p2. + q2. = 1 
o 0 

yazl.ll.r. 

Uzay egrileri iQin geQerli olan FRENEll formlilleri 

ile BLASCHKE formulleri arasl.ndaki tam benzerlikten dolayl. 

P ye ve Q ya [A] regIe ylizeyinin dual egriligi ve dual 

burulmasl. denir. 

4 - Bir regIe yuzeyin dogal denklemleri: Bogaz gizgi 

sinin yay uzunlugu S olan [-A 1 regIe yuzeyinin dual egri-

ligi P ve dual burummasl. Q olsun. P = P (s) ,Q = Q (s) 

verildiginde [ A) yuzeyinin yerdegi~tirme farkl.yla belirle

nebilecegini ispatll.yall.m. 

Homolog AI (s) ve A: (s) 40!lurahlarJ:. igin aynl. P:: ($) 

egriligine ve aynl. Q (s) burulmasl.na sahip olan [ A J ve 

[A~] regIe ytizeylerinin Blascbke iiQyiizluleri ( A" A~, A
3

) 

( 
ir- .. ~ 

ve A" A~, E3 ) olsunlar. 

( 3 • 2 ) Blaschke formlillerini kullanarak 
\. 
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-t " ... ( A, • A. ) , ;:. P ... ..... "'." 
(Ai .ll~ + A, .A.z) 

~ ~ 
(A~ .4; ) , ::;, - P 

..I) ~.,. ~ .. " 
(A, • .Ai. + 1l,.A2.) + ~ ,'1N "' .. ~ 

Q (A"L .AS+ A; .A:. ) 
(1, .t;)' ;;: - Q (

..I) ... ". ~ ) Al. .AI ... A2, .~ 

bu1unu~. Bu e9it1ik1eri top1arsak 

.,. ~... ..,"'wo ...... 
(A .. • ll., )' ... (A~ .A2,.) ,+ (AS .A:a) , • 0 

olur. (A~, A~, Al ) ve 

homo1og kenar1ar~ i1e 

(A~, ~, ~) B1aschke iigyiiz1tilerinin 

olu9turu1an dual ag~lar <P, J ~1.. J ~3 
olmak iizere 

~ ~. -+ .... ....",. rI. rI.. r-I. 
( 4 • 1) A, .A, + A~ .~ + A3 • .A:1 ::. Cos >", + C~s Y":t + cOS'P3 = st 

e1de edilir. E~er s = 0 a kar91 gelen B1aschke iiQyiizlii1e

ri gak19~yorsa (4-. 1 ) sabiti 3 olur. { 4- • 1 ) in reel 

k1sm1n1 gazoniine a11rsak s nin her de~eri igin 

Cos'e. .... Cos'Pt + cos'e
3 
= 3 

oldugunu goriiriiz. Bu durum s nin ayn1 degeri igin Blaschk 

iiQyiiz~ulerinin atn1 yone sahip olduk1ar1n1 gosterir. 

( 4- • 2 ) 
~ ~ 
a, = ~ , 

~ -of 
a - aff 

2.- ~, 

~ ~ 
al :. a~ 

olur. P (s) dual egrili~i ve Q (s) dual burulmas1 ayni 0 

lan iki regIe yuzey iQin ( 3 • 5 ) ten 

~ , ., .. 
X ::. q.a, of- p~ a3 
~ ~ ..I) 
~, = q air of- p a" 

0' ID l 

olup buradan 
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.( 4 • .5 ) 
-t ~ 

( x - x~) ,= 0 

eIde edilir. s = 0 i~in 

-t ~ .. 
.. x-x:O 

olur ve sonuQ olarak ( 4 • .5 ) ten S nin her degeri igin 

( 4 • 4 ) 
~ ~ x:; x,.. 

olacaktir. ( 4 • 2 ) ve ( 4 • 4 ) bag~nt~lar~ , homolog i

ki dogurana kar~~ gelen Blaschke u~yuzluleri gak~~ayorsa 

(A] ve [A ~ J regIe yuzeylerinin de ~ak~~acag~n~ goaterir. 

Boylece bir yerdegi9tirme fark~yla belirlenmi~ olan (A]reg

le ytizeyinin 

( 4 • 5 ) p -= P (a) , Q -= Q (a) 

elemanlar~na yuzeyin dogal denklell.leri denir. ,.----

Bu ozellik analitik olarak 90yle gosterilebilir. 

[A] yuzeyinin bir doguran~n~ gosteren 
~ 

A .. (s) dual birim 

vektorlintin s nin kuvvetIerine gore a~~labiIdigini kabul 

edip bu a~~l~m~n nas~l bulunabilecegini gosterecegiz. 

dkt 
, -tA'''' "1 0"" A~" k t b d t"" -:--:- = I ~ e s:; ~<t~n t ~n ~nc~ mer e e en u-

revi gosterilerek 

~ ~ . S -+ I' a2 ~ El -\oil' 
( 4 • 6) A I (a) = A, (0) "'" T. A I (CO) -+ 2"1 A ~' (0) -+ "31 A, (0) + ••• . . " 

yaz~l~r. Blaschke formulleri geregince 
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1: :; P !t 
~ 2.~ ~ ... 
A" - -P A + P' A + P () A 1 - , 2 ~ J 
... .... 3 2. ., 
A:" :-5 PP'AI + (-p -+ P"- PQ )At.+ ( .' \ 

bu1unur. Ayn~ formli11er yard~m~y1a 

(4.7[1 , ~(n) -+ ~ ~ 
A, = unA, + VnAt + wnA3 

/ 
-+ 

2P'Q + PQ' )A3 

e1de edi1ir. un ' v wile P ve Q nun ve bunlar~n ar-n, n 
d~~~k tUrev1erinin bi1inen fonksiyon1ar~ gosteri1mi~tir. 

( 4 • 7 ) den ttirev a1~narak 

du ... dv ~ dw ~ 
lfn ... 1) = ( ds n - Pvn )A.+( dSn +Pun-QWn)A,+( dsR"'Qvn)A

3 

ve buradan 
dUn 

un + l. :; dB - Pv n 

( 4 • 8 ) 
dv 

v ::: n "Pu QW 
n+ ~ ds n n 

dw n 

rekUrans forfulix1eri e1de edi1tr. u ,v ,w katsay~lar~ P 
n ~ n n 

ve Q i1e P nin n-2 ineimertebeye kadar, Q nun n -3 eu 

mertebeye kadar turevlerinin fonksiyon1arl.d~r. ( 4 • 6 ) 

formUlii 

( 4 • 9 ) 
"+ .... S... 82. 'l"', ..lp. .. 

AI (s)=A.(Q)+T! P\~O)'+·2! €,"PA.(O) +~.'~(Q)* PQ\(O)i+ ..• 

yaz11~n. P ve Q ve bunlarl.n tiirevleri i~in s & 0 daki 

deger1er al~nm~~t~r. 
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5 - BoSaz 9izgisinin Frenet -)uQyuzJ;usu:, A do~ura

nl.nl.n olu~turdulSu regle yuzey [ A 1 ,A n1nr bo~az noktasl. 

x , [ A] regle yuzeyinin bo~az Qizgisi ( x ) olsun. ( x ) 

bogaz Qizgisinin x bogaz noktasl.nda:ki"Frenet tiQyiizliisiinu 

[A J regIe yiizeyinin x bogaz noktasl.udaki Blaschke iiQyiiz

liisiine nisbet edelim. ( 3'. 5 ) ten ( x ) bogaz Qizgisinin 

x bogaz noktasl.ndaki birim teSet vektorii 

( 5 • I ) 
~ + ... 
t ::. 'loa, + Po aJ 

ile verilmi9tir. 

Yukarl.da da i~aret ettigimiz gibi , tiirevleri daima 

( x ) in s yay uzunl uguna gore alacagl.z. ( x ) i.n x nok

tasl.ndaki Frenet iixyiizliisiinii (t., fi , b ) ile gostererek 

.H'renet formullerini ve '( 3 • 2 )' Blaschke formullerini kul-

lanarak 

( 5 • 2 ) 
~ ~ ~ ~ ! n ::. 'l~a, + (p 'lo - 'l ~) a1. + p~a3 

bulunur. Buradan 
1. \. Z. 1. 

( 5 • 3 ) !;::- p ~ + q! + ( p 'l 0 - 'l P-o) 

elde edilir. 
-+ 
t vektorii fA J regIe· yuzeyinin x bogaz noktasl.nda 

ki ( At' A3) teget duzlemine paraleldir. ri , ~ , 1~ vektor-
-. 

lerinin iiQu de t ye'diktir ve bunun sonucu aynl. bir duz-

leme paraleldirler.:~ ile ! asal normalininaxl.sl. e 
olsun. :z. ile b arasl.ndaki axl.( ~ - e) olacaktl.r. 

"t "f ••.. ~. ._ . 
b.s.,= IbHal.Cos(LL - e ) 

... ~ 2.. 
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-dan 
( 5 .4) 

~ -It 
b.a7,..= Bine 

olur. ( 5 • 4 ) ten turev alarak 

ve 

koyarak 

~ ~ -+ -" I e ' ....... , , ' b .a2. + b.a2. = e .Cos· , 

~ -+ 
b'=-rrn , -+ -+ ~ 

b = tAn 

~-+ -t ~.., , 
- 'In,,at. + (t 1\ ~).a~ = e .Cose 

bulunur. ri.lt.= CosS ve karma Qarp~m ozelliginden yukar~da-

ki ifade 
-l .... ~ -, 

-1'cose+ (a~" t ).n:; e .Cose 

gekline donu9ur. ( 3 • 2 )' ve ( 5 • 1 ) den 

... .... e' " - 't Cos Q 1-- (p p + q q ) a ... n = • Co s 0 
00" 

yaz~labilir. Buradan ise 

( 5 • 5 ) 1: = p Po+ q q~- 9' 

elde edilir.Buradan p Po+ q qo ifadesinin , bogaz Qizgisi~l 

nin geodezik burulmas~na e9it oldugu sonucu Q~kar. 

6 - Konormal regIe yuzeyler: Bir A. dogrusunun 0-

lU9turdugu regIe yuzey [ A 1 ,At in bogaz noktas~ x 01-

sun. [ A] regIe yuzeyinin x . noktas~ndaki At, normaline 

x bogaz noktas~ndaki merkez normali diyecegiz. 

Birinan merkez normali digerininde merkez normali 

Olan [ A] ve [A"J regIe yuzeylerine konormal regIe yuzey

_ler denir. 



" 
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t A] ve (le] konorma1 regIe ylizeylerinin doguranla-

r~ 1, (s ) ve 1~ (s) dual vektorleri olsunia!r. Burada s ve 

-t s iki ylizeyin bogaz Qizgisinin yay uzunluklar~d~r. A4(s) .. \ 
~ . 

Ve A~ (s~(s» ayn~ merkez normale sahip oldugu takdirde s~ 
rl. ~ ~ s in fonksiyonu olarak dlili'linlilebilir. 'f' A. (s) 1/e A~ (I!) 

aras~ndaki dual aQ~ olsun. (2 • 4 ) ve ( 2 • 8 ) den 

( 6 • 1 ) ~..... rJ. 
AI • AI :. Cos 'fJ 

( 6 • 2 ) 
~ ~.. .., . rI. 
AI A A, = A2.Sl.n~ 

olur.( 6 • 2 ) bag~nt~s~n~ 
~ 

AI ile vektorel olarak Qarpa-

ll.m 

'+ ~".. ... ~ rI. 
Al A ( AlA A,) ~ ( A,A ~)Sin~ 

I 

olur. !kikat vektorel Qarpl.ID ozelliginden ve A.IA At.:: 1'3 den 

-+ .-+~ ~ ~... i,. ~ ~. rJ. 
( AI .A, )A. - ( A, .A, )A, = A3S~n~ 

... --( 6 • 1 ) ve A • A :: 1 den 

Ve nihayet 

( 6 • 3 ) 

~ '" ~'" -It ri A,Cos Y-' - AI = A3Sin )U 

-i", ... d.. ~ rI.. 
AI = A,Cos~- A,Bin~ 

elde edilir. ( 6 • 3 ) den tlirev alarak ve 1..1..'" = 1'2, koyarak 

Blaschke formlillerinden 

.,..... ~ Ifi -+ 
ds d,A. dA. '"" dIU -t ~. ~ ~1 • d d9J-t ~ ds • ~ :: di3 Cos YJ - era A, S~n)U -. s S~nYJ - -asAl Co s 'P 

.' .. .., rJ.. ~ .., r/.' ~ . rJ. r.J 
s F At 0:: ( P Cos>", + Q S~n)U )1\ - 'r' ( AI S~n 'f' + A,Qos ~ ) 

bulunur. Bu son bag~nt~dan 
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t/J'::r 0 

ve buradan 

rz5 :. 'P + f i'o = sabit 

( 6 • 4 ) 
, . , 

s" f'" = P Cos CJS + Q Sin 9S 
e1de edi1ir.Bunun sonucu olarak §unu soyIiyebiIiriz:lki 

konorm~1 regIe ytizeyin ( A, ,Az,A3 ) , ( A: ,1~,A;) BIaschke 

ugytizItiIeri birbirIerine kat~ olarak bagl~d~rIar. 

-+., "'... ~* 
1i3 = 1i~.I\ A2. 

dl.r. 
., -+ 
1fz & A2, ve ( 6 • 3 ) den --J 

( 6 • 5 ) 
~.~ ..I) 

A~ = A 4 Sin 91 + A3 Co S ~ 

olur. ~=sabit oldugunu gozontinde buIundurarak s e go

re ttire~ aIal~m. ~= 1, koyarak, BIaschke formulleri de 

kuIlan~l~rsa 

( 6 • 6 ) 

.,... ~ 

ds . ~= dA, .Sin~ + 
ds ds· . ds 

~ 

dA3 Cos rj 
ds 

, ~ ~ 

s .. Q- At. = (- P Sin9$ + Q Cos f/J )Az. 

stlQtf = _ P Sin~ + Q Cos~ 
~ ? 

buIunur. A~= A~ dan s e gore ttirev al~p,BIaschke formtil-

Ierini kuIIanl.rsak 

.. -t ., ~ -+, 
- P A. + Q A, = (- P A~ + Qff. A; ) rlf 

olur. Yukar~daki bag~nt~y~ ( 6 .' 3 ~.( 6 • 4 ),( 6 • l' ), 

( 6 • 6 ) bag~nt~lar~~n gervekIedigi kolayca gortiIur. 
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Buradan tiU sonuc; Ql.karl.1l.r: Bir [A 1 reg1e yiizayinin(A. ,.A1.tA~ 

B1aschke tiC;yiiz1tisiine A~ ve A~ l.n c;akl.emasi ko~ulu i1e ka_ 

tl. olarak ba~ll. bu1unan bir ( A~,A';.,~) tiC;yiizliisii [A) nin 

bir konormal ytizeyi olan [l' J reg1e ~ii~eYinin Blaschke tiC;-

yUZltistiolur. 

~ noktaya iearet edelim:Aynl. asal normale sahip 0-

lan uzay e~ri c;i~tlerinde(Bertrand e~rileri), egric;iftle

rinden biri gelieigtizel sec;i1Bmez.Halbuki konormal regle 

yiizey Qiftlerinde , iki yUzeyden biri herhangibir regIe yii 

zey olarak sec;i1ebilir. 

( 6 • 3 ) ve ( 6 • 5 ) ten 
.,.... ~ 
~ =' a. cosy> - a 3 sin 'P 

ot. ~. - ~ 
a J = a .. Sl.n 'P -t a, cos "f 

yazl.labilir.( 6 • 4 ) ve ( 6 • 6 ) dan 

P: sw':: Pocos l' + qosin'P - 'Po(p sin ~ - q cos'P ) 
I ) 

~ s~ = - Po sin 'f + qocos'f' - 'Po (p cos'f' .... q sin'{) ) 

buluuur.Buradan da ( j • 5 ) l.'orllluJ.iine benzer olarak 

~JJ" " ... -.... • x =(Q\a"'+p"'a4l ) s" o I 1) 1 
-t> ~ I , 

yazl.ll.r. a~ , a-
3

, p. s", q'il s" ic;in yukarl.daki degerler yer-
00 0 

J.erine kunursa 

( b .7) 
~ • .. -+ 
x" :. ( go - 'f-oP ) a J + ( Po + ~.g ) a3 

bulunur. 

la 



~fr.' 
X 

. *~ ...... ) ( q aM + p a 
o I 0 3 

If? 

N' -t ~ 
S '::;" (q 0 - 'fop) a, -t (Pc + 'f> 0 q) a" 

I I f 

oldugunu gozbnline alarak s.. tinli hesapl~yal~m. Jukar~d~-
1.. 'Z. 

k~ ifadenin skaler karesini al~p pit + q"" =- 1 yazarsak 
o ,0 

. . " ,,' L 2. 4J"i s = (qo-'foP') + (po+'foq) 

Vf:Jya 
I 

(f>.8) 
N' r . . 2. 2. 2. J 2: 

s =L.L - ~'fo(p qo- y. po)+'fo(p + q) 

olur.lleride ayn~ bogaz Qizgisine sahip olan konormal regIe 

ytizeylerin incelenmesinde ¥>o =0 hali lizerihde duraca~~z. 

7 - Dual egrilig~ sabit olan regIe ylizeyler: Bir 

[ A J regIe ylizeyinin dual e~riligi 

p = P + E. Po = st. 

ise, p = st. , P = st. olur.Ayr~ca pl. + q2. = 1 den o 0 0 

q = st. olur. ( 5 • 1 ) formlilii, [A] ylizeyinin bogazQiz-
o 

gisinin tegetinin doguran~ arccosqo I a e~it sabit bir a

Q~ ile kestigini gosterir. ( 5 • 2 ) den merkez normali 1-

le bogaz Qizgisinin asal normali aras~ndaki e aQ~s~n~n s~
f~r oldugu gorliliir. 0 halde bogaz Q1zgisi, [A J regIe ytize

yinin bir geodezigidir. 

( 5 • 3 ) ve ( 5 • 5 ) den 

( 7 • 1 ) 
f = P <lc- q Pc 

't = P PQ + q q 0 

elde ed11ir.Bu ifadelerden birinciyi go, ikinciyi Pe i1e 
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:w: 

;·,f: 

I~' 

le} 

~arparak topl~yal~m ve ( 3 • 6 ) kullan~larak, 

( 7 • 2 ) golf + p.,'t = P 

bulunur.Burada Po' go' P sabit oldu~ndan, gozonune al~

nan yuzeyin bo~az Qizgisi bir BERIDRAND e~risidir. 
'-. 

Dual egriligi sabit olan regIe yuzeyler bir dere

ceye kadar IvlONG-E e~rileri deniIen, egriligi sabi t olan uzay 

egrilerine tekabtil ederler. 

Bir ( y ) Monge egrisinin y~ egrilik merkezlerinin 

geometrik yeri bir ( y.) Monge egrisi olup,homolog y ve 

y. noktalar~nda Frenet tiQytizltileri paraleldir ve iki e~ri 
• boyunca l ve ~ burulmalar~ Qarp~m~ sabittir.Dual egriIigi 

sabit olan regIe yuzeyler i9in benzer bir ozelligin varl~-

g~n~ g orelim. 
Boyl-e bir ytizeyin A" doguran~n~n bogaz noktas~ x 

ve x deki merkez normali de A~ olsun.(AL ,A3) duzlemi

nin karekteristiginin A~ normalini kestigi x~ noktas~

n~ arayal~m. Bunun iQin (A2.,A3) dUzleminin henhangi bir z 

noktas~n~ alal~m.Bu duzlemin denklemi: 

( 7 • 3 ) 
-+ ... -+ 

( z - x ) .a, = 0 

d~r.Buradan tUrev alarak 

~,-+ '. ... ~ ... , 
x. a. -t- ( z - x ). a. ;:. 0 

bulunur. 
~.. .... -:) -+ '+ 
x' = t , t.a,::' go, a::: p a1. koyarak 

~... ~ - ~ + ( z - x ) P Ell. = 0 
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ve nihayet 

( 7 • 4 ) 
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., ... ... qo 
( z - x ).a,= ~ 

~P 

elde edilir.( 7 • 3 ) ve ( 7 .4) depklemleri aranan ka~) 

rekteriatigi belirler. z noktaalonlon x· 'noktaalo ile Qa-

kloetloglo gozonune allonarak, ( 7 • 4 ) denk1eminden 
-+ ., qo .... 
:t!' - x = - az' P 

(7 •. 5) 

.. -sazloIlor. x noktalarlonlon ( x-) geometrik yerinin denklemi 

( 7 • 6 ) 
~.... go ~ 
X ::: X -+ P az' 

dire ( x*) e~risinin tegetine , aaa1 normaline ve binor-
~ -t .., 

maline paralel birim vektorler t- , nlJl ,~ ve ( x") eg-

risinin yay uzunlugu a
lf 

olaun. p 'Po ,qb lon sabitler 01-

dugu gozonunde tutularak ( 7 • 6 ?" dan turev allonlorsa 

da" ct.i~ ch ... 
qo d~ 

ds ds" 
+--..---. -- ~ 

ds P ds 

'1 ~ qo ... .... 
SN t~ = t + P (- p a, + g a3 ) 

olur. ( 5 • 1 ) den 

.foot.. I P Po+ g go) -to 
S t = \ P . a3 

bulunur. Burada 

( 7 • 7 ) 
~ ~ .. 
t :: a 3 

, I 
.if a ;: 

P Po+ g go 

P 

bulunur. ( 7 • 7 ) den turev alarak 
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dB- dt .. 
-----". ----
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-
.. da, ---de 

".' tf ;. .. 
B f n*::; - q a2,. 

1 P q 
\ 

-+ 
n = - t.· P Po+q qo ~ 

~n i§areti 

\ 

P q 
, a bagl~d~r. A = ; 1 olmak iizere 

P Po + q qo 

olur. Boylece 

~ * ~ .... n ;; /\ a2,. 

.. ~ 
b

tf 
:; -.A a, 

bulunur_ Buradan tiirev alarak 

.., -+w . ~ 

ds ~ ~ :; _).. da, 
ds ds~ ds 

( 3 • 2 ) I , ( 7 -'7 ) ve Frenet formiillerinden 

q ...... \-+ P P~ + q 0 ( _ 't ntf.) = - A P az' 

yaz~l~r. Buradan 

(~ 
yahut 

( 7 _ 8 ) 

Po + q qo 
p 

... z z. 
)

1. ~ 

.'t=.x p 

2.. 
P 

't"';; p Po ... q qo 

bulunur. ( 7 • 1 ) ve C 7 • 8 ) den 

"C 7 • 9 ) 'le-( = l':: eabit 

t~ 
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elde edilir. Gu halde y~kar~da sozti edilen Mo~ge e~rileri~ 

nin ozellikleri , dual e~riligi sabit regle!ytizeyler iQin 

de vard~r. 

Nihayet fiiU problemi inceleyelim\. Bir ( A J regIe yti

zeyinin bo....,ga'Z. Qizgisi ( x ) olsun. (A J n~n oyle bir LA-] 
konormal regIe ylizeyi bulunsun, /iloyleki [A"] l.n da bo~az 

Qizgisi ( x ) ve pW dual egriligi sabit olsun. Boyle bir 

ytizey iQin 'Po= 0 ve 0 = ~ d~r. ( 6 • 4 ) den 
w 

P keyfi 

bir dual sabit olduguna gore 

• • p = p Cos'f + Q s~n'f 

olmal~d~r. Gozontine al~nan ytizeyler M ve N dual sabit

ler olmak lizere 

( 7 • 10 ) MP + NQ = 1 

bag~nt~s~ ile karakterize edilir. Bu ytizeyler Bertrand eg

rileri ile baz~ benzerlikler gosterir, oyleki herikisinde 

de buruIma ve egrilik aras~nda lineer bir bag~nt~ vard~r. 

8 - Dual egriIigi ve dual burulmas~ line er bir 

bag~nt~ ile llagli olan regIe ylizeyIer: MP'" NQ = 1 

(M ve N dual sabitIerdir ) 

Iki hal g Ozonline alacag~z. 

1: : =reel 

M = m + f.. mo , N = n + f. no koyarak, paydan~n 

e~lenigi ile pay ve payday~ Qarparak 
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( m + £. m.) ( n - f.. no ) 
~ ~ • reel n 

ID n - ~ ( m no - n me) " = 'reel 
n2. 

bulunur. Eu e§itli~in saglanmas1 iQin, 
( 

( 8 • 1 ) m nC)- n mo= 0 

olma11d1r. Ayr1ca ~~ + N Q = 1 den 

( m P + n q ) + £ ( m Po + m~p + n qo+ noq ) = 1 

yaz111r.Bu son e9itligin saglanmas1 iQin 

( 8 • ~ ) 
mp+nq=l 

m Po + mo P + n qo + no q = 0 

olmal1a1:1r. ( 8 • l) gozoniine al1narak, ( 8 • 2) Dag1nt1-

lar1 aras1nda q yok edilirse 

DO. 
mp+nq =-o 0 n 

elde edilir. ( j • 6) gozontine a11narak Po= st. ,qo: st 

bulunur. Bu ise bogaz QizgisiU1n teget11un , du~uranla sa-

01t aQ1 yapt~g1n1 gosterir. ( 5 • ~ ) gozbntine a~1n1rsa , 

asal normalin ,merkez normalle yapt1g1 e aQ~S1 sif1rd~r ohal 

de bogaz Qizgisi yuzeyin bir geodezigid1r. 
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'2 M ve N reel 

Du halde m.o.:: n<C)= 0 dl.r. 

mP + nQ = 1 

yazl.ll.r ve 
mp+ng=l 

( 8 • 3 ) 
m Po+ n go= 0 

bulunur. ( 3 • 6 ) bagl.ntl.sl. da gozonline all.narak P.= st. 

go= st. bulunur. ( 5 • 1 ) fdrmlilli [AJ nJ.n bogaz c;izgisi

nin tegetinin, doguranl. arccosgo ' a e~it sabit bir ac;l. 

altl.nda kestigini gosterir. Diger taraftan ( 5 • 2 ) for-

mulu, bogaz c;izgisinin asal normalinin , merkez normalle 

yaptl.gl. e aC;l.sl.nl.n sl.fl.r oldugunu gosterir. eu halde bo~az 

c;izgisi gozonune all.nan yuzeyin bir geodezigidir.(5 • 3 ) 

den 

( 8 • 4- ) f = p go- g Po 

yazl.ll.r.( 8 • 3 ) bagl.ntl. larl.ndan n yi yok edelim 

go 
pg-gp=-

() 0 
m 

bulunur. ( 8 • 4- ) gozonline all.narak 

go 
f = ID = sabit 

elde edilir. Bu ise gozonline all.nan yuzeyin bo~az c;izgiai 

nin yuzeyin bir l'1onge egrisi oldu(tunu gosterir. 
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9 - ;p / Q =' aabit olan regIe yUzeyler: [ A ) r.eg

le yUzeyi ivin P / Q = at. olsun:. [ A] Jil.il. konormal yii

zeylerini inceleyelim. ( 6 • 4 ) ve ( 6 • 6 ) dan konor

mal regIe yUzeylerden herhangibiri ivin\ 

p'" P cos~ + Q sin9J 
- :: . =; sabit 

Q* - p sin~ + Q cosrp 

olur. 9U halde dual egriligi ve dual burulmasl. arasl.nda 

P / Q = st. bagl.ntl.sl. bulunan regIe yiizeylerin konormal ~ 

Yiizeylerinin de dual egriliginin dual burulmasl.na oranl. 

sabittir. ~ Bir sabit dual aQl. olmak iizere 

P 
T= tg95 

yahut 

( 9 • 1 ) . p cos S2S - Q sin.~= 0 

yazl.ll.r. Bu e9itligin iki tarafl.nl. '1~ ile v arpall.m, 

~ . -t 
P AI. cos s:z5 - Q A2. sin 9S = 0 

olur.' Blaschke formtillerinden 

ve nihayet 

( 9. 2 ) 

~ .... 
A~COS9f + A3sin rjJ = 0 

~ -+ -+ 
A, cos9f + A3sin cj = 0' 

~ , 
_bulunur. Burada U sabit bir,biriw dualvektordUr ve bir 
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sabi t dogru g osterir •. 

~ .... 
U.A,:= cos ~ = aabit 

dir. 0 halde ( A J n~n doguranlar~ , s~b~ t do~ru ile ~ 

sabit dual aQ~s~ yaparlar. 

-7 .... 
U.Al.=O 

.-J 

olur. Bu ise sabit do~runun,fA] yuzeyinin butun me~kez 

normallerini dik olarak kestigini gosterir. 0 ha~lde, bir 

regIe ytizeyin dual egriligi ve burulmas1 aras1nda sabit 

bir oran varsa , bu ytizeyin merkez normal~erinin bir 01.'-

tak dikmesi vard~r. 

Bunun kar$~t1n~ gosterelim: 
~ .... . .. 
U , A2 ye dik oldugundan ( A1 ,As ) dtizlemine para 

leldir. ...... ~ 

U = A. cos ~ + A3sin f/J 

yaz~11r. Tiirev alarak Blaschke formullerini kullan1rsak 

,.J.' .,. • "" f7(. n.. ~ I -'; "" o == - 'P A, s~n "fJ + ( p cos 'f' - Q s~n~ )Az. ;'~A!;cos 'Y 

olur • Bu e9itligin saglanmas1 iqin, 

rt/= 0 veya S2S = sabi t 

ve 

p cos szS - Q sin 9f = 0 

yahut 
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~_ 'sin~ 
Q .... cos~:: sabit 

olmalJ.dJ.r. 

10 - Dual e~riligi ile dual burulmasJ. arasJ.nda 

plo t Q'- = sabi t bagJ.ntJ.sJ. bulunan regle yUzeyler: Bu hal-

'2.. 2. -z. 
de P + Q -= K (K -= k + t..ko) yazJ.labilir. Bu durumda 

~ a - ~ 

P + g + 2 £ ( P Po + g <ac) ':. k + 2 ~ k ko 

olur. Buradan ise , 

"l. '2. 2-
P + g = k 

( 10 • 1 ) 
P Po + g g«)::: k ko 

bulunur. ( 10 • 1 ),ba@J.ntJ.larJ.nJ.n birincisinden, ikincinin 

karesini QikarJ.p t P~ + q~::: 1 den yararlanarak 

( 
2. t. '2. • 

P go - q po) = k ( 1 - k 0) 

bulunur.ve nihayet 

, ( 10 • 2 ) P go - q Po' = "+ k J 1 - k; 

bulunur. 1 ko I "1 olmalJ.dJ.r. 'P = sabi t bir agJ.yJ. gostermek 

Uzere t k o = cos 'f yazabiliriz. (10.1) ve (10.2) den 

P Po + g go:: k cosy:> 
( 10 • 3 ) 

P g~ - q Po :::: '+ k sin 'P 

bulunur.Bu bagJ.ntJ.nJ.n birincisi, bogaz qizgisinin geodezik 

hurulmasJ.nJ.n sabit oldugunu gosterir. 
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.. ~ 
n.at. = cose koyall.m ve ( 5 • 2 ) den, 

p ca - ca p 
cos 9 :: 0 0 

f 
olur. (10 • 3) gozonUne all.narak 

( 10 • 4- ) cos 9 = '+ k sin 'f 
r 

bulunur. ( 10 • 4- ) ten turev alarak 

( io • 5 ) 
I 

e' sin e = + 1. k ft, 
siny> 

olur. ( 10 .4- ) ile (10 • 5 ) arasl.nda e yok edilerek 

9'''L. = ~12 
ft. 

t .z 
k siny> 

fl- .k'Z sitty:> 

I 

yazl.ll.r.( 10 • 3 ) Un birinci ifadesinden ve a nUn ( 5 • 5 ) 

deki de~erinden 

... z.. l 

( 10 • 6 ) 
,-.. k Sl.n 'f 

2. .! 
( k cos ~ - "{) = f'Z. 'S'2.- k1. sint.op 

elde edilir •. eu halde gozonUne a1l.nan.:_reg1e yUzeylerin 
l ~ 

bogaz C;izgisinin f egri1igi ile 't burulmasl. arasl.nda 

( 10 • 6 ) ba gl.ntl.sl. vardl.r. 

9imdi aGagl.~aki oze1 ha11eri ince1eyelim: 

1 : 'P = 0 ( k
ll
= 1 ) ha1i: ( 10 • 4- ) ve ( 10 • 6 ) 

bagl.ntl.larl.ndan 

9=!- t t"( = k 

2 
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bulunur. e 5 • 4 ) e9itli~ine gore x bo~az noktas~nda 

. l-e x ) bogaz Qizgisinin binormali, merkez normali ile Qak~-

~~n , bir ba~ka deyimle ( x ) bogaz Qizgisinin osklilator 
" \ 

dlizlemi x bogaz noktas~nda ylizeye teget~ir. Buradan ~u 

Sonucu ifade edebiliriz:Soz konusu regIe ylizeylerde,bogaz 

Qizgisinin burulmas~ ~;k oluP!, bogaz Qizgisi, ylize

yin bir asimptotik Qizgisidir. 

2 'P:.!!... e k =- 0 ) hali 
2 -=--.Jl 

Bu durumda (lD.3ilin 

birinci bag~nt~s~ 

P p()+ q q()= 0 

verir. 9U halde e 5 • 5 ) den Q~kar~lan sonuca gore ylize

yin bogaz Qizgisinin geodezik burulmas~ s~~ra e9ittir. 

Diger taraftan, e 10 • 6 ) bag~nt~s~ ''e = .~ iQin 

't1.. = k' 1'7... 
t. --f - kt. 12. 

egrilik yar~Qap~ yaz~l~r. DU bag~nt~da , R ve T 

ve burulma yar~9ap~ olmak uzere 
1 

s~rayla 

1 
R- - t - f 

1 T; _ ve 
't 

a = ___ koyal~m 
k 

( 10 • 7 ) 
2. 1.2. 2-

R ... T RI;: a 

bulunur.( 10 • 7 ) denklemi bogaz Qizgisi iQin iki Qozum 

verir. , 
I R :..:::- = a 

f 
Eu halde bogaz Qizgisi egriligi 
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-asbi t olan-bir e~ri (" Nonge e~risi ) dire 

II : Bo~az Qizgisinintyar~Qap~ a I=!t olan bir L 

kuresi uzerine Qizi1mi~ bir kurese1 e~r~ olmas~d~r. !h-
\ ' 

ce1edi~i~z bu ha1de ( k o= 0 ) , ( 10 • 6.) ba~~nt~lar~n~n 

ikincisinden 

p P.,+ qq~= 0 

olu r. Diger taraftan bir reg1e yuzeyin A~ me~kez norma1-

1erinin olufi\turdugu [A2.1 regIe yuzeyinin At da~~lma para-
1-- ~ 

metresi 

AZ= 
p Po+ q q~ 

p1. + q2.. 

oldugundan , soz konusu regIe yuzeyin merkez normallerinin 

olu9turdugu [A2.1 re~gle yuzeyi bir aQ~labmIir regIe yUzey

dir ve bunun sonucu [A ] yuzeyimizin ( x ) bogaz Qizgisi 

yiizeyin bir egriIik Qizgisidir. -eu haIde JOACHIMSTHAL' a 

ait bir teorem geregi, -regIe yUzeyimiz l: kuresini ,bogaz 

gizgisi boyunca bir sabit aQ~ alt~nda keser. 
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