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DUAL VEKTOR HESABI VE - .

REGLE YUZEYLERE AIT BAZI UYGULAMALAR

4

1 - Dual Sayilar: a ve a, reel sayilar olmak lize-

re

seklindeki sayilara dual sayilar denir. Burada

kX

(1.2) - =0
‘dir, a ya dual sayinin reel kismi, &a,'a dual sayinin
dyal kismi denir.
| A=8+¢€ 8,, B=b+g by
iki d.ua;l sayl olsun,
A= B& a=b, a,=Db,
(1.3) A+B=(a+b)+¢(a,+Db)
A .B=ab+¢(ab,+ab)
geklinde tanimlanir, Ayrica
A4+B=B+Aj A.B=B.A

dir.
A+ X =28

olacak gekilde X = X+ ¢ X, tek olarak belirlidir ve

X=B~A
yazilir.
A+ O0=A
olacak gekilde O =0+ € O lvardlr.



- | A‘;X:B::}(a+iao)(xv+ixoi)=;i)+,ib°
olup (1 . 3 ) den '
aXx=0> a

& Xx +ax = bD

olmalldlr. Bu denklemler ancak a = O olmasi halinde x ve
X, a gore tek olarak ¢Ozllebilir., Yani X =-—E— béliimii, an-

cak paydaﬁln reel kismi sifirden farkli ise yapilabilir.
(1l .4) f(a+ga,)=1f(a)+ ¢ af'(a)
fonksiyonu tanaimlanir., Ornek olarak

d=v+ev, ¢

olmak ilizere v ,
| Cos¢= Cos\p - ¢ ¥, 8in'P
(1.5) Sin(Z): éin\°+ ¢\, Cos'P
| Tan¢ = Tan'fP 4+ ¢£%( 1+ tanz~(>)

dir

2 - Dual Vektorler: Yonlii bir A dogrusu ile A nin

dogrultusunda ve yoniinde & serbest birim vektoriinli gozonii~
. . | T T

ne alalim, A 1lzerinde bir x noktasinin yer vekitori ox = x

olmak iizere

- - -

a=Xx Aa

Lxd . A e e e * v - -
vektorine a vektorinun, kookdinat sisteminin O baglangig
noktasina gdre vektorel momenti denir., Bu vektdr x noktasi

nin se¢iligine bagli degildir, Gergekten, A lizerinde herhan-

gibir y noktasi alsak



olur ve
5 9 - >
YA & =X A8=28¢g
- 5 ) .
bulunur. & vVve a_ verilmekle A dogrusu uzayda ‘tamamen

belirlenmig olur. Burada

-

(2.1) z.a:l,z.a
dir. 5

vektdriine DUAL VEKTOR denir. Dual vektdr ysnlii bir dogruyu
tek olarak belirler. |
- -5 2
A Py A = A - l -
oldugu dual vektorlerin skaler garpimindan sonra agiklana-
caktir. éﬂ=o konularak ,adi vektdrler igin yapilan tim
hesaplar dual vektorler ig¢inde gegerlidir,.
_ - “*
Dual vektdrleri A ve A" olan,ybnlendirilmis A ve

Af'dogrularlnln dual agisi,
(2.3) - ‘®=\p+i?o

ile tanimlanir. Burada P dogrular arasindaki reel'a91y1,“9°

ise aralaraindaki enkisa uzakligi gostermektedir.

Iki dual vektorin skalee ¢arpimi:

- -~y
4L ve £ dual vektorleri igin

S -» :
(2.4) A.AL=Cos@

dire A ve A" dogrularinin B ortak dikmesini g6zoniine

alalim



X , Y dikme ayaklari ig¢in

> T ..
(2.+5) a°=XA3 y ar=y A a*
dir. ‘

b G , 5.

A. . A*-- 3.3*-&- E, ( go;,;"" go.a* )
olup

¥
(2.6) a.a*= Cos'p

8.8 (T A= Fo(FAR)

B .= (X Ad)d= - B AB)
bulunur. Buradan

a . 3:+ 30. & = ( }-; )( AR

olur. Diger taraftan

R = ] > -
la*aAal= siny , |y -x)=%

oldugundan
-> -y purc 4 4
% 8 = = J - X .
A mﬁln\ﬁ‘
ve dolayisiyla
5> 2
2 . 324-&0. &=~y - x| 8in
~3
(2.7) 2.8 +a,. ar=- Rsinlp

dir.e (2.6) , (2.9 )ve (1l.5) ten

S
Z « £'=Cos'P - fsinP= Cos¢

bulunur. Bunun.sonucu olarak

i > 72
Ao A=A=1

dir.



Iki dual vektoriin vektdrel garpimi;

14

> = -
B=Db+ ¢ b,

A ve a" dogrularinin ortak dikmesine kargi gelen duval vek-
tor olmak iizere

- = ' > >
(2.8) AAA=Esind="1 sinP+ £ (b,8in' +%b Cos')
oldufunu gosterecefiz.

- > - S b d ~

Aaf=(aad)+el(an )+ (aona))]

-3
dir. a A a* dogrultusundeki birim vektSr B olmak lizere

(2.9) 2 A 2%= Db Sin'e

“yazilar, (2 « 5 ) ten

-> > - - -
aAaay=a A(yAa*)
yazilabilir. Diger taragtan,
- - -
y - X =\egb
~den S - BN
Y= X4, Db
olup
-
3/\2§=2A[(§+~eob)/\z*]
-8
2 A 3’;=3A ( X A8)4 voa A (—t))/\;")
dire (2 . 9 ) dan
D < FPr,
. Sin¥
oldugundan \ 7
. = > =
a A 3§=2A(§Aa*)+ \e"\oa A[(E/\a*)/\, a*]
Sin p

olur., Ikikat vektdrel ¢arpim,skaler ve vektorel ¢arpim Szel-

Pl

likl eri ile (2«9 ) kullanilarak



-

- . > % » ‘
a A(x/\a)—\-\e‘,bCols‘f

ml

L
A8 =

(2.10)

elde edilir. ( 2 « 5 ) tem

oS00 S
=(xAra)Ana”

m*J,

-
(2.11) a, A
olur. ( 2 .10 ) ve ( 2 + 11 ) den ikikat vektorel garpim Ozel._
likleri kullanilarak

- - - > > -3 g
a Aai+a,A8=%x A(8A8%)4¥.b Cos'

2 -3
A b= bc dan

R 2

yazilir. ( 2 « 9 ) ve

= I, -> —)"
aAas;+ a, Ad™ =

o'

: S
o Sin 4 ¥, b Cos'p
elde edilir. O helde
S -

> - =
KA A*=Db SinP + ¢ ( b_sim ¥+ Bb Cos )

dir.
Adi vektorler ile yapilan ikikat vektorel garpim ve

Lagrange Ozdeglikleri , dual vektorler ig¢inde gegerlidir.

'3 - Blaschke Formiilleri : Bir{ A ] regle ylizeyini be-

lirlemek ig¢in , A doguraninin birim dusi vektb'rii‘gerqel t

parametresinin fonksiyonu olarak

(3.1) A (t) = 2(k)+ € act)

geklinde verilir,
{A] yizeyinin bir A = A, doguraninin bogaz noktasi
X 4 yizeyin x deki normaeli A, olsun. A, ve A, ile dog-

ru yonll bir dik figyiizli olugturan, ylizeyimizin x deki tege



%iw Ay olsun. ( 4,, Ayy Ag) ﬁqyﬁzlﬁsﬁnai[e.] regle ylize-
yinin A, dofuranina ait Blaschke li¢gyilizliisli denir. u=u(t)
ise -%%<=u' koyarak ve ( Ays Ay Az)fﬁqyﬁzlﬁsﬁnﬁn ayritla-
rinin dual birim vektodrlerini sirayla K',-Az, K; ile goste-~

rerek Blaschke tarafindan agafidski formiiller elde edilmig-

tir,
-,
Ay ='P A,
q
(3.2) T=-prL+ql
e
As' =-Q A,
Reel ve dual kisimlarini ayirazak
-)' ,
al" pal ah" b, a’:l»p 820
; ~» > > > > Y >
( 3.2 )' ‘ -a:i-_-. -pa\+qa3 ’ a'?'.oz -pbal."qoaz_ b a(0+q- a!o
)= —ad 2 2-q2-q1
3—-q1. 30’-q° 22— 4 20
/ 2, 2
2 2 ' 1
(3.5) P"-:p"‘ipg" K' ’pz 3' ve p°=a.a'.z°
' a
(3 «4) Q=q+%q (AAX' ) oA
’ ¢ = All
q (2 A3 )2
k-~ ?z
- > 9 . .
9= (Bond!) Bra(@adl)an+ @adh).ar G @adD.A @Y
. -
al" (-a‘n-)z
dir,

X bogaz noktasinin yer vektori z olsun
2 g
(3+5) X'= q. 8+ p, 8,

dir. ( 3 + 2 ) Blaschke formilleri +t nin se¢imine bagla



©olmemasina karsilikP ve Q dual biiylikliiklerinin degerleri
it
t nin se¢imine baglidirlar. Bizler ¢aligmamizda parametre
plarak:[Af] yizeyinin ( x ) bogaz ¢izggsinin s yay uzun-
lugunu alacagiz. Bu parametre se¢iminin sonucu
2 \% 2
at Y. 32
| (ds )‘ xt=1
ve ( 3 . 5 ) denkleminden
| 2. 2
(506) p°+q°=l
yazilir,
Uzay efgrileri ic¢in geg¢erli olan FRENET formilleri

ile BLASCHKE formiilleri arasindaki tam benzerlikten dolaya

P yeve Q ya [A] regle ylizeyinin dual efriligi ve dual

burulmasi denir,

4 ~ Bir regle ylizeyin dogal denklemleri: Bofaz ¢izgi

sinin yay uzumlugu s olan[A] regle ylizeyinin dual egri-
ligi P ve dual burubmasi: Q olsun. P =P (8) , Q= Q (s)
verildiginde [ A] ylizeyinin yerdegistirme farkiyla belirle-
nebilecegini ibpatliyalim. '

Homolog A,(B) ve Af(s) dofurehlari igin ayni P: (8)
efriligine ve ayni @ (s) burulmasina sahip olan [ A] ve
[A'] regle ylizeylerinin Blaschke ligylisliileri ( A, A, Az)

¥

ve (4, A,, &) olsunlar.

z’
( 3+ 2 ) Blaschke formiillerini kullanarak
L



3 Y S

(A oA, )'= P (A 0AG 4 A7 .4,)

> 2 3 >, S R T e
(A,_&A-;_)':-.- P (A“A;_-{»A';,.At) + Q (Az‘A;"' A:.A3)

> - a2 - >
(B B*)' =~ @ (R 2%+ X2
bulunust. Bu egitlikleri toplarsak
e A/ 9 2 2 -,
(Ayoly)" 4 (A7) + (Ag0hy)' = O
olur. (A‘,, A, As) ve (A:, A:, A;) Blaschke iigylikliilerinin
homolog kenarlari ile olugturulan dual agilar ¢ . '¢a , ¢3

olmsk lizere

b A VR R ‘P,_ _ _
(42 1) Kok +4,.474 K & =Cos @ +Cos@ +CosF = st

elde edilir, Efer s = 0 a kargi gelen Blaschke ligylizliile-
ri gakigiyorsa (4 . 1 ) sabiti % olur. ( 4 . 1 ) in reel

kismini gozdniine alirsak s nin her deferi icgin

Cos\R + Cos'f, +Gos\°3:: 3
oldugunu goéririz. Bu durum s nin ayni degeri ig¢in Blaschk

lUgyliziiilerinin ajni yone sahip olduklarini gdsterir,

: ';9 ’
- — - 8
(4.2) a, = & , az..a’;_, 8, = &,

olur. P (s) dual egriligi ve Q (s) dual burulmasi ayni o
lan iki regle ylizey icin ( 3 « 5 ) ten

> 2 -

Xx'= g.8,+ Py 84

2 -3 2

X'= q a¥+ pva;

olup buradan
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X

>
_xV)l‘_-= 0

{4 . 3) (
elde edilir. 8 =0 igin
<
X -X%Xx"=0

olur ve sonu¢ olarak ( 4 + 3 ) ten 8 nin her degeri icin

S
X

¥

(4 o &) »

=

~olacaktir., (4 . 2 ) ve (4 . 4 ) bagihtllarl y homolog i-
ki dogurana karsi gelen Blaschke iigylizliileri gakisayorsa
[A.] ve [ A¥] regle ylizeylerinin de gakisacaginl gdsterir.
Bbylece bir yerdegigtirme farkiyla belirlenmig olan [ Alreg-
le ydzeyinin
(4.5) P=P(s) , Q=Q (s)
elemanlarina ylizeyin doZal denklemleri denir. e
Bu 6zellik analitik olarak gdyle gosterilebilir.
[A ] ylizeyinin bir doguranini gbsteren K}(B) dual birim
vektorinin s nin kuvvetlerine gore agilabildigini kabul
edip bu agilimin nasil 5ulunabilecegini gosterecegiz.

-
dk.A' > (%) - s
sk =4 ile s =0 icin A, in k ainci mertebeden ti-

revi gosterilerek

(4.6) Ko =30 +58 @+ 510 + £ErO) +...

yazilir, Blaschke formilleri gerefince
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- > -
' 2 -P'K+ P'A,+ P Q A,

e -

i
i

e

= -5 PP'X + (-P3+ Ple PQ )A +( 2P'Q + PQ' )A

-

bulunur. Ayni formiller yardimiyla

Y

/ ! (n)
(4 79 A _uA-)-VAz-’-wn3

elde edilir, Uy s VW ile P ve Q nun ve bunlarin ar-
, .

digik tirevlerinin bilinen fonksiyonlari gosterilmigtir.

(4 . 7 ) den tlrev alinarak

du Y d.
Afn"'l) = (-a?r-l-— pv, )A‘+( +Pu = Y'Y +( +Qv )A
ve buradan
: du
Upe1="a5 ~
dvn
( q‘ . 8 ) _ vn+l°"—d_s' "““+Pun el an
dw
wp +1° ia + QV

rekiirans forhiitleri elde edilir. W V, » W, katsayilari P
ve Q ile P nin n-2 incimertebeye kadar, Q nun n -3 ci
mertebeye kadar tiirevlerinin fonksiyonlaridir. ( 4 . 6 )

formili

(4.9) & (s)-A(O)+  PR(0)+ 5, (-PA(O)+P At(Q)-q- PRL(0))+ -+

yazilim, P Ve Q ve bunlarin tiirevlieri ig¢in 8 = O daki

degerler alinmigtir,
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- 5‘— Bogaz ¢izgisinin Frenetwﬁqyﬁzlﬁsﬁ:‘ 4 dogura-

ninin olugturdugu regle yﬁzey'[Af] s A nin' bogaz noktasi
x,[4] regle yizeyinin bogaz ¢izgisi ( x ) olsun. ( x )
bogaz ¢izgisinin x bogaz noktasindaki' Frenet ticyiizliisiinii
[2] regle yﬁzeyinin x bogaz noktasindaki Blaschke iigyiiz-
liisiine nisbet edelim. ( 3 '« 5 ) ten ( x ) boZaz ¢izgisinin

'x bogaz noktasindaki birim teget vektorii

. » N
(5.1) . t = q°3,+ D, 8,

ile verilmigtir,

Yukarida da isaret ettifimiz gibi , tilirevleri daims
(x ) in & yay uzunlufuna gdre alacagiz. ( x ) in x nok-
tasindaki Frenet ligylizliisiini (%_, A ,.% ) ile gostererek
Frenet formiillerini ve ( 3 4 2 )'Blaschke formillerini kul-
- lanarak 7

> \ -
(5.2) PR = ql8,+ (p a,- a ) & +p.a,

bulunur. Buradén

2 L 8 2 2
(5.3) - f=p. + a4, + (P a~an,)
elde edilir, |

-.’ .
t vektbrﬁ'[A] regle ylzeyinin x boZaz noktasinda

ki ( Ay, A3) tegekt diizlemine paraleldir. 2 ,'g ,'31 vektor~-
lerinin lgi de : ye diktir ve bunun sonucu ayni bir diiz-
leme paraleldirler. Zz ile 2 asal normalinin agisi ©
olsun, gz ile b arasindaki aq1(¥:- 0) olacaktair,

29 O g »
- » . [] —
b.&, = |bHaz! Cos(-}_— © )
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~dan S
-3
(5.4) b.a,_.—. 5in@ Pt

olur. ( 5 «+ 4 ) ten tilirev alarak .

s I s ! NaX
b'.az+b.a?: :e.COS'G'

ve - * 9
B'=-932 , Db=3%tal
koyarak A._, 3
-'Znngz-}- (t A -1;’1).21' = 9' .Cos©

bulunur, 3.2,_: Cos® ve karma garpim Szellifinden yukarida-

ki ifade

i '
-(Cos©+ (a} A pe ).Z: 6 .Cos®
gekline donlisliire ( 3 « 2 )' ve (5.1 ) den

-UCos® + (p P+ 4 qo)é’,_.?l =0 .Cosf

yazilabilir., Buradan ise

(545) U= D Do+ q do- &

elde edilir.Buradan p p,+ 4 q, ifadesinin , bofaz g¢izgisiwri

nin geodezik burulmasina egit oldugu sonucu ¢ikar,.

6 - Konormal regle yiizeyler: Bir A, dogrusunun o-

lugturdugu regle yiizey [ A7 , A, in bogaz noktasi x ol-

sun. [A] regle ylizeyinin x noktasindaki A, normaline
X bogaz noktasindaki merkez normali diyecegiz;

Birinin merkez normali digerininde merkez normali
olan[ A7 wve [A"] regle ylizeylerine konormal regle yiizey-

Jer denir,
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- [A] ve [A'] konormal regle yiiieylerinin doguranla-

> >
ri A,(s ) ve A'(8) dual vektdrleri olsunlar. Burada s ve

. ) ' #
g iki yiizeyin bogaz ¢izgisinin yay uzunluklaridir. A, (s)
LTy ’
-5
Ve A} (s™(8)) ayni merkez normale sahip oldugu takdirde s”
- -
s in fonksiyonu olarak diigliniilebilir. ¢ y 4, (8) ve AY (%)

arasindaki dual agi olsun. (2 « 4 ) ve (2 ., 8 ) den
-> ? '

(6 «1) ‘ A« N =Cos¢@
> 3, .

(6 .2) A,AA,:-.K?_S:Ln¢

olur.( 6 . 2 ) bagintisini K, ile vektorel olarak garpa-
lim |
| Boa(RAL) = (Ra 4, )sin@d
) ,
olur. Ikikat v’ektérel ¢arpim b'zelliginden ve X, A K1= ./-&_)3 den

i N J ? = 2 >
(A eA¥)A = (A A )A) = 3Sln¢

(6.l)veK.

=

= 1 den
Ve nihayet

9 > 'S
(6 .3) A =kCos@~ 4 singd

_ G s
elde edilir.( 6 « 3 ) den tiirev alarak ve A;= A, koyarak

Blaschke formiillerinden

>, - - !
dg’ dAY _ aA ag = .. dhy .. ag>
ds " det =dg- CosP - g5 A sing - g2t singd - SELcos

s"lf'zzr.( P Cos@P+Q singf )Xz— ¢'( K.Sin¢+A3(}osp' )

bulunur. Bu son bagintidan
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@'=o0

ve buradan ' Do
¢=‘P+ € P, = sabit
(6 .4) s"P¥= P Cosf + Q Sin¢¥
elde edilire.Bunun sonucu olarak gunu sOyliyebiliriz:Iki
konormal regle ylizeyin ( A, ,AZ,A3) y ( A: ,A"z,A;) Blaschke

ligylizllileri birbirlerine kati olarak baglidirlar.

e VI
Ky, = K AL
> P
dir, A, =A4A, ve ( 6+ 3 ) dem »
i > o >
(6 +5) A3 = A4S:Ln¢ + ABCOS¢

olur, Qf: sabit oldugunu gdzdniinde bulundurarak s e go-

> A
re tlirevw alalaim, }z" A, koyarak, Blaschke formiilleri de

kullanilirsa
as®  dA" aa dx.
S | 44 - ! .Sin¢ + 3 Cos¢
ds ds* - ds ds '

& Q’Z,_: (- P ging + Q Cos @ )X;_
(6 .6) s"’Q“ = - P sin@ + Q Cos®

-5 > - )
bulunur. A,= A‘:_ dan 8 e gore tlirev alip,Blaschke formiil-

lerini kullanairsak
- e S :
P A+ QA= (- B+t A
olur. Yukaridaki bagintiyar (6 3 ),( 6 « 4 ),( 6. 5),

( 6 + 6 ) bagintilarinin gergekledigi kolayca goriiliir,
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Buradan gu sonu¢ ¢ikaralir: Bir [A ] regle 'yiizayinin(A, vA, 04,
Blaschke iigylizliisiine A, ve A: in gakigmasi 'ko:aulu ile ka .

t1 olarak bagli bulunan bir ( AY,4,,4}) i¢yiizlist (4] nin

S
bir konormal ylizeyi olan Ca] regle yiizeyinin Blaschke ii¢-

yuzliisii olur.

Ju noktaya igaret edelim:Ayni asal normale sahip o-
lan uzay egri ¢iftlerinde(Bertrand eérﬁleri), egri ¢iftle~
 rinden biri geligiglizel se¢ilekmez.Halbuki konormal‘régle
yizey ¢iftlerinde , iki yilizeyden biri herhangibir regle yii
zey olarak seg¢ilebilir,

(6 +«3)ve (6 .5) ten

P _ > = S

g =8,c08P - a;sin
-2 - S
dy=a,sin P + agcos'P

yazilabilir.( 6 . 4 ) ve ( 6 . 6 ) dan

L3

D B = D,cosP + q8inP - Yo(p 8in¥P - q cos'P )
- > .
qf,s“' = - p_sin'f + q,cosP - % (p cos¥P+q sin'e )

buluuur.Buradan da ( 5 . 5 ) roruiliine benzer olarak
27 L PR Y '

¥ _ . * % %

=(q 8, +p;a3) 8

> 2 ' 1 .
yazilir, &)} , &3, D &%, s igin yukaridaki degerler yer-

lerine konursa

, ' 2 >
(6.7) X = (g -¥D )& +( P, +tRa) &,

bulunur.
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SR X ?, ! - ->
- = (ay+pay) &= (q-v.0) 8,4 (Pt Poa) B
w! ’ o

oldugunu gozonine alarak s  uUnll hesapliyalim, Yukarida-

kA R 3
k1 ifadenin skaler karesini alip pl + ¢% =1 yazarsak
gy

‘ ! 2 2
s = [ (g~ % P) + (p+ €a)
veya |
w! [ _ ‘ 2, 2 2.72
(6.8) s>=l-d‘Po(pqo—qp°)+‘Po(p+q)]
olur.lleride ayni bogaz ¢izgisine sahip olan konormal regle

yuzeylerin incelenmesinde ‘P°=‘O hali ilzerihde duracagilz.

7 ~ Dual efriligi sabit olan regle ylizeyler: Bir

[A] regle ylizeyinin dual efgriligi

P=p+¢p, = st.
ise, p = st. , p, = st., olur.Ayrica p:-g- q’;:l den
q, = st. olur.( 5 « 1 ) formuli, [A] yizeyinin bogaz ¢iz-

gisinin tefetinin dofurani arccosq, ' a egit sabit bir a=-

¢1 ile kestigini gosterir. ( 5 . 2 ) den merkez norMali i-

le bogaz ¢izgisinin asal normali arasindaki 6 acisanin Sil-
far oldugu goriiliire O halde bogaz ¢izgisi, [ A] regle ylize-
Yinin bir geodezigidir.

(5+3)ve (5., 5) den

P =D Q- q B,

(7.1 T=p D,+4 9o

elde edilir.Bu ifadelerden birineciyi q,, ikineiyi p_ ile
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~ -garparak topliyalim ve ( 3 . 6 ) kullanilarak.

(7 «2) Qoif + PoT =P (
bulunur.Burada p,y 9,y P 8abit oldugundan, gozoniline ali-
nan ylizeyin bogaz ¢izgisi bir BERTRAND egrisidir,

Dﬁél efriligi sabit olan regle yiizeyler bir dere-
ceye kadar MONGE egrileri denilen,egriligi sabit olan uzay
egrilerine tekabiil ederler.

Bir ( y ) Monge efrisinin y* egrilik merkezlerinin
geometrik yeri bir ( y™) Monge egrisi olup,homolog y Ve

y” noktalarainda Frenet iigylizlileri paraleldir ve iki egri
boyunca C ve ?“lnumlmalarl ¢arpimi sabittir.Dual egriligi
sabit olam regle ylizeyler i¢in benzer bir Ozellifin varli-

gini gorelim,
Boyle bir ylizeyin A, dofursninin bogaz noktasi x

ve x deki merkez normali de A, olsun.(AL;A3) diizlemi-
nin karekteristifinin A, normalimi kestifi x” noktasi-
ni arayalim, Bunun igin (AzﬁAs) dﬁzleminin herhangi bir z
noktasini alalim.Bu diizlemin denklemi:

R

(7 +3) (2-2)3=0 :

dir.Buradan tirev alarak

J >

i
ks 4

)
-xa,+( 2 -x )eaj=0
-)t ? * 2 > >
bulunur. x'=%t , t.8,2q¢ , & =p &, koyarak
—qé-!—(‘z)-z)p;:z:o



ve nihayet

(7o4) <

elde edilir.( 7 « 3 ) ve ( 7 « 4 ) denklemleri aranan kaw>
rekteristigi belirler. z noktesinin x" ‘noktasi ile Qé—

kigtigr gdzdniine alinarak, ( 7 . 4 ) denkleminden

g - o o

(7+.5) X"- X =08,

yazilir, x* noktalarinin ( x‘) geometrik yerinin denklemi
B - Qe '

(7 « 6) X*=X-+—§'Z7_

. 3% . s ' . .
dir. ( x ) egrisinin tegetine , asal normaline ve binor-

2x

> Ed
maline paralel birim vektdrler t* , n , P ve ( <) eg—
risinin yay uzunlugu s" olsun. P 4P, 39, 2n sabitler ol-
dugu gozoniinde tutularak ( 7 . 6 ) dan tiirey alinirsa
-)
d& ax* d¥  qo da

+
ds ds* ds p ds

———— ¢ —

"

i

>
& t¥

> do 5>
t"'_'l')"(_p 8,"" q a3)

]

olurs ( 5. 1 9 den

s""’_ D P+ Q da <
st '( P "o

bulunur. Burada

->* - ! P P°+q QO

(7.7) t=38, , &= 5

bulunur. ( 7 « 7 ) den tilirev alarak

-



ey
. dg" dt* _ aa,
ds ds* ds
veya - '
1
s* y' n*=-gq gz
buradan 1 oo

-’a Paq >
s TP P pAd g,

) " . :
yazilir. n 1n isareti

P a

' ' a baglidar. A=71 ak i
D Do+ 9d o g e olm lizere
9
= A2,
olur. Boylece . ~
9, -
b = -‘A 8,

bulunur. Buradan tirev alarak

ds  db* dd,
ds ds* ds

(3.2)", (7 .»7 ) ve Frenet formiillerinden

P Po+ 4 4,
Y

(-T2)=- A>3

yé2111r. Buradan

2
( b pe+q Ao ). ,z-lt: Azpl

p
yahut
bz
7 .8 T =
(7 ) P P +d Qo

bulunure ( 7 « 1 ) ve (7 + 8 ) den

(7 +9) U= = sabit
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elde edilir., Su halde,yﬁkarlda sozli edilen Monge efrileriw

nin 6zellikleri , dual efriligi sabit regle' yiizeyler igin
de vardir. ‘

Iv':ihayet su problemi inceleyel“im‘.x Bir [A] regle yii-
zeyinin bo_garcgizgisi ( x ) olsun. [ A] nin dyle birv[A"]
‘konormal reglé ylizeyi bulunsun, goyleki [4*] in da bogaz
cizgisi ( x ) ve P* dual efrilifi sabit olsun. Boyle bir
yizey i¢in ¥o=0 ve ¢=\° dir. ( 6 « 4 ) den P keyfi
bir dual sabit oldufuna gore |

P‘= P CosP + Q sine

olmalidir. GOzOniine alinan yilizeyler M ve N dual sabit-

ler olmak ilzere
(7 +.10) MP + NQ =1

bagintisi ile karakterize edilir. Bu ylizeyler Bertrand eg-
rileri ile bazi benzerlikler gosterir, Oyleki herikisinde

de burulma ve efrilik arasinda lineer bir baginti vardar.

-

8 - Dual egriligi ve duval burulmasi lineer bir

baginti ile bagli olan regle ylizeyler : MP + NQ = L

o

(M ve N dual sabitlerdir )
Iki hal gdednine alacagiz.
R
1l: Rl reel _ - |
M=mn+¢g¢mg , N= n+ &£ no koyarak, paydanin

eslenigi ile pay ve paydayl garparak

<
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m+ ¢ m, '_(m+£m.)(n-ino)

= reel
D+ %N n* o ©

veya

nn -~ ¢(mne-n Me) ..

n2.

='reel

bulunur. Bu egitligin saglanmasi ig¢in,
(8 . 1) mne-nmc;-_-o

olmaladir, Ayrica MP+ N Q =1 den

(np+ng)+€(mp,+mp+nq+n,9)=1

yazilir.Bu son esitligin saglanmasi igin

mp+ngq=1
(8.2) )
D Po+ WP+ 0 q +10,9q= 0

 olmalidar. ( 8 « 1 ) gSzb'nﬁne alinarak, ( 8 « 2:)baginti-

lari arasinda q yok edilirse

g

W P+ B Qo= = —g~

elde edilir., ( 5 « 6 ) goOzonine alinarak p,= st.s ,q,= st
bulunur. Bu ise bogaz ¢lzgisinin tegetinin , dogurania sa-
b1t ag¢l yaptigini gosterir. ( 5 « 2 ) goOzoOnine ailinirsa ,
asal normalin ,merkez normalle yaptigi (3] a¢isl sifirdfr ohal

de bogaz ¢izgisi yuzeyin bir geodezigidir.
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231 M ve N reel

Bu halde m = n,=0 dir. !
nP + nQ =1

yazilir ve

mp+ng= 1
(8.4+3)

mnDp,+Nn ge=0

pulunure. ( 3 « 6 ) bagintisi da gdzOnine alinarak Po= St.
q = st. bulumur. (5 . 1 ) farmilii [A] nin bofaz ¢izgisi-
nin tegetinin, dogurani arccosq,’ a egit sabit bir aga
altinda kestigini é65terif. Diger taraftan ( 5e2 ) for-
miilii, bogaz ¢izgisinin asal normaliﬁin , merkez normalle

yaptigi e, acisinin sifir oldugunu gosterir. Su halde bofaz

¢izgisi gozoniine alinan ylizeyin bir'geodezigidir.(5 « 3)

‘den

(8 .4) P =D Qe- QB

yvazilir.( 8 « % ) baginti larindan n yi yok edelim

Qe
P 4o~ 4 Pg= —

bulunure. ( 8 o 4 ) gozoniine alinarak

%
§ = =sabit

elde edilir. Bu ise g ozOniline alinan ylizeyin bogaz cizgimi

nin ylizeyin bir Monge efrisi oldufunu gosterir.



24

9 - P/ Q = sabit olan regle ylizeyler: [ A xreg-

le yilizeyi igin P / Q = st., olsun:.| A ] nin konormal yii-
zeylerini inceleyelim. ( 6 « 4 ) ve ( 6 « 6 ) dan konor-

mal regle yiizaylerden herhangibiri igin' -

p* P cos@+Q sing®

= gabit

Q¥ - P sin@+Q cos@
olur. Su halde dual egrilifi ve duval burulmasi arasinda

P/ Q = st., bagintisi bulunan Aregle ylizeylerin konormal :-

Jizeylerinin de dual egriliginin dual burulmasina orani

Sabittir. ¢ Bir sabit dual ag¢i olmak lizere

P
T T ref
yahut ‘
(9.1) ,Pcos¢-—Qsin'¢=O
-
yazilir, Bu egitlifin iki tarafani A, ile garpalim,
= : -
P Azcos¢ - Q Azsn.n¢ = 0.
olurs Blaschke formiillerinden
> -
A;cos'¢+ Aésln ¢= 0

ve nihayet

< - ' >
(9 .2) A cosdf + A3s:|.n¢.—_ U

- ¢
bulunur. Burada U sabit bir,birim dual vektdrdiir ve bir
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Sabit dogru gosterir.

> -
U.A, = °°S,¢ = gabit

—

dir. 0 halde [ A] nin doguranleri , sabit dogru ile @
-
sabit dual agisi yaparlar.

= >
UoAz'—' 0

olur. Bu ise sabit dogrunun,(4 ] ylizeyinin biitlin mekkez
normallerini dik olarak kestigimi gosterir. O ha_lde, bir
regle yiizeyin dual efrilifi ve burulmasi arasinda sabit
bir oran varsa , bu ylizeyin merkez normallerinin bir oI~
tak dikmesi vardir.

Bunun kargitinl gosterelim:

- > _— S
U , 4, ye dik oldugundan ( A,,A;) diizlemine para

leldir.

- o -

U= 4 cos¢ + A331n¢
yazilair. Tirev alarak Blaschke formillerini kullanirsak

- o > >

0= - ¢'A, sln¢‘ + (Pcos@ -Q 31n¢)A,_+¢'Ag"cos¢ :
olur . Bu egitligin saglenmasi igin, '
)
@'=0 veya = sabit

ve

P cos@ - Q sin¢= 0

yahut



olmaladair,.
|

10 -~ Dual efriligi ile dual burulmasi arasinda

2
P4 Qz = gabit bagintisi bulunan regle ylizeyler: Bu hal~

s 2 2
de P+ Q=K (K=k+gk,) yazilabilir. Bu durumda

p"-«- qz+;2€ (P P+ 4 Q) = l§+2£kk°

olur. Buradan ise ,

2 ' 2
p+g=k
10 . 1 -
( ) PP, +dd,5k ke
bulunur. ( 10 + 1 )_baglntllarlnln birincisinden, ikincinin

karesini ¢ikarip, p:+ qi: 1 den yararlanarak

2 2 P
(Ppg~ap)=k(1-kg)

bulunur.ve nihayet

(10 .2) Pg-aDP,.=FkV1l-Ks

bulunur. | k, ¢ 1 olmaladar. Y = sabit bir ag¢iyi gdstermek
lizere, k= cos P yazabiliriz.(10.1) ve (10.2) den
P P,+q Q= k cosy
(10 .3 )
P Qo= 4 Pg =F k sin'e
bulunur.Bu bagaintinin birincisi, bojaz ¢izgisinin geodezik

burulmasinin sebit oldufunu gosterir.
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- ' -
n.%: cos@ koyalaim ve ( 5 . 2 ) den.

i ¢

P q,- 9B,

¥

olur. (10 . 3) gozdniine alinarak

cos O =

% k sin¥y

P

bulunur. ( 10 . 4 ) ten tiirev alarak

(10 . 4 ) cos @ =

‘ .
., 1 :

(10 . 5) 6 sin@= ¥ -g-,ik sin¥

olur. ( 10 .4 ) ile (10 . 5 ) arasinda © yok edilerek

K sif'p

?7- ) f" - k2 sirf\o

. 1
yazilir. ( 10 o 3 ) iin birinci ifadesinden ve @ niin ( 5 . 5 )

deki degerinden

kS k1 .2
(10 .6) (kcos¥-Tl=— e

¢ g~ K'sin'p

elde edilir, Su halde gozonine alinan:..regle ylizeylerin
b‘ogaz\ ¢cizgisinin P egriligi ile T burulmasi arasinda
( 10 , 6 ) ba gaintaisi vardir.

gimdi asagidaki Szel halleri inceleyelim:
1: \P.-;O(ko:l)hali: (10 « 4 ) ve (10 . 6 )

bagintilarindan .

— 0= ’ T =k

ml=ll
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bulumur. ( 5 « 4 ) egitlifine gore x bofaz noktasanda

( x ) bogaz ¢izgisinin binormali, merkez normali ile gakli-
gir , bir bagka deyimle ( x ) bogaz giZ\gisinin oskiilator
diizlemi x bogaz noktasinda ylizeye tefettir. Buradan gu
sonucu ifade edebiliriz:S0z konusu regle ylizeylerde,bofaz
¢izgisinin burulmasi YL =k olup;, boifaz ¢izgisi, ylize-
yin bir asimptotik Qizgisidil;.

2:\P=

———————

( k: O ) hali : Bu durumda (1D.3)in

ml=l

birinci bagaintisa

P P+ q q,=0
verir. Su halde ( 5 . 5 ) den ¢aikarilan sonuca gdre ylize-
yin bogaz cizgisinin geodezik bumlmas:. sifira egittir.

Diger taraftan, ( 10 . 6 ) bagintasa ?:‘—g— icin

‘zz _ k?. ' flz
B
yazilair, Bu'baglntlda y R ve T sirsyla egrilik yariéapl
ve burulma yaricapi olmak ilizere R = -—l— y T= .}r.t_ ve
a= .];.. koyalam
k
2 2 2

(10 . 7) R+ TR'= &

bulunur. ( 10 o 7 ) denklemi bogaz ¢izgisi ic¢in iki ¢Oziim
verizr.,

_ ; 7
I: R =-:§; = &a Bu halde bofaz cizgisi efrilifi
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‘sabit olan bir efri ( Monge efrisi ) dir.

II : Bogaxz qizgisinin,yarlgap; afaJé%' olan bir 2:
kiiresi fizerine ¢izilmig bir kiiresel efri olmasidair, In-
celedifimiz bu halde ( k=0 ) , (10 . 6.) bagintilarinin
ikincisinden

P P+ 23,5 O
olu r. Difer taraftan bir regle ylizeyin A, mexkez normal-
lerinin olustqrdugu [4,] regle ylizeyinin A,dagilma para-
metresi

_ P Do+ d do
2 p*+q?

oldugundan , s6z konusu regle ylizeyin merkez normallerinin
olugturdugu [4,] re_gle ylizeyi bir agalabilir regle yiizey~
dir ve bunun sonucu [A ] ylizeyimizin ( x ) bogaz ¢izgisi
yuzeyin bir efrilik ¢izgisidir. Su halde JOACHIMSTEAL’&
alt bir teorem gerefl, regle ylizeyimiz > kﬁresiniv,bdgaz

¢izgisi boyunca bir sabit ag¢i altinda keser,
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