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Yliksek Lisans ogrenciligim s~ras~nda ve da~ 

ha sonra tez haz~rlama Qal~9malar~mda yard~m ve des-

teklerini esirgemeyen ,tezin bu a~amaya gelmesini 

saglayan Say~n hocam Prof.· Dr. Lutfi B!RAN la ayr~ca 

yard~mlar~n1 gordliglim degerli arkada91ar~ma 

klirlerimi sunar~m. 
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!Q!NDEK1LER 

1. Dual vektorler ve BLASCHKE formillleri 

2. BirA dogrusu tarafJ.lldan olueturulan bir rAJ regle 

yiizeyine katl. olaralLbagll. E dOf!;rusunun olueturdu~ 

regle yiizeyin belirlenmesi. 

5~[ A] regle yiizeyinin x bogaz noktasl.ndan gegen ve 

E dofJ;rusunadik D dogrusunun belirlenmesi. I' 

41-,. D nin E yi kestigi nokta y , [E 1 regle yiizeyinin 

bogaz noktasl. x· iee • yx uzakll.gl.nl.n he~aplanmasl.. 

5. { E J regle yiizey;i.nin 
~ '1 

A*dagl.lma parametresinin ifa-
.' 

desinden 9l.karl.lan sonuQlar. 

6. Eidogrusunun ( A, AI, A3 ) iiQyiizliisiine gore ozel durum

larl.. 
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b Z E L R E G L E YUZEYLER 

1 - YUksek lisans tezi olarak takdim ettigimiz Qal1~

mam1zda metot olarak kulland1g1mg,z dual vektorler ve baz1 i~.' 

temel formtiller ile k1sa bilgi vermek istiyoruz. 

A, yonlti bir dogn~ ve &, A i1e ayn1 dogru1tu ve yonde 

bir serbest birim vektor olsun.UzaY1n sabit bir 0 noktas1na 
~ ~ 

gore A tizerinde ve a ya denk kayan vektortin momenti a;~se 

.. 2 
a ::. 1 , -+ ~ a.a ::. 0 

d~r.ve 

( 1 • 1 ) 
.. ~ ..a, 
A = a + i. a o 

yaz~larak dual vektor tan1m1an1r. Dual vektorlerle i~lem, 

adi vektorlerle yap~lan i~lemlere benzer biQimdedir.Ancak 

dual vektorlerle yap1lan i~lemlerde daima E~O al1n1r. 

Biraz a~a~1da yapacag~m1z iki dual vektortin skaler 

Qarp1m1n1n bir sonucu olarak ( 1 • 1 ) dual vektorti birim 

vektordtir. 
... ~ 

A • A = 1 
~ -ve A birim dualvektorti A dogrusunu tek olarak belirler. 

A ve B iki yonlti dogru olsun. A ve B dogrular1' 

aras1ndaki aQ1ya ~ ve bunlar1n ortak dikme uzunluklar1n1 

~o ile gosterelim 
. ~ ='P + £. 'eo 

biQiminde tan1mlanan fZS ye. A ve B dogrular1n1n dual a-

i..~s~ denir. 
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A-ve B iki yonlli dogru olsun. A ve B dogrular1n1n du

al birim vektorleri 
....., ~ 

A,= a + £ a o , ...... ... 
B =- 1;> + £. b o 

olmak tizere: 

( I • 2 ) 
.. ~ . 
A.B = cos9'5:.cosY'- f'eos1n'P 

... ... 
bag1nt1s1 ile A ve B dual vektorlerinin skaler Qarp1m1 ta 

n1mlan1r. 
.. ... 
A ve B dual vektorlerin vektorel Qarp1m1 

( I • 3 ) 
...,..., --+ rJ. 
AAB:. C sin~ 

e§itligi ile tan1mlan1r. Burada 
-+ 
C = -+ ~ '1 c + £ Co 1 e A ve B 

yonlli dogrular1n1n ortak dikmelerinin birim dual vektorU 

tan1mlanml.fi!tir. (I. 3 ) de Sin 95 = sin'P+ i'focos'f ya

z111r ise: 
.., ~ ... ~ 

A 1\ B = ( c + f. Co ) ( sin'f ... to '(" 0 cos ~ ) 

yahut 

~~-+.., ... ., -+ """ 
A" B ': a" b + ( (a" b 0 + a o Ab) 

::; t sin'f of cc. (~'fa cos 'f + !o c~'s 'P ) 
dire 

Bir A dogrusu tarafl.ndan olu§turulan bir [A 1 reg

Ie yuzeyi A doguran1nl.n bir reel t parametresine bagll. 

olarak birim dual vektorti ile verilebilir. 
.... ... .., 
A(i) =o.(+)+~o.o(t) 

A doguran1na ai t x bogaz noktas1ndaki A 2. merkez normali-
.... ... ... 

ni gozontine ala11m, A'= Af , A2. ve bu iki dual vektorU dogru 

yonlti b i r d i k ij Q Y ij z I ti y e tamamlayan y U -
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~eyin x bogaz noktas~ndaki A3 tegeti i1e tan1mlanan 

( A4, A~, A3 ) tiQytiz1ustine BLASCHKE tiQytizltisti denir. 

u ; u(t) olsun. du = u' koya11m~ A! dual vektor-
~ - 4 

lerini ( i :: 
~ 

1,2,3 ), At ler cinsinden 1ineer olarak ifade 

eden denklemlere Blaschke denk1emleri denir. 

0.+- ~ 

A' - f.'A , - "-- - :2 

( 1 • 4 ) 
-+ -+ ~ 
A~ =- -P AA + Q As 
~ -+ A'= -Q A<. 3 

Burada 

( I • 5 ) 
= V1J 

~ .... 
Q = q + f qo = (A 1\ A' ).A: If 

~t 

P:. P 4- £ Po 

d~r ve P ve Q s~rayla, [ A] regIe ytizeyinmn dual egri1igi ve 

dual burulmas~dar. ( 1 • 4 ) formti11erinin reel ve dual k~-

s1mlar~: 

( 1 .6) 

( I • :l ) 
( 

d~r. 

-4 
a' -, -
-+ 
a' -...e -
-+ a''3 -

-+ 
a' :. 

to 
~ 

a' = 
~o 

0.) 
a ' -30 -

~ 
P a 2 

~ ~ 
- P at 4- q a 3 

.... 
- q a 

-2 

Po~:? + p 1zo 
-+ -+ -pa+qa-p o i 0 'J 
~ ~ 

qoa2.~ q a
2Q 

-+ ~ 
a + q a~", 

10 ;y-

Nihayet, [A J ytizeyinin dag~lma parametresi 
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.(1.8) A =. Po 

P 

ve A~, A3 dogrularl.nl.n olu~turdu~u rAt 1 ve [ A
3

] regle yii

zeylerinin A2 ve A
J 

dagl.lma parametreleri 

dl.r. 

1 _ • P Po + q go 
1\2,-

p2.+ q2. 

\ _ qo 
1\3 -

g 
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2- Bir A dogrusu taraf~ndan olu~turulan bir [ A J 
regIe yiizeyi gozoniine alal~m. A doguranJ.na ai t bogaz nok

tasJ.nJ. x ,[ A] nin bogaz Qizgisini (x) \ ile gosterecegiz. 

A dogrusunun bagll. oldugu parametreyi (x) in s yay 

uzunIugu olarak seQecegiz ve [ A J yiizeyini 

( 2 • I ) 
-+ --+'-+ 
A, (s) = a I (s) + £. a, 0 ( s ) 

dual birim vektorii ile gosterecegiz. 

[ A] regIe yiizeyinin A doguranl.na ai t ( A", A2-' A
J

) 

Blaschke iiQyiizliisiine ~atl. olarak bagll. bir E dogrusu goz

oniine alall.m. A dogrusu [ A J yiizeyini olu§tururkenE dog

rusu bir [E ] regIe yiizeyi olu§turur. [ E] nin . E doguranl.

na ait dual vektor iQin 

( 2 • 2 ) 
-+ --+ ~ ~ 
El = A, A, + A2 A.z+,63 A'3 

yazl.Il.r. Burada ~-i ler sabi tIer olup 

( 2 • 3 ) 

dire ~uhalde 

( 2 • 4 ) 

dire ij.imdi 

LL\~=l 
of. 

L1i = '$ \ + t ~ ~ 0 

~ 1>? ~ • 
~ ~ . .(. = 0 L- 1 C:>,{O 

olduguna gore 

[ E J yiizeyinin X dag~lma parametresini hesap-

Il.yall.m. [ E ] yiizeyinin bogaz Qizgl.sl. ( x-) , ve bunun yay 
If -+ ~ ..., 

uzunlugu S olsun. E.: Ei ( S ) dir ve ( 2 • 2 ) bag~nt~sl.n_ 
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da.n tiirev alarak ve lliaschke formiillerini kullanarak 

( 2 • 5 ) 

bulunur • 

( 2 • 6 ) 

ds'* ... -t 
_p E = 
ds Z 

...,. .. ~ -'" 
- .6

2 
PAt + ( .6 f P -..6.3 Q ) A2 + L':\.z Q AS 

11' 'Jf 
P = p'lf+ £. Po 

[ E] yiizeyinin dual egrili~idir ve 

( 2 .7) 
... 

X;:2 
p* 

dir. 

ds* 
( 2 • 8 ) m :: __ 

ds 

koyarak ve ( 2 • 5 ) bag1nt1s1ndan, iki tarai1n karesini ala

rak 
~ t. 2~ 2 22-

m pit:: 1S.;z P + ( .6. P - b. 3 Q ) + 6. 2. Q 

yahut ( 2 • 3) gozontine a11narak 

( 2 • 9 ) 
2. 'Z. "2. "l. 2. 

ID J! -:=. P + Q - (A
3 

P + A ,Q) 

yaz111r. ( 2 • 9 ) bag1nt1s1nda reel ve dual k1s1mlar1 aY1ra-

11m: 

( 2 • 10) 

't 'l Z '2. 2. 
ID p"':: p + q - ( ~.3 P + ~t q ) 

2m). p)( Pt= 2[ PPc+qq;-(-:)3P+~lq )(~3PO+ ~,qo+~oP""~\oq)J 
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Buradan( 2 • 7 ) y~ gore rE] reg1e yuzeyinin da~11ma para-

metresi iQin 

\~ PPo+qq; (~3P-+~,q )(~3Po,,+-;;),qQ+~30P+t)'-Dq) 
( 2 • 11) )\ = --'-----'-, --------------~ 

P 1. + q2. _ ( ~:3 P + ~ I q ),z 

bu1unur. !leri paragraf1arda (2. 11 ) ba~1nt~s~ndan hare

ket edi1erek baz~ oze1 reg1e yuzeyleri ince~eyece~iz. 

3 - [A J reg1e yuzeyinin x bogaz noktas~ndan geQen 

ve E dogrusunu dik olarak kesen D dogrusunu be1ir1eye1im. 

D dogrusuna ait birim dual vektorUnli 

( 3 • 1 ) 
~ -; ~ ~ 
D ::: DC. , AI + o{l A2. + 0<3 A3 

geklinde yazabi1iriz, burada ~~ ler reel sabit1er olup 

2 L o(i == 4 ( 3 • 2 ) 

dire C<~vbe1irlemek iQin dual vektor1erin skaler Qarp1m~n~n 
'e,,; 

oze11iginden fayda1anacag~z. ( 2 • 2 ) ve ( 3 • 1.) goz-

onUne a1~narak 

~ -+" -t ~ 4 ~ --l> -)) 
D • E ::: (0<, A, + 0(1 A~ + 0(3 A3 ). (t1, A,+ A2. A2+ A3 ~ 

=0 
yahut 

( 3 • 3 ) O{, ~ I + 0(7" t62. + 0(3 .6 3 :' 0 

elma11d~r, ( 3 • 3 ) de .6~: -&; of f. aio koyarak ve re e1 ve dual 
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~~s~mlar~ ay~rarak 

0(. ~, + 0(" ~2. ..... 0/3 ~'3 -+ £. l 0(, Q,O -+ «, '2.0+ 0(31)'30 ) = 0 

ve buradan 

0(. ~, + o('l.. ~2. + ~~ ~~ =0 , 
0(, ~IO + a<?. ~O + 0('3 -5':l.O = 0 

( 3 • 4 ) 
.I 

bulunur. ( 3 • 2 ) , ( 3 • 4 ) ve ( 2 • 4 ) ba~~nt~lar~ goz-

online al~narak o(.l ler iQin 

c« ;; -:)7. 6 30 - ~:l. ~'2 () 

v' L ~i~ 

( 3 • 5 ) 0(2= 
~3 ~,<> - ~,f>30 

V L ~;~ 

o(l= 
~, ~-:) - ~'Z. ~'O 

V L ~~~ 

elde edilir. 

D dogrusunun E yi kestigi nokta y olsun. (E ] 

regle yuzeyinin E doguran~na ait bogaz noktas~n~ x* ile 

gosterelim. 4. paragrafta y x* uzakl~g~n~ ve [E] yuzeyinin 

* x dan geQen E Z merkez normalinin D dogrusuna gore duru-

munu incelemek istiyoruz. 

\ 
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f" 4 -__ y'x· ~zak~~g~n~ hesaplamak iQin: 

~ -+... '" ( 4 • 1) D A E~= E,Sin~ t' (q;:. 'P + £. 'fo ) 

oldugunu i~aret edelim; burada 

( 4 • 2 ) 'Po = yx
fi 

d~r. 'f ise Ez merkez normalinin D dpgrusu ile yaptl.gl. 

aQl.dl.r. ( 2 • 5 ) , ( 2 • 8 ) ve ( 3 • 1 ) den 

~ ~ 1 [ -+ .., ~] [ . ~ .... ~l 
(4.3) DAl!;z.=;p C<,A,+o('!.At+'\A A -A~PA,+(.1,P-~3Q)Ai.1:tQ~ 

( 4 .4) 

v _ -~A,P+ ("\'1£11.+-<3£13 )Q 
,- *'" mP 

V2" = - 0(3.:11 P + 0(, .:12. Q 
mP-

Vg ': 
(.(, ~, +0(,..:12 )p - 0(. A'3 Q 

mP¥ 

koyarak ( 4 • 3 ) bagl.ntl.s~ 

( 4 • 5 ) 
.., -). ... ...., -+ 
D 1\ Et =- V, A, + V2 A2. + V3 A3 

yazl.ll.r. ( 4 • 1 ) bagl.ntl.sl. , ( 2 • 2 ) ve ( 4 • 5 ) den 

L ~. 1. = ([Ai A .. ·) Sin rjJ (-i::~,.2,.'3) 

ve bu bagl.ntl.da aynl. t. lerin kat~aYl.larl. e~it olacagl.n
i 

dan, ornegin 1: lerin katsaYl.larl.nl. e§itleyerek ve (4.~) 

un ikinci e~itligini gozontin8 alarak 

4 
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( 4 • q ) 
«:sP + 0(, Q 

mP-tf 

10 . 

= Sin rj; 

elde edilir. Eu bagl.ntl.da iki tarafta re~l ve dual kl.sl.m-

larl. aYl.rall.m: 

~l P + 0(, Q. [, 0(3 Po+D(,Q.o _ P: ~P + 0(, q ];: Sin'f"'~'fvCos'f -----€ .,. 11 
mp~ mp* P mp 

Buradan ( 2 • 7 ) ve ( 2 • 10 ) un ilk bagl.ntl.sl. gozonline 

all.narak 

«3 P + ~, Q. 

Sin'f' = -V p' + q' _ (~.p + 1>, q)2. 

( 4 • 7 ) 
0(3 Po +0(, Q. v \* 0C3 p + 0<, Q. 

'f'o Cosy> = - t 1\ 

V p' + q'- - (~3 P + l>. ql VpL + if - (~, PH,,)' 

ve [ E] regle yiizeyiDiu X dagl.lma parametresi iQin 

\* ~3 Po + 0(, Q. o 
( 4 • 8) 1\ = - 'Po Cotg 'f' 

o(:sP -+ 0(, Q. 

ifadesi bulunur • 
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5 - Bu paragrafta X da~~lma parametreainin ( 2.11) 

ve ( 4 • 8 ) ifade1erinden Q~kart~lan baz~. sonuQ1ar uze

rinde duracag~z. Once [A] n~n x bog;az. noktaa~ndan geQen 

E dogru1arl.nm dag~lma parametreai a~f~ra e9it olan1arJ..na. 

inceleyelim. Boyle dog;ru1ar iQin~. Lar s~f~ra e9ittir ye· to ' 

( ~ • 11 ) formliltinden 

p Po+g go- (~3P+~lg )(~Po+~,go)= 0 

yahut 
( 5 • 1 ) (~3P+~,g )(33Po+~,go)= P po .... g g'C) 

bu1unur. 

Once GU noktayl. be1irtelim. ( 5 .1 ) denklemi 

( A. T Az ' Ag) liQylizllisli iQinde doguranlar~ x bogaz nokta-

sl.ndan geQen ikinci dereceden bir koni denklemidir ve bu 

koninin do~ranlar~ aQ~labilir ylizeyler olu9turur. 9i~di 

hangi [ A] regIe ylizeyleri iQin ( 5 • 1 ) konisinin 

( AI' A~, A3) ijQylizllialin@ kat~ .olarak bagl~ kalacag~n~ a

ra9t~ral~m.Bunun iQin ( 5 • 1 ) denkleminin iki tarafl.nl. 

ggo i1ebo1elim. 
"" 

( 5 • 2 ) 

Buradan 

( 5 • 3 ) 

'L P ~ LPO P 
( C}3 -g + CO) I ) ( 03 q + ~ I ) = -

P 
-=st 
g 

, 

\0 g 

Po _ at --
go 

Po 
- + 1 go 

~agl.ntl.larl. bulunur.~imdi ( 5 • 3 ) ko9ullarl.nl.n geometrik 
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aQ1klamaS1n1 yapal1m. ~ sabit bir aQ1 o1mak uzere 

p 
-=tan'P 

q 

koyal1m. Buradan 

p cos'f - q sin y> = 0 

yahut -+ 'CJ ~. \L) p a~cos I - q a~s1n r = 0 

ve Blaschke formullerinin reel k1s1mlar1n1 gozontine alarak 

~ 
ve k sabit bir birim vektor olmak uzere 

( 5 • 4 ) 

bulunur, yani 

-+ -+ ~ 
a, cos 'f + a3 sin'£> = k 

-+ .., 
a f • k = cosy:> 

'" 
dir ki bu ise [ A ] regle yuzeyinin 

~ 
AI do~uran1n1n k 

bit dogrultusu ile ~ sabit aQ1s1n1 yapt1g1n~ gosterir. 

sa-

Diger taraftan ( 5 • 3 ) tin ikinci bag1nt1s1 AI dogu 

ran1n1n x bogaz noktas1ndaki (x) bogaz gizgisinin tege 

tinin Af ile sabit aQ1 yapt1g1n1 gosterir. ~ teget (~,A3) 

duzlemi iQindeqir. Ayn1 zamanda A~ in sabit aQ1 yapt1g1 

~ sabit dogrultusuda ( 5 • 4 ) e gore (Ai' As) duzlemi-

ne pareleldir. Gu halde [ A] regle yiizeyinin (x) bogaz Qiz-... 
gisinin tegetleri k sabit dogrultusu i1e sabit aQ1 yapar-

lar. Bu ozel1ik ( x ) bogaz Qizgisinin bir sabit egilimli 

egri ( Genel Helis ) oldugunu gosterir. 

( x ) bogaz egrisinin x bogaz noktasl.ndaki (t.:r1.'sJ 
FRENET iiQyuzlusiinU gozoniine ala11m. lL merkez norma1i 
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~( A" Ag) duzlemine dik oldugundan 1, te~etine ve 1 sa

bit dogrultusuna diktir. ( x ) egrisi bir helis oldulun

dan 11 asal normali ~ dogrultusuna diktir ve i, 'ede 

dik oldugundan 
~ -+ 
1'2. = 02. 

dire 

9U halde bir helis olan ( x ) bo~az Qizgisinin 

(~., It,ll) Frenet uQylizllisu ayn1 x bogaz noktas1ndaki 

(A i ,Az,A
3

) Blaschke liQylizllisUne kat1 olarak bag11d1r ve bu

nun sonucu (~ ,'1' , ~) Frenet liQyuzlusunUn hareketi S1raS1n-
." 2 h ( 

da tepesi ( x ) uzerinde bulunan Ve doguranlar1 aQ11abilir 

yuzeyler olul,;lturan ve (1';, 11 , it) uQyuzlusune katl. olarak 1." 

ba~11 kalan bir koni vard1r ve bu ozellik genel helisler i

Qin karekteristiktir. 

9imdi , onceki paragrafta [E 1 regle yuzeyinin K 
dag11ma parametresi igin elde ettigimiz ( 4 • 8 ) ifadesini 

gozonune ala11m ve [ A 1 regle ylizeyinin 

( 5 • 5 ) 0(3Po + O{, go = 0 

ko~ulunu gergekledi~ini farzedelim~ bu takdirde ( 4 • 8 ) 

bagl.nt1s1 

( 5 • 6 ) ~ = - 'Po Cotg¥> 

yaz111r. ( 5 • 5 ) ba~1nt1s1, ~ ve 0(3 un_ sabitler oldugu goz 

onunde bulundurulursa , ( x ) bogaz Qizgisinin x b Ho' ... '.". oeaz ... -.-

.doktas1ndaki tegetinin bu noktadaki A doguran1 ile sabit 



f 
;\, 

.J. 

14 

a9~ yapan [ A 1 reg~e ylizeylerini karakterize eder. 

!nceledigimiz bu ozel halda ,( 5 • 5 ) bag1nt1s1n1 

gergekleyen regIe ylizeylerin dag11ma parametresi i9in genel 

ha1dekine benzer ( Chasles teoremi ) bir geometrik a91kla-

maS1n1 yapacag1z.~ 5 • 6 ) bag1nt1s1ndan 

( 5 • '7 ) -t 'P 'Po g =--
X 

yaz~l~r. x bogaz noktas1ndan E doguran1na indirilen dik

meyi D ve bu dikmenin E lizerindeki ayag1n1 y i1e gos

termi~tik.( 3. paragraf ). 

E doguran~n1n merkez normali E2 nin D dogrusu ile 

yapt1g1 a91n1n tangenti , y noktas~n~n E nin x· bogaz nok

tas~na uzak1~g~n1n [ E ] nin dag~lma parametresine oranJ.n1n 

ters i~aret1isine e~ittir. 

6 - ,9imdi E dogrusunun (A4,4&~A3) liQylizllisline go 

re durumunun baz~ ozel ha1lerini ince1eymcegiz. 

Once E dogrusunun ( A.,Ag) dlizleminde bulundugunu 

farzedelim. ( 2 • 2 ) denklemi ~'o: ~so~ ~1=O olacag~ndan 

( 6 • 1 ) 
-+ ~ .. -+ 
E .. :. ~, A, -+ (. ~l!'I.:t ~3 As 

yaz~l~r. Buradan tlirev a1arak 

( 6 • 2 ) 
ds* 

ds 
*-+ \ -+ ~-+ 

P E1, = - £. ~oP A.+( ~,P - ~3Q )A,+ (~lOQ ~ 
... 

veya daha once yapt~g~m~z gibi m = ds koyarak 
ds 

( 6 • "j) ~ = ~ r_ ~~'tP ttt(~, P - ~"Q )t .. +£.~Q A3J 
~ 2 mPtf. L 0 ..... \0 

I 
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. ~ 
--yazl.ll.r. E2 merkez normalinin yukarl.daki ifadesinde A", ve 

13 vektorlerinin katsayl.1arl.nl.n reel kl.sl.mlarl. sl.fl.ra e~it 

tir, ~u halde Et merkek normali A. ve A3 do~ru1arl.na ve 
\ 

dolaYl.sl.ile (A4 ,A3 ) dliz1emine dik olacak ve E~ do~rusu A~ 
..,. 

ye paralel o1acaktl.r. Bunun sonucu ( 6 • 3 ) ba~l.ntl.sl.nda A . 2 

nin katsaYl.sl.nl.n dual kl.sml. sl.fl.ra e~ittir. 

( 6 • 4 ) 
[ ~, p ~ ~3Q ]:0 D * m P 

buradan w 

~Po - !>3 qo- ::(~.P - ~!q ) = 0 
veya ( 2 • 7 ) bagl.ntl.sl. gozonline a11.narak [E] reg1e yii

zeyinin bu oze1 halde dagl.lma parametresi i9in, 

( 6 • 5 ) x = ~,Po- ~3qo 
~,P - t>3q 

elde edilir. X l.n bu ifadesi ( 2 • 11 ) ba~l.ntl.sl.nda 

~,.: ~'3o= ~'2.= 0 yapl.larakta elde edi1ir. 

E~ merkez normalinin (6. 3 ) ifadesi ~ 6 • 4 ) 

bagl.ntl.sl.da gozonline a11.narak (6. 2 ) den 

m pt{ = ~t P - ~3q 

all.nl.r ise: 

( 6 • 6 ) ~ f.~p... -to £ ''L.q -+ 
E 2. = - . A I + A2. + A3 

1>.p- ~3q ~. p- ~3q 

yazl.ll.r. ( 6 • 6 ) ifadesi [ E 1 regle yiizeyinin E2, mer-

kez normalinin [A] reg1e yiizeyinin Az merkez norma1ine 

pare1e1 oldu~unu gosterir. [E] nin Et ai t J! bogaz 

/ 
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noktasJ.nJ.n CA., A3) eksen sistemine gore koordinat1arJ.nw 

da aynJ. bagJ.ntJ.dan 

( 6 • 7 ) 

~~p 
ft, ': - ~I P - ~3 q 

~'l.Oq 

,"3= ~I P - ~3q 
oldugu kolayca goruIur. XV noktasJ.nJ.n ~',;Ul koordinat

larJ. sadece PI q ye baglJ.dJ.r ve ( 6 • 7 ) bagJ.ntJ.1arJ. a

rasJ.nda PI q yok ediIerek E f dogrusunun ( A., A3) duz

lemindeki denkIemi eIde ediIir. 

( 6 • 8 ) ~, f'A + ~,f3 + -lJ1.O=O 

~mhaIde, A dogrusu [A] regIe yuzeyini olu§tururken (E ] 

regIe yuzeyiiin E. e ait x* bogaz noktasJ. PI q ya ba~lJ. 

olarak E, dogrusunu ~izer. 

bzel olarak PI q = st e§itIi~ini ger~ekIeyen, yani 

sabit bir dogru iIe doguranlarJ. sabit bir a~J. yapan bir tA] 

regIe yuzeyi i~in x* bogaz noktasJ. Ei dogrusu uzerinde 

sabit kalJ.r. Bunun sonucu [E 1 yuzeyinin ( E1 ,E
t

,E3 ) BIas

chke u~yuz~usu ( A4 ,Az,A3 ) u~yuzIusu i~inde hareketsizdir. 

Eu ozel bal i~in §U hususa da i§aret edeIim. 

P - c - st --- -
q 

koyalJ.m, x* bogaz noktasJ.nJ.n ( 6 .7) bagJ.ntJ.IarJ. iIe ve

DiIen koordinatlarJ.ndan 
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( 6 • 9 ) /' = c /3 
bu1unur. Buradan ~u sonuQ Ql.karl.1l.r: 

Ana dogru1arl. sabit bir dogru i1\e sabit bir aQl. ya

pan ( p / q = c = st ) bir [A] reg1e ytizgyinin ( Ai ,A%. ,Aa) 

B1aschke tiQytiz1tistine bag1l. ve ( Ai ,A3 ) duz1eminde bu1unan 

E dogru1arl.nl.n olu~turduk1arl. regle ytizey1erin ( A4 ,A 3 ) 

iQindeki bogaz nokta1arl. ( 6 • 9 ) dogrusunu olu~tururlar. 

Bu ozelligin bahis konu~u olan yuzeyler iQin ka

rekteristik oldugu kolayca gorulur.Ancak ( 6 • 9 ) dogru-

suna paralel olan E 
QUnku bu durumda x* 

dogrularl.nl. dikkate almamak gerekir. 
bogaz noktasl. sonsuzda ve dolayl.sl.Y-

la [E] bir silindirdir. 

!kinci ozel ha1 olarak E dogrusunun x bogaz 

noktasl.ndan:.geQtigini farzedelim. Bu. halde ( 2 • 2 ) ifa

desinde A~ lerin katsaYl.larl.nl.n dual kl.sl.mlarl.nl. sJ.il.ra 
to 

e9it yaparak ~"ler sabit ve L ~~=l olmak tizere 

( 6 • 10 ) 
~ -+ .. ~ 

El::' ~I AI + ~'l.A2+ ~3A3 

yazl.ll.r. 
9imdi r A] ve [ E] ytizeylerininkar~l.ll.k1l. x 

I 
ve x 

bogaz nokta1arl.nl.n * xx uzakll.gl.nl. hesap1l.yall.m. Burada 

yapl.lacak hesaplar 2. paragraftaki1erin ozel bir halidir 

( ~,=O ) 
"'0 

ve orada yapl.ldagl. gibi ds" m- k ---as- oyarak 

-+ .... ~ t _ - 112. P A .. + ( ~ I P - ~'3 Q ) Aoz. + ~2. Q A3 
~ - . ,(,- mP 

ff 

/ 
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yahut 
( 6 • 11 ) E, ;(~l +f ~.P.)A,+[~,P- ~H £. (~, p.- ~~q)]A. 

m p.,z. 

... ( ~tg + ~ i>~ go) 13 (ptf - f. p:) 

yaz~l~n. x bogaz noktas~ndan E '- dogrusuna paralel olarak 

Qizilen 

mliliinde 

alarak 

Ell dogrusunun birim dual vektorii ( 6 • 11 ) for-
~ . 

A~ 1erin katsay~lar~n~n reel k~s~mlar~n~ gozoniine 

( 6 • 12 ) 
-t ~ ~ 

E = - ~t P A. + (i, p - ~'J g ) At. + ~'1 g ~'3 
21, ... 11' m. p 

yaz~l~r. E2 ve E~~ dogrular~n~n uzakl~g~ arad~g~m~z x x· 

uzakl~g~d~r. 9U halde 

-+ ... """ '+ 
E22. A E2, = E .. Sin ~ = E .. ( Sin 'f + L 'foOos 'P ) 

ve 'f> = 0 oldugundan Sin 'f> = 0 , Cos'r ': 1 koyarak 

( 6 • 13 ) 

yaz~l~r. Burada:,~ 

( 6 • 14 ) 

~ -+ -'; 
En A Ez. = £. fo E , 

I 'eo I = x x" 

d~r. ( 6 • 10 ) , ( 6 • 12 ) ve ( 6 • 13 ) formlil1erinden ",' 

ve 4.paragrafta tt 
Y X uzakl~g~n~n hesab~nda yap~lan i~-

1emlerin benzerleri tekrar1anarak 

( 6 • 15 ) x x" = ~1. ( P qo - Po g ) 
p'l.+ q?. - (i

3
P'" ~iq )'t 

/ 
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eide edi1ir. 

GozonUne al~nan ha1de [E J nin dag;~lma parametresi 

( 2 • 11 ) bag~nt~s~nda ~40 lar s~f~ra a~it yap~larak aIde 

edilir. 

( 6 • 16 ) 

d~r. 

)\:. p Po.,.q qo- ( ~3 P +~I g )( ~3 PO+~lgo) 

p2. + g7. _ ( ~3 P ... -SI q )'2. 

[ A] ve [ E] regIe yuzeylerinin ayn~ bogaz Qizgisirl 

ne sahip olmas~ ko~ulunu ar~yal~m. ( 6 • 15 ) bag~nt~s~n-

dan it x x = 0 yaparak 

~-O 
( 6 • 17) 

'lo-

P go- g Po = 0 

bulunur. ( 6 • 17 ) nin birinci bag~nt~s~ Ei dogrusunun 

( A~,A3) bulunmas~n~ ifade eder.Buradan ~u sonucu g~karaca

g~z. 

Bir [A) regIe yiizeyinin x bogaz noktas~ndan ge

gan ve ( A~,A3)' diizleminde bulunan ve A~ doguran~ ile sa

bi t aQ~ yapan bir E dogrusu taraf~ndan olu~turuIan [EJ 

regIe yiizeyi rAJ ile ayn~ ( x ) bogaz gizgisine sahiptir 

ve [ A] , [E] regIe ylizeyleri birbirlerin.e ( x ) ortak bo

gaz gizgisi boyunca tegettir. 

Eu halde r E 1 nin dag~lma parametresini bulmak igin 

( 6 • 16 ) da 'S1,.= 0 yapal~m. Gerekli k~sa1 tma1ardan sonra 

)(= ~,Po- ~, go 

bulunur. 
~IP - ~lg 
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~imdi ( 6 • 17 ') nin ikinci bag1nt1s1nin gervek1en

mesi ha1ini gozoniine a1a11m. P go - CJJ Po= 9 • Bu ha1de [A] 

na.n ( x ) bog;az Qizgisinin asal normali [ A] nJ.n A2. merl;ez 

normaline diktir. Bunun sonucu ( x ) bogaz C;izgisi [ A 1 yiize_ 

yinin bir asimptotik QizgisiQir.Bu ikinci hal iQin ~u sonuQ 

Q1kar1I1r. 

Bir r A] regIe yiizeyinin "( x ) bo~az Qizgisi t A]n1n 

bir asimptotik C;izgisi ise x bogaz noktasJ.ndan geQen ve x 

deki ( A.,Az ,A3 ) B1aschke iiQyiiz1iisiine kat1 olarak bag11 bir 

E dogrusu taraf1ndan olu$tw:ru1an [E] regIe yiizeyi ( A 1 ile 

ayn1 ( x) bogaz Qizgisine sahiptir. 

[E] nin dag11ma parametresine ge1ince :Once ~uhusu 

sa i~aret ede1im ki P go- g Po= 0 bag1nt1s1ndan 

( 6 • 18 ) 
Po go 
:-p g 

yaz111r.Bu [All _in dag:Llma parametresinin [A3] iin dag1Ima 

parametresine e~it oldugunu gosterir. 

A, = A3 
Diger taraftan. ( 6 • 18 ) gozoniine aI1narak (6~16):i_ 

dan 

ve nihayet 

eIde ediIir. 

X':~ 
p 

AtI:.A 1 = As 
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