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REGLE YUZEYLERIN BAZI OZELLIKLERININ INCELENMES!

(Mebsut ve Basit Kavramlarainin)

Genellestirilmesi

1 - Bir (%) duzlem e§risinin eérilik nerkezlerinin geometrik yerinin,
(x) in mebsutu olan bir (;5 efrisi oldu§u ve (x) egris‘inin/(;) edrisinin
bir basiti oldu§u bilinmektedir. Bir dUzlem edrisinin sonsuz sayida basi-
t1 vardir.ve ayni bir egrinin iki farkl: basiti iki paralel e§ridir. Bir
ucu bir! (%) egrisinin bir noktasina saptanmis ve uzunlugu degismeyen ve (x)
egrisine sikica ' sarilmig . bir ip gergin oicrok ve (x) egrisine teget kal-

mak Uzere edriden ayrilirsa, ipin serbest ucu (x) in bir basitini gizer.

Duzlem egrilerinin bu 6zelligi ve dijer bazi szellikler kiresel egrile-
re tesmil edilebilir. Bu genellestirmede dogrularin yerini buyuk gemberler

\

alar.

Bu galigmada,, yukardaki dustUncelere benzer olarak, Bir [A] regle yu-

zeyinin mebsutunu, bu regle yUzeyin Blaschke UgyUzlUsUnin K egrilik eksenle-
rinin (Ani vidalama ekseninin) olusturdugu {A* ] regle yUzeyini; karsit ola-
rak bir [/?\‘] regle yUzeyinin basitlari olarak da [ A? ] yvUzeyini mebsut ola-

rak kabul eden tum [A ]regle yUzeylerini tanimlayacagiz.

Bir regle yUzeyin basitlarinin bir konormal yuUzey ailesi olusturdugunu

1

gosterdikten sonra, karsit olarck bir konormal regle yUzey ailesinin regle

yUzeylerinin, ayni bir mebsuta sahip olduklarini gdsterecegiz.



Bir reel parametrenin fonksiyonu olarak alinan Vé:rbir [ A]regle yUze-
yinin A cmc.;do{;rusunu gésteren T='c'1"+ E"o'; dual birim vektsru (é= 0) gsz-
dnUne alinirsa "Z“i 1 dir. Bunun sonucu ol;rok ydrlgapl 1 olan dual kiure du-
sUnulurek bir [A ]regle yUzeyine, dual kirenin bir \ﬂ) egrisi karsilik
gelir. (W ) ya [A ] yUzeyinin dual lmOJJ. diyecegiz. AynJ. bicimde \:A .1
regle yUzeyinin bir [A ]bos:.tlm.n (\ﬂ ) dual imajini gbzdnUne alarak,

yukardaki dustincelerle kire geometri or051ndak1 benzerlifi gdsterecegiz.

Simdi ileride kullanacagimiz bazi ’r'ormU?.leri kisaca gosterelim. Bir A
yonlu do{jrusu. alalim. A ile ayni ydnde olan birim vektsr @ olsun. Sabit bir
- O noktasina gbre T niin momenti ?6 i'Se"..;?i" =T E'c;; dual birim vektsru A
dogrusunu tek bigimde belirler. tlbir reel parametre olmak Uzere, A dogrusu

tarafindan olugturulan t A 1 regle yUzeyi, A nin birim dual vektsru t ye ba§-

11 olarak verilmesi ile belirlenir :

-
A(t)=T0+e&d.

A dogrusunun x bodaz noktasindaki normali ( merkez normal ) Azolsun.

A= A', A.'L ve bu ysnlt dogrulari, dogru ysnlu bir dik UgyUzliUye tamamlayan x

deki yUzey tegeti Ay olduguna gore ( A\ » Ay A’ ) UgyUzlUstine Blaschke
UgyUzlUsu denir. (A, , A, , A, ) UgyUzlUsUnin ayritlarina ili§ki/n birim
\ 2 3
- > -
dual vektsrler sirayla A‘( t ), Aﬂ-( t), A3( t ) vektsrlerinin t paramet-
 l .
resine gdre A . tUrevlerinin Ai ler cinsinden ifade eden,
‘ -/
3, a
z/—» - P.,:A;\‘ + Q A3
= -0y

bogmtll"‘cr;. Blaschke formulleridir. Burada

—> >
p=,]-;'1' P .,A;,T
: ' ’ W dad

Ay




dual buUyUkluklerine sirayla dual egrilik ve dual burulma adi verilir.

"'m
Bir A° birim dual vektsrunu
) . g
AT = AL A
, - :
bagintisi ile Ag. ler cinsinde lineer olarak gosterelim; Burada -"Ai ler dual

buyuklukler olup

zA—l

dir. $imdi bir an igin A dogrusunun hem (A , A ) e baglyi uzaya,

1 Q_'A

hem de sabit uzaya gore sabit kaldi§ini varsayarsak, A{- leri de sabit tutarak

> 2
A4 = 0 dan ve ZA€= 1 de gézdnine alinarak

A‘ = ""——L— ', Az= O ’ A3= ___._.._P -
bulunury ve buradan, ( A‘ , AfL , A3 . ) Un ani vidalama ekseni denen dogrunun
“dual birim vektori elde edidir:
- ' -> -
A A+ L Ay
NP5 0* [P+ ot
2 - Dual egilimi sabit olan regte yuzeyler.- Do§uranlari sabit bir dogru
ile bir sabit dual agi yapon her regle ylUzeye sabit dual egilimli regle yuUzey
denir.
. - v
Bir sabit D dogrusunu D dual birim vektsru ile gésterélim ve bir iA ]
-3
regle yUzeyinin bir A doguranina iliskin dual birim vektsr A, ( s) olsunm;
burada s, Y_A] nin bodaz ¢izgisinin yay uzunlugudur. Tanima gére
. a4
(1) S A.D =Cos @ =st.
olmalidir; @ = Y+ & kp. , A, veD dogrularinin dual agisi olup Y bu iki dog-

runun cqisi, Lfo ise ortak dikme uzunlugudur. (1) bagantisinin tUrevini alalim;

Blaschke formUllerinin birincisine gore



>
P AL. D =0
-ya da o -
(2) A .D: =0
2

. .
bulunur; burada Az , ['A.] regle yUzeyinin, A doguranina iliskin bodaz nakta-
sindaki normalidir; bu normale merkez normal denir.

(2) bagintisindan tUrev alalam; Blaschke formUllerinin ikincisine gtre

> >
(3) —PAl.D+Q—Ks
- -
veya (1) formulu ve D nin ( A", A'3;“) duzlemine parelel oldugu gdzénine
alinarak -
> > , > > :
A, . D = Cos @ ;A . D = Sin @

ve buradan (3) bagintisi
-PGis@® + QSin@ =0

nihayet
(4) ‘ __P.._._.= tg¢ = St,.
' Q

bulunur. Ozel olarak
P=st , Q@ =st

olmasi durumunda bogaz ¢izgisinin bir dairesel helis oldugu kolayca gérilir.ve

gézdnine alinan regle yUzey bir regle helikoittir.

3.- Bir regle yUzeyin mebsutu .- Bir {A l regle yUzeyinin A, doguranina

iliskin (A , A,, A, ) Blaschke UgyUzlusunun ani vidalama ekseni

.
Er RN

BC)
(5) A =

. TR I T . . W)
bagintisy ile verilmigtir. A‘ dogrusu [_A:] yUzeyini olugtururken A~ dogrusu-

/

nun olusturdugu regle yuzeye LA] in mebsutu denir. LA nin mebsutu [A‘”]

Wy
olsun. A‘ in u,boguz noktasinin [ j] nin A merkez normali Uzerinde oldugu




w
ve [A ]in Blaschke UgyUzlUsUnin UgUncU ayrata A:‘ un A‘2 ile gakigtiga

bilinmektedir.

(6) T

3 2

4 - Bir regle yUzeyin basitlari.- Bif EA 1regle yUzeyi veril‘mi§ olsun.
Oyle bir X_ K] regle yuUzeyi belirlemek istiyoruz ssyle ki, [A] regle yUzeyi
Ll L 3 '
[ A] in mebsutu olsun; [A ] ne [A] nin bir basiti denir.

[A] ve [A¥J regle yUzeylerinin Blaschke UgyUzluleri sirayla

. x  * %
2’A3‘ ) ve (A\’A'L’ A3
agisinr @ =\ + € ‘Qbile gosterelim;

(A, A

»
. . ) olsun; A‘ ve A  doguranlarinin dual

e b
A = ?‘Cos¢+A Sin @
, 2
* .
olacaktir; diger taraftan [A 1 in bogaz g¢izgisinin yay uzunlugunu s ile gos-
tererek ve yukardoki egitliktem tUrev alarak, Blaschke formuUllerinden

» "

| t - / > >
ds PA:=— (G+P)A SinG+ (B+P)A Cos@+0QA_ Sing
ds

yazilir; Ste yandan (6) esitligine gore

Az = Ag
olmalidir; Buradan

¢l+ P=0
ya da
(7) g +]P ds = C

elde edilir. Burada C bir dual sabittir. Her regle yUzeyin ancak bir mebsutu



olmasina karsin C =c + & ¢, dual sabiti iki keyfi reel sabiti igine aldi-.

gandan, bir regle yuUzeyin oo sayida basiti vardir.

~ . * %
Simdi bir [A ] regle yUzeyinin [A ]ve [ A ]gibi iki basitini gdzdnu-
ne qlol:.m, [A ]m her. doguranina LA in yalniz bir dogdurani ve karsit ola-
rak [A in her do§uranina [A ]m yalniz bir dodurani-karsilik gelir; ve

¥ %

*
bu kargilikla A' ; A\ doguranlar [_A regle yUzeyinin (A‘ , Az, AS) ‘
blaschke UgyuzlUsunin Asayrltlnl dik olarak keserler. Bu Ascyrltl, gozdni-

¥ ¥ * ¥ ¥
ne alinan [A ]ve [A ']yUzeylerinin karsilikly x ve x bogaz noktalarinda-
»® %
ki normalidir. A, ve A, doguronlon (7) baélntlsmdcki C dual sabitinin
farkli iki degerine karsilik gelir; su halde A ve A dogurcnlorlnln dual

agisi sabittir.

Bir regle yiizeyin basitlarinin, konormal regle yUzeyler olduguna isaret
edelim. Kar§:|;t olarak, bir konormal regle yUzey ailesi ayni bir mebsuta sahip-
tir. Gergekten, \:A 1ve E_A 1 konormal regle yizeylerinin doguranlarinin dual
birim vektsrleri T A olsun; A ve A doguranlarinin dual clgllorlnl da
£ = w +EW, ile gsterelim. Nihayet (A, Ayi Ay ), (A Iy A )
siray la [A ] ve[ ] yUzey lerinin Bloschke UgyUzluleri olsun. [A] ve{ }

iki konormal regle yuzey oldugundan; £~ agisi sabit olup ( A A, A3)

- % » *
ve (A, A:l , A3 ) UgyUzluleri A, ve Az ayritlari gakigmok Uzere birbirleri-
ne kati olarak baglidirlar. Bundan su sonug gikarailir : ( A ’ A,! ) ve

—-.

;
( K‘ , A ) UgyUzluleri ayni ani vidalama eksenine ve su halde [A]ve [A}

regle yUzeyle‘rl; ayni mebsuta sahiptir.



. >
5 - Dual Kure Uzerinde imajlar.- Bir A dogrusunu gssteren A = a

birim dual vektsruU igin gegerli olan

~» - - -
A=A . A=1

bagintesi, yari_gapr 1 e esit olcm):_ dual kUresinin noktalar: ile dogrular
arasinda bir egleme yapilmasina yol agmigtir; s8yle ki bir [A] regle yUze-
yinin her A, * doguranzna }: Uzerinde bir v&‘ noktasi karsilik gelir;
A, e A, in dual imaj1 denir.[A ]yUzeyinin tum doguranlarainin imajlara
Z nin bir (\lQ ) edrisini olusturur. (\5A ) e [A lregle yUzeyinin dual

imaj1 denir.

) »* ‘
Eger [A] ve LA lgibi iki regle yUzeyin bir A,; ortak dog‘juranlor:.
varsa ve [A -\ ‘A regle yuzeyleri A, ortak do@‘;urcmndo ayni Blaschke

UgyUzlUsUne sahip iseler, [A ]ve LA -lm \yQ ) ve (\]9) imajlara, A‘ in

imaji olan \SZQ noktasinda tegettirler.

EA 1regle yUzeyinin A doguranina iliskin Blaschke UgyUlesUnUn ani
wy Q) “) w
vidalama ekseni A’ ve A inimaji  olsun. A e LA ]yUzeylnm W)
. g
imajinin \5&‘ noktasindaki dual egrilik merkezi denir. A‘ ve A ) doguranlarai-

)
nin @ dual agisi VA VE QA noktalarinin dual uzakligadir.

Sabit dual egilimli bir [_A 1regle yUzeyinin ani ekseninin sabit bir
U dogrusu oldugy kolayca gorulur. Gergekten (4) bagintisi gozénUne alinarak

(5) den turev alinirsa

P 1



-
(a)
M =0
ds
bulunur ve buradan
- >
AW = U = st

bulunur. (A] nin A dogurani U sabit dogrusu ile @ sabit dual agisi yapar.
U dogrusu ile aynr @ dual agisi yapan tUm dogrular bir R kongriansi
OIU§tururl-c1r¢ve U sabit dogrusunun imaji M ile gosterilirse R nin imaj1;
merkezi WM , dual yaricap: ¢ olan bir (ﬂ ) kugik hipergemberdir; sabit
e§ilimli [A ]regle yUzeyinin imojl/ ise (R) hipergemberin bir (- )
gemberi olacaktir. Ozel olarak A dogurani U doérusunc dik ise (dogrultman
duzlemli regle yUzey) bdyle bir yUzeyin imaji bir bUyuk hipercemberin bir
(- ) bUyuk gemberi olacaktir. Bir dik konoidin (Y =-£ , Y, =0) imj

E nin bir bUyUk hipergemberinin bir buUyUk gemberidir.

Bir [A ]regle yUzeyi ve bu yUzeyin bir A, doguranina iligkin ( A‘ , A’_; A

¢
Blaschke UgyUzlUsU gozsdnine alinirsa ( A, A:.' A‘S ) Un A') ani ekseni bu
UgyUzlyU iginde ekseni A, alan bir E Ru)]konoidini,sobit uzayda ise \:A ]nin

{
mebsutu olan [A“] regle yUzeyini olusturur. Buradan su sonucu gikarabiliriz:

w) ) ‘ {4y )
[A in dual imaji (A ) ile gosterilirse “ R |konoidinin imaji, A ani ek-

: W) “ :
seninin imaji olan A  hoktasinda (‘ﬂ)) e tedet olan bir (’ﬂ ) buyuk g¢em-

beri olacaktuir.

[T

o "
Karsit olarak bir[A ] regle yUzeyinin bir [_A ] basiti gsnsnUne alinirsa

j !



» »
ve kargilikly iki dogurani A, ve A, ile gdsterilirse, A dogrusu

(A, Az, A3 ) UgyuzlusU iginde ekseni A3 olan b1r[ R kon01d1 olU§tu-
rur ve Lﬁ]nm dual imaji, {A nin dudl imaji olan (v&)l a A in

*
imaji olan \)ﬂ‘ noktasinda teget olan bir buyuk g¢emberdir.

Simdi dual yay elemani igin

-
ds = JdA% s)

koyalim; burada s ile K'A lregle yUzeyinin bodaz ¢izgisinin yay uzunlugu gos-
terilmistir;:Blaschke formillerinin ilkine g&ire,[A ] regle yuzeyinin ((Q)

-dual imajr igin

(9) - fpds

yazilir. [A ] yUzeyi [A ] nin mebsutu oldugunda A ve A dogurcnlorln:m @

dual agisi (7) ile verilnﬁgt:.r; (9) bagintusi gdzdnine alinarak (7) esitligi

(10) g+S=C

*
yazilir. Burada @ nim \}ﬂ\ ve Ua‘ imajlarinin uzakligi, S nin (W) dual ey-
risinin yay uzunlugu ve C nin verilen bir dual Uzunluk oldugu gézéninde bulun-

durularak (10) bagantisi klasik geometri dili tle ifade olunabilir.




KAYNAKXKLAR

1- E.STUDY o

Geometri der Dynamen
2~ WeBLASCHKE

Diferensiyél Geometri dersleri Cilt I ( K.Erim )
3= LeBIRAN

Ist. Univ, Fen Pakiiltesi Mecmuasi Cilt VIy seri A, sayl 3-4
4— L,BIRAN-

Ist. Univ. Fen Fakﬁltesi Mecmuasi Cilt XI, seri A, sayi 1-2



