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REGLE YOZEYLERtN BAll QZELLtKLERtNtN tNCELENMESt 

(Mebsut ye BaS1t Kovromlor1n1n) 

Genelle~tirilmesi 

I - Sir (xJ dUzlem egrisinin egrilik merkezlerinin geo:metrik yerinin, 

(x) in mebsutu olon bir (~ egrisi oldugu ye (x) egrisinin, (!') egrisinin 

bir baS1t1 oldugu bilinmektedir. Sir dUzlem egrisinin sonsuz sOY1do bas1-

t1 YOrd1r,ye oyn1 bir egrinin iki forkl1 baS1t1 iki parole I egridir. Sir 

ucu bir ',' (~ egrisinin bir noktos1no soptonm1~ ye uzunlugu degi~meyen ye (x) 

egrisine s1k1CO sonlmi~ bir ip gergin olorok ye (x) egrisine teget kol-

ffiak Uzere egriden oyr111rso, ipin serbest ucu (x) in bir bas1t1n1 ~izer. 

DUzlem egrilerinin bu ozelligi ye diger baz1 ozellikler kUresel egrile

re te~mil edilebilir. S~ genelle~tirmede dogrulor1n yerini bUyUk ~emberler 

ohr. 

Su ~oh~mado", yukordoki dU~Uncelere benzer olorok, Sir (A] regIe yU-

• ~eyinin mebsutunu, bu regIe yUzeyin Sloschke U~yUzIUsUnUn A egrilik eksenle-

rinin (Ani yidoloma ekseninin) olu~turdugu (~ 1 regIe yUzeyini; kor~1t 010-

rok bir [:1 regIe yUzeyinin bas1tlor1 olorok do [ A] yUzeyini mebsut 010-

rok kobul eden tUrn t A ] regIe yUzey lerini tommloyocog1z. 

Sir regIe yUzeyin bas1tlor1n1n bir konormal yUzey oilesi olu~turdugunu 
, , 

gosterdikteM sonro, kor~1t olorok bir konormal regIe yUzey oilesinin regIe 

yUzeylerinin, oyn1 bir mebsuto sohip 01duklor1n1 gosterecegiz. 
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Bd:r reel parametrenin fonksiyonu olarak ahnan Ve;'bir ( A lregle yUze

yinin A anadogrusunu gosteren A=cr+f.ci.,dual birim vektoru (l'= 0) goz-
..... £ •. 

onUne al~n~rsa A = I dir. Bunun sonucu olarak yar~~ap~ I olan dual kUre du-

§UnulUrek bir t~ 1 regIe yUzeyine, dual kUrenin bir CA) egrisi kaq~hk 

gelir. (~ ) ya LA 1 yUzeyinin dual imaj~ diyecegiz. Ayn~ bi~imde ~A 1 
*" 

regIe yUzeyi~in bir (1) bas~t~n~n (~ ) dual imaj~n~ gozonUne alarak, 
! 

yukardaki dU~Uncelerle kUre geometri aras~nda~i benzerligi gosterecegiz. 

~imdi ileride kullanacag~m~z baz~ formUlleri k~scca gosterelim. Bir A 

yonlU dogrusu alahm. A ile ayni yonde olan birim vaktor"f olsun. Sabit bir 

o noktqs~na gore cl nlrln momenti ~t:> ise . -t. =-~+ ~ ci. dual birim vektoru A 
I 

dogrusunu tek bi~imde belirler. t bir reel parametre olmak Uzere, A dogrusu 

taraf~ndan olu§turulan tAl regIe yUzeyi, A n~n birim dual vektoru t ye bag

l~ olarak verilmesi ile belirlenir 

A dogrusunun x bogaz naktas~ndaki normali ( merkez normal ) A~olsun. 

A = AI' A~ ve bu yonlU dogrular~, dogru yonlU bir dik U~UzIUye tamamlayan x 

deki yUzey tegeti A, olduguna gore (A\, A,. , AS ) U~UzIUstine Blaschke 

U~yUzIUsU denir. (A" A3.' A~ ) U~UzIUsUnUn ayn Hanna ili§kin birim .... ~ ...".. 
dual vektorler suayla A, ( t ), A", ( t ) , A

l
( t ) vektorlerinin t paramet-

.... 1 ....,.. 
resine gore Ai. tUrevlerinin Ai. l~r cinsinden ifade eden, 

....... , p""" 
A, = Aa. 

A:/= - p r, + 91; 
...a,. I __ ...=".. 
A3 - 9 A:I". 

Blaschke formUlleridir. Burada 

fir 
.,... -.., ..,./1 

P ~,.2. <) (A I , A~ , A..) = A, = ~'&"...L._ --=~"--'-'---~&..-'--
~ ... a.. 
Ar 
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dual bUyUklUklerineslrayla dual egrilik ve dual burulma adl verilir. 

~{I' 
Bir A birim dual vekt5rUnU ... ...,. 

I." = 1:. 6.t. Ai 
~ 

baglnhsl He A. ler cinsinde lineer olarak g5sterelim; BuradaA. ler dual 
C' '< 

bUyUklUkler olup 

LL\= 1 (.., 
dir. ~imdi bir an ic;in A dogrusunun hem ( A, ' A 1... , A,!> i ) e baSh uzaya, 

hem de sabi t uzaya g5re sabi t kaldlglnl varsayarsak, 4.<. leri 
f. I 

1,(.(} = 0 dan ve LA. = 1 de g5z5nUne ahnarak 
-c; 

de sabit tutarak 

f:::.. = ----<9 __ 
, r--::---_ • .J pl..+ 9f 

. , 

bulunur) ve buradan, (A ,A , 2.. A . ) Un ani vidalama ekseni denen do~nunun 3 ' :::I 

dual birim vekt5rU elde emi~ir~ 

2 - Dual egilimi sabit olan regle yUzeyler.- Doguranlarl sabit bir dogru 

ile bir sabit dual aC;l yapan her regIe yUzeye sabit dual egilimli regIe yUzey 

denir. 
~ 

Bir sabi t D dogrusunu D dual birim vekt5rU ile g5stenHim ve bir tAl 
-'lit 

regIe yUzeyinin bir A doguranlna ili~kin dual birim vekt5r A, ( S ) olsun; 

burada s, t A 1 nin bogaz c;izgisinin yay uzunlugudur. Tanlma g5re 

(1) 
...". ... 
A,. D = Cos ~ = st. \ . 

olmahdu j. ~ :: 'I + E. tp.., A, )ve D dogrulannu; dual aC;lSl olup 'f bu iki dog

runun ac;~s~, ~ ise ortak dikme uzunlugudur. (1) baglntlslnln tUrevini alallmj. o 

Blaschke formUllerinin birincis,ine ·g5re 



ya da 

( 2) 
-.!JIo 

buIunur; burada A 
:t 
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... ""'" 
P A • D = 0 

.L 

-> 4 
. A .• ; D· = 0 

to , t A ) regIe yUzey inin , A doguram.na 

s~ndaki normalidir; bu normale merkez normal denir. 

iIi~kin bogaz nakta-

(2) bag~nt1s~ndan tUrev alal~m; Blaschke formUllerinin ikincisine gtire 

(3 ) 

...,.. 

~ 
- P A 

t 

veya (l)formUIU ve D nin ( A \' A 3' -) dUzlemine parelel oldugu gtiztinUne 

ahnarak .... ~ 

A\ • D = Cos CA 
~ ~ 
A.,. • D = Sin CA 

ve buradan (3) bag1nt1s~ 

p' 60s CA + 9 Sin CA = 0' 

nihayet 

(4) P --=tgCA = St. 
9 

bulunur. ozel olarak 

P = st 9 = st 

olmas1 durumunda bogaz ~izgisinin bir dairesel helis oldugu kolayca gtirUIUr,ve 

gtiztinUne al1nan regIe yUzey bir regIe helikoittir. 

3. - Bir regIe yUzey in mebsutu - Bir (A 1 regIe yUzey inin A, doguran1na 

Blaschke U~yUzIUsUnUn ani vidaIama ekseni 

(5) 

\ " L ] U) bag~nt1s1 ile'verilmi~tir. A, dogrusu A yUzeyini olu~tururken AI dogrusu-

nun olu~turdugu regIe yUzeye LA] in mebsutu 

''')' I.) t ] olsun. A, in ;' bogoz noktas1n1n A nin 

denir. lA] nin mebsutu [A c.H ] 
...,.. 
A~ merkez normali Uzerinde oldugu 
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ve [A (')]in Blaschke UC;yUzlUsUnUn UC;UncU ayn h A~ l Un A2. He c;ab~hg~ 
bilinmektedir. 

(6) 

4 - Bir regIe yUzey'in oohtlar~.- Bi~ LA } regIe yUzeyi verHmi~ olsun. 

(jyle bir l t] regIe yUzeyi belirlemek istiyoruz ~oyle ki, [ A ] regIe yUzeyi 

l. Al in mebsutu olsun; [A] ne r. A ] nin bir bah h denir. 

t A] ve [ A¥'] regIe yUzey lerinin Blaschke U<;yUzlUleri suayla 

M • * • (A" A2.' A, ) ve (1\" AIJ..' A'J ) olsun,; AI veAl doguranlann~n dual 

ac;~s~n~ ~ = \f + f. '{>o He gosterelim; 

..,.* ~ ....,.. 
A, = A \ Cos ~ + A2. Sin ~ 

* olacakt~r; diger taraftan [A ] in bogaz C;izgisinin yay uzunlugunu ; ile gos-

tererek ve yukardaki e~itlikten tUrev alarak, Blaschke formUllerinden 

I 
( ~ + P 

.... I.... -+ 
A Sin ~ + ( ~ + P ) A Cos ~ + 9 A Sin ~ 

, t 3 

yaz~l~r; 6te yandan (6) e~itligine gore 

~M ~ 

A2, = A:J 

olmal~d~r; Buradan 
I 

~ + P = 0 

ya do 

(7) ~ + Jp ds = C 

elde edilir. Burada C bir dual sabi ttir. Her regIe yUzeyin ancak bir mebsutu 



'JTldT40S 0lnsq~ TUAO'TiaTAaZnA aT6aJ 

( V1 a-\ [v1 apTD4 n!; aA aUTuas>Ja cwoToPTA TUO TUAO paTnTZn~n ( 'v I -"V I \ V ) 
.. ... ,. * 

aA ( tv IIV I \V ) : HTUO>JT~ ~nuos n!; uopun8 'JOpTpTT(?oq >J0JOTo TlD~ au 

-papTqJTq aJaz!1 >JCW!;T>JO~ UOn UAO ~V aA"v TJaT!1TZn~n ( 'v I ~V I 'v ) aA 
.... • * .. 

( £ V ITV I \ V) dnTo l Tqos TST~O -0-!uopun(?npTo AaZnA aT5aJ TDUUOUO>J T>JT 

TJaTnTZ!1~!1 a>J4~soT8 UTUTJaTAaZ!1A ( .}' 1 aA [ V J OTAOHS [.v ] aA [ V] 'unsTo 

( f.V 
I 1 V ' I ,l,'r/) I ( 

It .. • 

tv I "'V I 'V ) laAD4TN 'wnaJalsg5 an Ql"\ S + lV\ = "'t1" 
\ , \ \ 

op TUT~OTT~O Tonp UTUT~oTuo~n(?op V aA V !unsTo *v I y TJaT~gl>JaA WTJTq 
.. ~ "*-

Tonp UTUT~oTuo~n(?op UTupaTAaZnA aT5a~ Tcw~ou0>J I. ... v 1 aA I V 1/u~l>Ja~:r~ • JH 

-dT40S olnsqaw ~Tq TUAO TsaTTo AaZ!1A aT5a~ IDW~ou0>J ~Tq '>JOJOTO ltt~o~ 'wTTapa 

la~O!;T oun(?npTo ~aTAaZ!1A aT5a~ TDW~OU0>J 'UTUT~OllTSoq UTAaZnA aT5a~ JT8 

• ~HHqos TST~O 

Tonp UTUT~oTuo~n(?op 'y aA \y apTD4 n!; !~TTa5 >JTTT!;~O>J aUTJa(?ap T>JT TT>JJOj 
"'..f;!It . 

uTuTlTqos Tonp J T>J0PUTSTlUT(?oq (L) T~~Tuo~n(?op 'y aA \y '~TPTTDW~OU T>J 
*1t "" 

-DpUT~OTOl>J0U zo~oq x 
1I:ft 

-!1ugzg5 ITl UAO 'i.y ns 

aA x TT>JTTT!;~O>J uTupaTAaznA[. Y 1 aA [ vl UOUTTO au 
~ **-

• ~aT ~asa>J >JOJOTO >JTP TUTl UAO cc. Y ununSnTZnA~n a>J4~soTq 

( f,y I "Zy I \y) UTUTAaZnA aT5a~ [ V 1 JOTuo~n(?op \ y I IV TT>JTp!;~O>J nq 
. .'fIE '" ... 

aA ! ~Ha5 >JTTT~~O>JTuo~n(?op JTq ZTuToA UT [~y ] oUTuo~n(?op Ja4 UT(IIt.JcY 1 >J0~ 
-oTo IT!;~o>J aA 'Tuo.%nQop ~Tq ZTuToA UT [4f .. y 1 OUTuo~n(?op 'Ja4 UT [ .. V 1 !WTTOTD au 

-ougzg5 TUTl TSoq T>JT TqT5L~ ~ J aA [11 UTUTAaZnA aT5a~ ( Y] ~Tq TPWT~ 

'JTp~DA TlTSoq OPTAOS ~oQ UTAaZnA a15a~ ~Tq IUOpUT(? 

'-TPTO aUT~T TlTqos Taa~ TjAa>J T>JT TlTqos Tonp Q~ 3 + ~ = J ut!;J0>J OUTSCWTO 

-L 
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~...... ~ 
5 - Dual KUre Uzerinde ~majlar.- Bir A dogrusunu gosteren A = a + ~a 

Co 

birim dual vektorU i~in ge~erli olan 

-'t S. ~ """> 
A=A.A=1 

bag J.nt!llSJ., yau...}iapJ. I e e~i t olan L dual kUresinin noktalau ile dogrular 

arasJ.nda bir e~leme yapJ.lmasJ.na yol ac;mJ.~hr; ~oyle ki bir lA] regIe yUze

yinin her A,' doguran7;ma L Uzerinde bir ~. noktasJ. kaqJ.hk gelir; 

06\, e At in dual imajJ. denir • [A ] yUzeyinin tUrn doguranlarJ.nJ.n imajlau 

L nin bir (~ ) egrisini olu~turur. (~ ) e [A J regIe yUzeyinin dual 

imajJ. denir. 

Eger LA 1 ve t: 1 gibi 

varsa ve [A 1 ' t 11 regIe 

iki regIe yUzey in bir A. ortak doguranlarJ. 

yUzeyleri A\ ortak doguranJ.nda aynJ. Blaschke 

uc;yUzlUsUne sahip iseler, [A] ve l A¥:1 in '" (vA. ) ve (u6\) ima:jlan, A I in 

imajJ. olan ~l noktasJ.nda tegettirler. 

L A 1 regIe yUzeyinin A, doguramna ili~kin Blaschke u<;yUzIUsUnUn 
l4\ ttl \;\) lo\) 

ani 

Vidalama ekseni A ve A in imajJ. v& olsun. tf:!A e LA ] yUzeyinin (~ ) 

imajJ.nJ.n ~l noktasJ.ndaKi dual egrilik merkezi denir. A\ ve 
(I) 

nJ.n ~ dual aC;J.sJ.~,ve~. noktalarJ.nJ.n dual uzaklJ.gJ.dJ.r. 

U) 
A doguranlan-

Sab.$. t dual egilimli bir [A 1 regIe yUzey inin ani ekseninin sabi t bir 

U dogrusu oldugu' kolayca gorUlUr. Ger~ekten (4) bagJ.nhsJ. gozonUne ahnarak 

(5) den tUrev alJ.nJ.rsa 

I ! 



bulunur ye buradan 

...,. 
dAtA) 
-=0 
ds 

9, -

'"':!lIt") ~ 
A = U = st 

bulunur. (A] nin A doguram U sabi t dogrusu He (/J sabi t dual ac;~s~ yaper. 

U dogrusu ile ayn~ (/J dual ac;~s~ yapeniium dogrular bir R kongrUans~ 

olu~tururlar, ye U sabit dogrusunun imaj~ v'1 He gosterilirse R nin imaj~; 

merkezi t.M, dual yar1c;ap~ ~ olan bir (':R ) kUc;Uk hiperc;emberdir; sabit 

egHimli [A ] regIe yUzey inin imaj~ ise (',R) hiperc;embedn bir (-'t ) 

<;ember! olacakhr. Ozel olarak A doguran~ U dogrusuna dik ise (dogrultman 

dUzlemli regIe yUzey) boyle bir yUzeyin imaj~ bir bUyUk hiperc;emberin bir 

(-'t ) bUyuk c;emberi olacakhr. Sir dik konoidin elf = ~, 4'0 = 0 ) imaj~ 

~ nin bir bUyUk hiperc;emberinin bir bUyUk c;emberidir. 

Bir [A 1 regIe yUzeyi ye bu yUzeyin bir A, doguran~na ili~kin ( A \ ' AJ.." A: 
U) 

Blaschke Uc;yUzIUsU gozonUne ahnusa ( A, ' A 2..' A, ) Un A ani ekseni bu 

uc;yUzlU ic;inde ekseni At. 6lan bir l Rio.)] konoidini, sabit uzayda ise [A ] nin 

mebsutu olan L At\)] regIe yUzeyini olu~turur. Buradan ~u sonucu c;~karabHiriz: 
r <.")1 ~"} r t4ll (t) l A in dual imaj~ (~ ) He gostedlirse l R .1 konoidinin iJTlClj~, lA ani ek-

seninin imaj~' olan ~l~) hoktas~nda (ottl e teget olan 'bir (~ ) bUyUk c;em-

bed olacakhr. 

\ \', 

Kaq~ t olarak bir [A ] regIe yUzey in in bir [A] bas~ h gononUne ahn~rsa 
j I 
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·~!T!qounTo apoj! aT~ TTTP T~lawoa6 ~TsoT~ TSTlUTRoq (OT) ~o~oTn~np 

-unTnq apuouQzQ6 nRnpTo~nTunzo Tonp ~Tq uaTT~aA uTu J aA nRnTunzn AOA UTU!ST~ 

-Ra Tonp (~) UTU S 'TRTT~ozn UTUT~oT(OWT I~ aA \ ~ IITU f/J opo~n8 . nTTZoA 
it 

J = S + f/J (OT) 

TRTTlT~a (L) ~O~OUTTO auouQzQ6 TS~lUTRoq (6) !~Tl~TwTT~aA aTT (L) TST~O Tonp 

f/J uTuuoTuo~nRop '_V aA 'V opunRnpTo nlnsqaw UTU ["'V 1 TAaZOA [ V ] . nTTZOA 

Sp d f = S (6) 

UT~T T[OWT Tonp 

(\){l) UTUTAaZOA aT6a~ [ V 1/e~Q6 aUT~n uTupaTTow~~:J a~4osoT8: !~H~TWTT~al 

-sQ6 nRnTunzn AOA UTUTST6zT~ ZORoq UTUTAaZOA aT6a~~ V~ aTT S opo~nq !WTTOAO~ 

( S )..,'1.. Pt = S p 

UT~T TuowaTa AOA Tonp TPWT~ 

. ~!p~aqwa~ ~OAOq ~Tq uOTO laRal OpUTSO!J:~OU \~ uOTO T(OW! 
-1\ 

Ul ~V ° l~if) uOTO T[OWT nilnp UTU [11/T[OWT p>np UTU I ~ 1 aA ~n~ 
-nl~nTo TPTOUO~ [~ 1 ~!q UOTO'V Tuas~a apUT~T OSOTZOA~O ( tv I"" V I \ V ) 

nsn~ROp'v 'aS~TTT~alSQ6 aTT 'vaA 'v Tuo~nROp !~T TT~TTT~~O~ eA 
.. oft 

-OT 
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