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E. C E S A R 0 NUN B! R T E 0 REM ! N ! N 

G E N ELL E $T ! R ! L M E S! U z ER ! N E YAP I L A N 
Q A L I $ M A L ~ R LA! L G t L t t N C E L E M E L E R 

GIRtS; E. Cesaro. bir (x) dlizlem eg;risinin ~ir x noktas1, Jl) 
eg;rilik merkezi ve ard11;l1k mebsutlar1n1n: x (a),x l3), •• •• ' eg;rilik 

l ' 

merkezlerinin ~erilmesi ile (x) eg;risinin x noktas1 kom9ulug;unda 
belirlenebireee~1ni gostermi9tir.[1]·~ ) 

B · Iio • • •• R V M" () ~ . .. (I) l(~) 1r uzay eer1s1 1Q1n, • on 1ses, x uzay egr1s1n1n 1 , 
1(3) d k Iio • 1 . k k 1 . d' . .. d'" 1 Iio" h l' , , ••••• ar 191 eer1 1 e sen er1 1z1s1n1n, uz em eer1S1 a 1n 
deki x(k~g;rilik merkezleri dizisine kar9111k gelebileeeg;ini dli9lin 
mli9 , aneak l(kldog;rular dizisinin verilmesinin problemin Qozlimline 
yetmedig;ini gostererek, Qozlimli tamamlamak iQin, l(k)dog;rular dizi­
si ile beraber, (x) uzay egrisinin teg;etlerinin olu9turdug;u aQ1-:~: 

labilir ylizeyin, eg;rimizin x noktasJ.:.ndaki osklilator dlizlem lizeri-
.-

ne serilmesiyle elde edilen dlizlem eg;risinin ard191k eg;rilik mer-
kezleri dizisini gozonline alm19t1r.[2] 

Ayn1 problem iQin F.Glirsan, (x) uzay eg;risinin lCk)eg;rilik ek­
senleri dizisine, (x) in mlilhak eg;risinin ard191k eg;rilik eksen­
leri dizisinin kat1lmas1 ile bir gozUm 01u9abileeeg;ini gostermi9-

tir·I3] 
L.Biran[4] , dlizlem eg;rilerinde eg;rilik merkezi kavram1n1n 

uzay eg;rilerinde dog;al kar91l1g1n1n Frenet liQylizllislinlin ACa) ani vi 
dalanma 'ekseni oldugunu dli9linerek, A(k)ani eksenler dizisinin ve­
rilmesi ile (x) uzay eg;risinin diferensiyel elemanlar1n1n belir­
lenebileeeg;ini gostermi9tir. L. Biran'1n Qozlimlinde, hesaplar1 k1-
saltmada bliylik yarar saglayan dual uzaydan yararlan1lm1 9t1r. (5] 

Eu konuda yaY1nlanan iki Qa119mayada k1saea deg;inelim. 
K E · (6' bl' ...... I k LB" d' " . A( k) • r1m 'J, pro em1n Qozumu 0 ara • 1ran 1n ver 191 ' 

ard191k ani eksenler sistemini alm19 ve,bu eksenlerin dual klire 
lizerindeki imajlar1n1nard191k dual kliresel eg;rilik merkezleri[7] 
oldug;una i 9aret ederek problemi kliresel egriler yonlinden ineele­

mi9tir. 
Nihayet C. Arf [8], yaY1nlad1g1 bir makalede, soz konusu' , 

olan problemin dogal Qozlimlinlin A(~)ani eksenler dizisinin oldugu­
na i 9aret ederek ayn1 sonueu dual bliylikllikler kullanmadaI1, reel 
uzayda elde etmi9tir. 

(~):Kr0ge igindeki saY1lar tezin sonundaki kaynaklar1 gosterir. 
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Biz bu qa11~mam1zda, once birdUzlem egrisinin diferensiyel , 
elemanlar1n1o geometrik tasvirini veren Cesaro problemini ince-
leyecegiz.!kinci bollimde bir (x) uzay egrisini gozonlinea11p bu 
nun l(k) ard1~1k egrilik eksenlerini belirleyecek ve problemin 
qozUmli iQin bu dogru dizisinin yetmedigini gosterecegiz. UqUncu 
ve son bolUmde, (x) uzay egrisinin A(k) ard1~1k ani vidalanma 
eksenlerini tan1mlayacag1z ve ACk)dogru dizisinin (x) uzay eg­
risinin diferensiyel elemanlar1n1n bir geometrik tasvirini plu~­
turdugunu gosterecegiz. 

I. B b L tt M 

o E S A R 0 NUN P R O_~ L EM! 

Yay uzunlugu s olan bir (x) dlizlem egrisini gozonline ala-
l1m. 

~-=.t(s) 

dire (x) in bir x noktas1ndaki teget birim vektorunU ~~ normal 
~ JI , 

birim vektorunii ~, egriligini f·ve egrilik yar1Qap1n1 T=R ile 
gosterelim. (x) egrisinin mebsutu (xt.]) olsun. 

-?ll) ~ 7' ( ." ) 
X - X + 1<52,. 1.1 

dire (:J1)) egrisinin yay uzunlugunu s('! teget birim vektoriinli 1,(1) 

normal birim vektoriinii ~~ve egrilik yar1Qap1n1 R(')ile gosterei 
lime (1.1) den tlirev alarak 

ds tl) dx 
-* ..... 
ds ds(')-

. d s~~ i(') = 
ds I 

dX' + 
ds 

dR . 
ds -:~ + f< d ~ ds 

y. + .AB.. Y. +1 R (- --L r.) , ds, R J 

ds(a) ~ll) dR-:7 -'s-= ·s (l.2) ds, d s t.. 



bu1unur.Buradan uygun i~aret seQimiy1e 

" 

dS(') 

cls == 
dR 
ds 

-;(1) = i 
I 2.. 

) (I. 3) 

yaz~l~r. (1,~·Y. .un ikinci bag~nt~s~ndan ttirev a1al~Dl\ 

dsU) 

ds 
d1,c') 
ds('} = 

Frenet formti11erine gore 

~ 

ds~ -ds 

ds~}. I . itl) = _ L :; 
ds Rt'J, R' 

dir.Buradan 

dS(I) 

ds 
I _ I 
RU) - -,. -R-
~(I) -7 
S, = S, 

veya (1.3Hi&\i1k bag~nt~slndan yarar1anarak 

R(I) =: - R 

-? ~ 

s~) -= S, 

dR. 
ds } (1. ~) 

3 

bu1unur. (1.3). ve (1.4) baglntl1ar~na gore (x) egrisinin (-2») 
mebsutunun x(l) noktaslndaki «(x) in xCI) egrilik merkezindeki) 

tegeti (x) in norma1ine, normali de (x) in tegetine para1e1dir. 
'. 

Eu ~eki1de devam ederek (x) egrisinin a;tid~~lk egrilik mer-

kez1erini ve ard~~lk mebsut1ar~n~ gozoniin(i! a1a11.m. (x'~~I)) egri-

. i (le) ><. • 1 . 1r 1...-" • d' ~ . ( (k) \ >4..1 • • • 
\s~n n x egr~ l.. .. mer .... eZlnln Q1Z 1.E>~ x .) et:Sr JoBl. l.(,{ln 



"-
ds(k) d R("-t) 4 

" . y(U) _ 5'(k .. ,) 
1\ ds Lk-.) 

-::;. 
. dst" ... i) ) 1- to 

R(kf = _ 1<.(k ... ). dQ,{k-,) 
. !(k) _ ~(k-') 

(1.5) 

d s (k •• ) I t- , 

ba~1nt11ar1 y'~ilabilir. 

ex) egrisinin bir x noktas1 ile bu noktaya ait and1~1k x('} ,x~Y, 
(rH) v • • • 

••••• , x egr111k merkezler1,kenarlar1 
ll) ,., (~) (n .. a) tn-tl 

xx ,~x , ••••••••• , x x 

olan en-I) kenarll bir qokgen olu~tururlar.Bu qokgenlin kenarIa­

r1 s1rayla ex) egrisinin xnoktas1ndaki teget ve normaline para-

, . J Cl) 1 I t&) t'J 1 h) / I b\-tj tn·Jjl (n·~) leld1J?·ler. xx -=R, x x :::R, ••••• , x x ::R olup 

(1.4) ve(I~5) bag1ntllar1na g5re bu uzunluklar Rile R nin ilk 

(n-2) nei mertebeye kadar tiirevlerine bag11d1rlar. Bu qokgenli..n. 

veya x,x tl),..... ,x{n-·)nokta dizisinin verilmesi ile (x') diizlem 

egrisinin diferensiyel elemanlar1nln bir geometrik ta.aviri elde 

ediltni~ olur. 

B ·· 1 d . f d d' 1 b' l' tt) Ln-J) kt 'u sonuq ~oy eel a eel e 1 lr: x,x , •••• ,x no· a 

dizisinin verilmesiyle . ex) egrisinin x(EJ) noktas1 kom~ulu~un­

daki 

_ t( s -th) =- )1(5) .,.. l. dtCs) + Ji... dtX(~ + ..... + h
q

• d"tls} + R 
I! ds 2! ds1. n! dsn . n 

aq1l1ml'¥. ve ~ nin lineer bir kombinezonu olarak belirlenmi~ 
I ~ . ~ 

olur. 0.iinkii bu af"'111mdaki d;t{Sl ) d1"t(sJ dnx(.~) " ~ ds ds t r···· H, dsn I 
tiirevlerinin herbiri r ve;: nin lineer kombinezonu olarak ya­

I ...72-

~nlabilir ve ka tsaY1.larl da R veR nin ilk (n-2) neL..meIrteb@ye 

kadar tiirevlerine baglld1r. 

O h Id Cl)' 1.) (n-I) kt d' , .. . 1 . ( ) a e x,x ,x , ••••• ,x no a lZlS1nln ver1 mes1, x 

diizlem egrisinin n yinci mertebeden diferensiyel elemanlar1n1n 
belirlenmesi veya ba~kabir deyimle n yinei mertebeden bir yak-
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la~~m~nln belli olmas~ iQih yeter1idir. 

11. B<JLUM 

A. BrR UZAY EGH+sININ AHDI$IK EGHILIK EKSENLER:t 

Bir (x) u'za'y egrisinin yay uzun1ugu s, x noktas~ndaki Fre­
-+ -a,. ~ 

ne·t liQyliz1lisli (.J, J 52.'~)' egri1ik yan~Qap~ R =. ; "burulma ya-

r~Qapl fr = ~ olsuu. ex) egrisinin x noktas1ndaki. egrilik mer 

kezi y ise, y den f.. binorma1ine Qizilen para1e1, egrinIi.n· x 
:3 

noktas~ndaki egri1ik eksertidir.Bunu 1(1), i1e gostere1im. x nok-

tas~ ex) egrisini gizerken l(J)dogrusu bir ag~labi1ir ylizey olu~­
turur:' Bu aQ~labi1ir. ylizeyin donlim ayr~t~ (xCI)) , bunull 1(1) e 

degdigi nokta da x(')olsun_lxyl-=R dir-lyx(il: A koya1~m. 

7(,) ~ -+ ~-:::? 
)< == )( .;- R ~1.. ;- 1'\ ~~ 

yazL)a~i1ir.lx(Q) egrisinin yay uzun1ugu 

b 1 fr'a) r;1 t"" 1" ., uru ma yar~Qapl ve ~rene uQYuz usu 

(2.1 ) 

s(1egri1ik yar~Qap~ 
.... (., ~(,)!it) 

(!, , s:. J ~) ~ olsun. 

(2.1) den s ye gore tlirev a1arak ve Frenet formli1leri ile 

dS(I) 

ds 
d~(J) 
ds 0) 

d X + d a. . ~ t R. d~ + d~ t +)." d 1;. 
d 5 d 5 t d s ds '.1 ds 

~ S (I) -:;(I} _ ( dR. _ 2.-) ? i~ (--R T d.A .. \ :;;r 
, - ds T . ~ . T d s ) .:'}.1 

yaz~l~r. Buradan da 

=/(,):: ? 
I :J 

o±du~u dikkate a11narak 

ds(') R d~ 
ds =-=r 1- ds I 

dR A-=- T. ds 

(2.2) 

-(2.3 ) 

H.(l) 
) 



bulunur. (2.2)den s ye g~re ttirev alarak 

dS{I). ~ . ->(1) = _ ~:::! 
, ds Rt') J!~ T·. 5'~ 

ve buradan uygtin yon seQimiyle 

~uJ ~ 
~2- ='Sz.. 

ve 

RCI
) = _ T ds~) = _ T (~+ dA) 

ds . T . ds 

la) d' 
R =--R-T. d~ 

eIde ediIir. 

(2.2) ve(2.4) bag~nt~lar~ gozontinti a11narak 

yaz~labilir ... 

-7(1) ~ 

SI -=~ 
~(l} ~ 

S1. = St 
1(1)= 1 

3 , 

6 

(2.~) 

(2.5) 

(2. ~) 

x h]egrisinin egriIik ekseni I (2)olsun.Bu<{:x(I) in y(&~grilik mer-

kezinden geQer ve i'i'}vektortine veya (2.6) n~n 3. e.;;itIigine 

.. ;! kt.... I ld' lCzl. ( .tt] ) ~.. d vd' x··' gore .!J_ ve' orune para e· 1r. n1n x' egr1s~ne eg 15~ , 
nokta x l 2.)olduguna gore 

~t2.) _ ~(,) n (r)~(,) "'\. (I) "-"(1) 
.)( -)<. +~. + 1\ "1= 

2. 71 
!""" 

~('1 -.:;. -+(,) ~ 
veya ~ ::: 'F' 1:' _ ~ oldugundan 

..Jt ~t' =>, -.I, . 
~l?) -= )~'ll) R ta)-: A tl);t 

T >t.+ .J, (2.7) 
yam..11r. 
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Buradan a ye gore tiirev alall.m. 

dl
tj 

dtll/ _dsC') d~h) (lR(') ~ (1) dt,. ·d').IJy ).I.} df, 
. ds . d!;(2.J - dS' 'CfS1i) + dS 2. +R Ts +dS ,t-.. ds· 
yahut 

dt~1} == f,(%) =1/')=?, ci1C,! _:2 (I) _ ~ 
ve -cl s (4) - 3'", - ~ 

oldugundan 

cls
L2J

.. ds
C,

) -7 dR
v

):::;? R,ll)(. I ~ I ~ di');:7 \(9, 1 
-d· '>=--d "S-t-d '3' .. 1- . --R 5'+-r · +d.s-~.+/I.-s >. S 3 S 2 I ~ 'R l 

ds(~r =. (_~) cJ~tl)\:f;- (~t'l+ ~(~)3?'+('p/'1 JtI)~ 
ds I . R + ds ) I cls t< z ds t- T j 3 

buradanda 

ve son ohill ... k 

cls(~ ...rt) d).{l) 
d5 ':- R 1- as 
dR ll) A tt) 
-+ - :·0 ds R 

dsuJ nb) \ 
--- T~ =0 ds T· 

dsttJ R(l) d)' (I) 
.. '"'"""" ~-... -- 1- · 

( f) ds 

-: .. _ R da.~t) 
ds 

,r' 

(2.<d) 

bUlunur.(3 .. e~itlik (2~.3) tin 1. formtilii ~~.e (2.5) dolaYl.sl.yla 

zaten gerQekle$ir.) Dig:tr taraftan (2.6',1)' y~ gore 

~(t)_ -?(., _ :;Z 
'5, - 53 - Sf 

~(tJ == ~(') =:-~ ( 2, 9) 
2.. 2.. ;, Z. 

~(t) ::-?,ClJ =-~ 
:>,3 I 3] 

dire ~(t~ ~ e.;iitliginden tiirev alarak 
I I 



Or 

dS{1} d f.Ll) _ d y 
dS' d S (\) . - Ts 

d S(z.) 1 
::t(l) = -L ~ 
.s l R.:>:z. ds-' R(~)' 

ve buradan 

8 

R (2.) =- R ds(tJ 
_ r< (_ R('J 1- dA (I))= _Rtl~R dA(a' (2.10) 

ds ' 1Z d~ ds 

yaz~l~r.Bu sonuc;lardan reklirans yo1u i1e 

~C2k} _ -? ~(2.k+l) _ .:;::t 
~ - y, ~ y, - 53 
~(2.k) ==;;! ~(2.k"") =- :;:2 
.:> 2.. .:> l ) ::> Z, 3" , 
-:;;(2..k) == ::::t ;;akTl) = ;:::r 
.::> 3 5"3 .J ,:) .3 'SJ 

(lk.) (tk: ... )· dX ttk-l) 

R = - R -r R. } . ds 
R(2kTI) =_ R(2.~ T .. d>.Ltk) 

ds 
A (2.k) == T. dR(lk) 

). ttk+l) =_ t_d_R_(_1IWJ ] 
ds 

(2.11 ) 

(2.12.) 

.f" 
(2.J3) 

bu1unur. l(k)( k~1,2,3, •••••• ,n) ard~9~k egri1ik eksen1eri goz-

.... 1 b 1 d.... .' '. . (k) onune a ~n~rsa un ar~n onum ayr~~~~~'~na degd~g~ x nokta1ar~ 

(k) () u) 'n·') tC\-J) 
i1e y egri1ik merkez1eri (2n-1) kenar1~ bir xyx 1 y •••• xy 

Qokgenini olul?turur1ar. by1eki, bu Qokgenin x(")ylk1kellar1ar~ ~ 
(lk) (tk-t'.l ~ . " ' (tk·,) It.k) 

dogru1 tusuna, y x kerar1ar~ f dogru1 tusuna, y x kener1ar~ 
-+ . J 1 

! do~ru1tusuna para1e1dir ve 
I . 

1 )( (Ic) ~ (k) 1 :::: R ( ") 

, .lkJ 1V(~i'I)1 _ A lk) IY ,.. ,-,. 
(~.I~) 

d~r. (2.12) ve (2.13) formli11erine gore Xyxbly"l •••• 4c\·'~l.n"SOkge!"!::_ 
ninin .. ~~(2n-l) say~daki kenar1ar~ R ve R nin ilk (2n-2)nci mer-
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'tebeye kadar 'tlirev1eri i,le 1J1 ve 1J1 nin (2n-3) lincu mer'tebeye 

kadar tlirevlerine bag1l.dl.r. ve\,bilinmeyen dogal eleman sayl.sl. 

(4n-3) dur.(2n-l) saYl.daki Qokgen kenarlarl.nl.n veri1mesi (4n-3) 

1 b 1 '. t Oh (l) (a) e emanl.n u unmasl. l.gl.n ye mez. a1de x noktasl. ve 1',1 •••• 

1(nkrdl.9l.k egri1ik eksen1eri i1e be1irlenebi1en XYX(dy(l) •••••• 

xln·!~(n-l~Okgeninin bi1inmesiyle, uzay egrisinin bir yak1a9l.ml. 

e1de edi1emez.Bunun igin R ve Tile bun1arl.n ardl. 9l.k turev1e­

rine bag1l. 2n-2 e1emanln daha bi1inmesine gerek vardl.r. 

~imdi (x) egrisinin te~:etleri tarafl.ndan olu9turu1an agl.~ 

1abi1ir yuzeyin ,egrimizin x noktasl.ndaki osku1a'tBr dliz1em .'~ 

lizerine seri1mesiy1e e1de edi1en (x~) egrisini gBzBnline:;ailia11m. 

(x) ve(x¥-)egri1erinin R egri1ik yar1gap1arl.,yay uzun1uk1arl. 

ve do1aY1s1y1a R nin ard191.k turev1eri e9ittir.(x¥) , dlizlem 

egrisi old~gundan bu egriye Cesara problemi uygulanabilir. Ya­

ni b1il egrinin x=x~ noktas1y1a bu noktaya ait ard191.k x=~,~ 

x~, ••••• ,x11\~'~ egrilik merkezleri dizisi verildiginde bu nok­

talar1n olw;l'turdugu gokgenin kenar uzunluklarl.ndan yararlanae 

rak R ve R·nin ilk (2n-3) uncu mertebeye kadar tlirevleri bulu 

nabilir. BByl~ce (x) uzay egrisinin yukar1da anlatt1g1m1z (4n-3) 

doga1 bilinmeyenind'en (2n-2) 'tanesi bu yolla bu1unmu9 olur. 

Geriye kalan (2n-l) tanesi de (x)egrisine ai t x·,y ,X(l),y('~ •••• 

• • '. ,xCn-l!y(n-"nokta dizisinin olu9turdugu\ (2n-l) kenav11 gokgen 
,... 00 W 

yard1m1y1a bulunabilir.O halde (x) e§;risi'nin ~lloktas1 ve 1 , 1 
. 1 

I tn) d k ?f.' 1 . k k 1 . d' . . 1 (. '*" i"f.' • • •••••••• , ar 191 e5r11 e sen er1 l.Z1s1ye XI e5r1S1n1n 

~,ii, .... ,x~n_tard191k egrilik merkezleri dizisinin verilmesi 

halinde bun1arla (x)egrisinin (2n) inci mertebeden yak1a91m1 
. . .' ... r~' 
~lde edilebi1ir.Bu, R.Von Mises in.9pzumlidlir.l2J 
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B. Bir ex) uzay e~risinin x noktas1 ve buna ait ilk n tane ar--
d1~1kv~grilik ekseniyle (x) in (z) mtilhak egrisinin (+0 x e 

kar~1 gelen Z noktas1 ve buna ait ilk n tane ard1~ak egrilik 

ekseninin birlikte veriImesi halinde de (x) egrisinin (2n) inci 

mertebeden bir Ylakla~1m1n1n belirlenebilecegini F .Giirsan [3 J 
gBstermi~tir~"GerQekten bu takdirde biri (x), digeri~(z)egri­

l~rine_ait, bunlar1n ard1~1k e~riIik merkezleri ve oskiilatBr 

kiire merkezIerinin olu~turdugu (2n-l) kenar11 iki Qokgen beIir 

lenmi~ olur.(x) e ait Qokgenin kenar uzunluklar1 R ve R nin : 

(2n-2) nci mertebeye kadar tiirevleri ile T ve 'Il nin (2n-3) iincii 

mertebeye kadar tiirevlerine bag11 idi. (z) miilhak egrisinin ~ 

egril{k yar1Qap1 R. ,b'j:1I'ulma yar1Qap1 T, ise Rt:::-T ve Ta= R oldu­

gundan (z) egrisine ait Qokgenen kenarIar1 'Il ve III nin (2n-2) 

nci mertebeye kadar tiirevleri ile'R ve R nin (2n-3) iincii mer+. 

tebeye kader tiirevIerine bag11d1r. tki Qokgen birIikte g~zBnii 

ne a11nd1g1nda bunlar1n toplam (4n-2) saY1daki kena:elar1, R '/ 

ve Tile bunlar1n ilk (2n-2)nci mertebeye kadar tiirevlerine 

bagI1 olur.Bunlar beraberce (4n-2) bilinmeyenli (4n-2) denk-

lemden olu/ilan bir denklem sistemi te/ilkil ederIer. bu sistemle 

R, T ve bunlar1n ilk (2n-2) nci mertebeye kadar turevIeri be~ 

lirlenebileceginden bu elemanlarla ex) egrisinin (2n) inci mer 

tebeden yakla/il1ml aIde edilebilir. 

.s 

denklemiyle tan1mIan1r. 

-:t(s):X(o) + f~d~ 
o 

(~: (x) egrisinin\ ~z) mliIhak egrisi 

, 

I.. 
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111. BlJLUM 

.}... REGLE yUZEYLER-; BLASCHKE FORrvH}LLER!: .. 

B\l~.boliimde "Girili\"k1Sm1nda da belirttigimiz gibi, bir".(x) 

uzay egrisin~.n.-· diferensiyel elemanlar1nln geometrik tasvirinin 

ard1.$1k ani vidalanma eksenleri dizisinin verilmesL1;Ue mlirn­

kun oldugunu gosterecegiz.BU ama<;la baZ1 tanlmlar yapacag1z. 

:f;roblemimizi dual uzayda (a-\-e. b ,C::::.O) inceleyecegiz·'-ve 
) 

bir A yonlu dogrusunu 7= a"+f."to dual birim vektoru ile goste­

recegiz. [5] BuI'ada 7, Ayonlu dogI'usuna paralal ve ayn1 yonde 

biI' t>iI'im vektoI', i\, ise ~ta~i1Y1c1S1 A dogI'usu olan ""/' kayan 

vektorunun uzaY1n sabit biI' 0 noktas1na gore momentidiI'. 

A ve A~ iki dogru, bunlar1n a<;1S1 'P ' ve ortak dikme uzun­

lug;u .da tb olsun.A ve A* dogrulaI'1n1n dual aQ1s11>::~tf:td1I'. 

Dual tI'igonametrik oranlaI' iQin 

Cos rp = Cos('P+£'fo)=COJ'f- f..fo Sv,f 

,Sin C/J = Si.n (l{) +E. fa) ~ S~t\f ;- E.. f()· us Y; 
tCl.t\4J ={an(f+£cpo)=·bu'~+E.fo (J+-tantf) 
Cottp = Co~ (f+ £ fo) = Coif -£ fo ((-r C,i

2f) 

(.3.1) 

e$itlikleri yaz1l1r. 

*" A ve A dual birim vektoI'leI'inin skaler QaI'p1m1 ve vektoI'el 

Qarp1m1 s1rayla 

A.A~:; Cos 1 ve 
~ ~'* ~ S· rh A><A=B. U\'t' (3.~) 

e$i tlikleriyle tan1mlan1I'.BuI'ada 1, A ve A* dogrular1n1n oI'­

ta~ dikmeleri dogrultusunda birim dual vektoI'dlir. 

, 



·12 
• ' ,I 

Bir [AJ regIe yuzeyini tanu!1lamak iQinA anadoe;r1.J.s1 nun du­

al vektBrli, reel bir s parametresinin fonksiyoIDl olarak verilir. 

~ ~ ~ '=' A '= A (s) = a (s) + E.. Q o (s) 

s parametresi, [A] nl.n (x) bogaz Qizgisinin yay uZ1J.nlugu 

olarak all.nabilir. A, ,[AJ nl.n bir anadogrusu, A~,[A] nl.n~x bo­

gaz noktasl.nq,aki
l 

normali (merkez normali) ve A
3

, x bogaz nok­

tasl.ndan A, 've At ye gizil~n dikme olsun. (A, ,At. ,A3 ) dik ligyliz 

llis'une, [AJ ytizeyinin AI e bagll. Blaschke ugytizhisti denir. 

du(s,= U' koyall.m. Blaschke foomulleri :;nmlardl.r: 

",' 

ds -7/ ~ 
Ft, -=PA t 

A~ =-PA.-t-Q~ 
-;;:, I ---+ 
H j -=-QA~ 

P ~ 
~P+ E.po -== '-l Ai 

(3.3) 

(~ -+/) ;?// ~ ~I ::t:) 
Q -= !f + £.~o = A, )< AI • H, ==- \ AI J At , H~ 

""It /2, 
Ptl 

(3.~) 

p ve Q,~]regle ytizeyinin A1anadogrusuna bagll. dual egriligi 
ve dual burulmasl.dl.r. 

B. BLASCHKE UQyDZLDSUNUN ANI VIDALANr'IA .l!JKSIDNi 

Bir[A]regle ylizeyinin A. e bagll. (A, ,At,Aj) Blaschke ugyliz­

ltislinii. 'gozontine alall.m. Bir AC
:' dogrusun!J.n l.~')birim dual vektBrli, 

-1J -+ ~ 
AI ,At-,Aj birim dual vektorlerinin lineer kombinezonu olarak 

veya 

A(" 
I 

~tll -;:? --+ 7 
A I -=- E, H, -t- E,I=lt. + £3 HJ 

3 

=L 
,:= \ 

E· ----+R' L . L (3.5) 
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~eklinde yaz~labilir. Burada E,)E~)E~,s nin dual fonksiyonlar~ 

olup Er:: ei. (s)+ £.e;.o (s) ve l~tl birim dual vektor oldugundan 
l. 2 2: EL ==, (3.6) ,./ 

dire "Bir am iQin A,tl'dOgrUSUnun, sabit uzaya ve (AtJAt,AJ ) 

liQylizl lisline:; bag-l~ uzaya gore sa bi t kald~g~nJ. varsayalJ.m. (3.5) 

bagJ.ntJ.s~ndan s ye gore tlirev alJ.rsak 

,,' 

dAta, ~ 7· ~ ~ 
----'- -= 0 = E, P A2. + El. (-p H,+ ~ rq3)- Ej Q R~ 

~ ( .)~ -+ o :::- Et? R, + El P- El Q Aa. +Ea.Q (:l~ 

bulunur. Buradan 

Et -==0 'le E3 =: ~ El 

yazJ.IJ.r. (3.6) ya gore 

~ p't 1.. Q El + Q1. El -=1 ~ E= I ~ p'l.+ Q7. 
ve 

elde edilir. Buna gore 

p P E - ~. E3-=Q ,- \)pt+Q 

A~')~ Q . A T P A. -= Q{t+pt, 
~ pt.+Ql.' ~pt-rQt l ~ pt + Q~ 

bulunu:!:'. (3.7) ile belirlenen A~'I dOg~usu ( A.,Aa~A3) 

(3.7 ) 

Blaschke 

iiQyUzliisliniin ani vidalanma eksenidir. Bu e~itlikten goriildugu 

gi~ .A~q dogrusu , Aa. merkez normalini dik olarak keser. 
• (I) rh VJ (11 JJ (f' 

Gimd~ A, in A, anadogrusu ile yaptJ.g~ r = r + £ 1
0 

dual aQJ.sJ.nl. gozonUne alalJ.m. 



~(., r('" C .. m (f) -.!1' S' rh (I) A, = rt, oS r + Hj '-0 r 

dir ve (3.7) ye gore 

tt> Q 
Cos et> = ~ plo;- Q~ 'le 

tl) P, 
Sin qJ= ~ P~;-Q~ 

dlup buradan', cl,a 

'I 11\(1) 
"'ta.n'fJ = 

p 
~ 

(3. ~) 

bulunur. Reel ve dual k~s~mlar~n~ ay~rarak yazarsak 

. to.n('/lt')-t-Ef:J
) = ~: ~ Po 

-Yo.n \t'+ Lf~) (I-t- ht.p(I») = ~ + 1° eo'l- 3e e , .' 9 
buradan da 

tan \fj(,)=L J 
I 9 (3,9) 

'f ;lJ = Po 9 - '10 e 
p~ -t Cf2. 

14 

elde edilir. (3.9) bag~nt~s~nl.n birincisi At ile A~')dogrularl.-' 

nl.n y~ptl.gl. aQl.n1n tanjant1n1, ikincisi ise A~qile AI aras~n­

daki en k1sa uzakl~gl. verir. 

c. ARDI§IK AN! V!DALANMA EKSENLER! 

A, dogrusu rAJ regleyUzeyini olu~turdu~nda (3.7) dual 

vektorel denklemiyle verilen A ~I) dogrusu da bir [A(a~regle yi.i-
. [ (Sl . . Ca) . (I) 
zeyiniolu:;lturur. , .. A J 1n dual egr11i~i P, dual buru1mas~ Q 

ve [Ah~in bogaz Qizgisinin yB;y uzunlugu sW olsun. 

(:3.7) den s yay uzunlu~na gore tUrev all.narak 
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....". -'" ) dsltl 
pta) ~I) ~ !lA 1- QAJ . (PQ'_Q p' 

ds' 't - (p1..+ Q1..)3/t . 
(3. \ 0) 

. (tl l. 
bulunur. Bu ba~~nt~, At do~rusunun da At yi dik 01arak kest~-

~ini gosterir: •. (!5.7) ve (3.10) bag~nt~1ar~ [A~'1YliZeYinin AC,'l e 

ait xlt)bogaz' 'noktas~n~n A2,. lizerinde bulundu~unu ve (A~I),A~',A~) 

Blaschke liQyliz1lislinlin liQncli ayr~t~ olan A~ lin,[A] ylizeyinia A~ 
merkez normali ile Qak~~t~~~n~ gosterir. Buna gore 

~(I) ~ () A3 == At ,3.11 

yaz~labilir. x ve Xli) noktalar~ AI ve A ~'} dogrular~n~n ortak 

dikmesinin ayaklar~d~r. (3.9) formlillinlin ikincisine gore .. 

, )<. X (1)1 -== 'f (,) = Po ~ - q 0 p 
. . 0 pt -+ 9l. 

dire (3.11) den s ~e gore tlirev al~narak 

- ~s('~ Q('~ ~~) ==-pR;+QA; (3,12) 

bulunur. (3.10) ve (3.12) bag~nt~lar~ndan 

~ - pQ/_Q pI ) 
Q (I) - I ~, _, \ 11. ( 3 .1:3 

elde edilir. [A(~ yiizeyinin A~'J anadogrusuna bagli (A(,'),A~J,lJ) 
Blaschke. liQylizllisiiniin ani vidalanma ekseni A~t) ol~un. A!'} ile 

A~~laras~ndaki dual aQ~ )Al2)ise (3.8) ve (3.13) e gore 

+an mU.} - pta} _ pg' - Q pI 
't' - Q(" - (p~ T qt)3;~ (3.14) 

d~r. Buradan reel ve dual k~s~mlar ayr~larak 

I 0' (a) e q - 9 l- • 

tG.l\ f' = (pI. -t 92.)'h 
(3.15) 
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ve 

"~"_ (pl+qa)( P. 'l'+q:p- 9.P'-P:~) -l (pP. +«1'1.) (p,,'- ~p,) (ol,.+01)Yt (3.\,) 
( pto -1- 9 to)3 + ( f' q I - C) p') 2. l -I 

elde edilir. A~~' in bo~az noktasl. olan x(~)ile x(l) nokta1arl. 

A~1J i1e A~') do~r4Iarl.nl.n ortak dikmesinin ayaklarl. OIUP' i')x(2.)r=f~~] 
dl.r. 

Ardl.lill.k A(,k} (k ::1,2,3, •••• ,n) ani eksenlerinin olulilturdug;u 

[A tic'] regle yuzeyler dizisini gozonUne alall.m. [ A("·'}}yuzeyinin 

(ACk·')ALk·')Alk.,"- BI k.... 1" .,.. . k '. ACH).. [ALk)] 
I ' ~ , 3 ') asch e uGYuz usunun anl. e senl. ,dl.r. 

yuzeyinin dual egriligi plkJ, dual burulmasl. <Q£.k) , ardl.lill.k A (14·,) 
I 

(kJ . . lk) ,A U<) JJ (le] 
ve A, ani eksenlerl. arasl.ndakl. dual aQl. ~= ~ T ~\o 

olsuri~ (3.14) formulunden 

L rf.(f<)_ \' (J)(k) .0(k)1_ p(k.~IQ{k"2.)_ Q(\4-~ P'Ck-&J 
1: 0.0 'fJ - t Ol(\ 1 + G. T 0 J - --;:-:~----:~-:---...:.....--.:.....--.",..-

. [( ptk.-t) ) ~ T ( Q tk-a.»)~]3/2. 
(3.1'7) 

\f}tk) tk-.,. tkl. . .. 
yazl.ll.r. Burada T ' A, l.le AI anl. eksenlerl. arasl.ndakl. reel 

aGl., 'f~k) ise bu eksenlerin bo~az noktalarl. arasl.ndaki 'x("·'~lk.), 
uzunlugudur. 

9imdi [A J regIe yuzeyinin aGl.labilir yuzey oldugunu varsa­

yall.m.; Bu takdirde 

po=o , qo=\ ) P:::j' J Cl:'?: 
oldugu bilinmektedir. Burada f ve 7.' aQl.labilir yuzeyin (x) 

donlim ayrl.tl.nl.u egrili~i ve burulmasl.dl.r. Bu durumda (A, ,At ,A3 ) 

Blaschke uQyuzlusii, (x) e~risiniD (Y,,~, ~ Frenet uQyiiz­

lusli ile Gakl.lill.r. ve A~" dogrusu uGylizlU1!1fu\{ani vidalanma ek-

sEmi olur. 

Gozonline aldl.gl.ml.z bu dur~mda (3.9) , (3.15) ,Ye (3.16) 

formlilleri 



/ 
-b1n '-f (I) 

'P~I)== I ~)<tl) I 

9 
7 

= _ ---7-f ____. 
g't.+ rzt 

. tan ~l1.) -= f7.' - r"[ If' 
(ft+ 7 1 )3/2-

f~1.) =1 )«")«1.)1 = H f\'Zt)j"- 37 (S''l'-H')! ('5\7}2. 
( ~t+rzt)l + ( 'i rz/~ 7 ~/)i 

~eklini al~r1ar. 
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(3~1~) 

Buradan (3.17) formlil.ii. de dd:kkate al~narak [A] regIe ylize 

yinin aQ~labilir ylizey olmas~ halinde ~u sonu~ Q~kar~l~r. !ki 
-,' (le-,) 04. .. . .. 0 (1<) -. 

ard~~~k AI ve A I an~ ekseni ·aras~ndak1. T' aQ~s~ 1.1e bu 

... t/k) r (~~,) (k)1 dO€:5rular~n To == x x en k~sa uzakl~€:5~ '$ I 7.. ve bunlar~n 

(k-l) inci mertebeye kadar ard~~~k tlirevlerinin fonksiyonlar~-' .' 

d~r. 

Gimdi , A, dogru'suyla 
tll ttJ (n-I) . 

A, ,AI , •••••• ,A, ard~9~k an~ ek-

senler dizisinin:'.verilml~ oldugunu varsayal~I1. Bu durumda 

f tl J, f (t), ........... ) f (n-I) 

aQ~lar dizisi i1e 

'P~'} } f~t) ) . __ . ~. _ .. H.) f~n-') 

en k~sa uzakl~klar dizisi belli olur. Her iki dizinin de teriJB~ 

leri S' ve I"'( ile bunlar~n ilk (n-2). nci mertebeye kadar tlirev-

1 . b Xol d D 1 1 A ACI} A(n-I}"d' , , , er1.ne ae, ~ ~r. 0 ay~s~y a ," , ••••• ~., " ~z~s~n1.n ve-

rilmesi halinde (2n-2) bilinmiyenli (2n-2) tane denklem elde 

edileceginden bu A(k) dogrula:t' dizisi 
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o d~ 
") -) 

ds 
d1. f 
ds t 

J ... " • • -) 
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d n-\~ . d'l' ' dt'l d"-1.r-z 
dsn-2. J "l J ds J ds2. J ••••• , ds"-1.. 

diferensiye1 e1eman1ar~n~n bir geometrik .tasvirini verir. 

Burada ~unu da be1irte1im ki; A~k} ani eksenleri (k:::.1 ,2, ••• 

••• ,n-l) t d~1~Y!1.s~Y1a f(~ f~lt)denklemleri (x) uzay eg;risiniD 

~(s+h)~j(S)-t..b... dt(Sj +.!i'. dt.~'cs)+ ..... + h" dnl(~)+R 
I! ds t!. ds'2. . ,f n! dsn· n 

. (~~ ~ 

a~~I~m~ndaki d 't(S/ttirev vektorlerini, ba~ka deyimle (x) eg;risi­
cls 

nin n yinci mertebeden bir yakla~~m~n~ belirlerler. 

,J' 
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