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I, 6G1R1S

Bu ¢alismada dual blylklilkler kullanllarak, ¢ boyutlu
EUCLID uzayinda hareketlerin bilesimi incelenmis ve bazi uygu- =

lamalar yapilmistir.

II. bolimde, callsmada faydalanllan baz1 tanimlar ve

' formﬁllef aciklandiktan sonra III. b8lumde bir EO.Sabit sig=-

temine gdre hareket halinde olan.Ei~sistemleri (1= 1,2,35...,0)

gdzbniine alinmis ve (Ei+l/Ei) hareketleri bilindigine gbre

(En/EO) hareketi belirlenmigtir.

IV. b&liimde bir dﬁzlémin sabit bir dlzlem itizerindeki

kayma hareketinde baz ve rulant egrilerinin genellestirmele-

ri olan eksen ylizeyleri ve dual yuvarlanma tanimlanmigtir.

Nihayet‘v. béllimde, bahis konusu olan dlizlemsel hare-
gini, baz ve rulant egrilerinin egrilikleri cinsinden veren
Euler-Savary formiliniin bir genellestirilmesi yapilmis, sabit
bir‘sistemé gbre hareketli bir sistemin bir X dogrusu tarafin-
dan olusturulaﬁ [X] reégle ylizeyinin dual kiresel egriligi, ha-
reketin baz ve rulant ylizeyleri olan eksen ylizeylerinin dual

kiresel egrilikleri cinsinden belirlenmistir.

VI. bdliimde hareketlerin bilesimine ait bir uygulama

verilmistir.
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[1. HAREKETL! BIR UCYDZLONON ANt HIZI

: ’ 3
(3Y I = w + €W = .E A

4y G =

Sabit bir sisteme g&re hareket halinde olan bir Ox XyXq

dik Ugylzliyl gdzdnline alalim; Ox eksenine ait birim dual vek-
> > > S
tor X = x + ex, olsun (821= 0)

. ) . ’ > 3 )
O:xi eksenini gdsteren dual vektdri Xi ile, t zamanina-
ait tlrevi de ' isareti ile gbstererek

(1) X o= - ALY o+ AX
i ” 37k k™9

formlilleri elde edilir; burada i,j,kbile (1,2,3) Un bir ¢ift

pérmiitasyonu gbsterilmistir ve

(2) A, = XU.X
;KR

dir.

Birim olmayan

> -> -

. ~ e . > ~ . e e .o >
hareketin dni eksenil, w dnl ddnme vektorld, W,

ise 0 noktasinin

hizidair,

(5) h =

N -

>
w

. -5 :
&ni hareketin adimidir; I ya Oxlx2x3 Ugylizllislinin ani hizi de-

nir.



[ OX1X2x3 ‘lUgytzlisline bagli'bir X dogrusunun birimbdual"
Lh vektériintin ' tirevi, : ' i
- (6) Xt= T ~X

formiili- ile verilmistir.

| Ozel olarak Oxlxzx3 lUgylzllisl bir [X]regle yuzeylnln e
asal ucyuzlusu olmaszi hallnde ylizeyin (x) bogaz ¢lzgisinin
bir' x noktasindaki X ana dogrusuna ait birim dual vektoru
’kl; x deki ylzey normalinin ki X2 ve Xl’ Xi ile bir dogru
yonlid deylzlld olusturan x nokta81ndak1 teget X3 dir. Bu &zel -

halde (2) dual buyukluklerl

’3.".'.‘7_ | A l - Q
bg =P

{ dir ve (3) formild

fL (8) A ['=0QX) +PXg
(4) ise
. QXq *+ PXg
(9) ¢ =
AR

seklini alir. P ve Q dual biytklikleri [X] regle yﬁzeyinin

‘sirayla dual eprilipi ve dual burulmasidir:

[t}
}‘
fd
N

(P = p+* Ep,

n

(10) Q= g+ &qg

) ds = P dt

i,

b dir. ds, dual yay élemanidir ve gdzdnine alinan halde (L)--for=- .-

" miilleri



o —

k:i_: *o4 Pg(z 4+ &

S (1) Xy = -PX, + * + QX
—»'*_ -+
X3

olur. [X] 'in ) dagilma parametresi
PO

dir. (9) formiildl ile tanimlanan G dogrusu [X] ylizeyinin x

‘bogaz noktasindaki X, normalini .dik olarak keser; ‘G nin Xi

2 ;
anadogrusu ile yaptigi dual aciyi ¢ = ¢ + EWO ile gbsterelim;

(13) o= 2< cotg 9

el @)

dual biiytkligtne [X] yizeyinin dual kiiresel epriligi denip.

(10) ifadesinin ilk ikisine gore

(14) o =

dir.



e S

@an ot =T, +T o

ITT, HAREKETLERIN BILESIMI

Eo sabit bir sistem olsun; hareket halinde n tane

Ei sistemlerini (i=1,2,3,...,n) g&zdbnine alalim.

E.

(15) (=2rLy o (i=0,1,...,m)

'Ei

~hareketleri bilindigine gdre (En/Eé) bilegke hareketini ara-

yalim.

. En nin bir dogrusu X ve bu dogruyu gdsteren birim

~dual vektdSrl X olsun. Eg nin Eh ye glre hareketinde X in

tﬁrevini (X.')g/h ile g&sterelim;

> 1 e -+ 1 -+
(16) KTy g =y ey g KD

. R . . ao s * .
yvazilir, Eg nin Eh ye gbre hareketinde ani hiz F?/h olsun;

o}

(6) ifadesi. g&zbnline alinarak (16) bagintisi

-

I|n/0

+ -+ - R -}){
X r .+ Fn/n-l
yazilirs; X, E_ nin herhangi bir dogrusu oldugu gdzdnline ali-

nirsa

-

n/0 170 % Toy1 T /n-1

olmalidir; (17) formiilél hizlarin bilesimini wverir.
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IV, EKSEN YUZEYLER?

EO sabit uzaya gbre hareketli Oxlx2x3 Ugylzlislinln

nd Te (3
ani hizi T, 8ni ekseni

-

r

®

olsun. t zamani degistigi vakit Gy dogrusu sabit uzayda bir
[Gl]s eksen regle ylzeyi olusturur; bu G, dogrusu 0%y x,X,q
sisteminde de bir baska [Gl]h eksen regle ylizeyi olusturur.
Her t aninda [Gl] 've [Gl]h ylzeylerinin bir G, ortak ana
dogrusu vardir. Oxlx2x3 Ucylizllye bagli uzay El;'[Gl]h y -
zeyinin '(G1’62°Gs) asal Ugylizliistine bagli uzay E, olsun;

= @
<G1>2/0 (6 )1/0 A RE VA1
dir; Gl dogrusu (El/EO) hareketinde ani eksendir, su halde

(G = 0

(61)1/0

oldugundan

(a!

172/1

(18)7 , (61)2/0

bulunur. Bunun sonucu (10) formiillerinin birincisine g&re,
gbzbnlne alinan anda [G ] ve [G ]h yUzeylerinin asal nor-

malleri cakigir ve su halde iki ylzey aynl (G GQ,GM) asal

ucyuzluye maliktir. Bundan baska, (18)den
Jep? o= (G')2
2/0 2/1

ve (10) formillerinin ilki g&zdniine alinarak

(19) . V=P =P
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T

yazilir: [G‘l]S ve [Gl]h ylizeylerinin dual egrilikleri egit-
tir. Diger taraftan (12) esitligi gézénline alinarak iki ylze-

yin dagilma parametrelerinin de esit oldugu gdrilir..

Bu 8zellik, [Gl]s ve [Gl]h ylizeyleri arasinda G, ana-

dogrusu boyunca "rakordeman" vardir deyimi ile de ifade olunur.

(18) egitliginden

PS dt = Ph dt

ve (10) formiillerinin lclnclst gdzdnine alinarak

dSS f dSh

'ya21llr; [Gl]S ve [Gl]h ylUzeylerinin her an dual yay eleman-

lari esittir; buradan, C bir dual éabitilgéstermek lizere

S. -8 =¢

elde edilir. Bu sonucu s&yle ifade edecegiz: Dual yuvarlanma

olup‘[Gl]h ylzeyi [Gl]s lzerinde dual anlamda yuvarlanir.

[Gl]S e hareketin baz'i [Gl]h ye rulant'zy denir.‘

(17) bagintisi gdzdniine alinarak

(20) I'yg = T

yazablllr;gg Pl/O’ Oxlx2x3 ucyUzllslinlin &ni hizidir ve bunu

yukarida [ ile g&sterdik; su halde (20) bagintisa

(21) I =1, - T,y

-

yazilir; burada Fz/o.ve Fz/l sirayla [Gl]s ve [Gl]h ylzeyle-

rinin asal Ueylzlilerinin ani hizlaridir; su halde bu iki c-
-

-5
ylzllntin &ni eksenleri Gs ve Gh olduguna gdre



(22)

dir ve (21) formiili

(23) rg, =TI g -T.G

RY

seklini alir. @ 'él = 1 dir ve (9) formild g&zdnline alinarak,

M+
M+

. QS
(o7 . 2
[Pg ™ Qg ,
(2u)
AL Qp
| NP Qo

yazilir; (8) ifadesine gére

_ o2, 2
I‘S PS' QS
(25) . -
Ty m VR o

dir. (24) ve (25) gdzdnline alinarak (23) formiilti
I' = -
Qe — Qy

ve (19) bagintisina gbre

(26) Loge_
v PS Ph
yazilir,
Q Q, , .
Burada Pb ve p— Dbliylklikleri sira ile [c 1 ve [Gh]
S h. - s

ylizeylerinin dual kiiresel eprilikleridir ve (13) formiliinden -



——i

i
a

cotg ¢S
(27) |

P = cotg ¢h =

1
q

yazilir ve nihayef (26)dan

(28) | 5.': oy

elde edilir.
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V. GENELLESTIRILMIS EULER-SAVARY FORMOLO

Oxlx2x3 hareketli'ﬁcyﬂzlﬁoﬁnﬁn bir X dogrusu tarafin-
-dan olusturulan [X] regle ylizeyinin . dual kliresel egrlllgl o

: olsun,vc y1 veren bir bagint:i hulmak istiyoruz,

‘ (Gl’GQ’G ) ucyuzlusunun Gl ve G ayritlari 1le X dog-~
rusunun yaptigr dual agzlar ¥ ve 0 '

' X . él =-¢os Yy
(29) |
i . és = Cos f
dir,
0y %,% loylzlidstntin &ni hizi burada da 7 = TQ ile

g&sterelim (6) bagintisin: g8z&niline alarak
~(30) K= T (B
ve her iki tarafin X ile .vekt&rel ¢arpimini yaparak

XXt = TR B0%0) = G - (LB )X

yaziliry (29)'un ilk esitligi g&z®niline alinirsa

(31) XX = F(él - X . cos ¥)

bulunur. $imdi (30) dan tirev alarak &"4yﬁ hesaplayalim;

-

X = Tt (B0 + T(Eak ¢ B Ry
yahut (11) in ilk form{ilti, (18) ve (30) bagintilari gdzdniline
~alinarak ‘
-)"="—>A-> -»A—» 2—»A~>A—) :
X I'(e ~Xx) + IV (6,~X) +_r [G~ (6 ~X)]

vevnihayet
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(32) X" = T'(Gy2 X+ TV(G,~X) + T'2(C..cos ¥ - X)
| : (6 6, 1+ €08

elde edilir. Simdi (X~X') . X" karma carpimi hesaplayailm.

(G ~X) . Gy =0 |
| (G2°X).Gl f (Gl“G2).X = X.G3
oldugu ve (29) bajintilari ile (30) ve (32) den

(33) ' (X~%"). %" = T%(V.cos 6+ TI'.cos ¥. sin?

v)
bulunur. Diger taraftan (30)dan

X = 1% sin’y

yahut

(31) (x12y3/2 _ 03 58

dir. (14) fdrmﬁl&nde (33) ve (au)vgézénﬁne alinirsa

2

_ V.cos 6+ I'.cos V. sin® V¥
o = —3
'y sin™ vy
yahut
g = 1439§~9 + cotg Y
I'.sin™¥
yazilir; burada
p = cotg ¥
ve % yerine (28) deki ifadesini koyalim,
(35) | (6 - p)(o_ - g, ) = 205 08
S *h .3
o sin” V¥

elde edilir. Hareketli lcylizliinlin bir dofrusu tarafindan olug-
turulan regle ylizeyin dual kliresel egriligini, baz ve rulant
ylzeylerinin dual kiiresel egriliklerine bapli olarak veren (35)

formiili genellestirilmis Euler-Savary formiiliidiir.
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VI, }HAREKETLERIN BILESIMINE AiT BIR UYGULAMA

Sabit bir E sistemine gdre hareket halinde olan'El ve
E, sistemlerini g&z&niine alallm. (EQ/EO)’ (E2/El), (El/EO)
hareketlerinin &ni hizlari i¢in (17) bagintisa

5

> >
(36) r =T + T

2/0 2/1 1/0

yazilir. (EQ/EO), (E2/El) ve (El/EO) hareketlerinin &ni ek-.

senleri olan G2/O’-GQ/i ve G dogrulari ayni ortak dikmeye

1/0 A
malik olduklarindan ayni rektikongriiansin dogrularadir.

Simdi bir Eg sabit uzayinin X1 Xi gibi iki sabit dog-
rusu etrafinda helisel'hareketler halinde olan El ve E2 sig~-

temlerini gdzdnline alalam.

Konumuz, (EQ/El) hareketinin G ani eksenini belirlemek-
tir. Biraz yukarida isaret ettifimiz gibi bu G dogrusu, ekse-
ni (El/EO) ve (EZ/EO) hareketlerinin ani eksenlerinin ortak
dikmesi olan rektikongrilansin bir dogrusudur. Burada (El/EO)
hareketinin &ni- ekseni Xl dogrusu, (EQ/EO) hareketininki Xi
dogrusudur. Su halde G &ni ekseni Xl ve Xi dogrularinin A or-

tak dikmesini dik olarak keser.:

G yi belirlemek ic¢in (36) bagintisandan

Porr = Tozo = Tiso

- -

dir ve F2/l’ FQ/O’ Fl/O dni hizlarinin dual skaler biytklik-
lerini F2/1’ F2/O’ Fl/o 1le gbsfererek

-

S

P16 = Toyp X1 = T1/0 %4
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yazrlir. Bu baglntlnln,é ile vektdrel ¢carpimi

-br*’\-b - —;A-»
(37) FZ/Ohl G Pl/Oﬁ,G
verir.
Simdi G ve X4 dogrularinin dual acisini ¢ = ¢ + ET
ve G ve X* dogrularinin dual acgisini ¢* = 9% + EW* ile goste—

relim ve bu acilarin G den itibaren olculduklerlnl farz ede-

lim. Bu iki dual acinin farki X, ve Xi sabit eksenlerlnln

1
dual ag¢isidir ve su halde sabittir;

(38) ¢ - % = K = K + ek, = Sabit

X

nin dual birim vektoéri A olsun, (37) egitligi

1 Xf ve G dogrularinin ait oldugu” rektlkongruan81n ekseni~

r A . sing* =T

2/0

1/0 A'. sin ¢

yazilir ve buradan

(39) F2/0 sing¥* = Fl/O . sin ¢
bulunur.

I11/0 T wt Ew,
(40) FQ/O = w* + Ewg

koyalam; (39) bagintisi

(w* + ewg) sin ¢* = (w + ew ) sin ¢
yahut

w* + g :
(41) o _ 51q*$

w + E(Uo‘ sin

b=
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yazilir. Eger (41) 'in birinci tarafi sabit ise

s1n ¢ = sgbit

sing¢®

ve (38) bagintisi gbzdnline alinirsa

¢

E

¢

Sabit

f

Sabit

bulunur. Su halde G dojrusu E, ve E2 uzaylarinin her birinde

sabit dual egimli ylizey olusturur.

$imdi C bir dual sabit olmak {izere

W+ ewg
(u2) . _— = C = + Eco
' + ew
) o

bagintisini inceleyelim. (42) de reel ve dual kisimlari aylra-

lim:
*
)
w - °
(43) % ®
w.wg = Wt W, o
2 o
W
(43) Un ikinci bagintisa
ot 9 Y
(h4u) I (757‘__(»_) = CO

LY

seklinde yazilabilir. (El/EO) ve (EZ/EO) helisel hareketlerinin
adimlari h ve h* olsun. »

[

O
h = —

W

. w*
h" *

w .

dir. (43) Un ilk esitligi g&zdniine alinarak (44) bagintlslndan
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Cq
*_ = e
h h S

bulunur.

(El/EO) ve (EQ/EO) helisel hareketlerinde ddnme hizla-
rinin w*/w ve adimlarinin h* - h farki sabit kaliyorsa,
(EQ/El) hareketinin [G]S baz ylzeyi ve [G]h rulant ylzeyi sa-
bit dual egimli ylizeylerdir.
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