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I ,;G t R t S 

Bu callernada dual bliylikllikler kullanllarak, lic boyutlu 

EUCLID uzaylnda hareketlerin bileeirni incelenrnie ve bazl uygu

larnalar yapllrnletlr. 

11. b5llirnde, call~rnada fayd~lanllan bazl tanlrnlar ve 

forrnliller aClklandlktan sonra 111. b5llirnde bir' Eo .sabi t sis

~ernine g5re hareket halinde olan Ei sisternleri (i = 1,2,3, ... ,n) 

g5z5nline allnrnle ve (E·+I/E.) hareketleri bilindi~ine g5re 
1 . 1 

(En/EO) hareketi belirlenrnietir. 

IV. b5llirnde bir dlizlernin sabit bir dlizlern lizerindeki 

kayrna hareketinde baz ve rulant e~rilerinin· genelleetirrnele

ri olan eksen ylizeyleri ve dual yuvarlanrna tanlrnlanrnlet1r. 

Nihayet V. b5llirnde, bahis konusu olan dlizlernsel hare

kette hareketli dlizlernin bir noktaSlnln y5rUngesinin e~rili

~ini, baz ve rulant e~rilerinin egrilikleri cinsinden veren 

Euler-Savary forrnlillinlin bir genelleetirilrnesi yap1lrn1e, sabit 

bir sistern~ g5re hareketli bir sisternin bir X dogrusu tarafln

dan olueturulan [X] regIe ylizeyinin dual kliresel e~rili~i, ha

reketin baz ve rulant ylizeyleri olan eksen ylizeylerinin dual 

kliresel egrilikleri cinsinden belirlenrnietir. 

VI. b5lUrnd!3 hareketlerin bileeirnine ait bir uygularna 

verilrnietir. 
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II, HAREKETLl BIROCYOZLONON ANt HIZI 

Sabit bir sisteme gBre hareket halinde olan bir Ox
I

x 2x 3 
dik liCylizlliyligBzBnline alal1m; Ox eksenine ait birim dual vek-

-+ -+ -+ 2 
tBr X = x + EX olsun (E = 0) o 

-+ 
'Oxi eksenini' gBsteren dual vektBrli Xi ile, t zaman1na 

ait tlirevi de ' isareti ile gBstererek 

(1 ) 
-+ 
X~ 

1 

) 

-+ -+ 
L'ljXk +L'lkXj 

formlilleri elde edilir; burada i,j,k ile (1,2,3) lin bir cift 

permlitasyonu gBsterilmistir ve 

( 2 ) 

dir. 

( 3) 

L'l. 
1 

-+ -+ 
= Xj'Xk 

Birim olmayan 
-+ -+ -+ 
r W + EW = o 

3 
L -+ . L'l.X. 

1=1 1 1 

dual vektBrli te~etsel hareketi karakterize eder. 

( 4 ) 
-+ 
G 

-+ 
r 

r+2 ,; r-
-+ -+ 

hareketin ani ekseni, wani dBnme vektBrli, Wo ise 0 noktas1n1n 

hlz1d1r; 

( 5 ) h = 

-+ -+ 
w·w 

,0 

-:2 w 

-+ 
ani hareketin adlmldlr; r ya Ox1 x2x 3 liCylizllislinlin ani h1Z1 de-

n1r . 
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Oxl x 2x 3 liCylizllisline ba~ll;birX do~rusunun birim dual 

vektorlinlin'tlirevi, 
-+ -+ -+ 

(6) X I = r -:'X' 

for'mlilli· ile verilmi:;;tir. 

~zel olarak Ox
I

X2x 3 liCylizllisli bir [X)regle ylizeyinin 

asal liCylizllisli olmasl halinde ylizeyin (x) bo~az ~izgisinin 

bir x noktaslndaki X ana do~rupuna ait birim dual vektorli 
-+ -+ 

Xl' x deki ylizey normalinin ki X2 ve Xl' Xt ile bir do~ru 
. -+ 

yonlli liCylizlli olusturan x noktaslndaki te~et X3 dlir. Bu ozel 

halde (2) dual bliylikllikleri r1 ~ Q 
D. "" 0 

D.
2 

==p 
3 

dir ve (3) formlilD 

-+ . -+ -+ 

( 8 ) r =QX 1 
+ PX 3 

(4) ise 
-+ -+ 

-+ 
QX l + PX 3 

(9 ) G 
j p2 + Q2 

:;;eklini allr. P ve Q dual bliylikllikleri [X] regIe ylizeyinin 

slrayla dual e~rili~i ve dual burulmasldir: 

P = p + s p = 
0 

rx;:z Xl' 

(10) 1 Q = 
(X ~ - X I) X" 

q + C q = 1 l' 1 
0 X 12 

1 

dS := P dt 

dir. dS, dual yay elemanldlr ve gozonline. allnan halde (l}-for-, .--, 

mlilleri 
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(11) 

olur. [ X] 

(12) A = 

- 4 -

... ... 
'X', * + PX + * 1 2 

... ... ... 
X' :: -PX + * + QX 3 2 1 
... ... 
X, :: * QX 2 + * 3 

'in A da~llma parametresi 
p 

o 
p 

dir. (9) formUlU iIe tanlmlanan G do~rusu [X] yUzeyinin x 

bo~az noktaslndaki X2 norm~lini ,dik olarak keser; 'G nin Xl 

anado~rusu ile yaptl~l dual aClyl ~ = ~ + E~O ile'gBsterelim; 

(13 ) 

dual 

(10) 

(14) 

clir. 

a = 9. cotg ~ 
P 

bUyUklU~Une [Xl yUzeyinin dual kUres~l e~riliRi denir. 

ifadesinin ilk ikisine gBre 

... ... ... 

a = 
(Xl A Xi)'X1 
C~,2)3/2 

1 
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Ill. HAKEKETLERtN BtLEStMt 

Eo sabit bir sistem olsun; hareket halinde n tane 

Ei sistemlerini (i=l,2,3, ... ,n) gozonline alallm. 

(15) 
E. 
(~l.) 

E· 
1 

(i=O,l,. '.' ,n) 

hareketleri bilindi~ine gore (En /E6) bile$ke hareketini ara

yal1m. 

E nin bir do~rusu X ve bu do~ruyu gosteren birim n , ~ 

dual vektorli X olsun. E nin Eh ye gore hareketinde X in 
~ g 

tlirevini (X')g/h ile gosterelim; 

(16) 
~ , ~ , ~ , ~ , 

(X )n/D =(X )1/0+(X )2/1+" .+(X )n/n-1 

+ 
yazll1r; E nin Eh ye gore hareketinde ani hlZ r Ih olsun; g g 
(6) ifadesigozonline al1narak (16) ba~lntlsl 

.... -+ -+ -+ -+ -+ ... 4-

rn/OAX = f1/O-X + f 2/1 -X + ... + r n/n_1 -x 

yazl11r; X, E nin herhangi bir dogrusu oldu~u gozonline a11-n 
nlrsa 

(17) 
~ ~ ~ 

r n/O = r 1/0 + r2/l + .... •• + 
~ 

f n/n-1 

olmal1dll"; (l 7) formli1li hl zlarln bi1e$ imini .verlr. 
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IV. EKSEN YOZEYLERl 

E sabit uzaya gore hareketli OXlx2x3 uQyuzlusunun o '~ 
&ni hlZ1 f, &ni ekseni 

G = 1 

... 
r 

jf2 

olsun. t zamanl de~isti~i vakit Gl do~rusu sabit uzayda bir 

[Gl]s eksen regle yuzeyi olusturur; bu Gl dogrusu Ox
l

x
2

x
3 

sisteminde de bi~ baska [Gl]h eksen regle yuzeyi olusturur. 

Her t anlnda [Gl ] s 've [Gl]h yuzeylerinin bir Gl ortak ana 

do~rusu vardlr. Oxl x 2x 3 uQyuzluye ba~ll uzay El; [Gl]h yu

zeyinin (Gl ,G2 ,G3 ) asal uQyuzlusune bagll uzay E2 olsun; 

... ... ... 
(Gi)2!0 = (Gi)l/O + (Gi)2!1 

dir; Gl dogrusu (EI/EO) hareketinde &ni eksendir, su halde 

... 
(Gi ~ 110 = 0 

oldugundan 

(18) 
... ... 

(Gi)2/0 = (Gi)2/1 

bulurtur. Bunun sonucu (10) formullerinin birincisine gore, 

gpzonune allnan anda [Gl]s ve [Gl]h yuzeylerinin asal nor

malleri QaklSlr ve SU halde iki yuzey aynl (Gl,G2,G~:) asal 

uQyuzluye maliktir. Bundan baska, (18)den 

J( 8i ) ~ I 0 = J( 8i ) ~ 1 1 

ve (10) formullerinin ilki gozonune allnarak 

(19) v = p = p 
s h 
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yazlllr: [81 ]s ve [81 ]h yUzeylerinin dual e~rilikleri e$it

tiro Di~er taraftan (12) e$itli~i g8z8nUne allnarak iki ylize

yin da~llma parametrelerinin de e$it oldu~u gorUllir. 

Bu 8zellik, [81 ]s ve [81 ]h yUzeyleri araslnda 8
1 

ana

do~rusu boyunca "rakordeman" vardlr deyimi ile de ifade olunur. 

(18)e$itli~inden 

Ps dt == Ph dt 

ve (10)formUllerinin UoUncUsli g8z8nUne allnarak 

dS
s 

= dS
h 

yazlllr: [81 ]s ve [81 ]h yUzeylerinin her an dual yay eleman

larl e$ittir; buradan, C bir dual sabitig8stermek Uzere 

S - S == C s h 

elde edilir. Bu sonucu $8yle ifade edece~iz: Dual yuvarlanma 

olup [81 ]h ylizeyi [81 ]s Uzerinde dual anlamda yuvarlanlr. 

[81 ]s e hareketin baz'l [81 ]h ye rulant'l denir. 

(17) ba~lntlsl goz8nUne allnarak 

... ... ... 
(20) f2/0 == f 1/O + r2/1 

~ 

yazabiliri;; f 1/0 , Ox1x 2x 3 UoyUzllisUnlin ani hlZldlr ve bunu 

yukarlda file g8sterdik; $U halde (20) ba~lntlsl 

(21 ) r = 1'2/0 
... 
f2/1 

~ --+ ,tj;" ..•. 

yazlllr; burada f 2/0 ve f2/1 slrayla [81 ]s ve [8
1

]h yUzeyle-

rinin asal UoyUzlUlerinin ani hlzlarldlr; $U halde bu iki Uo-
... ... 

yUzIUnUn ani eksenleri 8s ve % oldu~una g8re 
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-+ 
-+ f G 

{ 

f ') /0 8 8 

(22) r"' "rh~h . 2/1 

dir ve (21) formulu 

C2 3) 
-> -+ 

fG = f G 
1 88 

-+ 

f hGh 

-+ -+ 

seklini allr. Gl,Gl = 1 dir ve (9) formulu g~z~nune allnarak, 

-> -> _ Q
8 G

l
, G -
·s R+ Q2 

'8 8 

(24) 
-> _ Qh Gl , Gh -

J;[: Q2 
'h h 

yazlllr; (8) ifadesine g~re 

= jp2 + Q2 r 's S (25) 

r

S 

" )p~ + Q~ h 

dir, (24) ve (25) g~z~nune allnarak (23) formulu 

r = Q - Q
h s 

ve (19) ba~lntlslna g~re 

(26) 
r _ Qs Qh 
V-Ps-Ph 

yazlllr, 

Q 
Burada pS 

8 

Q 
ve ph buyuklukleri Slra ile [G

8
] ve [~] 

h 

yUzeylerinin dual kuresel e~rilikleridir ve (13) formulunden 
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-~ 

l Qs \ r -- = cotg ~ = a p s s s 
(27) 

Qh p = cotg ~h = ah h 

yazlllrve nihayet (26)dan 

(28) r V = as .,.. ah 

elde edilir. 

(., 

") 
,. 

1( .. " 
,Y 

i~ " 
-i" -

(f~" 
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, V. GENELLESTIRILM1S EULER-SAVARY FORr~OLO 

OXl x 2x 3 hareke.tli UcyUzlUsUnUn bir X dogrusu tarafln

dan olw;lturulan [X] regIe y{lzeyinin dual kUresel egriligi a 

ols un;~ a I yl veren bir bag:tntJ.:. bulmak is tiyoruz. 

(Gl ,G2iGa) UcyUzlUsUrtUn Gl ve G3 ayrltlarl ile X dog~ 
rU6unun yaptlgl dual aCllar ~ ve e 

,.. ,.. 

f : 
8 = cos ~ 1 

(2 g.) 
,.. 
8 3 = cos: e 

dlr. 

~ ~ 

Oxl x 2x 3 UcyUzlDsUnUn8ni hlZl burada da f = fG ile 

g6sterelim (S) baglntlslnl g6z6nUne alarak 

C3G.) 
4. .... .... 

X I = r C 8
1

" X) 

~ 

ve her iki tarafln X ile·vektBrel carp:tm:tn:t yapara~ 

~ ~ ~ ~ + 4 ~ ~ ~ 

X,.,X I = r[X",CGl"X)] = f[G
1 

- (X.G1)X] 

yazlllr; (29)' un ilk eeitligi g6z6nUne al1nlrsa 

(31) 
... -.. ..,. .... 
X"XI = f(Gl X. cos ~) 

+, 
bulunur. $imdi (30) dan tUrev alarak X" yU hesaplayallm; 

~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ . 

X" = f' (G ..... X) + f(G''''X + G "XI) . 1 1 1 

yahut (11) in ilk formUlU, (18) ve (30) baglntllarl g6z6nUne 
al1narak 

-+ ........ -+.... 2 -+ 4 "i' 

X" = f I (G ..... X) + fV (G "X) + r [G "( G " X ) ] 
1 211 

ve nihayet 
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( 32) " -> ->:.r -> -> 2->. -> 
X" = r' ( Gl ~ X)+ rv ( G2 .... X) + r (G

l
. cos '1' - X) 

~ ~ ~ 

elde edilir. Simdi (x .... X' ),X" karma carplml hesaplayallm. 
-> -> -> 

(G .... X) G = 0 
1" 1 

4 -+ -+ -+ -Jo -+ -+-+ 
(G2 .... X).G

l 
= (G

l 
.... G2 )·X X.G

3 

oldu~u ve (29) ba~lntllarl ile ~30) ve (32) den 

(33) ->-> -> 2" " .2 
(X .... X').X" = r CV.cos e+ r.cos lP, Sln '1') 

bulunur. Di~er taraftan (30)dan 

->X' 2 - r 2 . 2\11 - Sln 

yahut 

(34) CX,2)3/2 = r3 . 3 
s In '1' 

dir. (14) formUlUnde (33) ve (a4) g5z5nUne allnlrsa 

v.cos a = et r.cos '1'. sin 2 '1' 

r . 3 

yahut 

yazlllr; burctda 

. Sln ~I 

V.cos a + cotg '1' a ... 3\U 
r.sln T 

p = cotg ~I 

ve ~ yerine (28) deki ifadesini koyallm, 

(35.) ( a - p)(a - 0 ) = 
s'h 

cos e 
. 3 

Sln '1' 

elde edilir. Hareketli UcyUzIUnUn bir do~rusu taraflndan olu9-

turulan regle"yUzeyin dual kUresel e~rili~ini, baz ve rulant 

yUzeylerinin dual kUresel e~riliklerine ba~ll olarak veren (35) 

formUlU genelle9tirilmi9 Euler-Savary formUlUdUr. 
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p., VII HAREKETLERIN BI LES IMINE. AIT BIR UYGULAMA 

,} 

T .r 

! , 

Sabit bir Eo sistemine g8re hareket halinde olan El ve 

E2 sistemlerini g8z8nUne alallm. (E 2 /E O)' (E 2 /E l ), (EI/EO) 

hareketlerinin ~ni hlzlarl ioin (17) ba~lntlsl 

( 36) 
-}- -}- -}-

'f 210 = f2/1 + f l/O 

yazlllr. (E 2/E O)' (E 2/E l ) ve (EI/E o) hareketlerinin~ni ek

senleri olan G2/0 , G2/1 ve GI/O do~rularl aynl ortak dikmeye 

malik olduklarlndan aynl rektikongrUansln do~rularldlr. 

Simdi bir Eo sabit uzaYlnln Xl' X~ gibi iki sabit do~
rusu etraflnda helisel hareketler halinde olan El ve E2 Si8-

temlerini g8z8nUne alallm. 

Konumuz, (E 2 /E l ) hareketinin G ~ni eksenini belirlemek

tiro Biraz yukarlda iearet etti~imiz gibi bu G do~rusu, ekse

ni (EI/EO) ve (E 2/E O) hareketlerinin ~ni eksenlerinin ortak 

dikmesi olan rektikongrUansln bir do~rusudur. Burada (Elf EO) 

hareketinin ~ni ekseni Xl do~rusu, (E2/EO) hareketininki Xi 

do~rusudur. SU halde G ~ni ekseni Xl ve X~ do~rularlnln A or

tak dikmesini dik olarak keser. 

G yi belirlemek ioin (36) ba~lntlslndan 

~ ~ ~ 

f2/1 = f 2/0 - f l/O 

~ ~ ~ 

dlr ve f 2/1 , f 2 / 0 , f l/O ani hlzlarlnln dual skaler bUyUklUk-

lerini f 2/ 1 , f 2/0 , f l/O ile g8stererek 

~ . ~ * ~ 

f 2/1 G = f2/i Xl - fIla Xl 
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~ 

yazlllr. Bu ba~lntlnln G ile yektBrel carplml 

( 37) f ... ... 
2/0Xf~G 

... ... 
= f 11 OXt G 

YeI'll'. 

Simdi G ye Xl do~rularlnln dual aC1Slnl $ = ~ + E~q 
ye G ye Xf dogrularlnln dual aC1Slnl ~* = ~* + E~; ile gBste

relim ye bu aCllarln G den itibaren BIculduklerini farz ede

lim. Bu iki dual aClnln farkl Xl ye Xf sabit eksenlerinin 

dual aClsldlr Ye $U halde sabittir; 

( 38 ) ~ - ~* = K = k + Ek o = Sabit 

Xl' Xf ye G ao~rularlnln ait oldu~u'rektikongruansln ekseni

nin dual birim yektBru A olsun; (37) e$itligi 

... 
sin~* 

... 
sin ~ f 2/0 A . = f l/O A 

yazlllr ye buradan 

( 39 ) f 2/0 . sin~* = f l/O Sln ~ 

bulunur. 

{ r 1/0 • w + EWo 

(40) 
f = w* + EW* 

2/0 0 

koyallm; (39) baglntlsl 

(w* + EW*) sin ~* = (w + EW
O

) s in ~ 0 
yahut 

w* + * EW . ~ 
(41) o = Sln 

* W + EWo sin~ 
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yazlllr. Eger (41) 'in birinci tarafl sabit lse 

s In cp = 
. ill s lncp 

s~bi t 

ve (38) baglntlsl gozonline allnlrsa 

cp = Sab i-t 

cp * Sabi t 

bulunur. Su halde G dogrusu El ve E2 uzaylarlnln her birinde 

sabit dual egimli ylizey olu$turur. 

(42) 

Simdi C bir dual sabit olmak lizere 

w*+ sw* 
_____ 0, = C = c + sc 
w + sw 

° ;.;: 

° 
baglntlslnl inceleyelim. (42) de reel ve dual k~slmlarl aylra
llm: 

(43) 

* w 

{ 
WW w* _ 
. ° 

= c 

w2 

w* w 
° 

(43) lin ikinci baglntlsl 

(44) 
* w* w 

~ (0 ~) = 
w ~ w 

= c 
° 

Co 

$eklinde yazllabilir. (El/EO) ve (E 2/E
O

) helisel hareketlerinin 

adlmlarl h ve 'h* olsun. 

h = 

h* 

w 
° w 

w* 
=~ 

* w 

\ 

dlr. (43) lin ilk e$itligi gozonline allnarak (44) baglntlslndan 
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(El/EO) ve (E 2 /E O) helisel hareketlerinde donme hlzla

rlnln 00*/00 ve adlmlarlnln h* - h farkl sabit kallyorsa, 

(E 2/E l ) hareketinill [G]s baz yUzeyi ve [G]h rulant yUzeyi sa

bit dual e~imli yUzeylerdir. 
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