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GIRTIS

Bu ¢calismamizda, E3 Euklid uzayinda uzay elemani ola-
rak nokta yerine dogru almak sureti ile, bir kati cismin ha-

reketini inceleyecegiz.

: Uzayda bir'k birim vektsrd (%’=1) ile yénlenmis bir
'k y6nld dogruyu gézbnline alalim; X dogrusu tarafindan tasi-
nan % kayan birim vektdrinin, uzayin sabit bir O noktasina
gére momenti.%o olsun. X dogrusunu X =.%+E:io dual vektdriy-
le g8sterecegiz., % ve‘S’cO vektérlerinin bir dik koordinat
sistemindeki alt:r izdUsiml Plicker'in dogru koordinatlari-
dxr. '

CX =G )% = % e 26k Lk = 1 (e?= 0)

bagintis: X dual vektdriniln birim vektdril oldugunu gdsterir

2

ve E, uzayrnin dogrularina X° = 1 birim klresinin dual nok-

3
talar:y tekabll ettirilir, bu ise Study'nin tekabll prensi-
3 Al :
bidir. Su halde X2 = 1 Bipim kiiresinin d8nme hareketlerine

E3 uzayinin hareketleri tekabiil eder.

Once bir kat: cismin 8ni hiz:i tanimlanmistir. Bu,
-
birim olmayan bir I = § + e&o dual vektéridlir ve bu vektd-
rin reel ve dual kisimlarinin kinematik yorumlari yapilmis-

tir.

Daha sonra, hareketli uzayain bir X dogrusunun X(t)
dual vektdriinin T ve bunun t zamanina g&re tirevlerinin fonk-

siyonlar: olarak seriye acllabilecegi gbsterilmigtir.

Nihayet Darboux'nun bir probleminin genellegtirilmesi
yapllmlgtir. Bu problem sudur: Kendi {izerinde kayan bir kili-

renin dni ddnme vektdriinlin hareketli kiireye bagli eksenler



Uzerindeki p, q, r izdlstimleri zamanin fonksiyonlari olarak
verilmesi halinde integrasyon probleminin bir Riccati dife-

rensiyel denklemin integrasyonuna getirilebilmesidir.
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Sabit bir E kati cismine gbre hareket eden E; kati’
cismini g&zdnline alalim. El'e bagli dik koordinat lgytzlisi

Ox,x,%, olsun. 0x hareketli eksene ait birim dual vektdri

X =% +%:§O (82 = 0)

ile g&sterelim. Burada %, 0x eksenine paralel ve onunla ayni
yénde bhir birim serbest vektér;-&o ise E_'in sabit bir 0,
noktastna gbre, Oxﬂekseni tarafindan tasinan % kayan vekt&-
rinin momentidir. Xh_dual vektdérlerinin birim vektdrleri ve
birbirlerine diklikleri g&zdnline alinarak

}

X, o X

(g=1, 2, 3 h=1, 2, 3) (1)

It
=

g=h

dir. t zamaninin fonksiyonu olan u nun t'ye gdre tlrevini

u'ile g&sterelim.

bx B B )
Xl ) XZ ’ X3

-+ -

tlrevlerini Xl R X2 , X3 cinsinden bulalaim.

= L =
Agh. Xg'xh (Agh 6gh + €5ghO) (2)
koyarak
t o= W
X EAghXh

yazilir.



= 1 =
Biy = %X =0
oldugundan,
X! = AL X, + AL X (3)

dir. Diger taraftan (1) den tlirev alarak

Tt : 1 =
Xg"Xh + Xg Xh. 0

yahut (2) ye gbre

dir. Buradan (3) bagintis: (2) de gdzdniline alinarak,

>y = I B 4 -+

=+t
X1 = (X X )X -(X 3.X1)X3

vazrlrr. Bu son formilde
Ky = X3-¥p . X537 =K,

koyalim ve formlile daha da.bhir simetri vermek icin

XlAX1_= a

oldugunu gdzdniinde bulundurarak,

X (X X )X AX +(Xl.X2)X3AXl+(X3 XL)X2”X1



veya
L] gy 0 - L ER - =3
Xl—[<X2'Xa)X1+(X3‘Xl)X2+(X_1‘X2)X3]" Xy
>t <+
bulunur. X2 ve X3 Un ifadeleri benzer bir hesapla elde edi-
lir:
.-)' '—)v'--)'-) '->|.-).—) .-)'—’.-) A-)
Xz—[(XZ.X3)Xl+(X3.X1)X2+(Xl.X2)X3]AX2
- 9 = A-) .-)t - --b '-)' +7‘+_ ->
X3=[()(2.X3)Xl+(X3.Xl)X?_+(X1.X2)Xg]AX3

yukarida lc tirev vektdriiniin ifadelerinde ortak olan késéli

parantez ig¢indeki birinci ¢arpani birim olmayan

Y
' = + b
) o

dual vektdrd ile gbsterelim.

A—v ,-)'.-’.—' -)'—i.-b —*',_) - ,
[ = (.:XZ.X?))X1+(X3.Xl)X2+(Xl.X2)X3 (u)|
Buradan,
A= XL
A .-)"—) ‘,‘
/IR LS ' (5)
A .-)'-' )
g = Xl'XZ
koyarak
‘T =28 X (g=1, 2, 3) (6)
gg g ? o

ve



ve
Sy 2 A - A -
Xl—FAXl x + 3X2_ 2X3
-+t bd -+ A - A - .
Xz_ AXQ—_ 3Xl+ * ok + lXS (7)
. E 2R T A - B -+ «
Ka=Tnlg= BoXy=By Xy *

elde edilir.

. - . .
Simdi T §ual vektdrinlin kinematik yorumunu yapalim.

Bu amacla &nce G ile

. 3 TA X :
G =— 2 & : S (8)
r° @

t
-+

birim dual vektdrlini gdzdnlne alalim. Bu G birim dual vek-

térll bir G dogrusu gdsterir.,

Bir t aninda @ dogrusunun Oxlx2x3 hareketli lgylzli-
sline gére sabit kaldigini farz edelim. (8) den G 'nin tlre-

vini alalzim, Xg lerin katsayzrlari sabit kalacagindan

!

. A X

- \/é————-zg—g— (9)
ViR |

yazilir. (6) ve (7) formillerinden

G

SA X =0
g g



ve bunun neticesi
B
G =0
oldugu gérlilir. Su halde g&zdniine alinan anda G dogrusu Eo

sabit uzayi icinde de sabittir. G dogrusunun hareketin &ni

vidalanma ekseni oldugu sonucu c¢ikarilir.

Simdi F=&+€&O 'in Oxlx2x3 hareketli Ugylzlinin eksen-

leri Uzerindeki
‘AAfé +ed
g £ g0
izdliglimlerini g&z8niline alalim.

A =§_+e8

1 71 10
T A2§62+8§20 - (10)
A3=&3+€;6'30
burada
61 610
i 62 .mo 520 (11)
8, 830

dzr. (5) egitliklerinin ilkine gb&re



ve buradan

yvazilir. Burada reel ve dual kisimlari esitlevsek

61=&§1&3 , 610=&é.&30+k3,&éo (12)
ve aynil tarzda

8= Ry s 8,07 3<10*31'3‘50

53‘= kpeky s 807X K0ty Ry
elde edilir.-} nin Ag izdlisimlerinin reel kisimlari

S, = Xk, 0 S,7kLky s 8,7klL%, (12),

dir ve bunlarain hareketli Ulgylizliinlin &ni dénme hizinin iz-
e [
disiimleri ve bunun sonucu, I nin © reel kisminin hareketin

dni dénme hizi oldugu gbrilir.

Simdi de (12) nin ikinci formiili ile verilen Al in

dual kzsmini gbzdnlne alalxim.
- L 1
§107%2-¥30* %3 %50

burada

- Xgq=0axg

- >

- 1
- [ - . t
kza (OARQ) Gﬂk2+aﬁk2



oldugundan

=-)‘~-)-> + M -’»'
dlo.x2(OAX3)+XS(OA&2)+X3(OAXZ)

10 3 2
yahut
> 4]-; __-’! -+ -+
X4 (o' 2)_O (szx3)
ve
x1=x2Ax3
koyarak
-"4
.6lo=0 «Xq
bulunur. 620,.6
-v,_’
80 0 %
S
$20% @ %,
i}
&30= Q “Xg

elde edilir.

30 in ifadelerini benzer hesaplarla bularak

(13)
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Su halde T 'nin Oxlx2x3 hareketli lgylzliniin eksen-
leri tizerindeki A _ izdistimlerinin &  dual kisimlari hare-
ketli uzayin herhangi bir 0 noktasinin ayni eksenler lzerin-
deki izdlisimleridir; bunun sonucu T unln.&o dual kismi 0

noktasznin hizidir.

Buradan gu sonu¢ ¢ikarilir: Hareketli uzayin herhan-
gi bir 0 noktasinin &ni dénme hizinin dogrultusu {izerindeki

izdligiimi VA dni 8telenme hizina esit oldugundan

V ) W, Ie} - g; g@ (14)

h=—209= "8 &0 (15)

-

dir. (4) formiili ile tanimlanan (birim olmayan) T=0 + eb dual
vektdri helisel teget hareketi karakterize eder:

10 =L

Birim dual vektdrilyle tanimlanan G dogrusu
/'}2 helisel teget hareketin eksenidir.

N
20 I' nin @ reel kismi ani ddnme vektdridir.
-+ o
L
0 .
3 h = °
+ 2
)

helisel teget hareketin adimidir.
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vektdrly &ni Stelenme hizidir.

Hareketli uzayin bir M noktasinin hiz vektéri

oo o

VM mo 0. 0M
bagintrs: ile verilmistiri su halde T dual vektdpril sbyle de
yorumlanabilir: I' dual vektérl @ veel kismi genel bileske-
Si"mo dual kismi 0 daki bileske momenti, M deki bileske mo-
mentide bu noktanin hiz vektdrld olan bir kayan vektdr sis-

temini gdsterir.

Hareketli uzayin &ni hareketini karakterize eden ve
yukarzda acgikladigimiz &zellikleri nedeniyle T dual vektdri-

ne 4ni hareketin hrzi denir.

UYGULAMATL .
BIR REGLE YUZEYIN ASAL UCYUZLUSUNUN HAREKETI:

Bir X dogrusu bir t reel parametresine bagli olarak
hareketinde, bu X dogrusu bir [X] regle ylzeyi olusturur..

[X] ylUzeyinin X=X, ana dogrusu X 'in x bogaz noktasindaki

1 1
X2 ylizey normali ve x noktasindaki Xl ve X, 'ye dik olan

X3 ylzey tegetinden olusan (Xl, Xy X3) dogru yonli dik Ue-
ylizlliye [X] ylzeyinin Xl ana dogrusuna ait asal Ulg¢ylzld de-

nir.
Xg dogrusuna ait dual birim vektdr

X =% +e% 0
g g g!
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olmak Uzere

>y -
e & %
Xl + PX +
R ] bed x -
X,= -PX,* + QX, (16)
-+ . -+ N B
Xg= ~QX )+
formiilleri caridir. Burada
_ AR
P=p+ep, = /%Xl ;
' G~ % LK o
- : oo 1 1
1
dip. |
Xl, X2,'X3 dogrularinin olusturdugu [X T, [Xz], [X4]

regle ylizeylerin dagilma parametrelerinin ifadeleri de

- P
A= 2
x p
A PPO * 444
2 2 2
P * 4
,qo
>\3=?

dir.

(18)
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x bogaz noktasi belli bir hareket kanununa gbre (x) bo-

gaz ¢izgisini ¢izerken (X1 X X,) Ucylzlisilinin hareketini

23
gdzbnline alalim. (4) formiliinde (16) formilleri g&zdniine ali-

nirrsa
I = QX; + PXg (19)

yazilir. Su halde, g&z8nline alinan hareketin ani hizi (19) for-

milld ile verilmistir. (16) formiillerini (7) formilleri ile kar-

s1lastirirsak
Al«= Q
b, =0 ' - (20)
AS = P

oldugu kolayca gorilir.
(12)1 ve (13) bagintilari ile (5) formiilleri g&zdniine
alinarak dénme hizinin (Xl, X5 Xé) Ugylizlislinin eksenleri lize-
rindeki izdislmlerinin q,0,p ve x bogaz noktasinin hizinin
izdliglimleri de 9gr Oy Po oldugu gbrillr. (14) ve (15) formil-
leri~g626nﬂnqgallnarak tegetsel helisel hareketin Va dni &te-

- lenme hizinin ve h adiminin ifadeleri icin

L PP, + 44,
Va = 7F;7f:j;7
| (21)
- PPy * 4q, |
T T2
p- t+ q

yazilir. Burada (18) formiillerinin ikincisi g&z&nline alinirsa
h nin [XZ] regle ylizeyinin dagilma parametresine esit oldugu

gobrilir.
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TERS PROBLEM VE INTEGRASYON PROBLEMI
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TERS PROBLEM:

Hareketli ligylizliinlin hareket kanunu verilmesi halinde
5
dni hiz T', t zamaninin fonksiyonu olarak verilmisgtir.

Kargit olarak su problem diislinlilebilir: Zamanin fonk-
-5
siyonu olan I' dual vektdrll verildiginde hareketin belirlenmesi.

Bu problemin:tam ispati differensiyel denklemler teori-
gine dayanir. Biz 8nce hareketli ligylizliniin bir dogrusunu gds-
teren bir birim dual vektdrlin aginiminin nasil bulunabilecegi-~
ni gdsterecegiz. Bunu yaparken tabiatlyla bu aginrmin mimkin

oldugunu kabul ediyoruz.

| 0xy%,x%, hareketli tieylizlinin bir X dogrusunu gdzénine

alalzm; bu dogru

|

X =E.’E‘ng ' (g = 1,2,3) (22)

dual birim vektériyle gdsterilebilir. Burada Eg biylklikleri

! |

sEZ = 1
ZE) |

egitligini saglayan ve genel olarak dual olan sabitlerdir.
‘, |

- X 'in tlrevini hesaplayalim.

[ 3> 1
X = ZE X,
' 88

yvahut (7) formiillerinden

>t > 2 -+ 9
X = EjT=Xy o Epl=X, + E;T ¢ X
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ve nihayet (22) den

21!

X =Tk : (23)

bulunur.

'i(t) nin t zamanina g&re ardisik tlrevleri (23) temel

formild

!

X =T X+ TT.X)

yazrlir; burada

> 9 + =

TTX) = (0T (8%

X

Do .
Bulunur. Benzer hesaplarla X , hesaplanir ve

t

% =1k

2 1

'Si"‘ =X+ 20 XU - (T T

Y

-
elde edilir. Genel olarak, [ ve I''min  ardisik tlirevleri cinsin-

den X biliniyorsa, tlirey alma ve (23) formild yardimiyla

ch+l) in ifadesi elde edilir. .
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Su halde eger I zamanin bilinen analitik bir fonksi-
yonu ise
t 3! g2 2o

XY =x(0)+—5 % (o) + = X (o oLl
11 21

seklinde bir acinim bulabiliriz; buradan asagidaki sonuc
elde edilir:
-
Zamanin fonksiyonu olan bir birim olmayan I' fonksiyo-

nunun verilmesi hareketli ligylizliniln bir hareketini belirler.
INTEGRASYON PROBLEMI:

Bir noktas: sabit olan bir katai cismin hareketinin
incelenmesi kendi ilizerinde kayan bir klirenin hareketinin
incelenmesine getirilirj Darboux bu halde klirenin bir péra—
‘metrik gdsterimini gézénline alarak, problemin bir Riccati
differansiyeld -denkleminin integrasyonu ile c¢&zlilebilecegi-
ni gdstermigtir. |

Bir kKat: cismin genel hareketinde, uzayzn bir dogru-
suna dual kdrenin bir noktas: tekabiil ettifinden; kendi lze-
rinde kayan bir dual kiirenin hareketi dlistintilebilir. Biz bu
noktadan hareket edevek kati cismin en genel hareketinde de
problemin bir Riccati differansiyel denkleminin ¢&zlimline

getipilebilecegini gdsterecegiz,

(22) denklemi ile tanimlanan X dogrusunun Oxlxzx3
hareketli lgylzlllye g8re hareket halinde oldugunu farzede-
lims bu takdirde Eg blylklUkleri zamanin fonksiyonlaridir

yve (22) den tlrev alarak

-+ ' - , '-)
"X = EE X + ZE X (24)
gg g g
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yahut (23) ve (24)'e gbre

‘-+->

'X = T X+EEéXg (25)
yazilir.

Sabit uzayin bir X dogrusunun 0x hareketli uzaya

1] *2%3
gbre hareketi distnilirse, X dogrusunun X dual vektSrinln
zamana gbre tlrevi (25) formiild ile verilmistir ve bu doZru
‘sabit oldugundan tirev sifira egittip:

E Y

TLX+ZEM'X = @
. g g

.yahut
YE'X = X.T : C(286)
g'g

vazrlzr. (26) denklemini hareketli lgylzlinlin eksenleri lize-
rine izdlUstlrelim; (6) ve (22) bagintilari g&zénline alinarak

'= A P -
E}= AJE,-B,E,

t= =
.Ez.vA1E3 ASEl | (27)

b —
Ep= 8,8 -8E

. lineer differansiyel denklem sistemi bulunup.

AIntegrasyoﬁ problemi (27) sistemini integre etmekten

ibarettir.

(27) nin ilk denklemini El'; ikineiyi E2 ; Uclinelyl

Eq ile ¢arparak toplayalim.



E.E!+~E_E!+E_E! =0

t
171 7272 7373
ve integre ederek
2 2 2 .
E1+E2+E3-Sab1t

buluruz; Eg leri uygun bir dual sabitle bdlersek

2,52, .2
Bl+E2+E3 = 1 . (28)
yazrlir. Bu, Gl baslangi¢ noktasi merkezi olan X dual birim
kilresinin dual koordinatlarz: El, EZ’ E3 olan X noktasainz

gbzdnline almak demektir. Bu X noktasi Z Uzerinde, (27) di-
feransiyel sistemini gercekleyen bir ¢ dual egri g¢izer. Z
lizerinde bir nokta iki dual parametreye bagl: oldugundan,
Darboux'nun reel kiire ic¢in yaptig: parametrik_gésterimiﬂ
benzeri yapilarak, (27) sistemi iki dual bilinmeyenli bir

|
|
;

denklem sistemine d&niistliriilehilir.

Bu amac¢ i¢in Z'nin bir noktasinin E_ dual koordinat-
larinin U ve V gibi iki dual parametrenin fonksiyonlarl ola-
rak ifade olunabilecefine isaret edelimj; gercekten i2=%l

olmak lizere

o LW
U-v
E2=i"l*UV- O (29)
U=V
_ Uy
3 Y-y

yazrlir ve karsit olarak



E. + iE
y=o1 2
1-E A
3 | | (30)
E. + iE
yaeid 2
1+E,,

dirs; (29) esitliklerinin dual kliremiz Z'nin (28) denklemini

gercekledikleri kolayca gbsterilebilir.

Simdi U ve V parametrelerinin cebirsel niteliklerini
a¢iklayalim. U ve ——%— iki eglenik kompleks sayadir; yani

U=R+1§

konursa

dir; diger taraftan R ve § iki dual blyUkliktlr.
R=r+er N S=Sféso

Burada r, r,» 8, §_ zamanin fonksiyonlar:z olan reel blUylk-
liklerdir. :

(30) denklemlerinin ilkinin tlirevini alalim;

t > 1 2
Ut ;‘El+lEQ +..El+1E2 .
. : 2 3
1—33 (1—E3)
yahut
1 1 3 1
gt El+1E . El+1E2 E3
1-E 1-E 1-E
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dir. Bu egitligin sag tarafinda -(30) un ilk bagintisi gdz-

Onidne alinarak

U= £ U —2 (31)

yazilir. (31) egitliginde Eé tlrevlerinin yerine (27) deki

ifadelerini koyalim:

A_(E, -iE_)+(iA.-AD)E, = A_E
U= 3772 1 1 2773 +U 271
- 1*53 1-E

'A1E2

3

(29) esitlikleri g8zdnline alinarak

JHV . 1UVS o Ay URV L 1-UV L 1OV
w;'Ashwa"1wyv)+“A1A2’U3f4KAﬁﬁV Ay
}_Efz )
U=V |

ve gerekli sadelestirmelerden sonra

(iA =AY (U+V) A_—-iA ~(A +i& YUV
Uh:eiA§J+ 173 +U 271 2 2
-2V Al :
ve nihayet
A +1A A -iA ~
gt 2 "1y _iA3U+__jL_‘;L_ | Li(32)
2 2
elde edi}ir.
Benzer hesaplarla
C A +1A A, -1iA
yre 2 1y -iA3v+——3———l— (33)

2 2
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bulunur. (32) ve (33) iki idantik Riccati differansiyel
denklemidir. B&ylece (27) sisteminin integrasyonu, bir

Riccati denkleminin integrasyonuna getirilmistir.

Simdi V degiskeninin neden U ile ayni differansiyel

denklemi gercekledigini g®sterelim. Bunun ig¢in bir X dogru-

E
1’ 722
X noktasi (27) differansiyel sisteminin bir ¢dziml ise X

sunu yani dual klirenin koordinatlari (E E3) olan bir
den gegen ¢apin diger ucu olan ve koordinatlari (-El, —Ez,
—E3) e esit X* noktasi da (27) sisteminin bir ¢8ziimidir;
halbuki bu X* noktasz, X dogrusu ile ¢akigan fakat ters ydn-
de. olan dogrunun imajidir; ve bir noktadan diferine U ile V
aralarinda degistirilerek gegilir; su halde U ve V ayni diffe-

ransiyel denklemi gergekler. i

UYGULAMA:

Integrasyon probleminin reglé geometride bir uygula-

masini yapmak istiyoruz.

Bir [X] regle yﬁzeyi ve (16) bagintilarai ile verilen
P ve Q dual egrilik ve burulmasini g&zdnline alalim. P=P(t)
ve Q=Q(t) bﬂyﬁﬁlﬁkleri [X] regle ylizeyinin dogal denklemle-
ridir ve P, Q'nun verilmesiyle [X] ylizeyi bir yerdegistirme
farkiyla belirlenir. ‘ .

Hareketli lcylizld olarak [X] in (Xl, X X3) asal

29
Ueylzllistinl alalim. (7) denklemleri, (20) bagintilari gbz-

$niine alinarak (16) formiilleri yazilir:



-+ 1 ’ - -
. = - *® :
X2  PXl + ¥ QX3
> 1 X d e
Xy = - QX, *

Buradan (32) diferansiyel denklemi -

1
U = - iPU + —— iQ (U%-1)
' 2

seklini alir. Bu, dual egriligi P(t) dual burulmasi Q(t)

olan regle ylizeyin diferansiyel denklemidir.

.
1
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