
MARMARA ONiVERSiTESt 
FEN BiLiMlERi ENSTiTOSO 

E3 UZA YINOA HAREKETLERtN BtRtM K ORE OzERtNOE 

DUAL OtJNMELER YOLUYLA iNCELENMESi 

(YUksek Usans Tezi) 

Y5nErtenc 

Prof. Dr. Lutfi BiRAN 

Hazulayan , 

Bahadtin ROzGAR 

Istanbul, 1986 



9 6 ~ 0 0 l

1111111111111111111111111111111111111111·
1 ~ I I U U ) f S U I I9JIUO UOASU1UUUlU'I00 9A 9uuqdlllll)l

IS9HSJ9AIU() UJUUlJUW

Y ~ ~ l

G~~?J

S Of-od



T E S E K K 0 R 

YUksek lisans ogrenciligim Slra­
slnda ve daha sonra tez hazlrlama 
callsmalarlmda yardlm ve desteklerini 
esirgemeyen, tezin bu asamaya gelmesi­
ni saglayan SaYln Hocam Prof. Dr. 
Lutfi BIRAN'a sUkranlarlml sunarlm. 



1 C 1 N D E K t L E R 
Say£a 

GtR!S ................................... 1 

I. BOLUM 

HAREKETL! B!R UGYUZLUNUN AN! H1Z1 3 

UYGULAMA: 

Bir Reg1e Ylizeyin Asa1 U9yliz1lislinlin 
Hareketi ................................. 11 

11. BOLUM 

TERS PROBLEM ve 1NTEGRASYON PROBLEM! 14 

TERS PROBLEM ............................... 14 

1NTEGRASYON PROBLEM! ....................... 16 

UY GULAMA •.•..•••.••..••.•••..........••..•. 21 

KAYNAKLAR .•...........•.............•...... 23 



G 1 R t S 

Bu call$mamlzda, E3 Euklid uzaYlnda uzay elemanl ola­

rak nokta yerine dogru almak sureti ile, bir katl cismin ha­

reketini inceleYecegiz. 

Uzayda bir'i birim vektoru (X2::::l) ile yonlenmi$ bir 

X yonlu dogruyu gozonUne alallm; X dogrusu taraflndan ta$l­

nan ~ kayan birim vektorunun, uzaYln sabit bir 0 noktaslna ... 
gore momenti ~ olsun. X dogrusunu X :::: ~+ € ~ dual vektoruy-o 0 

le gostere.cegiz. x ve x vektorlerinin bir dik koordinat o 
s'istemindeki al tl izdU:;?'UmU P1Ucker'in dogru koordinatlarl-

dl.r. 

X2::::C~+€~)2:::: ~2 + 2€x.~ :::: 1 
o 0 

Cs 2 :::: 0) 

... 
o.agl.nt:;t.S-l. X dual vektorunUn birim vektor{l oldugunu gosterir 

ve R3 uzaYlnln dogrularlna ;2 :::: 1 birim kUresinin dual nok­

talarl tekabUl ettirilir, bu is-e Study' nin tekabUl pr ens i­

b.idir. $u l1alde ;2':::: 1 hirim kUresinin donme hareketlerine 

R3 uzaYlnln l1areketleri tekabUl eder. 

tince hir katl cis-min ani hlZl tanlmlanml$tlr. Bu, ... 
b.irim olm~yan hir r :::: W + €w dual vektorUdUr ve bu vekto­

o 
rUn reel ve dual klslmlarlnln kinematik yorumlarl yapllml$-

tlr. 

... 

Daha sonra, hareketli uzaYln bir X dogrusunun X(t) ... 
dual vektorUnun r ve bunun t zamanlna gore tUrevlerinin fonk-

siyonlarl olarak seriye aCllahilecegi gosterilmi$tir. 

Nil1ayet Darboux'nun bir probleminin genelle$tirilmesi 

yapllml$tlr. Eu problem $udur~ Kendi tizerinde kayan bir kU­

renin ani donme vektorUnUn hareketli kUreye bagll eksenler 
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uzerindeki p, q, r izdu9umleri zamanln fonksiyonlarl olarak 

verilmesi halinde integrasyon probleminin bir Riccati dife­

rensiyel denkleminintegrasyonuna getirilebilmesidir. 
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Sabit bir Eo katl cismine gare hareket eden El katl 

cismini gazantlne alallm. El'e ba~ll dik koordinat tlCytlzltlstl 

Oxl x 2x 3 olsun. O~ hareketli eksene ait birim dual vektartl 

x = X +:E: X 
o 

2 
(s = 0) 

ile gasterelim. Burada x, Ox eksenine paralel ve onunla aynl 

yande bir birim serbest vektar; x ise E 'In sabit bir 01 o 0 
noktas.~na gare, Ox ekseni taraflndan ta:;>lnan X kayan vekta-.... 
rtintln momentidir. X

h 
dual vektarlerinin birim vektarleri ve 

hirbirle.rine diklikleri gazantlne allnarak 

... ... 
X X = 0 gih g h (g=l, 2, 3 h=l, 2, 3) . (1) 
... ... 
X ~. = 1 g=h g 

dlr. t zamanlnln fonksiyonu olan u nun t'ye gare ttlrevini 

utile gasterelim. 

... ... ... x, XI X" 
l' 2' 3 

... ... ... 
turevlerini Xl ' X2 ' X3 cinsinden bulallm. 

koyarak 

D,.. -gh -

... 

... ... 
,. X X .• h g 

... 
X, = 

g ~."". hXh .. g 

yazlllr. 

(D,. = 
gh o h + EO h ) g g 0 

( 2 ) 
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-> -> 

~ll = xi· Xl = 0 

bldugundan, 

-> -> -> 

Xl = ~12X2 + ~13X3 ( 3 ) 

dir. Diger taraftan (1) den turev alarak 

-+ -+ -+-+ 

·X',Xh +X,Xh' = 0 g g .. 

yahut (2) ye gore 

~·h+~ =0 
g hg 

!i =-6 
gh hg 

dir. Buradan (3) baglntls:r. (2) de gozonune allnarak, 

->, ->1-> -> ->,-> -> 

Xl ~ (Xl,X2)X2-{X3,Xl)X3 

yazll:r.r. Bu son formulde 

-> -> -> -> -> -> 

X2 X3"Xl X3= -X 2"Xl 

koyallID ve. formule daha da .bir simetri vermek lC;ln 

-> -> 

Xl",Xl = 0 

oldugunu gozonUnde bulundurarak, 

->, ->, -> ->: -> ->, -> -> -> ->, -> -> -> 

. Xl~(X2 ,X3)Xr Xl +(Xl ,X2)X3"Xl +(X3 ,Xl )X2"Xl 
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veya 

... , ... ,... ... ... ,... ... ... ,...... ' ... 
XI=[(X2,X3)XI+(X3,XI)X2+(XI,X2)X3]- Xl 

... , ... , 
bulunur, X2 ve X3 Un ifadeleri benzer bir hesapla elde edi-

lir:. 

... , ... , ......... , ......... , ... ...... 
X2=[(X2,X3)XI+{X3,XI)X2+(XI,X2)X3]~X2 

... ..., ......... , ... ... ... , ... ...... 
X3=[(X2,X3)Xl+(X3,XI)X2+(XI,X2)X3]-X3 

yukar~da QC tUrev vektortlnUn ifadelerinde ortak olan koeeli 

parantez icindeki birinci carpanl birim olmayan 

... 
r = W + EW 

o 

dual vektorU ile gosterelim, 

... ...,...... ... ,... ... ... ,.. .. 
r = (X2,X3)XI+(X3,XI)X2+(XI,X2)X3 

Buradan~ 

,.. , .. 
6

1 
= X

2
,X3 

... , ... 
tl 

2 
= X

3
',X

I 

.. , .. 
6'3 = XI ,X2 

koyarak 

.. ... 
r = E&X . 'g g Cg=l, 2, 3) 

ve 

(4) 

( 5 ) 

( 6 ) 
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ve 

... , . '+. ... ... ... 
Xl=t~Xl = 'le + b.

3
X

2
-b.

2
X

3 

... , ... ... ... ... 
X2=r~x2=-b.3Xl+ :;, * +61 X3 

{7) 

... , ... ... ... ... 
x3=r~x3= b. 2Xl -li l X2 + * 

elde edilir. 

... 
Simdi r dual vektorUnUn kinematik yorumunu yapallm . ... 

Bu ama~la once G ile 

... ... 
~b. X ... T' G - g g . (8) 

52 & g 

... 
birim dual vektorUnU gozonUne alallm. Bu G birim dual vek-

torU bir G dogrusu gosterir. , 

Bir t anlnda G dogrusunun Ox1 x 2x 3 hareke~li U~yUzlU­

sline gore sabit kaldlglnl farz edelim. (8) den G 'nin tUre-... 
vini alallm, X~ lerin katsaYllarl sabit kalacaglndan 

g 

... , 
G = 

... , 
~b. X 

g g 

"t:;;j2 V~LY~ 

yazlllr. (6) ve (7) formUllerinden 

... I 

~b. X = 0 
g g 

( 9 ) 
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oldugu gorU1Ur. Su ha1de gozonUne a1lnan anda G dogrusu Eo 

sabit uzayl i<;inde de sabittir. G dogrusunun hareketin ani 

vida1anma ekseni oldugu sonucu <;lkarl1lr. 

-+ 

Simdi r=w+e:wo 'In Ox1x 2x 3 hareket1i U<;yUz1UnUn eksen-

1eri lizerindeki 

!:,. =0 +'£0 
g' g gO 

izdU9Um1erini gozonUne a1a1lm. 

~l=O 1 +so10 

~ 

r 6.2~Q 2 + E 0' 2 0 

~3 =0 3 + e: 0' 3 0 

burada 

°1 °10 
~ a w 0 20 

,U) 
2 0 

0'3 °30 

d~r. CS) e$it1ik1erinin i1kine gore 

~, ~ 

!:,.1=<01+so10 = X2 ·X 3 

(10) 

(11) 
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ve buradan 

~ ~ -(~, ~, ) (~ ~ ) ul+Eu lO - X2+EX 20 ,X3+EX 30 

yazlllr, Burada reel ve dual klslmlarl e9itlersek 

~ -~ I ~ u
l

,""x
2
,x

3 810~~~'~30+~3,i~O 

ve aynl tarzda 

cS - -t_1 ~ 2- xa,xl 
~ _7_1 ~ ~ ~, 

t)20-X3'XIO+Xl'X30 

~ - ~, ~ 
u 3- XJt'X 2 

~ -~, ~ ~ ~, 

U30-Xl'X20+X2'XlO 
I 

~ 

elde edilir, r nln 6 izdu9umlerinin reel klslmlarl g 

cS - ~ 1 -t_ 1 - x2 ,x3 
~ _~, 7_ 
U 2'""X 3 'Xl 

~ -~, ~ 
u 3-Xl 'X2 

(12) 

(12)1 

dir ve bunlarln hareketli ucyuzlunu.n ani donme hlZlnln iz-
~ . 

dU9umleri ve bunun S9nucu, r n~n W reel k~sm~n~n hareketin 

a.ni donme h:Lz~ oldugu gorulur, 

$imdi de (12) nin ikinci formulu ile verilen 6 1 In 

dual klsmlnl gozonune alallm, 

hurada 

ala~x~.X30+X3·X20 

~ 

~ . 0 ~ 

x30 R ~x3 

~ ~,~ 

x20 R (Q"X
2
)' = Q •. Jc

2
+O",x2 
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oldugundan 

~ ~ ~ 

610~1~{0~13)+13(0~12)+~3(0~1~) 

yazl.llr. 

~ ~ 

~I (O~ )-~ CO->I) . x 2 · ~x3 -,-x3 · AX 2 

oldugundan 

~ I °10=13 (0:'1 2 ) 

yahut 

~ ~ 

~ ·C 0' ~) I (-+ ~ ) x 3 · AX 2 =0 . x2~x3 

ve 

~ ~ ~ x l =x2Ax 3 

koyarak 

~ I 

0lQ=O ,xl 

bulunur. 020' 030 in ifadelerini benzer hesaplarla bularak 

~ I 

010= O. xl 

~ I 

o 2d~ O. ~2 (13) 

~ I 

6 30 = O. x3 

elde edilir. 
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.. 
$u halde r 'nin Oxl x 2x 3 hareketli licylizllinlin eksen­

leri lizerindeki 6 izdli$limlerinin 0 dual klslmlarl hare-
g m 

ketli uzaYln herhangi bir 0 nbktaslnln aynl eksenler lizerin-.. 
deki izdli$limleridi~; bunun sonucu r 
noktasLn~n h~z~dLr. 

.~~n & dual k2sm~ 
o o 

Buradan $U sonuc Clkarlllr: Hareketli uzaYln herhan­

gi bir 0 noktaslnln ani donme hlZlnln dogrultusu lizerindeki 

izdli$limli VA ani otelenme hlZlna e$it oldugundan 

.. .. 
w.wo = 

VA = veT 
& 

La .0 
~O 

/Z02 
g 

ve tegetsel helisel hareketin indirgenmi$ adlml lse 

.. .. W.w 
h = 0 = 

kO .0 
g go 

&2 Lc 2 
g 

.. 

(14) 

(15) 

dir. (4) formlilli ile tanlmlanan (birim olmayan) r=& + E& dual 

vektorli helisel teg~t hareketi karakterizeeder: 

1 ° 

2° 

3° 

.. 
G = 

.. 

.. 
L Birim dual vekto:rliyle tanlmlanan G dogrus u R helisel teget hareketin eksenidir . 

r nln & reel klsml ani donme vektorlidlir. 

h = 
.. .. W.w 

o 

w2 

helisel teget hareketin adlmldlr. 
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..... 

4° 
.. W.W 
V = ( 0) .. A • W 

.. 2 
W 

vektoru ani otelenme hlZldlr. 

Hareketli uzaYln bir M noktaslnln hlZ vektoru 

.. .. 
VM = Wo+~~OM 

00+ _. __ ." 

baglntlsl ile verilmi9tir; 9U halde r dual vektoru 90yle de .. 
YDrumlanabilir: r dual vektoru w ~eel klsml genel bile9ke-

si, W dualklsml 0 daki bile9ke momenti, M deki bile9ke mo­
o 

mentide bu noktanln hlZ vektoru olan bir kayan vektor sis-

temini gosterir. 

Hareketli uzaYln ani hareketini karakterize eden ve .. 
yukarlda a~lkladlglmlz ozellikleri nedeniyle r dual vektoru-

ne &ni bareketin brZI denir. 

UYGULAMA ~_ , 

B!R REGLE YtiZEY!N ASAL tiC;YtiZLtiStiNtiN HAREKET!: 

Bir X dogrusu bir t reel parametresine bagll olarak 

hareketinde, bu X dogrusu bir [X] regle yuzeyi 01u9turur. 

[X] yUzeyinin X=Xl ana dogrusu Xl 'in x bogaz noktaslndaki 

X2 yuzey normali ve x noktaslndaki Xl ve X2 'ye dik olan 

X3 yuzey tegetinden 01u9 an (Xl' X2 ' X3 ) dogru yonlu dik u~­

yUzluye [X] yuzeyinin Xl ana dogrusuna ait asal u~yuzlu de­

nlr. 

X dogrusuna ait dual birim vektor 
g 

.. 
X =x +sx 0 g g g, 
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olmak uzere 

... I ... 

'X = * + PX + * 1 .2 

... I ... ... 
X = -PX + * 2 1 + QX 3 (16) 

... I ... 

X = * -QX + * 3 2 

formulleri caridir. Burada 

P = P /-:;-2 + Ep = X' 
o 1 

(X ~ ... I ... " 

Q = q + Eq = 1 Xl) Xl 
o ... 12 

Xl 

(17) 

dir. 

Xl' X2 , X3 dogrularlnln olu$turdugu [Xl]' [X 2], [X 3] 
regIe yuzeylerin dagllma parametrelerinin ifadeleri de 

A 
Po 

- -
~ p 

PPo + qqo <.12 ) A = 2 p2 + q 2 

qo 
A =-3 q 

dir. 
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x bogaz noktasl belli bir hareket kanununa gore (x) bo­

gaz ~izgisini ~izerken (Xl' X2 , X3 ) U~yUzIUsUnUn hareketini 

gozonUne alallm. (4) formUlUnde (16) formUlleri gozonUne all-

nlrsa 

... ... ... 
r = t"fX + PX '-(: 1 3 (19) 

yazlllr. Su halde, gozonUne allnan hareketin ani hlZl (19) for­

mUIU ile verilmi9tir. (16) formUllerini (7) formUlleri ile kar­

~lla~tlrlrsak 

6
1

, =, Q 

& = 0 2 

&3 =' P 

oldugu kolayca gorUllir. 

(20) 

(12)1 ve (13) baglntllarl ile (5) formlilleri gozonUne 

allnarak donme hl-Zlnln exl , X2 ' X3 ) U~y!UzHisUnlin eks enleri lize­

rindeki izdli$Umlerinin q, 0 ,p ve x bogaz', noktaslnln hlzlnln 

izdli$Umlel,i de qo' Q, Po oldugu gorlilUr. (14) ve (15) formlil­

leri. gozonUne) allnarak tegetsel helisel hareketin VA ani ote­

lenme nlzlnln ve h adlmlnln ifadeleri i~in 

v = A 

PP +qq o 0 

I p2 + q 2 

(21) 

h = 
pp .+qq o 0 

2 2 
P + q 

yazlllr. Burada (18) formlillerinin ikincisi gozonline allnlrsa 

h nin IX 2] regIe yUzeyinin dagllma parametresine e9it oldugu 

gorUIUr. 
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TE.RS PROBLE.M: 

Hareketli llcylizllinlin ~areket kanunu verilmesi halinde 
~ 

ani hlZ f, t zamanlnln fonksiyonu olarak verilmi9tir. 

Kar91t olarak 9U problem dli 9linlilebilir: Zamanln fonk-
4 

slyonu olan f dual vektorli verildiginde hareketin belirlenmesi. 

Bu problemin tam ispatl differensiyel denklemler teori­

S'lne dayanlr. Biz once hareketli licylizllinlin bir dogrusunu gos­

teren hir hirim dual vektorlin aC:;Lnlmln:;Ln nasllbulunabilecegi.;. 

ni gosterecegiz. Bunu yaparken tabiatlyla bu aClnlmln mllmklin 

oldugunu kabul ediyaruz. 

; Oxl x 2x 3 hareketli UcylizllinUn hir X dogrusunu gozonllne 

alal+JIJ.;bu dogr'u 

'4 4 

X = :tE X 
g g Cg = 1,2,3) (22) 

dual hlrim vektorUyle gosterilebiJ:ir. Burada Eg bllyukllikleri 

2:£2 = 1 
g 

e.:;.;i tligini saglayan ve genel olaraR:. dual olan sahi tlerdir. 

4 

X 'in tUrevini hesaplayallm. 

4 , 

X 
4 1 

- :kE: X g g 

yahut (7) formUllerinde.n 

4 1 ~ ~ + 4 4 4 

'X = El t"x l t E.2 f"X 2 + E.3f ~ X3 



buradan 
4 , 
X 

.. .. 
=r ~ ~E X g g 

ve nihayet (22) den 
.. , .... 
X: = r~x 

bu1unur • 

.. 
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(23) 

X(t) nin t zamanlna gore ardl$lk turev1eri (23) teme1 

formu1u 
.. , 
X 

.. 11 

X 
.. Ill 

X ........... , -X(ll) 

ardJ:.$.::t.k turev1erini hesap1amaYl mumkun k::t.1ar. Gen:;:ekten (23) den 
i .. " .. , ...... ' 

X = f",X + r:...,x 

yahut 
.. 11 .. , ......... 

X =' r ",X + r",{r~X) 

yazJ:.IJ:.r;. nurada 

-+ -+-+ -+-+-+ -+2-+ 
rA(r~X) = {r.X)r -er )X 

... '111 

nu1unur. Benzer hesap1ar1a X ~ hesap1anlr ve 

-+ , ~-+ 

ox =i r "'x 

.. " .. I .... ." ..... ." 2 .. 
X' ;:: f "x + cr. x)r .,.Cl" ) x 
.. .." .. .. , .. .. .. ",.. .. 2 .. 
X'" = r '"X + 2(f . X)r .,. 3(r.f) X .,. er )f"X 

.. .. 
e.1de e.di1ir. Gene1 olara,k, r ve r 'nJ,~TI ard1 9J:.k turev1eri cinsin-

den XC}l) ni1iniyorsa" tu~ev a1ma ve (23) f0rmU1li yardlmly1a 
"XC}l+l), 'f' '1' . - In l adesl e1de edl lr. 
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~ 

Su halde e~er r zamanln bilinen analitik bir fonksi-

yonu lse 

~ ~. t"*1 t2~n' 
X ( t ) = X ( 0 h.-X ( 0) + - X (0) + 

I! 2! 

$eklinde bir a~lnlm bulabiliriz; buradan a9a~ldaki sonu~ 

elde edilir~ 

~ 

Zamanzn fonksiyonu olan bir birim olmayan r fonksiyo­

nunun verilmesi hareketli Ugyilzlilniln bir hareketini belirler. 

fNTEGRASYON PROBLEM!:. 

Rir noktasl sabit olan bir katl cismin hareketinin 

incelenmesi kendi tizerinde kayan bir ktirenin hareketinin 

ince.lenmesine getirilir;. Darboux bu halde ktirenin bir para­

metrik gos-terimini gozontine alarak, problemin bir Riccati 

differansiyeJ. :,denkleminin integrasyonu ile ~ozulebilece~i­

TIl gostermi$tir. 

Eir RatJ. cismin genel hareketinde" uzay:r.n bir do~ru­

s'una, dua,l kUrenin b.ir nokta.sJ. tekabtil etti~inden; kendi tize­

rinde kayan bir dual kurenin hareketi d{h;unulebilir. Biz bu 

nokta.dan hareket ederek kat:r. cismin en genel hareketinde de 

prob.lemin biT' Riccati differansiyel denkleminin coztimtine 

getirilebilece~ini gos·te.rece~iz. 

C2 2) de.nklemi ile. tanJ..mlanan X do~rusunun Oxl x 2 x3 

hQ,rek.etli U~yuzlUye gore harek.et halinde oldu~unu farzede­

lim;:.. :Du ta.k.dirde E.
g 

buyUkluk.le.ri zaman:r.n fonksiyonlarldlr 

ye (22) den turev alarak 

~ I ~ I ,~ 

X P E'E X + LE: X 
g g g g 

(24) 
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yahut (23) ve (24)'e g8re 

... , ...... ... 
X = r~X+LE'X . g g 

(25) 

yazlllr. 

Sabit uzaYln bir X dogrusunun Oxl x 2x 3 hareketli uzaya 
... 

g8re hareketi dllsllnlllllrse, X dogrusunun X dual vekt8rUnlln 

zamana g8re tllrevi (25) formlllll ile verilmistir ve bu dogru 

saoi t oldugundan tllrev slflra esi ttir:: 

yahut 

...... ... 

r~X+L~'X = 0 
g g 

... ... ... 
.4E' X ;::. x"r g g 

(26 ) 

yazlllr. (26) denklemini har'eketli llcyllzlllnlln eksenleri llze­

rine izdll$llrelim~ C6) ve (22) baglntllarl g8z8nllne allnarak 

Ei;::. Ll3E2-~2E3 

E2= l>.lE 3-li·3El (27) 

E3= 6 2EI -Ll1E2 

lineer differansiyel denklem sistemi bulunur. 

Integrasyon problemi (27) sistemini integreetmekten 

ilSarettir. 

(27) nin ilk denklemini El ; ikinciyi E2 ; llCllncllyll 

E3 ile carparak toplayallm. 
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EIEi ;-E
2

E2+E
3

E3 = 0 

ve integre ederek 

222 " . 
El + E 2 + E 3 = S ab 1 t 

buluruz; E leri uygun bir dual sabitle b61ersek 
g 

E 2+E2+E2 = 1 
123 

(28) 

yazlllr. Bu, 01 baelanglO noktasl merkezi olan E dual birim 

kures"inin, dual koordinatlarl El' E2 , E3 olan X noktaslnl 

g6z6nUne almak demektir. Bu X noktasl E uzerinde, (27) di­

feransiyel sistemini geroekleyen bir ~ dual e~ri oizer. E 

Uzerinde birnokta iki dual parametreye ba~ll oldu~undan, 

Darhoux'nun reel kllre ioin yaptl~l parametrik g6sterimin 

benzeri yapllarak, (27) sistemi iki dual bilinmeyenli b~r 

denk1em sistemine donueturulenilir. 

Bu amao lOln E'nln bir noktaslnln E dual kDordin~t-
g 

la:rnon+.n U ve V gibi iki dual parametrenin fonksiyonlarl ola­, 
rak ifade olunabil"ece~ine i 9aret edelim;geroekten 

.2 "0 

1 =~l 

Qlmak Uzere 

E _l-UV 
1- ---

U-V 

E2=i l+UV 
U-V 

E3=U+V 

U-V 

yazl:llr ve karf;ilt olarak 

(29) 



El + iE 
U = 2 

v 

l-E 3 

El + iE2 

1+E 3, 
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( 30) 

dir; (29) e9itliklerinin dual ktiremiz L'nin (28) denklemini 

gercekledikleri kolayca gosterilebilir. 

$imdi U ve V parametrelerinin cebirsel nitelik1erini 

aC1Klayallm. U ve - ~ iki e91enik kompleks saYldlr; yani 

konursa 

U=R+iS 

-1 V=---=--
R-iS 

dir; diger taraftan R ve S iki dual btiytiklukttir. 

R=r+sr 
o 

, S=s+sso 

ourada r, r , s, s zamanln fonksiyonlarl olan reel btiyuk-o 0 

lti.klerdir. 

(3~,) denklemlerinin ilkinin ttirevini alallm; 

U' = 

yahut 

U ' = 

E'+iE' . 1" 2 

1 .... E
3 

E ' ·E' 1+1 2 

l-E 
3 

+ 

+ 

E1+iEZ 
(1-E

3
)2 

E
l

+iE
2 

1-E
3 

E' 3 

E' 
3 

l-E 3 
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dir. Bu esitli~in sa~ taraf1nda' (30) un ilk ba~lnt1s1 g8z-

8nune al1narak 

U'= 
E '+iEI 

1 2 + U 
El 

3 

1-E 1-E 3 . 3 

(31) 

yaz1l1r. (31) esitli~inde E~ turevlerinin yerine (27) deki 

ifadelerini koyal1m~ 

U'= 
6 (E -l'E )+(1'6 -6 )E 3Z '1' , 1 2 3 

1-E 
3 

(2S) esitlikleri g8z8nline al1narak 

6
2

E -6 E 
+U 1 1 2 

1-E
3 

1\ (,l+UV ,l-UV) ('6 6 ~ U+V (.6.1- UV ~A l+UV 
UI= ,wa 1lJ=V" '":' l:u-v + JJ 1- 21 u:v+ U 2U-V - ~1~) 

1- U+V 

U-V 

ve gerekli sadele6tirmelerden sonra 

, (Ml -63) (U+V) 62~Ml-(62+~2)UV 
UI= -:-i6

3
U + +U 

-2V -2V 

ve nihayet 

UI= 
LiZ+iLi1 2, 6 2- i61 ' 

U -16
3
U+-,,----

2 2 

elde edilir. 
2·_ 

Benzer hesaplarla 
:: _-:-'~- -- ;:: -- ": I 

6
2
+ i6

1 
2 6 2- i61 V I = V -i6 V+,----

2 3 2 

(:32 ) 

( 33) 
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bulunur. (32) ve (33) iki idantik Rieeati differansiyel 

denklemidir. B6yleee (27) sisteminin integrasyonu, bir 

Riccati denkleminin integrasyonuna getirilmi6tir. 

Simdi V degi6keninin neden U ile aynl differansiyel 

denklemi gercekledigini g6sterelim. Bunun icin bir X dogru­

sunu yani dual kurenin koordinatlarl (El' E2 , E3 ) olan bir 

X noktasl (27) differansiyel sisteminin nir c6zumu ise X 

den gecen capln diger ueu olan ve koordinatlarl (-El' -E 2 , 

-E 3 ) e e6it X* noktasl da (27) sisteminin nir c6zumudur; 

nalDuki DU X* noktasl, X dogrusu iIe cakl6an fakat ters y6n­

de olan dogrunun imajldlr; ve nir noktadan digeri~e U ile V 

aralar::r..ncta degi6tirilerek gecilir; 6U halde U ve V aynl diffe­

rans-iyel denklemi gercekler. 

UYGULAMA: 

Integrasyon probleminin regIe geometride bir uygula­

maSlnl yapmak istiyoruz. 

Bir [X] regIe yuzeyi ve (16) baglntllarl ile verilen 

P ve Q dual egrilik ve burulmaslnl gozonune alallm. P=P(t) 

ve Q=QCt) buyuklukleri [X] regIe yuzeyinin dogal denklemle­

ridir ve P, Q'nun verilmesiyle [X] yuzeyi bir yerdegi6tirme 

farklyla belirlenir. 

Hareketli uCyuzlu olarak [X] in (Xl' X2 ' X3 ) asal 

uCyuzlusunil alallm. (7) denklemleri~ (20) baglntllarl goz-

6nune allnarak (16) formulleri yazlllr: 
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... , ... 
Xl = * + PX 2 

+ * 
... , ... ... 
X2 = - PXI + * +QX 3 
... , ... 
X3 = * QX2 

+ * 

Buradan (32) dife.ransiyel denklemi 

, 
U = - iPU + 

I 

2 
iQ (U 2_1) 

eeklini allr. Bu, dual e~rili~i pet) dual burulmasl Q(t) 

olan regl~ yUzeyin diferansiyel denklemidir. 
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