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Du ga111man1n haz1rlanmaS1ftda, her tUrlU yard1mlar1ft1 esir

gemiyen aay1n hoo&m1z dan1,man ProfG Dr Lutfi Biran a minnet ve 

,Ukran duygular1m1 arzaderim. 



KONGRttAHSLAR 
'L , 

1. - Bu ga11paDll.zda dUal uzaydu. (a + 1 ao ' t:.. 0) tayda1u.arak, 

yUzeyler teor181.e alt baZ1 formUller1a, dolru kongrUanslar1ftda be.

.erl.rlftl lnoellyeoe~lz. Bu llk paragratta, baZ1 taft1m1ar ve tormUl-

1ere k1saoa 19aret etmek 18tlyoruz. 

Blr X dolruau taraf1D.dail olu~turulan blr [X) regle yUzeyl g<:Sz

HnUne ala11mo LX) yUzeylnl bellrlemek 191n, X dogrusunun dUal birlm 

vekt<:Sr(), blr reel t parametreslne bag11 olarak verileb1l1r • 

(1,1) ..., - -t X(t) • x(t) + t xo(t) ( ?: • 0) 

-+ .... 
Burada x , X dogruauna paralel bir aerbeat birim vekt<:Sr, %0 iae, X 

do~ruau taraf1ndan ta~1nan x kayan vektijrUnUn aabit b1r 0 noktas1D& 

g<:Sre momentldiro 

(1,2) P • P + ~Po • r~ 2 

...,.... .... 
(XAX')o X" 

.... - -:I> (X, X: X") 
Q • q +lQo • ""1. 2 • -? XI. 

, 

euitliltler1 11e tan1mlaaan P ve Q dUa+ bUyUklUklerlnin 11k1 .. e, dUal 

e~rillk, lklnoia1ne dUal burulma denlr. ~(t) • 1 01maa1ndan, [X) 

regle yUzeyl, bir1m dUal tU renin bir e~rlai olarak, dUuUnUlebilir ve 

(1,2) nin 11k formU1Unden, dUal yay eleman1 lOin, 

(1,3) dB • /-;'2(t) dt. P dt 

ve dUal yay uzunluSu iOin, 

S ~Ji.2(t) dt:JP 'dt 

yaz111ro 

dB • d. + t. d8
0 

koyarak, (1,2) nin ilt bag1nt181 da gHzHnUne a11narat, [x) in da~l

ma parametresl 

(1,4) 
(d. p 
iJ • --2- • ..:Jl. 

d. ,. J» 

/, 
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1le verilmi,t1r.' 
Q 

(1,5) 
p 

dUal bUyUklUgtine [X) regle Y'UzeY'1nin dl!al kUresel egrili~i den1r. 

(1,6) c-. • 

Y'azl.ll.r. 

~ 

( X, 

_::1 2'-' 
dX. dX 

-) 
dS' dS2 

2.- Bir {X 1 dogrular kongrUanSl.nl. belirlemek ioin {X l in her

hangi bir X dogruaunua b1rim dUal vektCSrU r ve V gibi iki reel pa

rametreY'. bagll. olarak yerilebilir. 

(2,1) ~ ~ ~ ~-

X • X(r,v) • x(r,'i) + l. Xo (r,v) 
ve arasl.ndaki her bagl.ntl. kongrUanal.A bir regle yUzeY'ini taD.l.m-

lar. Ozel olarak r. at 0 V'. st. y-UzeY'ler1ne koordina t Y'UzeY'leri de ... 

nir. 

{X] in her regley-UzeY'i iOin, 
'-......,....., -., 
dX • Xr dr + X,., d V 

dl.r. KongrUansl.n dUal yaY' elemanl. 

ifadesi ile yerilmi,tir. (2,2) bagl.ntl.sl.nda 

(2,) 

kOY'all.m. Burada~reel ye dUal kl.al.mlarl. aYl.rarak, 

(2,4) 
... 2 -+ ~ ~2 

e • x,... f • xr" Xv g • x( 

.... - - ~ - - ,...., -e -2Z:fxo~ to - x,..." xov + x.or• Xy g - 2x". %.011 
0 0 

Ye buradan (2,2) ioin 

(2,5) dS2 - e dr2 + 2f d",dv- + g dv
2 + r( eo df + 2to drdv + g"di) 

yazl.11r. (2,5) de 

! 
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(2,6) [1) •• df + 2t 4rdv + I 41 [11]·.0 df + 2tO 4rdr+IOd/ 

dB. da + i dao koyarak, (2,5) ba~1nt1111 

d.2 ... 2 tda d.
O

• [lJ +i [11] 

yaz11ab111ro (1,4) e,1t11~1 gtsztsnUne a11n1raa, {X J kongrUanll1n1n b1r 

Xdo~rusundan gegen 'Ye do~ranlal'11 X J e a1 t olan blr reg1e yUzey1n1n .~ 

dag11ma parametres1 191n, 

(2,7) 
2 2 

.0 d ..... + 2to drd~ + 10 d y 

2 2 e d r- + 2 f dr d V' + g d v 
~ ·to 

bulunur. (2,6) bag1nt11ar1 ile kongrUans1al'1n b1r1nci ve 1k1noi kuad

rat1k form1ar1 tan1mlan1r. !Dce1.me1erimizde a111nd1r1k kongrUanll1ara 

tekabUl eden ha1i gtsztsnUne alm1yacag1z. Daima 

""'" ....., 2 2 
( J[ A x) • eg - t'c+ 0 

farzedeaeS1z. 

{x} kongrUans1n1l1 ag11ab111r yUzey1eri (If. 0) 

(2,8) 2 2 
eo d,.... + 2t 0 d ~ dv + go d y • 0 

diteransiyel denkle.i 11e tan1mlanm1Dt1ro ~u balde bir kongrUans1n ag1-

1ab111r yUzeyleri, yUze11er teor1sinde asimptotlk gizgiler.e tekabUl e-

der. 

Diger tarattan, yUzey1er teor1s1nde normal kesitlerin egr11ik1er1n1n 

makatmum ve minimum deger1er1ni veren bag1nt1 11e, (2,7) bag1nt181111n 

benzer11gine 1Daret ede1im. Benzer dU,Unce v. hesap1a~la ~ aUn tonk-, , v 
.lyonu olan ~ I11n mak8il1um ve minimum de~er1er1n1 .,.eren denk1em igin, 

(2,9) e d~+ t dv 

eodt'-+ todV 

t dr+ g dY.'\' " 
1 • 0 

todr-+ g dv 

bulunuro KongrUanSlJll1Z1B, (2,9) denk1emi 11. tanlJlllanan, reg1e yUzey1e-

rine, &8al yUzeyl.r denir. Datma reel olan DU yUzeyler, yUzeyler teori-

a1nd. egr111k ;1zg1s1ae tekabU1 eder. 

Bwldan btsy1e I X} koagrUall81D1n 11l0trop Olmad1~11l1, 1an1 Lx J 1a 
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blr X do~ru8undan ,.oe. ve kongrUan8a altolantUm regl. rU.ell.rl. 

x do~ru.unda ayn1 da~1lma parametro.lno .. Ilk 01m1yaoaklar1n1 farzed1-

yoruz. 

• If: g + .0 I fo I '0 

Dl~er taraftan f". at. ve y. at. koordlna tyUzeyler1 kongrUans1n 

a8al yUzeylerl olsunlar. Bu halde (2,9) denkleml 

(2,10) f • 0 

verir. 

, f • 0 o ( F • 0 ) 

3.- Bu paragrafta, hesaplar1m1zda asal yUzeylerin dUal yay uzunlukla-

r1n1 kullanacag1z. KongrUanslar tecrls1nde Mannhelm ve Hamilton formUl-

leri ad1 11e bi11nenJ 1ki formUlU elde edeceg1z. 

Bir {X] kongrUans11U.., gozonUne alala. Koordinat yUzeylerinin a

sal yUzeyler oldu~nu farzedelim. KongrUanS1m1Z 

~ ~ 

X • X (r, V) 

ol.un. H1poteze gore (2,10) ve (2,3) formUllerinden 

...., -
(3,1) F • Xr e Xv • 0 

01acakt1ro KongrUans1n her [xJ regIe yUzeyi 101n • 

~ - .... (3,2) dX ., Xr dr- +Xy- dv 

d1r. X den geoen 1k1 asal yUzey [X],. ve [X]..,. olsun. Bu regIe yUzeyler1n 
) 

dUal yay elemanlar1n1 a1ra 11e 

(3,3) dU • du + t duo dV • dv + i dvo 

11e goster1rsek, (2,3) ifadeleri g8zanUne a11narak 

(3,4) dU • lE dr- dV.1G dv 

d1r. 
--"> ... 

~ Xr- -+ Xv 
(3,5) ~.- • X2--;:m- m -1.1:1 VU! 

koyarak, (3,2) bag1nt1s1 

(3,6) 
..... -+ 

dl • ~ dU + X2 dV 
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yas1l1r. Unoe IU busu8lara i,aret .de~1m. 11 .e X2 dUal bir1m vektHr-

lerd1r. B1rayla [x1 ~ ve [x] v a8al yUzeylerin1n merke. normaller1n1 

g(Sster1rler. Du YUze;yler (3,1) dolaY1s1yla X do~ran1 fizerinde &yn 

x bo~a. nokta81na mal1kt1rler. Bu x nokta81 X do~rusunun merke.aokta-

81, ba,ka dey1mle,odak noktalann1n orta nokta81d1r. X , ~ • X
2 

do~

rulan ayn1 x merkez noktas1nda d1k olarak kes1~1rler ye bu do~rular1n 

-+ - ...... y(Snler1n1 ( X • Xl ' X2 ) bir dogru y(SnlU UOyfizlU olaoak ,ek1lde se911~ 

d1~in1 yarsaY1Yoruz. 

Durada b1r de 'U hususa ,i~aret edel1m •.. 0,3) Ye 0,4) e,1tl1kleri 

g(SzonUne a11narak 

(),7) du - re dr- du • o 
eo -dr 

2.J8 
g 

dy _ [gdv dyo • ..::J:L dv 
2ft 

ye asal yUzeyler1n dag11ma parametre1er1 ~I ve ~ 1le g(Sster1lerek ve 

(1,4) e gore 

5,- du 
~~. 

dvo (3,8) 0 , 
du dv 

olaoag1ndan, (3,7) den 

(3,9) ~. 1 eo 
I- T. t ~. 1:... 80 

~ 2 g 

elde ed1l1r. 

§1md1 [X J kongrUans1n1n bir X do~rusundan geoen ve doguranlan 

kongrUanBa a1t olan b1r [X] regle yUzey1 g(SzonUne alal1m. 

-+~. -
dX - Xr- dr- + Xv dv 

ve 

Jdi.2 • dB 

koyarak ve {x J in mark •• normal1nin dUal birim veictorunU 111e gosterii'i,'(; 

Bek, ;...., 
-'> dX -+.!t: .-Ij. d V' 
Y • dB • XI" dB + X~ rs 
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,ahut, (),4) ye (),5) 1fadelerin,i gtsztsnUne alarak, 

(),10) 

,taz111r. Burada 

-+ .... 4U ...,. dV 
Y·~dS +X2 TB 

(),11) dS2 • dU2 + dV2 

'h' 

dire [X) yUzeyinin Y merkez normali Xdo~ruaunu bir .y nokta81nda keser. 

y nokta81 [X] in X • ait bo~az noktas1d1r. Y do~ruaunun, aaal yUzeylerden 

bir1nin merke. normali 11e, tsrne~in Xlile yapt1~1 dUal· ag1Y1 .1;: l.f+ i ~ 

11. gasterelim. Burada If, Y ye ~ dol!;rulann1D. reel ag181, ifc ise xbmerkez 

noktas1n1n [X] in y bo~a. noktas1na olan u.akl1~1d1r. 

1ft' • xy 
~ - .-. ~ Y vektl:SrU (X, ~ • X2 ) UgyUzlUsUne gl:Sr. yaz1l1raa • 

....,. - - A.. (),12) Y • Xl 008 et> + X2 SinY' 

yaz111r. (3,10) bas1nt1a1 gCiz8nUne a11narak, 

ye Bon olarak. 

dU 
dS • Co. f/J , 

dV fI.. 
do • Tg r 

.dV 
dS • Sin tP 

oldugu gl:SrU1Ur.Bu e,1tlikte reel ve dUal-k1smlan aY1ral1M. 

(3,13) 

(),14) 

ID dy 
Tg i • du 

Lb du dYo - dv duo ,D· 2 -
du + dy 

(3,11) bag1nt181nda da reel .,e dUal k1s1mlan afLra11m. 

222 ds • du + dv ,d. dso • dU duo + dv dVo 

bulunur. (:J.,4) gCizl:SnUne a11narak., [X] yUzey1n1n ~ parametres1 10in 

~ du du + dv dv C> . 0 0 

• 2 2 du + dy 

Ye (3,8) • (),13) bal1nt11ar1 g8ztsnUn. a11narak, 
- -. -'.-'-.-~-~,"#"".--.-" ... -.----.. ~, ... --.. - -.-.-- -----.~- ... --.,-.-.--.- .. --..... ~-.,---
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(),15) & •. ~ oo.2tp + ~ Si1l2<f 
bulunur. Mannhe1m tormU1U denilen bu tormUl, yUzeyler teor1.indeki Euler 

formUlUnUn benzeri olup, bir [ X] kongrUan.l.nl.ll bir X do~rusund .. n geoen 

b1r regle yUzeyin, bu X do~ru8und .. k1 da~1lma parametreler1ni ver1r. 

Son olarak (),14') ifadesinden ().te) ve C3,15) eoitlik1erini glSzC:SnUne 

alaralt 

(),16) In ~-s, 
'1'0 • "Sia 2 l.f 

elde .dilir. KongrUan81nbir X do~ru8undan geoen bir regIe yUzeyin X deki 

bo~z noktas1n1n, merkez noktasl.na uzakl1.~1n1 veren bu ba~1nt~Hamilton 

formU1UdUr. 

If) + 1r (),16) formUlUnde 2 1 • - lfo1mas1 ha1inde y bo~z noktas1 x merkez 

noktas1ndan en uzak konumda bulynur. y ninbu konumlann1 Yl ve Y2 1le 

gasterelim. Y1 ve Y2 ye limit noktalan d.ni~. Limit noktalar1n1n x bo-

~az noktae1aa uzak11~1 
b'1- ft 

2 
d • '! 

r d1r. KongrUane1n X dogrusundan' geoen ve do~ran1an kongrUansa a1 t olan 

l' tOm regl. yUzeyl.rin X do~,..,.l.II. ait bo1!az Dokta1an, Y1Y2 dol!N pargaS1 ., .' ., 

i01nde olacaklard1r •• 

().15) ve (),16) formU11eri aras1nda c.p yok edilirse, 

(),17) ~. J - ( & - §, )( $ - &;.) 
bulunur. X Uzerindeki odak noktalar1 Fl ve F2 olBun. xFl • xF2 • 1 koya

rak, (3,17) de~. 0 yap1l1rsa, 

1 • J - <;. S~ 
bu1unur. 

4... eimd1 in'Y'ariant tUrtvler kullanarak kongrUanslar ioin Fren.t formUll ... L';f.) 

rine formUller tesis edece~izo eimdiye kadar oldugu gibi, burada da koord1-

aat yUzeyleri olarak aBal yUzeyleri a11Yoruz. (F. 0 ) 
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tlao. X( t"--. v) .Un 1k1Jlo1 mertebeden tUrevler1n1, X. Xr .Xy T.k .. 

t6rler1n1. l1neer komb1.esoau olarak 1fade adelim. 

(4,1) 
~ E,...__ E" ~ .... 
Xr,- ~ Xr - - Xy - E X 

21 2G 

~ RV'....... Gr- ~ 
Xr v- - Xr + - Xy 

2E 2G 

~ Gr-....... '@y ~ -+ 
XVI"" - - X f + X\, - G X 

2E 2G 

Di~er taraftan, asa1 yUz.,.lerin a-; ve or dUal kUrese1 egri1ik1eri 

(1.6) ya g6re ( X , if . 1
ft

) 

(4.2) 0( - (X2fA' »)/2 

- .....,. ~ ) 
( X • X v , XVY" 

0;- <,i:2
v 

)3/2 

yahut, (2,) ve (4.1) formUl1eri g6z6nUne a1~narak. 

(4,) 
EV 

V[. - 2EJa 

Gr 
~- 2G/E 

Y'az~1~r. Son olarak §U e§it1ik1eri Y'aza1~. -
(4,4) -.a, 1 - J... 5" 

~1 - .[i (~)r -.rt (~)~ 

-,. 1 ~ J,..!.r 
~2 - JG (~)" • fG (lE )Y -..... 1""" 1 Xy 
X21 • {E (X2)r - jr (Jff ) ... -~ 1 .... 1..!x. 
X22 - .JTf (X2 )", - ~ (jG)y 

(4.1) • (4,) • (4,4) bag~nt~1arl. g6z6nU .. e a1~narak. 

(4,5) 
-., .-, ..., 
~1 - - X + <r; X2 

...I) -" 

~2 - Vi X2 
-... ~ 

X~l - - a; Xi 
~ ~ ...... 
X22 • - X - ~~ 
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bulunur. Paragraf ba,1Dda d& 8~yledi~imi. gibi, do~ru kongrUanalar1 

igia, elr1ler teorisinin Fre.et formUlleri.e benzer, bir formUller 

aiatemi elde ettik. Du tormUllerdea 

(4,6) 0.. ( X , Xl ' ~l) , , ~. ( X , X2 ' X22 ) 
~ 

yaz1l1ro 

50 - Bu 80n p~~grafta J. Liouville e ait olan yUzeyler teoris!nin 

bir formU1UnU do~ru kongrUanslar1D& genelle,tirecegiz. Onoe J. Liouvil-

le nin bu formU1UnUn itadea1ni verelim. 

Bir [X) yttzeyi ~~z~nUne alal1m ve bu yUzeY' Uzerinde u. at. , 

vast. koordinat egrilerini_, bir dik ,ebeke olu,turduklar1n1 tarze -

delao [X] yUzeY'inin bir X noktas1nda koordinat egrilerinin jeodezik 

e~ilikJ.eri Pt ve1 olsun. Diger tarattan yUzeyin, x aoktas1nun gegea 

ve u (Va st.) koordinat egrisi ileif ag]'S1 yapaa bir (x) egrisi gozo

nUne alal1m. (x) in x noktas1nuki jeodezik .grili~ini ~ ile goste-g 

relim. J. Llouville 

(4, 7) ~a f.l + t: C08 if + fz Sla if 

oldu~u goatermi,tir~. 

eimdi bl [X} kongrUanSl.D.1 gi:Szi:SnUne ala11.m. r a st. , V. st 0 ko
ordinat yUzeyleri asal yUzey1er olsun ( F • 0 ) 0 KongrUan81n bir X dog

rusundan gegen ve doguranlar1 l X J e ait olan bir [x] regl. yUzeY'i 

ioia 3 UnoU paragrafta oldu~ gibi. (3,12) formU1U yazl.11r. 

(4,8) ~ 

dX ~ - ""~ Aa dB • Y • ~ Coa r + X2 Sin 'f' 

yaz111r. (4,8) in 8 dUal Y'~ uzunlu~na gore tUrevlAi ala11M. (3,4) , 

(4,4) ve 

dU .n-, 
ds. C08 '+' 

ifadeleri gozonUne a11narak , 

• 
dV 41 
'dB • 81. 7 
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42~.... 2 '.... ~. I'A.JI....... .. 

(4.9) /462 • ~lOo. i/J + ( 't2 + 121 ) 81. Y 0 •• y" .. ~2 SiD,2f:J + 

( - ~ 8iD,{D .. ~ Oo.~ ) t! 
bulunur. Son olarak(1.6). (4.6) , (4,8) ",e (4,9) ba~nt1larl.ndan.. 

0-. tt "Cl/ 008 f/; .. U; SiD, r(J 

e1d. edi1ir. Bu formUl, (4.7) formU1UnU. do~ru kongrUanalar1l1daki ben-

zeridir. 
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