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Bu galigmanin hazirlanmesinda, her tiirlti yardimlarini esir-

- gomiyen sayin hooamiz danigman Prof, Dr Lutfi Biran a minnet ve

pikran duygularimi arzederim,



KONGRUANSLAR
l, - Bu galigmamizds diial usaydan (a +Zfa , £ = 0) faydalanarak,
yiizeyler teorisime ait bazi formiillerin, dogru kongriianslarinda ben-
gerlerini inceliyeceyiz. Bu ilk paragrafta, bazi tanimlar ve formiile
lere kisaca igparet etmek istiyoruz.
Bir X dogrusu tarafindan olugturulan bir'[X] regle yiizeyl giz-
dnline alallm; [X] ylizeyini belirlemek igin, X dofrusunun dial birim

vektsrs, bir reel t parametresine bajzla olarak verilobilir.
(1,1) E(t) = X(E) + €2 (8) (£ =0)

Burada.;? s X dofr,suna paralel bir serbest birim vektsr, ;; ise, X
dogrusu tarafindsn taginan X kayan vektdriiniin sabit bir O noktasina

gbre momentidir.

(1,2) Pup+ip = @2
iy ap -ty B
(XAX'), X' (x, X} Xn)

egitlikleri ile tanimlanan P ve Q dug;'bﬂyﬁklﬂklerinin‘11kine, diial
erilik, ikincisine diial burulma denir, X-(t) = 1 olmesindan, [X]
regle ylizeyi, biriﬁ diial kiirenin bir ejrisi olarak, diigiiniilebilir ve

(1,2) nin ilk formiiliinden, diial yay elemani igin,

(1,3) a8 wVT03(t) at = P at

ve diial yay uzunlugu i¢in,

s J\/f'z(t) at -}P at

dS = ds + id'n

yagilar,

koyarak, (1,2) nimn ilk bagintisi da gizbniine alinarak, EX] in daparl-

ma parsmetresi

ds P
(1,4) | 5-——°—-—-9-
P



ile verilmigtir,’

Q
(1|5) ‘ 0‘. —
P

dilal bilylikliigiine

Py

x] regle yizeyinin dial kiiresel eiriligi denir,

(1,2) ve (1,3) begantilerandan (1,5) formilil
—b ek —r
X, X', X") L af &
(1,6) C~ = -~ - (X, — , —%)
’ ($12)¥/2 as = as®

yazilire
2.,- Bir { X Z dofrular kongriiansini belirlemek igin { X} in her-
hangi bir X dogrusunun birim dial vektdri /-' ve v gibi iki reel pa-

rametreye bagli olarak verilebilir,

- - > - -
(2,1) X m T(pyv) = X(PY) +ET(HY)
ve arasindaki her baginti kongriiansim bir regle yiizeyini tanim-
lar, Ozel olarak r- at, V = 8t. yilizeylerine koordinat ylizeyleri de~

nir,

{Xj in her regle ylizeyi igin,
o d w4 -
dX = J{'M dp+ X, dv

dair, Kongriiansin diial yay elemana

- > >
(2,2) as? = a2 %% 2 + 20 X, dpav 4 X2 av®

ifadesi ile verilmigtir, (2,2) bagantisinda

. |
(2,3) E-o#feo-xﬁ, Faf+sif =X Xy, C =g +iggm Xy

koyalim. Burada_reel ve diial kisaimlari ’aylrarak,‘

-2 o I ‘ 22
(2,4) ¢ = X, fm xr. X, g = X,
| . BT P X X+ Xone X, 2% o X
% " “Hp¥op o ™ Xpe Xor * Xope Xy &8 x,* Xov

ve buradan (2,2) igin

(2,5) as® = e aff + 2f duav + & a? +2( o, af + 28 dpav + godvz)

yazalar, (2,5) de




- (2,9) o dp+ £ dv fap+ g a1

-3 - : _ :
‘ 2 a2 P
(2,6) [1)meafs2rapay +eaf 1m0 a)f 42z apdr + y.e;odve
dS = ds + Sdso - koyarak, (2,5) bagintisy |

d-2

‘ + 2Lds d'o',' [1] +Z[11]

yazilabilir, (1,4) egitlipi gtziniine alinirsa, { X} kongrilansinin bir
Xdogrusundan gegen ve doguranlanz X } e ait olan bir regle yiizeyinin S
dagrlme paramot_roai i¢in,

(2,7) ¢ .1

2 2
.0 dr; + 2f° drdy + 80 dy

e dr? + 2f drdv + gdv2

bulunur. (2,6) bagintilari ile kongrianslarin birinci ve ikinei kuad-
ratik formlari tanimlanir, Incelpmelerimizde silindirik kongriianslara
tekablil eden hali gizdniine almiyacafiz. Daima |
(ZAX )% = 0g = £2 14 0

farzedecefiz,

g x} kongriiansainin agilabilir ylizeyleri ({ = 0)
(2,8) e a + 22 dpdy + g, 4 = 0
diferansiyel denklemi ile tanimlanmigtir, Ju halde bir kongriiansin agi-
labilir yilzeyleri, ylizeyler teorisinde asimptotik gizgilere tekabiil e~
der,
~ Diger taraftan, ylizeyler teorisinde normal kesitlerin efriliklerinin
naksimum ve minimim deferlerini veren baginti ile, (2:7) bagintisinin
benzerlijine igaret edelim, Benzer dﬁgﬁnco ve hcupla;'ln g-e niln fonk-
siyonu olan 5 nin r_nkainum ve minimum deferlerini veren denklem ig¢in,

1= 0
oodfu- todv todr»-r g fiv '

' bulunur, Kongrﬂunsmu:.n, (2,9) denklemi ile tanimlanan, regle yiizeyle-

[ Y 2z

rine, asal ylizeyler denir, Daima reel olan bu ylizeyler, ylizeyler teori-

sinde eirilik gizgisine tekablil eder.

Bundan biyle XX} kongrilansinin igotrop olmda.gxn:.,' yani {x} in



bir X ,dogrujundan gegen ve kongrilansa ait féhh’_tﬁm r@g],. ‘y'ﬁgéflyrin g
X dojrusunda ayni ’da’g;lma pakrumyetro_sinyo ml:l.k olm;yi'odkiﬁnhx firzédi- g
yoruz. . | E
et figdeo, 11 tg |
" Diger 1\z‘urafta.n‘r\; st, ve y= st, koordinat -yﬁzeylori koyng'rui.‘z'am
asal yiizeyleri olsunlar. Bu halde (2,9) denklemi |
(2,10) =0 , f =0 (F=0)
verir,
3.~ Bu paragrafta, hosaplarmzdu asal ylizeylerin diial yé.y uzunluklae-
ranl kullanaca@iz. Kongrilanslar teorisinde Mannheim ve Hamilton formiile
leri adi ile bilinen,iki formiili elde edecefiz. |
Bir { X} kongrilansini.. gdzdniine alalim. Koordinat':‘yiizeylerinin a-
sal ylizeyler oldufunu farzedelim. Kongriiansimiz
T=%¢ Fov)
- olsun, Hipoteze gire (2,10) ve (2,3) formiillerinden

o—rp

o -
(391) F = er. 9 XV = 0
olacaktir. Kongriiansin her [ X] regle ylizeyi igin ,

o d

: ' — —

(3,2) X = X dpr+ Xy dyv

dair. X den gegen iki asal ylizey [X]P ve [X]r olsun., Bu regle ylizeylerin
dilal yay elemanlarini sira ile

(3,3) AU = du + £du_ aV = dv + fdv_

ile gtsterirsek, (2,3) ifadeleri gbzbnline alinarak

(3,4) W = JE dp Cav <G av
dar. —_ | -
- x'» , ' — Xy

koyarak, (3,2) bagintisi

(3,6) df-i;au +3c'; av



-5 . |
yazalar, Unce gu husueluru 1earet odelim. Xl ve x dunl birim voktﬁr-
lerdir, Slrnyla [x],avo [x]yr‘ﬂll yuzqylerinin merkez normallerini
gssteririor. Bu yuzoyler (3,1) dolayisiyle X doZurani ﬁzarindﬁ qyni
x bojaz noktasina maliktirler. Bu x noktasi X dogrusﬁnun merkez.ndkta- |
s1, bagka deyimie odak noktalarinin orta noktasidir, X ; x1 X dog- .
rulari ayni x merkez noktasinda dik olarak kesigirler vo’bu dogrularln
yonlerini ( X 1 ’ X ) bir dogru ybnld ﬁgyﬁzlu olacak gekilde aegil\
digini varsayiyoruz. |

Burada bir de gu hususa igaret edelim, (3,3) ve (3,4) egitlikleri

gbzbniine alinarak
*

(3,7) du = Je dp ' du = -2 dr_
g
dv = JT dv dv, = =2 av

- 2[e
ve agal ylizeylerin dafilma parametreleri éa ve é; ile gﬁstorilerek ve

!

(1,4) e gére

(3,8) . 5"- ‘duo . SL- dvo

du dv

olacagindan, (3,7) den

v 1 °o 1 8o
(3,9) | S.--;——.— . 521_-2_2_
elde edilir,

Simai zxj 'kongrﬂanszn:.n bir X dofrusundan gegen ve dogfurenlari

kongrianss ait olan bir'[X] regle yilizeyi gtzéniine alslim.

- —3 v—
aX = x‘*dr\-i' deV

JaX? « as

koyarak ve [X |in merkez normalinin diial birim vektdriinli Y ile giste

ve

sek,
av

m—

N —
-3 4ax -—>
Y =35 ’- xr + S

as

; /<><1



b -
yahut, (3,4) ve (3'5) dfadelerini gﬁzﬁhﬂno alarak,

au =

B~ -av
(3,10) R , Y-IITS- +x2—d—-§
\Vy‘a.z:.l:.r. Burada
(3,11) as® = au? + av®

dir, [ X ) yiizeyinin Y merkez normali Xdoémauhﬁ bir y noktasinda keser,
y noktasa [ .X]ix; X o ait bopaz noktasidir, Y dofrusunun, asal yﬂzéylerdén
birinin merkez normali ile, brnegin X, ile yaptika dtial agiy: ¢ = ‘F*Z%
ile gosterelim. Burada ¥, Y ve X, dogrularimn reel agis, ) ise xcmerkez

noktasinin [x] in y bogaz noktasina olan uzakliZidar.

‘Po = XY
- - o - .
Y vektsri (X, X 0 X, ) Ugyiizliisiine gdre yazilirsa,
' . > —
(3,12) Y =X Cos® +X, 8in®

yazilar. (3,10) bagintisi goztnline alinarak,

%-Cps¢ ’ %—-‘Sin¢
ve son olarak
av
-d-ﬁ- s Tg¢

 olduggu gbriliir. Bu egitlikte reel ve dilal kismlari syiralim,

(3,13) | | TeY = ,%T‘:
(3,14) . du dv, = dv du,
' , au? + av?

(3,11) bagintisinda da reel ve dilal kisimlara uy@;ral:.m.

d32 - (h;r2 + dv2 s s dso = du duo + av av,

bulunur. (},4) gizbnline alinarak, [X]yuzeyinin ‘S pura.motrebi igin

S ) du c_luo + dv dvo

du2 + dv2 g
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(3,15) g gcou b + 5 Sin® 7
‘bulunur. Mannheim formiilii denilen bu formiil, yﬂzeyler teoriaindoki Euler
fomﬂlﬂnun benzeri olup. bir { x} kongrﬂannm.n bir X dogrusundan geqen
bir regle ylizeyin, bu X dojrusundaki dugxlmu parametrelerini verir.
Son olarak (3,14) ifadesinden (3,8) ve (3,15) egitliklerini g&zdnﬁne
alarak |

(3,16) | Y, &;26-1 Sin 2

elde edilir. Kongriiarsin bir X dogrusunden gegen bir regle yﬁzeyin X deki
bogaz noktasinin, merkez noktasina uzaklifini veren bu bafinti, Hamilton
formiiliidiir,
+ 7T '
(3,16) formiiliinde 2 ?’- = “5-olmasi halinde y bofaz noktasi x merkez
noktasindan en uzak konumda bulynur. y nin bu konumlarina yy ve y, ile

gosterelim, Y, Ve ¥, ye limit noktalar: denir, Limit noktalarinin x bo-

#az noktasina uzakligy ‘ §~
ba-

dir. Kongriiansin X dogrusundan-gegen ve dogurlnlurz kongriianss alt olan
tiim regle yﬂzgylerin X dofuranina ait boZaz noktalari, Y135 doru pargasi -
iginde olacaklardair,.

(3,15) ve (3,16) formiilleri arasinda (P yok edilirse,

(3,17) 7 s S S TE S

bulunur. X {izerindeki odak noktalari Fl ve F2 olsun, xFl - sz = 1 koysaw~ '

rak, (3,17) deés'- 0 yup111rsa,

WE A

4o 51hd1 invariant tiireévler kullanarak kongrilanslar igin Frongt formiillea

-bulunur,

rine formiiller tesis edecefiiz. Simdiye kadar oldugu gibi, burada da koordi~

nat ylzeyleri olarak asal ylizeyleri aliyoruz. ( FuO)



-8 = ' e
bnoe x( po V) aiin :lkinoi mertebeden turovlorini, X xr, xv ’nk- i

_ t8rlerinin lineer kombinegonu olarak ifade odolim.

( ) .--» E -i» E,6 o -
4,1) » - —X, -EX
rr- 2E ¥ 2G
2E 2G
Xyp e = — Xrb+ — xv - G X
2E 2G

Diger taraftan, asal ylizeylerin (7:vo Gy dual kiiresel ejrilikleri

(1,6) ya gbre - - -
(X, Xp, Xpp) (X, Xy, Xyy)

(4,2) - 3 . Y
v2) o FENEE G, FEREE

yshut, (2,3) ve (4,1) formiilleri gszdniine alinarak,

(4,3) v G-
’ 15T mfe - 26/E

yazilir, Son olarak gu egitlikleri yszalaim,

(4,4) BT IANY

v ™ ﬁf(ja- )V

bagintilary gdziniine ul;nlrnk,

N

N
[ ]

>
~
P
~—

(4.1) ') (4.3) | (40

- - : e
(4,5) ==X 407X, !

H

,'R;Nl 3:»4‘[ {xl il e
N
e

"
N
gk



o 9. | ,
bulunur, Paragraf baginda da naylédigimiz gibi,: dogru kongruanslarx

igin, e@iriler teorisinin Frenet formiillerine benzer, bir formiiller

_ sistemi elde ettik. Bu formillerden

(4,6) G"-(xf,xl.xu) . q.(x.xa,xza)

yazalar,

5, = Bu son pgrgg;.‘tfta Jo Liouville e ait oiaxi ylzeyler teorisinin
bir formiiliinii dogru kongriianslarina genolloétirocogiz. Once 4. Liouvile
le nin bu formilintn ifadesini verelim, ST L

Bir [ X} ylzeyi sdzbniine alalim ve bu yiizey Uzerinde u - st. .
v =st, koordinat egrilerinin, bir dik gob’oko oluatui‘dukl_ann:. farze -
delim, [ i]yﬁzeyinin bir X noktasinda koordinat agr:llerj:nin Jeodezik

efrilikleri ./? ve /é olsun, DiZer taraftan yiizeyin, x uoktaaznhn gegen

veu (va 8t,) koordinat eirisi ile (fa{;:.sx yapan bir (x) ejrisi gozt-

niine alalim, (x) in x noktasindaki jeodezik egrilijini /: ile goste-
relim. J. Iiouville - '
(4,7) | )08- %;-{ + )‘,’Qos’-f + )ZSin(f
oldufunu gdéstermigtir,:

gimdi bi { X} kongritansini gizbniine alalim, M= st, , V' = 8t. ko=
ordinat yiizeyleri asal yiizeyler olsun ( F =0), Kongruanu-n bir X dog-

rusundan gegen ve doZuranlam ZX } e ait olan bir[ X] regle ylizeyl

‘igin 3 tincil paragrafta oldupu gibi, (3,12) formilltl yazilair,

(4,8) x
das

— o
-Y- xl CO!¢ + Xa Sin¢
yazilar, (4,8) in S dial ysay uzunlupuna gére tiirevini alalim. (3,4) ,
(4,4) ve |

%g—-co- @ - | -g—g-‘- sin ¢

ifadeleri g¥ztniine alinarak ,



22 > |

— = xll don2¢+ ( iiz + x 21 ) 81:¢ Oos¢ 122 S:I.n2¢ +

(4 9)
s

(-J&Bin¢+x Uo-¢) 8

bulu.nur. Son olo.rak (1 6) ’ (4, 6) ’ (4 8)( ve (4.9) bugmta.larmdan,.
= a_? Go- ¢ S:I.n ¢

elde edilir., Bu fomul. (4,7) 'fomulunua dogru kongrumsi.ngdak‘i ben-

zoridixf.
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Kaeynaklar:

1) W, Blaschke 1 Diferensiyel Geometri Dersleris 1 Cilt, (K, Erim)

2) L. Biran ¢ 1.U. Pen Fakilltesi @ocmuasx.VSQri A, Cilt XV111
V | » Slyl 1 'Y | | | V
3) L, Biran .t Bur quelques formules relatives aux congruences

de droites. Avusturya mnthﬁatikgiler kongresi
| Viyana, |
4) X, Erim, : I.U. Pen Fakiiltesi mecmuasi, Seri A, Cilt X, oy

Say:r 1 - 4 o



