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Damsman : Do¢. Dr. Erding DUNDAR
Bu tez caligmasi alti1 boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, caligmada ele alinan konunun tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, calismanim daha anlagihir olmast i¢in gerekli olan bazi temel kavram-
lar verilmistir. Uciincii boliimde, 2-normlu uzaylarda rough yakinsaklik kavrami ve
rough limit noktas1 kavrami tanitilarak rough limit noktalar: kiimesinin 6zellikleri
incelenmig ve bu kiimenin smirli, kapali ve konveks oldugu gosterilmigtir. Bunun
yaninda, 2-normlu uzayda rough Cauchy dizisi kavrami tanmitilarak rough yakinsaklik
ile arasindaki iligkiler incelenmistir. Dordiincii boliimde, 2-normlu uzaylarda rough
yakinsakligin bazi ozellikleri ve diger yakinsaklik tiirleri ile iligkisi incelenerek, rough
limit noktalar1 kiimesinin o6zellikleri teoremlerle aciklanmigtir. Beginci boliimde, 2-
normlu uzaylarda rough istatistiksel yakinsaklik ve rough istatistiksel limit nok-
tas1 kavramlar1 tanitilarak bunlarin kendine 6zgii 6zellikleri 6rnekler ve teoremlerle

aciklanmigtir.

Son boliim olan altinci boliimde ise, ¢caligma stiresince yararlanilan literatiirdeki kay-

naklar listelenmigtir.
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This thesis study consists of six chapters.

In the first chapter, the historical development of the subject discussed in the study is
mentioned. In the second part, some basic concepts that are necessary for the study
to be more understandable has been granted. In the third chapter, in 2-normed
spaces the concepts of rough convergence and rough limit point are introduced
and the set of rough limit point has been examined and shown to be bounded,
closed and convex. Besides, the concept of rough Cauchy sequence in 2-normed
space is introduced and the relations between rough Cauchy and rough convergence
was investigated. In the fourth chapter, some properties of rough convergence in
2-normed spaces and its relationship with other types of convergence are examined
and the properties of rough limit points are explained with theorems. In the fifth
chapter, rough statistical convergence and rough statistical limit point concepts in
2-normed spaces are introduced and their specific properties are given by examples

and theorems.

In the the sixth chapter, which is the last chapter, sources in the literature that
utilized throughout the study are listed.
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SIMGELER ve KISALTMALAR DIZINI

Simgeler

N Dogal sayilar kiimesi

R Reel sayilar kiimesi

R? 2-boyutlu reel Oklid uzay

R n-boyutlu reel Oklid uzayl

-, -l 2-norm fonksiyonu

|-l o 2-normlarim maksimumu olan sonsuz norm fonksiyonu

(X,d) Metrik uzay

(X -5 -D 2-Banach uzay1

B,(x0) xo merkezli r yaricaph acik yuvar

B, (xp) xo merkezli r yaricaph kapal yuvar

int(A) A kiimesinin igi

diam(A) A kiimesinin ¢api

|K| K kiimesinin kardinelitesi

I(K) K kiimesinin dogal yogunlugu

() Reel say1 dizisi

lim z,, (x,,) dizisinin limiti

st — lim x,, (x,,) dizisinin istatistiksel limiti

r —limx, (xy,) dizisinin rough limiti

LIM"x x = (x,) dizisinin rough limit noktalar: kiimesi

LIM5x x = (x,) dizisinin 2-normlu uzayda rough limit noktalarimin
kiimesi

st — LIMix x = (x,) dizisinin 2-normlu uzayda r-istatistiksel limit
noktalarimin kiimesi

r2 x = () dizisinin 2-normlu uzayda tiim istatistiksel yigilma
noktalariin kiimesi

Kisaltmalar

h.h.n hemen hemen her n




1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonlar teorisi bilim dalinin temel kavram-
larindan biridir. Yakinsaklik kavraminin bir genellegtirmesi olan ve temeli dogal
sayilar kiimesinin altkiimelerinin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel
yakinsaklik kavrami ise bu bilim dalindaki toplanabilme teorisinin 6nemli konu-
larindan biridir. Fast (1951) ve eg zamanl olarak Steinhaus (1951)’un istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanitmalarindan bu yana bu kavram tizerine caligmalar basta
Salat (1980) ve Fridy (1985) olmak iizere bircok arastirmaci tarafindan giiniimiize

kadar devam etmigtir.

Rough yakinsaklik kavrami ilk olarak Phu (2001) tarafindan sonlu boyutlu normlu
uzaylarda caligilmigtir. Bu caligmada LIM"z kiimesinin kapali, sinirli ve konveks
oldugu gosterilmis ve rough Cauchy dizisi kavrami tamitilmigtir. Ayni zamanda
rough yakinsakligin diger yakinsaklik tiirleri ile iligkisi ve LIM"x kiimesinin r roughlik
derecesine baghligi incelenmigtir. Bagka bir caligmada Phu (2002), lineer operatéorler-
de rough yakinsaklik kavramini tanimlamis olup, X ve Y normlu uzaylar olmak tizere
dimY < oo ve r > 0 sartlar1 altinda bir f : X — Y lineer operatoriiniin her x € X
noktasinda r-yakinsak oldugunu gostermistir. Phu (2003) bir diger ¢aligmasinda,
rough yakinsaklik ve ilgili 6zellikleri sonsuz boyutlu normlu uzaylara genisletmistir.
Aytar (2008) rough istatistiksel yakinsaklik kavramini galigmig ve bir dizinin rough
istatistiksel limit noktalar1 kiimesini tanimlamigtir. Ayni1 zamanda bu kiimeye bagh
olarak iki istatistiksel yakinsaklik kriteri elde etmistir ve bu kiimenin kapali ve kon-
veks oldugunu ispatlamigtir. Ayrica Aytar (2008), reel sayilarda bir (z,) dizisinin
alisilmig cekirdegi ile bu dizinin r-limit noktalar1 arasindaki iligkileri incelemistir.
Son zamanlarda Diindar ve Cakan (2014), rough Z-yakinsaklik kavramim tanitarak,
bir dizinin rough Z-limit noktalar1 kiimesini ve bazi 6nemli 6zelliklerini incelemisler-
dir. Bununla birlikte Diindar ve Cakan (2014), ¢ift dizilerde rough yakinsaklik
ve rough limit noktalar1 kavramlarini tanitmiglardir. Bagka bir ¢alismada Diindar
(2016), cift dizilerde rough Zp-yakimsaklik kavramim tanitarak, bu kavramm bazi
ozelliklerini incelemistir. Ayrica Kisi ve Diindar (2018), ¢ift dizilerde rough lacu-

nary Zo-istatistiksel yakinsaklik kavramini tanimlamiglardir.



2-normlu uzay kavrami, ilk olarak Gé&hler (1963, 1964) tarafindan tamtilmasimin
ardindan bir ¢ok matematik¢inin ilgilendigi onemli bir konu haline gelmistir.
2-normlu uzaylarda yakinsaklik tizerine yapilan ilk caliygmada Gunawan ve Mashadi
(2001), 2-normlu uzaylarda yakinsaklik ve Cauchy dizisi kavramlarmi tanitmiglardir.
Yine Gunawan ve Mashadi (2001), n-normlu uzaylar iizerine ¢aligmiglardir. Daha
sonra Giirdal ve Pehlivan (2009), 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik ve is-
tatistiksel Cauchy dizisi kavramlar: tizerine calismiglardir. Benzer sekilde, 2-normlu
uzaylarda Z-yakinsaklik ve Z-Cauchy dizisi kavramlar: ile Z-istatistiksel yakinsaklik
ve Z-istatistiksel Cauchy dizisi kavramlari da sirasiyla Sahiner vd. (2007) ve Ya-
manci ve Giirdal (2014) tarafindan yapilan ¢ahigmalarda verilmistir. Ayrica, Giirdal
ve Pehlivan (2004), Giirdal ve Agik (2008) ve Sarabadan ve Talebi (2011) tarafindan
da 2-normlu uzaylarda benzer ¢aligmalar yapilmigtir. Arslan ve Diindar (2018),
2-normlu uzaylarda fonksiyon dizileri i¢in Z-yakinsaklik ve Z*-yakinsaklik kavram-
larini1 tanitarak Z-yakinsakligin lineerlik gibi bazi ozelliklerini incelemislerdir. Yine
Arslan ve Diindar (2018), 2-normlu uzaylarda fonksiyon dizileri igin Z-Cauchy ve
I*-Cauchy dizisi kavramlarin tanitarak Z-yakinsaklik, Z*-yakinsaklik, Z-Cauchy ve
Z*-Cauchy kavramlar arasindaki iligkileri aragtirmiglardir. Yegiil ve Diindar (2017),
2-normlu uzaylarda fonksiyon dizilerinin istatistiksel yakinsakligini tanitmig ve bu
yakinsakhigin ozelliklerini inceleyen teoremleri ispatlamiglardir. Diindar vd. (2020),
2-normlu uzaylarda fonksiyon dizileri i¢in Z-diizgiin yakinsaklik kavramini tanitarak
bazi Ozelliklerini vermiglerdir. Ayrica 2-normlu uzaylarda yakinsaklik tipleri ile ilgili
Cakalli ve Ersan (2016), Giirdal (2006), Mursaleen ve Alotaibi (2011) ve Sharma ve
Kumar (2008) gibi bir¢ok aragtirmaci ¢ahigmalar yapmuglardir.

Bu tez caligmasi alt1 boliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde, caligmada ele alinan konunun tarihsel gelisiminden bahsedilmistir.

Ikinci boliimde, ¢aligmanin daha anlagilir olmasi i¢in gerekli olan bazi temel kavram-

lar verilmistir.



Uciineii boliimde, 2-normlu uzaylarda rough yakinsaklik ve rough Cauchy dizisi
kavramlar: tanitilmigtir. Rough limit noktalar: kiimesine bagl olarak iki yakinsaklik
kriteri verilmigtir. 2-normlu uzayda bir dizinin rough limit noktalar1 kiimesinin
sinirhilik, kapalilik ve konvekslik gibi ozellikleri teorem ve orneklerle agiklanmigtir.
Rough yakinsaklik ile rough Cauchy dizisi arasindaki iligki verilmistir. Daha sonra

bir dizinin y1gilma noktalari ile rough limit noktalar1 arasindaki iligkiler incelenmigtir.

Dordiincii boliimde, ilk olarak 2-normlu uzaylarda rough yakinsaklik ile adi ya-
kinsaklik arasindaki iligkiler incelenmis ve 2-normlu uzaylarda rough yakinsaklik,
rough yigilma noktasi ve rough limit noktasi kavramlar: ile ilgili baz1 ozellikler
aragtirilmigtir. Ayni zamanda 2-normlu uzaylarda sabit bir # = (x,,) dizisinin rough
limit noktalar1 kiimesi olan LIMjz kiimesinin degigsen r parametresine bagimlilig

incelenmigtir.

Besginci bolumde, 2-normlu uzaylarda rough istatistiksel yakisaklik kavrami tani-
tilmig ve adi yakinsaklik ile arasindaki iligki incelenmigtir. Bunun yaninda, rough
istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin sinirhlik, kapalilik ve konvekslik gibi 6zellikleri
incelenmigtir. Bir dizinin r-istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin topolojik ve geo-
metrik ozellikleri verilmigtir. 2-normlu uzayda bir dizinin tim istatistiksel yigilma

noktalar1 ile rough istatistiksel limit noktalar1 arasindaki iligki incelenmistir.

Son boliim olan altinci boliimde ise, tez caligmas: siiresince temel kaynak olarak

yararlanilan kitap ve makaleler listelenmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, tez calismasinin orijinal bolimlerinde kullanilacak olan bazi

temel kavramlar verilmigtir.

Tanim 2.1 X bos olmayan bir ctimle ve d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Her
x,y,7 € X i¢in

(M1) d(z,z) =0,

(M2) d(z,y) = d(y, ),

(M3) d(, 2) < d(z, ) + dly, 2)

sartlari saglanirsa, d fonksiyonuna X {izerinde bir yar metrik fonksiyonu ve (X, d)
ikilisine de yar metrik uzay denir. Bu tanimda (M1) sart1 yerine

(M1) d(z,y) =0 x=y

sart1 saglanirsa, d fonksiyonuna metrik fonksiyonu ve (X, d) ikilisine de bir metrik

uzay denir.

Lineer bir (X, d) metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsak ise, X uzayna tam

metrik uzay veya Fréchet uzay denir (Maddox 1970).

Tanim 2.2 X lineer bir uzay ve || - || : X — R bir fonksiyon olsun. Her x,y € X
ve her a € C i¢in

(N1) [Jz]} = 0,

(N2) [|0]] = 0,

(N3) [la|| = |afflz]],

(N4) Jlz +yll < [lz]l + llyll

sartlar1 saglaniyorsa, |- || fonksiyonuna X {izerinde bir yar: norm ve (X, ||-||) ikilisine

de bir yar: normlu uzay denir. Bu tanimda (N2) sart1 yerine

(N2) ||z =0 =10

sart1 saglanirsa, || - || yar1 normuna bir norm ve (X, || - ||) ikilisine de bir normlu uzay
denir.
Bir (X, | - ||) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi yaknsak ise, X uzayma tam

normlu uzay veya Banach uzay: denir (Maddox 1970).



Tanim 2.3 Bir (X, d) metrik uzaymda; zo noktasi ve pozitif bir r sayisi i¢in
Bo(1g) = {r € X :d(z,10) <r} ve B,(x9)={r € X :d(x,20) <7}

cimlelerine, sirasiyla, xy merkezli r yaricaph ac¢ik yuvar ve xy merkezli r yaricaph

kapali yuvar denir (Musayev ve Alp 2000).

Tanim 2.4 X bir metrik uzay ve A C X olsun. Her x € A i¢in D(z;r) C A olacak
sekilde bir r pozitif sayis1 varsa A ya X in agik alt cimlest veya A, X de agiktir
denir. X in B alt ciimlesinin X deki timleyeni B = X — B, X de aciksa B ye

kapaly ciimle denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.5 (X, d) bir metrik uzay ve A, X in bog olmayan bir alt ctimlesi olsun.

A nin cap1 d(A) ile gosterilir ve
d(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}

olarak tammlanir. Eger d(A) sonlu ise, yani d(A) < oo ise, A ya sinarls ciimle denir

(Bayraktar 2006).

Tanim 2.6 L lineer bir uzay, A C L ve x,y € A keyfi olmak tizere
B={ze€l:z=ar+(1-a)y, 0<a<1}CA

ise, A ciimlesine konveks denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.7 Tanim kiimesi dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Eger
dizinin deger kiimesi reel sayilar kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel sayr dizisi
va da reel dizi denir. Yani, reel terimli dizi f : N — R biciminde bir fonksiyondur.

Genel terimi z,, olan dizi (x,,) = (1, z2, ..., Xy, ... ) bigiminde gosterilir (Balc1 2016).

Tanim 2.8 z: N — R, z(n) = x, dizisi verilmis olsun. £ : N — R, k(n) =k,
fonksiyonu (dizisi) artan bir dizi olmak iizere, (x o k) : N — R bilegke fonksiyonuna

(x,,) dizisinin bir alt dizisi denir.

(xok)(n) =z(k(n)) = x(k,) = g, olmak lizere, (zy, ) dizisinin her elemaninin (z,,)

dizisinin bir terimi oldugu agiktir (Balei 2016).

>



Tanim 2.9 Reel veya kompleks terimli biitiin dizilerin w uzayimnin bosg olmayan her

alt vektor uzayina bir dizi uzay: denir.

Uy, C, Co, €1 dizi uzaylari sirasiyla sinirli, yakinsak, sifira yakinsak ve mutlak yakinsak

seri olugturan dizilerin uzayidir (Choudhary 1989).

Tanim 2.10 Her n € N igin |z,| < M olacak sekilde pozitif bir M reel sayis1 varsa

(x,,) dizisine sinerly dizi denir (Baleir 2016).
Tamim 2.11 ¢ > 0 ve a € R olsun.

K={z:|r—al <e xR}
kiimesine a nin e-komsulugu denir (Balc1 2016).

Tanim 2.12 (z,,) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her € > 0 igin n > ng
oldugunda |z, — L| < € olacak sekilde € a bagh bir ng = ny(¢) € N sayisi varsa, ()
dizisi L ye yakinsaktir denir ve lim x,, = L veya x,, — L bi¢iminde gosterilir (Balc

n—oo
2016).

Tamm 2.13 (X, d) bir metrik uzay, A € X ve zy € A olsun. D(zg;¢) C A olacak
sekilde bir ¢ > 0 sayis1 varsa A ya xy n bir civar: ve oy a da A nin bir i¢c noktast
denir. A min biitlin i¢ noktalarimin ctimlesine A min i¢i denir ve A° veya icA ile

gosterilir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.14 A, X metrik uzaymim bir alt ciimlesi ve xy € X olsun (Bu nokta A
nin bir eleman olabilir de olmayabilir de). D’(x¢; ) delik civar1 A ya ait bir nokta

ihtiva ediyorsa o noktasina A nin bir yigilma noktas: denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.15 (zy,), (z,,) dizisinin bir alt dizisi olsun. (xy,) yakinsak ve limiti L ise,

bu L noktasna (x,,) dizisinin bir limit noktasidir denir (Balc1 2016).

Tanim 2.16 (x,,) bir reel terimli dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in m, n > ng oldugunda
|zm —x,| < € olacak sekilde bir ng = ng(e) € N varsa, (z,,) dizisine bir Cauchy dizisi

denir (Balc 2016).



Tanim 2.17 K C Nve K,, = {k € K : k < n} olsun. Bu durumda K kiimesinin

dogal yogunlugu,

K 1
5(K) = tim Lol _ lim —[{k <n:ke K}

n—oo N n—oo 17}

bigiminde tamimlanir. Burada |K,| ifadesi, K, kiimesinin eleman sayisini goster-

mektedir (Freedman ve Sember 1981).
Dogal yogunluk kavramu ile ilgili birkag ozellik ve bazi ornekler agagidaki gibidir:

i. K C N sonlu ise, o zaman §(K) = 0 dur.

ii. K =Nise, o zaman §(K) = lim X2l = lim 2 =1 dir.

iii. K ={2n:n € N} ise, o zaman §(K) = lim @ = lim 2 = ¢ dir.
n—oQ n—oo

iv. K ={n?:n €N} ise, o zaman §(K) = lim £2l < lim Y% =0 dur.

v. Kj C K, ise, o zaman §(K;) < 0(K,) dir.
vi. 0(N\ K)=1-§(K) dir.

() bir reel terimli dizi olsun. (z,) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime
harig diger biitiin n ler i¢in bir P 6zelligini saghyorsa, “(x,) dizisi hemen hemen her

n icin P ozelligini sagliyor” denir ve bu durum A.h.n bi¢ciminde gosterilir.

Tanim 2.18 (zy) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
{keN:|z,— L] >¢}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani her ¢ > 0 igin

liml’{kgn:|xk—[/|2€}‘:0

n—oo M

ise, (zy) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx, = L bigiminde

gosterilir (Fridy 1985).

Sonlu elemanh kiimelerin dogal yogunlugu sifir oldugundan yakinsak her dizi aymi
zamanda istatistiksel yakinsaktir, fakat istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak

olmas1 gerekmez. Bu durum asagidaki ornekle agiklanabilir:



Genel terimi
1, n=k (keN),
T —
0 , diger durumlarda
olan

(zx) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...)

dizisi goz 6ntine alindiginda, her e > 0 i¢in K. = {k € N : |z, — 0] > ¢} kiimesinin

dogal yogunlugu sifir, yani her £ > 0 i¢in

(K:) = lim | K|

n—oo N n—oo M

1 1
= lim —‘{kgn:|xk—0|25}‘§ lim —v/n =0

n—oo 1

oldugundan st — lim z;, = 0 dir. Fakat bu dizi yakinsak degildir.

Tanim 2.19 X sonlu boyutlu bir vektor uzay: olsun. X uzayinda 2-norm asagidaki
ozellikleri saglayan bir fonksiyondur :

N1) ||z, y|| = 0 ancak ve ancak x ve y lineer bagimhdir,

N2) ||z, yll = [ly, [,

N3) Jlaz,yll = [elllz,yll, a € R,

N4) [,y + 2] < [, yll + [lz, =]

Bu durumda (X, ||.,.||) ikilisine 2-normlu uzay denir (Gunawan ve Mashadi 2001).

2- normlu uzaya bir 6rnek olarak, ||z, y|| := = ve y vektérlerinin olusturdugu
Iz, yll = |21y2 — mawn| 5 @ = (21, 22),y = (1,12) € R?
formiilii ile verilen 2- norm ile donatilmig X = R? paralelkenarsal bolgesi almabilir.

Bu tez galigmas1 boyunca X, d boyutlu (2 < d < 00) bir 2-normlu uzay olarak kabul

edilecektir.

Tanim 2.20 (X, |.,.||) 2-normlu uzaynda bir (z,,) dizisi her z € X igin
lim ||z, — L,z|| =0
n—oo

sartin1 sagliyorsa, (x,) dizisi bir L € X noktasma yakinsaktir denir. Boyle bir
durumda, lim z, = L yazilir ve L ye (z,) dizisinin limiti denir (Gunawan ve
n—o0

Mashadi 2001).



Ornek 2.21 (z,) = (-%,1), L = (1,0) and z = (21, 2) olsun. (z,) dizisinin

n+1’n

2-normlu uzayda L = (1,0) a yakmsadig agiktir.

Tanim 2.22 (x,), (X,].,.||) 2- normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

her m,n > N ve her z € X oldugunda
T — xp, 2] < e

olacak sekilde bir N = N(¢) € N varsa bu durumda (z,,) dizisine (X, ||.,.||) 2- normlu

uzayinda bir Cauchy dizisi denir (Gunawan ve Mashadi 2001).

Tanmim 2.23 (z,), (X,].,.]]) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 ve

sifirdan farkl her bir z € X i¢in
{neN:|z,—L,z|| > ¢}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise (z,,) dizisi L € X noktasma istatistiksel yakinsaktir

denir. Bagka bir deyigle, sifirdan farkli her bir z € X icin
1
lim —|{n € N: |lz, — L,z | > e}[ =0
n—oo 1

ise, (z,,) dizisi (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymndaki L noktasina istatistiksel yakinsaktur

denir. Bunun diger bir anlam her z € X i¢in
|xn — L, 2|| <e, h.h.n,
demektir. Bu durumda,
st — lim ||z, 2| == || L, 2|
n—oo
yazilabilir (Giirdal ve Pehlivan 2009).

Tanim 2.24 (z,), (X,].,.]]) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 ve

sifirdan farkl her bir z € X igin
d({n € N: ||z, — TNy, 2] > €}) =0
olacak gekilde bir N = N(e, z) varsa, yani sifirdan farkli her bir z € X i¢in
T — TNz, 2|l <€, h.h.n
ise, (x,,) dizisi bir istatistiksel Cauchy dizisidir denir (Giirdal ve Pehlivan 2009).
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Tanim 2.25 r negatif olmayan bir reel say1 ve R, ||.|| normu ile verilen n- boyutlu

normlu bir uzay olsun. Bir z = (z,,) € R" dizisi i¢in eger
Ve>0,In.eN:n>n.= ||z, —L| <r+e

sart1 saglamyorsa, * = (z,) dizisi L noktasma rough yakinsaktir (r-yakimsaktir)

denir ve z,, — L ile gosterilir. Bu durumda
LIMz:={LeR:x, — L}

kiimesi = = (x,,) dizisinin r-limit kiimesi olarak adlandirihr. Eger LIM"z # () ise,
xr = (x,) dizisi r-yakinsaktir denir. Burada r, x = (x,,) dizisinin yakinsaklik derecesi

olarak adlandirilir. » = 0 i¢in adi yakinsaklik elde edilir (Phu 2001).

Tanim 2.26 (x,) ve (y,), (X, ||.||) normlu uzaymda iki dizi olsun. Eger bir (y,)
dizisi tam olarak belirlenemiyor fakat bir (x,,) dizisi tarafindan g > 0 tahmin iist
sinr hatasi ile belirlenebiliyorsa, yani her n igin ||z, —y,| < § oluyorsa, bu durumda

(x,) dizisi klasik anlamda Cauchy sartini saglamaz fakat sadece agagidaki
Ve>0, dk. e Nomn > k.= ||z — x| < p+e

rough Cauchy sartin1 saglar. Boyle bir diziye, p roughlik derecesine sahip bir rough
Cauchy dizisi ya da kisaca p-Cauchy dizisi denir. Ayni zamanda p, (x,) dizisinin

bir Cauchy derecesi olarak adlandirilir (Phu 2001).

Tanim 2.27 r negatif olmayan bir reel say1 ve R™, ||.|| normu ile verilen n- boyutlu

normlu bir uzay olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
{neN:|z,—L|>r+e}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir ise veya buna denk olarak
st —limsup ||z, — L|| > r

esitsizligi saglaniyorsa, z = (z,,) dizisi L noktasina r-istatistiksel yakinsaktir denir
ve

rst

T, — L

10



ile gosterilir. Ek olarak z, SLINY'S yazilabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her € > 0 ve

hemen hemen her n i¢in
|z, — L|| <7 +e¢
esitsizliginin saglanmasidir.

Genel olarak, r > 0 roughlik derecesi icin bir dizinin rough istatistiksel limit noktasi

tek olmayabilir. Burada, x = (z,,) dizisinin r-istatistiksel limit kiimesi

t

st—LIM'z:={L € X :z, = L}

bigiminde tamimlanir. st — LIM" "z # () ise © = (x,,) dizisi r-istatistiksel yakinsaktur

denir. Eger bir reel say1 dizisi olan x = (x,,) i¢gin st — LIM"z # () ise bu durumda
st — LIM"z = [st — limsup z — r, st — liminf x + r]

elde edilir (Aytar 2008).
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3. 2-NORMLU UZAYLARDA ROUGH YAKINSAKLIK

Bu boliimde, 2-normlu uzaylarda rough yakinsaklik kavrami tanimlanarak rough
limit noktalar1 kiimesinin sinirlilik, kapalilik ve konvekslik gibi baz1 6zellikleri verile-
cektir. Daha sonra 2-normlu uzaylarda rough Cauchy dizisi kavrami tanimlanarak

rough yakinsaklik ile arasindaki iligkiler incelenecektir.

Tanim 3.1 z = (z,), (X, ., .]|) 2-normlu uzaynda bir dizi ve r negatif olmayan bir

reel say1 olsun. Eger her z € X i¢in
Ve>0,In.eN:n>n.= ||z, — L,z|| <r+e (3.1)
veya buna denk olarak
limsup ||x, — L, z|| < r (3.2)

esitsizligi saglaniyorsa, (x,,) dizisi L € X noktasina rough yakinsaktir (r-yakinsaktr)

denir ve
Il
T —L,« L

ile gosterilir. Bu durumda, (X, |.,.]|) 2-normlu uzayinda x = (x,,) dizisinin r-limit

noktalarinin kiimesi
LIMye = {L € X : 2, 220 1} (3.3)
bi¢iminde tanimlanir.

Eger (X, ||.,.]]) 2-normlu uzaymda LIMyz # 0 ise, x = (x,) dizisi r-yakinsaktur
denir. Bu durumda r, x = (z,,) dizisinin bir yakinsaklik derecesi olarak adlandirilir.
r = 0 i¢in (X,].,.]]) 2-normlu uzayinda adi yakinsaklik elde edilir. Burada asil
ilgilenilmesi gereken durum r > 0 olma durumudur. Bunun igin bircok sebep
vardir. Ornegin, (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda adi anlamda yakmsak olan bir (y,,)
(yn — L) dizisi genellikle tam olarak tespit edilemediginden (dl¢iilemediginden veya
hesaplanamadigindan), bu (y,) dizisinin limiti » > 0 bir tist sir yaklagim hatast

olmak tizere, her n € N ve z € X igin
[Zn = yn, 2l <7
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esitsizligini saglayan bir (x,) dizisi yardimu ile yaklagik olarak hesaplanmalidir. Bu

durumda (z,,), artik adi anlamda yakinsak degildir fakat her z € X i¢in
[z = Lozl < llen =y, 2l + llyn — L, 2]
< 7 flyn = L, 2|l

esitsizligi saglandigindan dolay (x,,) dizisi (X, ||.,.]|) 2-normlu uzayinda L noktasina

(3.1) anlaminda r-yakinsaktur.

Ornek 3.2 2-normlu X = R? uzaymda z = (2,,) = ((—1)", (—1)") dizisi yaksak

degildir fakat L = (0,0) noktasina rough yakinsaktir. Ayrica,

0 , r<1 ise,
LIMSz =
[(=r,—7),(r,r)] , diger durumlarda

oldugu aciktar.

Bazi durumlarda, verilen bir D C X alt kiimesinde bulunan (ve D kiimesi iizerindeki

r-limit olarak adlandirilan) r-limit noktalarmin kiimesi ile ilgilenilir. Bu kiime
LIMP" o .= {Le D:a, 224 13 (3.4)
bigiminde gosterilir. Ayrica, burada
LIM)""z = LIM}z ve LIMY 2 = D N LIM}z
oldugu aciktir.

Simdi ilk olarak 2-normlu uzayda adi yakinsakligin bazi 6zellikleri rough yakinsakliga
taginacaktir. Bir dizi adi yakinsak ise limitinin tek oldugu iyi bilinmektedir. Bu
ozellik r > 0 roughlik derecesi ile rough yakinsaklik i¢in gecerli degildir fakat sadece

agagidaki teoremde verilen benzetime sahiptir.

Teorem 3.3 z = (z,), (X,].,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Bu dizinin
r-limit noktalar1 kiimesinin gap1 diam(LIM5z) < 2r dir. Bu ¢ap, genel olarak daha

kii¢iik bir tist sinira sahip degildir.
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Ispat: = = (), (X,].,.]|) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. Her z € X icin

diam(LIMsz) = sup {|ly — ¢, z|| : y,t € LIMjx} < 2r
ifadesinin saglandigin gostermek gerekir. Tersine
diam(LIM5z) > 2r
oldugu kabul edilsin. Bu durumda, her z € X igin

d:=|ly—tz| >2r

olacak sekilde y,¢ € LIM,x vardir. Keyfi bir ¢ € (0,2 — r) igin, (3.1) v

2

ifadelerinden, n > n. iken her z € X icin
|lzn —y, 2| <T+e ve |z,—t 2| <r+e€
olacak gekilde bir n. € N vardir. Bu durum, her z € X icin
ly =tz < llen—y, 2l + llzn =2, 2|
< 2(r+e)
< 2r+ 2(%[ — )

= d

(3.5)

e (3.3)

olmasii gerektirir ki bu ifade d = ||y — ¢, z|| olmasi ile ¢eligir. Buradan (3.5)

ifadesinin dogru oldugu anlasgilir. Simdi
lim x, =L
n—oo
esitligini saglayan bir z = (x,,) dizisi alinsin. Bu durumda,
B(L):={ye X :|ly—L,z|| <r}
olmak iizere, her 2 € X ve y € B,(L) icin
lzn —y,2ll <l = Ly 2l + |L -y, 2]
< lwp—L,z|| +7

14



elde edilir ki boylece (3.1) ve (3.3) ifadelerinden

LIMS2 = B,.(L)

oldugu goriiliir. diam(B,(L)) = 2r oldugundan, bu durum gosterir ki genel olarak
bir r-limit kiimesinin ¢apinin tist sinir1 2r olabilir fakat daha kiigiik olamaz. Boylece

ispat tamamlanir.

Agik olarak, adi limitin tekligi Teorem 3.3 iin 6zel bir hali olarak kabul edilebilir.

Clnkii eger » = 0 ise, bu durumda
diam(LIM5z) = 2r = 0,

yani LIM5x kiimesi bog kiime ya da tek nokta kiimesidir.

Adi yakinsaklik kavraminin diger 6nemli bir 6zelligi de yakinsak dizilerin sinirliligidir.
Bu o6zelligin 2-normlu uzayda rough yakinsakliga uyarlanmasi agagidaki teoremde

verilmigtir.

Teorem 3.4 z = (z,), (X,||.,.]|) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. (z,) dizisinin
siirli olmasi igin gerek ve yeter sart r > 0 i¢in LIMjx # () olmasidir. Her > 0 igin

siirh bir (z,,) dizisi,

LIMS™ ) 2, £ 0
olacak gekilde daima bir (z,, ) alt dizisine sahiptir.
ispat: Her z € X igin eger

s :=sup{||z,, || : m € N} < 00

oluyorsa bu durumda, LIMjz kiimesi X uzayimnin orijinini icerir. Diger taraftan baz
r > 0 i¢gin LIMjz # () oldugundan, tiim sonlu x,, elemanlar1 yarigapr r den biiyiik
olan bir yuvarin iginde kalir. Bundan dolayi, (x,,) dizisi (X, ||, .||) 2-normlu uzayinda
smmrhdir.  (z,) dizisi (X, ||.,.]]) 2-normlu uzaymda smirh oldugundan, kesinlikle
yakinsak bir (z,,) alt dizisini ihtiva eder. L, (x,) dizisinin bir limit noktas1 olsun.

Bu durumda LIMbz,, = B,(L) olup, her z € X ve r > 0 igin,
LIMSE%),T{E”I« = {$nk : ||L — Ty, ZH < T} 7& @
elde edilir.
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Ustteki teoremin ikinci kismui (X, ][, .]|) 2-normlu uzaymdaki (z,,) alt dizisinin r-
limit noktalari ile ilgilidir. Anlagilmaktadir ki herhangi bir sinirli D kiimesi tarafin-
dan ihtiva edilen bir dizi (keyfi bir > 0 i¢gin) D kiimesinin herhangi bir noktasima
r-yakinsaktir. Burada, D kiimesinin adi yakinsaklikta oldugu gibi kapali olmasina

gerek yoktur.

Yakinsak bir dizinin her alt dizisinin ayni limit noktasina yakinsak olmasi ozelligine

bagl olarak, ispat1 daha kolay olan agagidaki énerme elde edilir.

Onerme 3.5 = = (z,,), (X, |.,.||) 2-normlu uzaymnda bir dizi olsun. Eger 2/ = (2,

dizisi (x,,) dizisinin bir alt dizisi ise, (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda LIMjx C LIMja2’

bagintisi saglanir.

Teorem 3.6 = = (z,,), (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Her r > 0 igin

() dizisinin r-limit noktalarimin kiimesi olan LIMgx kapalidir.

Ispat: Herhangi bir L noktasina yakinsayan (ym) dizisi, LIMj2 kiimesinde keyfi bir

dizi olsun. Her € > 0 ve z € X i¢in, tanimdan, n > n., iken
[Ym. s — Ly 2|l < /2 ve ||Tn — Ym, s 2l <7 +€/2
olacak gekilde my/, ve n./, vardir. Sonug olarak her z € X icin, n > n./; iken
len = L2l < 20 = Ym s 2l + 1Ym., — Ly 2
< r+e

elde edilir ki bu ifade ayni zamanda L € LIMjz oldugu anlamina gelir. O halde
LIM5x kapaldir.

Teorem 3.7 z = (x,), (X,].,.]]) 2-normlu uzaymnda bir dizi olsun. Eger

Yo € LIM®x ve y; € LIM5'x ise bu durumda, « € [0, 1] i¢in
(21—a)7"0+a7‘1x

Yo := (1 — a)yo + ay; € LIM

ifadesi gecerlidir.
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ispat: Tanmimdan, her € > 0, 79,7 > 0 ve her z € X igin, n > n. iken
|len —yo,2|| <ro+e ve |x,—uy,z|| <ri+e
olacak gekilde bir n. vardir. Ayni zamanda, her z € X igin
[0 = ya, 2l < (1= a)llzn = yo, 2l + allzn — w1, 2]
< (I=a)(ro+¢e)+alr +¢)
= (Il—a)ro+ar +¢
olur ki buradan,
Yo € LIM{—roter
elde edilir.

Teorem 3.8 = = (z,), (X,||.,.]|) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. (z,) dizisinin

r-limit noktalarmin kiimesi olan LIMjx konvekstir.

ispat: Teorem 3.7 de oOzel olarak r = ry = ry; almirsa, LIMjz kiimesinin konveks

oldugu acikca goriiliir.
Teorem 3.9 Eger z, u,. Ly ve y, UT L5 ise bu durumda,
(i) (2 + yn) b (Ly + L) ve
(i) ¢ (z,) 224 e L, (c € R) dir.
Ispat: (i) Tammdan her z € X icin,

Ve >0, In. e N:n>n. = ||z, — Ly, 2| §r1+§
ve

5
Ve > 0, EleGN:an€:>\|yn—L2,Z||§7”2+§
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oldugu agiktir. j = max(n.,j.) ve r; +ro = r olsun. Her n > j ve z € X igin
[(@n +yn) = (L1 + Lo), 2| <l = Ly, 2l + [lyn — Lo, 2]
€ €

S T+ 5 + 1o+ 5

= r—+e¢
elde edilir ki buradan

(n + 9n) 28 (L) + L)

oldugu gortliir.
(ii) ¢ = 0 iken bu durum agiktir. ¢ # 0 olsun.

Ty, MTL

oldugundan her € > 0 ve z € X icin, her n > n. iken

olacak gekilde bir n. € N vardir. Buna gore her n > n. ve z € X icin

lewn —cL, 2| = lelllzn = L, 2]

r—+¢
|

IN

]
= r+e¢

yazilabilir. Buradan da ¢ () UT c L elde edilir.

Tanim 3.10 (z,), (X, ||.,.]|) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. p > 0, L € X ve her

z € X igin,

Ve >0, Jk. :myn > k. = ||og —an, 2| <p+e

sart1 saglaniyorsa bu durumda, (z,,) dizisine (X, ||, .||) 2-normlu uzaynda p roughlik

derecesine sahip bir rough Cauchy dizisi denir ve kisaca p-Cauchy dizisi seklinde ifade

edilir. Aymi zamanda p, (x,,) dizisinin bir Cauchy derecesidir.
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Onerme 3.11
(i) Monotonluk: p’ > p oldugu kabul edilsin. Eger p, (X, ||.,.]|) 2-normlu uzayinda
verilen bir (z,,) dizisinin Cauchy derecesi ise, ayn1 zamanda p’ de (x,,) dizisinin bir

Cauchy derecesidir.

(ii) Smurhhk: Bir (z,) dizisinin smirh olmas i¢in gerek ve yeter sart p > 0 igin (x,,)

dizisinin (X, |.,.||) 2-normlu uzaymnda bir p-Cauchy dizisi olmasidur.

Teorem 3.12 z = (z,,) dizisinin (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda rough yakinsak
vani, LIMyz # () olmas i¢in gerek ve yeter sart = (z,,) dizisinin her p > 2r i¢in
bir p-Cauchy dizisi olmasidir. Cauchy derecesi i¢in bu sinir genellikle daha kiigiik

olamaz.

Ispat: L noktas, LIM5x kiimesinin herhangi bir noktasi olsun. Bu durumda, her

z € X vee>0icin m,n > k. iken
€ €
||xm—L,z||§'r’+§ ve Hxn—L,z||§r+§
olacak gekilde en az bir k. € N vardir. Boylece, m,n > k. iken her z € X igin,
|Zm — Tn, 2| = |l2m — L+ L —zp, 2]
< ||xm_L7Z||+||L_xn7Z||
< rdcdrds
r+-=-4r+-
- 2 2
= 2r+4c¢

elde edilir ki p > 2r icin # = (z,) dizisi bir p-Cauchy dizisidir. Onerme 3.11 den,

her p > 2r ayni zamanda x = (x,,) dizisinin bir Cauchy derecesidir.

xr = (x,) dizisi (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir rough Cauchy dizisi olsun. (z,) bir
rough Cauchy dizisi oldugundan, p > 0 ve her z € X i¢in

3

Ve >0, Jk.:m,n > ke = ||om — Ty, 2| <Pty

elde edilir. Bu durumda, (x,) dizisi smuirhdir ve sonug olarak rough yakinsaktir.

Ayrica, Teorem 3.3 ten bu sinirin 2r den daha kiigiik olamayacag1 agiktir.
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4. 2-NORMLU UZAYLARDA ROUGH YAKINSAKLIGIN
OZELLIKLERI

Bu boliimde, 2-normlu uzaylarda rough yakinsaklik ile adi yakinsaklik arasindaki
iligkiler incelenecek ve rough yakinsaklik, rough yigilma noktasi ve rough limit nok-
tas1 kavramlari ile ilgili bazi 6zellikler aragtirilacaktir. Ayni zamanda 2-normlu uzay-
larda sabit bir # = (z,,) dizisinin rough limit noktalar1 kiimesi olan LIMjz kiimesinin

degisen r parametresine bagimliligi incelenecektir.

Teorem 4.1 z = (z,), (X,|.,.]]) 2-normlu uzaymnda bir dizi, 7 > 0 ve ro > 0
olsun. (z,) dizisinin L € X noktasima (r; + r2)-yakinsak olmasi icin gerek ve yeter

sart her z € X igin
Yn M“ L ve ||[xn—yn, 2| <12y (n=1,2,...) (4.1)
olacak gekilde bir (y,,) € X dizisinin mevcut olmasidir.

Ispat: (4.1) esitsizliginin dogru oldugu varsayisn. y, Mn L olmasi, her z € X

ve € > 0 icin, n > n. iken
[y = Ly 2l <71+ €
olacak sekilde bir n. sayisinin mevcut olmasi anlamina gelir. Ayrica,
|20 — Yn, 2|| < 72
oldugundan, n > n. ve her z € X icin
l2n =Lzl < llzn = yn, 2l + lyn — L, 2]

< r1+ro9+e

elde edilir. Buradan, = (z,,) dizisi L noktasina (r; 4 r2)-yakimsaktir.

Simdi = (z,) dizisinin L noktasina (r; + rp)-yakinsak oldugu kabul edilsin. Her

z € X igin bir (y,,) dizisi

L v Man = Ly 2| <y,
Yn = L—=x
l’n—i-TQM , Hxn—L,ZH>T2
IL — 2, 2|



bi¢iminde tanimlansin. Bu durumda,

lyn — L, 2|| = 0 s N = L, 2l < 7o,
||xn_L72?|| —T9 ||an_L7Z|| > 7y

olur ve boylece n =1,2,... ve her z € X i¢in
|Zn = Yn, 2]| < 72
elde edilir. L € LIM}' "2 oldugundan, (3.2) esitsizligi geregince her z € X icin
limsup ||z, — L, z|| <71y + 1o

ve boylece
limsup ||y, — L, z|| < ry

elde edilir. Buradan da

[l
Yn rn L

oldugu gortiliir.

Teorem 4.2 z = (z,), (X,|.,.||) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. = = (x,)

dizisinin L € X noktasina yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter gsart her z € X icin,
B.(L):={z1€ X :||lz1—L,z|| <7}
olmak tizere
LIMSx = B,.(L)
olmasidir.

ispat: LIM,x = B,(L) esitliginin ,, — L olmasm gerektirdigini gdstermek gerekir.
Aksine x = (z,,) dizisinin L noktasindan farkl bir L’ yigilma noktasina sahip oldugu

varsaylilsin. Bu durumda, her z € X i¢in

— T

Li=L+—"' (L-L
AT
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noktasi
]|Z—L’,zH:r+HL—L’,zH>r (4.2)

esitsizligini saglar. L’ bir yigilma noktasi oldugundan, (tanim geregi) (4.2) esitsizligi

L ¢ LIMb2 olmasm gerektirir ki bu durum
IL—L,z|=r ve LIMix = B,(L)

ile ¢elisir. Bundan dolay1, sonlu boyutlu normlu uzaylardaki sinirl dizilerde oldugu
gibi (Teorem 3.4), L noktas1 x = (x,,) dizisinin tek yigilma noktasidir. Sonug olarak,

xr = (x,) dizisi L € X noktasina yakisaktir.

Teorem 4.3 x = (x,), (X, ||, ||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger (X, ||.,.||)
2-normlu uzay1 sonlu boyutlu kesin konveks bir uzay (yani kapali birim yuvar kesin
konveks) ise, bu durumda LIM5z kesin konvekstir, yani ¢y,t; € LIMjz ve to # t

olmasi tiim A € (0, 1) igin
ty € int(LIMx)
olmasini gerektirir.

Ispat: Teorem 3.7 de 6zel olarak, r = ro = ry ahmrsa, (X, |.,.|]) 2-normlu uzay:

konveks olur.

(X, |I-,-I) 2-normlu uzay: kesin konveks olsun. LIMjz kiimesinin kesin konveks
oldugunu ispat etmek icin tg,¢; € LIMjz oldugunu ve ayrica ¢, # t; olmasi du-

rumunun
1 _ .
tos = §(to + t1) S mt(LIMQ:z:)
ifadesini gerektirdigini gostermek yeterlidir. Ciinkii, her bir ¢, (0 < A < 1) igin
/ / 1 / /
to 7é tl ve t)\ = §(t0 + t1>

durumunu saglayan t(, t; € LIMjx vardir.
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Simdi (z,,) dizisinin tiim y1gilma noktalarimin kiimesi C ile gosterilsin. Bu kiimenin
kapali oldugu acgiktir. Bunun yaninda, goéz oniine aliman uzay sonlu boyutlu ve
Teorem 3.4 ten dolay1 (x,,) dizisi siirh oldugundan, C kiimesi bog kiimeden farklidir

ve sinirhidir. Bu nedenle, her z € X igin
e —tos, 2] = max ¢ —tos, 2]
esitligini saglayacak sekilde bir ¢ € C vardir. Her z € X i¢in
e —to, 2] <r ve [[ec—ty,z|| <r

olacak sekilde ty,?; € LIMjz vardir. Bu esitsizlikler, goz oniine alinan uzayin kesin

konvekslik ozelliginden dolay1

< max {[[e —to, 2, [Ie — 1, 2}

IN
=

esitsizliklerini saglar ve boylece
Ai=r—|[c—tos,2]| >0
olur. Simdi ¢ € LIMjx oldugundan tim ¢ € C, t € By(to5) ve her z € X igin
le=t.zl] < lle—tos, 2l + [[tos — T, 2]

S ||E—t0.5,ZH +/\

elde edilir. Boylece, ¢y 5 noktasinin LIM5x kiimesinin bir i¢ noktast oldugu anlasilir.

Teorem 4.4 = = (x,), herhangi bir (sonlu boyutlu) kesin konveks (X, ||.,.||)
2-normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger her z € X i¢in ||t; — to, || = 2r esitligini

saglayan ¢1,t, € LIMjx noktalar varsa, « = (z,,) dizisi §(¢1+t2) noktasma yakisaktir.
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ispat: ts, © = (z,) dizisine ait keyfi bir yigilma noktasi olsun. Bu durumda,

t1,to € LIM5x olmasi her z € X igin
lt1 —ts, z|| <71 ve |[ta—t3,z|| <7
olmasii gerektirir. Kabulden ve (4.3) esitsizliginden, her z € X i¢in
2r = ||ty — 1o, 2| < [tx — 5, 2| + [|t2 — T3, 2]
ve boylece
[tr = 5, 2| = [[t2 = t3, 2| =7
elde edilir. Ayrica
1 1 1
5(752 —t) = 5((153 —t) + (t2 —t3)) ve ||§(t2 —t), 2| =r
oldugundan, goz oniine alinan 2-normlu uzaym kesin konveksligi
1
5(752—?51) =13 —t1 =12 — 3

olmasini gerektirir. Buradan

1
tg - §(t1 + tg)

(4.3)

elde edilir. Bu da (Teorem 3.4 ten) bazi sonlu boyutlu 2-normlu uzaylardaki siirl

dizilerde oldugu gibi (¢ + ¢2) noktasmmm z = (z,) dizisinin tek yigilma noktasi

oldugu anlamina gelir. Boylece, z = (x,,) dizisi %(tl + t9) noktasima yakinsaktir.

Onceki iki teoremde 2-normlu uzayda bir yakimsak dizi ve bu dizinin r-limit noktalar

kiimesi ile arasindaki iligkiler incelenmigtir. Genel olarak, yakinsak olan dizilerden

ziyade birkag¢ yigilma noktasina sahip olan diziler goz oniine alinmistir.

Teorem 4.5 (X,|.,.||) 2-normlu bir uzay olsun. Bu durumda,

(i) Eger ¢, x = (x,,) dizisinin bir yig1lma noktas: ise
LIM,x C B,(c)

kapsamasi gegerlidir.
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(ii) C kiimesi, x = (z,,) C X dizisinin tiim yigilma noktalarimin kiimesi olsun. Bu

durumda,

LIMjz = (| B.(c) = {L € X : C C B,(L)} (4.5)

ceC

esitligi saglanir.

Ispat: (i) Her z € X, tiim L € LIM,a noktalar ve o = (z,,) dizisinin keyfi bir ¢

yigilma noktasi igin

IL—cz) <r (4.6)
elde edilir. Diger taraftan, ¢ noktasi x = (x,,) dizisinin bir y1gilma noktasi oldugundan,

e=(L—-cz]|—-7)/2>0
olmak iizere her z € X icin
|L—zp, 2| >r+e€

olacak gekilde sonsuz sayida x, vardir ki bu durum (3.1) ile ¢eligir. Boylece,

LIMbx C B,(c)
kapsamasi saglanir.
(ii) (i) sikkindan,

LIM5z € () B, (c) (4.7)
ceC
oldugu aciktir. Simdi, y € () B,(c) oldugu varsayilsm. Bu durumda, tiim ¢ € C ler

ceC
ve her z € X i¢in

ly—c 2zl <r
olur ki bu ifade C C B,(y) demektir, yani

(1B:(c) C{Le€X:CCB(L)} (4.8)

ceC

esitsizligi elde edilir.
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Tersine olarak y ¢ LIMijz alinirsa, bu durumda (tanimdan), her z € X igin
|20 —y, 2| 27 +e

olacak sekilde bir € > 0 ve sonsuz sayida x,, degeri vardir dyle ki bu durum z = (z,,)

dizisinin bir ¢ yigilma noktasinin mevcut olmasimi gerektirir ve
ly — ¢zl =7 +e,
yani
CZB.(y) ve yg{LeX:CCB(L)}
elde edilir. Boylece, eger y € LIM5x ise,
ye{LeX:CCB,.(L)},
yani
{Le X:CCB,(L)} C LIMjx (4.9)
kapsamas1 saglanir. Bu durumda, (4.7) — (4.9) dan

LIMjz = (| B.(c) = {L € X : C C B,(L)}

ceC

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Tanimdan Limsup{z,} kiimesi, x = (z,) dizisinin yigilma noktalarimim kiimesidir.

Burada; (4.6) esitsizliginden, tiim L € LIM5z noktalar1 i¢in
Limsup{z,} C B,(L)
ve (4.5) esitsizliginden, eger goz éniine alinan uzay sonlu boyutlu ise,

LIMyz= () Bl

ceLim sup{zn }

elde edilir.

Teorem 4.6 = = (z,), (X,].,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Bu durumda,
LIM}z = Liminf B, ()

esitligi gecerlidir.
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Ispat: Ilk olarak y € LIMgjx alahm. Her z € X i¢in y = (y,,) dizisi

yn T Y

olarak tanimlansin. Her z € X i¢in

r
by =32l = | = 1| ly = 2.2]
= |lly = zn, 2l — 7]
oldugundan,
lym — v, 2| = ly —zn, 2| =7, |y —an, 2| >71 ise,
n - Y ==

0 , diger durumlarda

elde edilir. Bundan dolayi, y € LIMjz olmasit n — oo iken y, — y olmasim

gerektirir. Fakat ||x, — yn, 2|| < 7, yani y,, € B,(z) dir. Sonug olarak

lim d(y, B, (x)) = 0
n—oo
olur ki burada (tanimdan dolay1) y € Liminf B,(x) oldugu anlagilir. Boylece
LIM,2 C Liminf B, (z)

kapsamasi elde edilir.

Simdi, y € Liminf B,(z) alinsm. Tammdan, y, — y ve y, € B,(r) olacak sekilde

bir (y,,) dizisi vardir, yani her z € X igin
[0 = yns 2l <7
dir. Bu durumda, Teorem 4.1 den y € LIMjx oldugu anlasilir. Buradan
Liminf B, (z) C LIMjz
ve boylece
LIMS2 = Liminf B, ()
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanmig olur.

Onceki teoremler, sabit bir r roughlik derecesi icin r-limit noktalarimin ozellikleri

degisen r degerlerine baglilig1 incelenecektir.

Tanimdan,
r <re ise LIMj'z C LIM3*x (4.10)
elde edilir. Bu monotonluk agagidaki teoremde de verilecektir.

Teorem 4.7 x = (z,), (X,].,.||) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger r > 0 ve

p > 0 ise bu durumda
(i) LIM5x + B,(0) C LIMy ™z dir.
(ii) B,(y) C LIMjz kapsamasi y € LIM5 "z olmasmi gerektirir.

ispat: (i) y € LIMjz ve t € B,(0) olsun. Tanumdan, tiim & > 0 igin bir n. vardir

oyle ki her z € X igin, n > n. iken
|len —y, 2| <7T+e
olur ki bu durum ||¢, z|| < p olmasindan dolay1 n > n. iken
len —y—tz]| <r+p+e

olmasim gerektirir. Buradan, y + ¢t € LIM, ™z elde edilir.

(ii) ¢, * = (z,,) dizisinin keyfi bir yigilma noktasi olsun. Eger her z € X i¢in
ly—c 2l >r—p

ise, bu durumda

p

Li=y+————
ly — ¢, ||

(y —c)
noktasi
IL—cz|=p+|y—cz|>p+(r—p) =r

28



ifadesini saglar. Bu durum, (4.4) ten, L ¢ LIMjx olmasim gerektirir ki bu ifade
IL—y,zll=p ve B,(y) C LMy
olmast ile geligir. Boylece, tiim ¢ € C yigilma noktalar1 ve her z € X i¢in
ly—c 2 <r—p
esitsizligi saglanir. Sonug olarak (4.5) ten

y € [ Br—p(c) = LIM} “x
ceC

elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.
Simdi,
7:=1inf{r > 0 : LIMjx # 0} (4.11)

noktasi tanmimlansim. (4.10) da verilen monotonluktan

—
LIMjz
# 0

elde edilir. Ayrica, Teorem 4.7 den, ttim r > 7 ve p € (0,7 —7) noktalar: i¢in LIMjz

, T <T ise,
(4.12)
, T >T ise,
kiimesi daima p yarigcapli bazi yuvarlari icerir ki bu ifade
r>7 igin int(LIMyz) # 0 (4.13)
anlamina gelir. Bu nedenle,
int(LIMyz) = 0 ifadesi » <7 ve 1’ € [0,r) icin LIM} 2 = (4.14)
olmasini saglar.

Teorem 4.8 = = (x,), (X,].,.||) 2-normlu uzaymnda bir dizi olsun.
(i) » =7 olmasi i¢in gerek ve yeter gart
LIMie £ 0 ve int(LIMSz) = 0 (4.15)

olmasidir.

(ii) Eger (X,|.,.||) sonlu boyutlu kesin konveks bir uzay ise bu durumda, r = 7

olmasi i¢in gerek ve yeter sart LIMjz kiimesinin tek nokta kiimesi olmasidir.
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Ispat: (i) » = 7 olsun. Bu durumda (4.15) esitsizliginin saglandigini gostermek
gerekir. Bir sonraki Teorem 4.9 da
LIMpz = (1) LIMj »
ST

oldugu ispatlanacaktir. ' > 7 igin, LIMQI:C kiimesi (4.12) den dolay1 bogtan farkh
bir kiime ve Teorem 3.6 geregince kapalhidir. (4.10) dan

(LiMyz= () LIMjx

ST F<r! <r1
elde edilir ve 7' € (7,7 + 1] icin LIM} z, sonlu arakesit ozelligine sahip LIM, a
kompakt kiimesindeki bogtan farkli kapali altkimelerin bir ailesidir. Bundan dolayn,

bu kiimelerin arakesiti bog kiimeden farkhidir ve boylece
LIMyx # ()

elde edilir.

Eger int(LIMyx) # () ise, bu kiime p > 0 i¢in baz1 B,(y) yuvarlarmi igerir ve
Teorem 4.7 den LIMy “x # (), yani r > T elde edilir. Bu nedenle, r = T olmas

int(LIMyz) = () olmasim gerektirir.

(4.15) ifadesinin saglandigi kabul edilsin. Bu durumda, LIMjz # @ oldugundan
r > T elde edilir. Diger taraftan, (4.14) ten int(LIM5jz) = () oldugundan r < 7 olup,

sonug olarak r =7 elde edilir.

(ii) Eger LIMix bir tek nokta kiimesi ise (4.15) saglanir. Burada (i) den dolay1r =7
oldugu goriiliir. Bu durum, LIM,a kiimesinin tek nokta kiimesi oldugunu gosterir.

Kiimenin kesin konveksliginden (Teorem 4.3)
LIMiz # 0 ve int(LIMyz) =0
dogrudan elde edilir.

Teorem 4.9 z = (z,), (X,].,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Asagidaki

kapsama gecerlidir:

cl < U LIMg’x> C LIMjz = () LIMj z.

o<r'<r r'>r
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Eger r # 7 ise, bu durumda

cl( U LIMg’x) = LIM}z

o<r'<r

esitligi saglanir.

ispat: (4.10) da verilen monotonluk ve r—limit kiimesinin kapalilik 6zelliginden

(Teorem 3.6)

cl( U LIMg’x) C LIMjz C () LIM} 2

o<r'<r r/>r
elde edilir. Simdi, keyfi bir y € X \ LIMjx alinsin. Tanimdan, bir € > 0 vardir dyle

ki her z € X igin
VEeN, In>k: |z, —y,z| >r+¢
olur. Bu durum, " <r+eicine :=r+ec—7" >0 ve her z € X icin
VkeN, In>k: ||, —y, 2| =7 +¢
olmasim gerektirir. Boylece, ' < r + ¢ i¢in y ¢ LIM;:E olur ki bu ifade

y & m LIMglx
r’'>r
olmasini gerektirir. Buradan

LIMpz = (1) LIMj =

r'>r

elde edilir.
r < T i¢in

cl ( U LIM’Q"/:E) = LIMjz = 0)

0<r/<r

oldugu agiktir.

r=ry >Tvery= (F+mr)/2 olsun. ry > 7 oldugundan bir yo € LIM>’z # ()

secilebilir. Keyfi bir y; € LIM5'x alinsin. Bu durumda Teorem 3.7 den

l—a)rot+ar
(1-a)ro .

a€l0,1] i¢in y, = (1 — a)yo + ay; € LIM;
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olur ki sonug olarak

vo € |J LIMyz, (a€[0,1))

o<r/<r

elde edilir.
Her z € X igin

a—1 iken ||yo —wy1,z]| =1 —a)llyo—y1,z2| =0
oldugundan

yred( | LiMya)
o<r'<r
elde edilir. Boylece
c( | J LIMjz) = LIMjz
o<r/<r

esitligi » > 7 icin de dogrudur.
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5. 2-NORMLU UZAYLARDA ROUGH ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIK

Bu boliimde, 2-normlu uzaylarda rough istatistiksel yakinsaklik kavrami tanitilacak
ve adi yakinsaklik ile arasindaki iligki incelenecektir. Bunun yaninda rough istatis-
tiksel limit noktalar: kiimesinin sinirhlik, kapalilik ve konvekslik gibi ozellikleri in-
celenecektir. Bir dizinin r-istatistiksel limit noktalari kiimesinin topolojik ve geo-
metrik ozellikleri verilecektir. 2-normlu uzayda bir dizinin tiim istatistiksel yigilma

noktalar1 ile rough istatistiksel limit noktalar1 arasindaki iligki arastirilacaktir.

Tanim 5.1 (z,,), (X, ||.,.||) 2-normlu bir uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 ve

sifirdan farkli her bir z € X igin
{neN:|z,—L,z|| >r+¢}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir oluyorsa veya bu ifadeye denk olarak, eger
st —limsup ||z, — L, z|| < r

sart1 saglaniyorsa, (x,) dizisi L € X noktasma rough istatistiksel yakinsaktir (rost-

-5

yakinsaktyr) denir ve x, rst L ile gosterilir. Ayrica, z, Mmst L yazilabilmesi

i¢in gerek ve yeter sart her £ > 0, her bir z € X ve hemen hemen her n icgin
|xn — L, 2| <r+e¢
esitsizliginin saglanmasidir.

Bu yakinsaklikta r, istatistiksel yakinsaklik derecesi olarak adlandirilir. » = 0 igin

rough istatistiksel yakinsaklik adi istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

Rough yakinsaklik fikrine benzer olarak bir dizinin rough istatistiksel yakinsaklig:
agagidaki gibi yorumlanabilir. (X ||.,.]|) 2-normlu uzayinda istatistiksel yakinsak bir
(yn) dizisi alimsin ve bu dizinin limiti kesin olarak 6lglilemiyor ya da hesaplanamiyor

olsun. Bu ol¢iimiin her n ve her bir z € X i¢in
Hxn — Yn, ZH S r
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esitsizligini saglayacak sekilde X de bir x = (z,,) dizisi yardimu ile yaklagik olarak
(ya da istatistiksel yaklagik) yapilmasi gerekmektedir (hemen hemen her n igin
d(neN: |z, —yn, 2| >7) = 0 dir). Bu durumda, = = (z,) dizisi artik istatis-
tiksel yakinsak degildir fakat sifirdan farkli her bir z € X i¢in

(neN:|lyo—L,z| >} D{neN: |z, — L 2| >r+e} (5.1)
kapsamasi gecerli oldugundan,
S({fneN: |y, — L, 2[| >r+e})=0
ve boylece
d{neN: |z, —L,z]| >r+¢e})=0

elde edilir. Yani, Tamm5.1 geregince z € X dizisi (X, |.,.||) 2-normlu uzayinda

r-istatistiksel yakinsaktir.

Genel olarak, r > 0 roughlik derecesi i¢in bir x = (z,,) dizisinin rough istatistiksel
limiti tek olmayabilir. Bu durumda, (X, |.,.||) uzayindaki z = (x,,) dizisinin rough

istatistiksel limit noktalarinin kiimesi olarak
st — LIMyx :={L € X : z, Mmst L} (5.2)
seklinde tanimlanan kiime goz oniine alinacaktir.

Eger x = (z,) dizisi igin st — LIMbz # 0 ise, x = (x,) dizisi r-istatistiksel yakinsaktur

istatistiksel yakinsak olabilir. Ornegin, (X, ||.,.||) uzaymda

(=1 (=1)") , n#k* (k€N)ise,

Ty 1= (5.3)
(n,n) , diger durumlarda
dizisi tanmimlansim. {1,4,9, 16, ...} kiimesinin dogal yogunlugu sifir oldugundan
0 , r<lise,
st — LIMjz =

(1—r,1—7),(r—1,r—1)] , diger durumlarda
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ve tiim r > 0 i¢in LIMjx = () elde edilir.

Yukaridaki ornekten, LIMiz = () elde edilir fakat st — LIMjz # () dir. Dogal
sayilarim sonlu bir alt kiimesinin dogal yogunlugu sifir oldugundan, LIMyx # ()

olmasi st — LIMJz # () olmasim gerektirir ve boylece
LIM5x C st — LIM5x
elde edilir. Yani,
{r>0:LIMyx # 0} C{r>0:st—LIMyxz # 0}
ve buradan
inf{r > 0: LIMjx # 0} > inf{r > 0: st — LIMyx # 0}
olur. Bu durum aym zamanda
diam(LIM5z) < diam(st — LIM5x)

olmasini gerektirir. Yukarida bahsedildigi gibi, » > 0 roughlik derecesi i¢in bir
dizinin rough istatistiksel limit noktasinin tek oldugu séylenemez. Asagidaki teorem

bu durumla ilgilidir.

Teorem 5.2 z = (z,), (X,|.,.]|) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. Bu durumda,
diam(st — LIM5z) < 2r

dir. Genel olarak diam(st — LIM5z) daha kiiglik bir tist sinira sahip degildir.

Ispat: Ilk olarak diam(st — LIMSz) > 2r oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

sifirdan farkli her bir z € X igin
ly —t,z[| > 2r

olacak gekilde y,t € st — LIM5z vardir. € € (0, M —r) segilsin. y,t € st — LIMjx

oldugundan, her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in

Ai={neN:|z,—y, 2| >r+e} ve Ao={neN:|z,—tz||>r+¢}
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olmak tizere
5(141) =0 ve 5(142) =0

elde edilir. Dogal yogunlugun ozelliklerinden §(A§ N AS) = 1 olur ve béylece her

n € Af N A ve sifirdan farkh her bir z € X icin
ly =t 2l < llwn =y, 2l + llon =2, 2] <2(r +2) = [ly = ¢, 2]
elde edilir ki bu bir celigkidir.

Simdi ispatin ikinci kismi igin (X, ||.,.|]) 2-normlu uzaymda st — limz = L olacak
sekilde bir = = (z,,) dizisi alinsin. Bu durumda, her ¢ > 0 ve sifirdan farkli her bir

z € X igin
d{neN:|lz,—L,z|| >e})=0
oldugu aciktir. Boylece, her bir
yeB.(L):={yeX:|ly—L,z|<r}
ve sifirdan farkli her bir z € X igin
lan =y, 2| < llen = Ly 2| + [|L =y, 2| < flan — Ly 2| + 7

oldugu goriilir. Bu durumda, her ¢ > 0, sifirdan farkli her bir z € X ve her bir

ne{neN: |z, —L,z|| <e} igin
len —y, 2l <7 +e

esitsizligi saglanir. = = (x,) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsak oldugundan,

sifirdan farkli her bir z € X icin,
S{neN:|zx,—L,z|| <e}) =1
dir ve buradan da y € st — LIMjz elde edilir. Sonug olarak

st — LIM}z = B, (L)
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yazilabilir. diam(B,(L)) = 2r oldugundan, bu durum gésterir ki genel olarak
st — LIM5j2 kiimesinin ¢apiin iist siir1 2r den daha kiiciik olamaz. Boylece is-

pat tamamlanir.

Teorem 3.4 geregince siirh bir dizi igin LIMSz # () olacak sekilde negatif olmayan
bir r reel sayis1 vardir. LIMjx # () olmasi st — LIM5z # () olmasim gerektirdiginden
dolay1 asagidaki sonug elde edilir.

Sonuc 5.3 Eger (X, ||.,.]]) 2-normlu uzaymnda bir z = (x,) dizisi simurh ise bu

durumda, st — LIMyx # () olacak gekilde negatif olmayan bir r reel sayis1 vardir.

Bu sonucun tersi gegerli degildir. Eger alinan dizi 2-normlu uzayda istatistiksel

sinirli ise bu durumda, Sonug 5.3 iin tersi elde edilir.

Teorem 5.4 (X, |.,.]|) 2-normlu uzaymdaki bir x = (x,) dizisinin istatistiksel
siirli olmast igin gerek ve yeter sart st — LIMbx # () olacak sekilde negatif olmayan

bir r reel sayisinin mevcut olmasidir.

Ispat: z = (z,) istatistiksel smurh bir dizi olsun. Bu durumda, sifirdan farkli her

bir z € X i¢in
d{neN: |z, z|| >M}) =0
olacak gekilde bir M pozitif reel sayis1 vardir. Simdi,
A={neN:|z,,z]| > M}
olmak iizere, sifirdan farkl her bir z € X i¢in
r’ = sup{||z,, 2| : n € A%}

! .. . e . Py .
alimsin. Bu durumda st — LIM, « kiimesi X uzayinin orijinini igerir. Bundan dolay1

st — LIMY 2 # 0 elde edilir.

Eger bazi r > 0 i¢in st — LIMyx # () ise bu durumda, L € st — LIMjx olacak gekilde

bir L sayisi vardir, yani her bir € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X igin
d{neN: ||z, — L, z[| >r+e})=0
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olur. Bu durumda, hemen hemen her x,, noktasinin r den biiyiik herhangi yaricaplh
bir yuvar tarafindan kapsandigi soylenebilir. Boylece, © = (x,,) dizisinin istatistiksel

sinirh oldugu goriiliir ki bu da ispat1 tamamlar.

/

Onerme 3.5 ten eger =’ = (z')), * = (,) dizisinin bir alt dizisi ise bu durumda,

LIM52x C LIMj2" oldugu bilinmektedir. Fakat bu durum istatistiksel yakinsaklik

teorisinde gegerli degildir. Ornegin, reel sayilarda

(n,n) , n=~k, (keN),
(0,0) , diger durumlarda

dizisi tammlansin. Bu durumda 2’ := ((1,1), (8,8),(27,27),...) dizisi = dizisinin

bir alt dizisidir.
st — LIMbx = [(—r, —r), (r,7)] ve st — LIMbz' = ()
elde edilir.
Boylece Onerme 3.5 kullanilarak asagidaki teorem ispatsiz olarak verilebilir.

Teorem 5.5 (X, |.,.||) 2-normlu uzayinda bir 2’ = (x,, ) dizisi, * = (z,,) dizisinin

seyrek olmayan bir alt dizisi olsun. Bu durumda
st — LIMyz C st — LIMj2/
kapsamasi gegerlidir.

Simdi, 2-normlu uzayda bir dizinin r-istatistiksel limit noktalar1 kiimesinin topolojik

ve geometrik ozellikleri incelenecektir.

Teorem 5.6 (X, |.,.||) 2-normlu uzayinda bir x = (z,,) dizisinin r-istatistiksel limit

noktalarinin kiimesi kapalidir.

Ispat: Eger st — LIMLz = 0 ise ispat aciktir. Simdi st — LIMjz # 0 oldugu kabul
edilsin. Bu durumda, n — oo i¢in y, — L’ olacak sekilde bir (y,) C st — LIMsx

dizisi segilebilir. Eger L' € st — LIMjx oldugu gosterilirse ispat tamamlanir.
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e > 0 verilmis olsun. y, — L' oldugundan, her n > ne ve sifirdan farkh her bir
z € X igin

3

. — L 2| <
| 2l <5

olacak gekilde bir ne € N vardir. Simdi, ng > ns olacak sekilde bir ng € N segilsin.

Bu durumda,
5
“yno - L’,Z” < 5
yazilabilir. Diger taraftan, (y,) C st — LIMjz oldugundan

Yy € st — LIMja

elde edilir, yani

6<{nEN: |Zn — Yno, 2| 27‘+§}> =0 (5.4)
olur. Simdi
{ﬁEN:W@—UJH<r+d2{n€Nzwn—%mﬂ<r+g} (5.5)

ifadesinin sifirdan farkl her bir z € X icin saglandigi gosterilecektir. Bunun icin

ke{neN:Wm—ym@H<r+g}

alinsin. Bu durumda, sifirdan farkh her bir z € X i¢in

g
||xk _yanH <r+ 5

ve boylece
e = L2l < Nlwk = Yoo, 2l + llgmo — L' 2]l <7+ e,
yani
ke{neN:|z,—L z| <r+e}

elde edilir ki bu ifade (5.5) kapsamasini saglar. (5.4) esitsizliginden, (5.5) ifadesinin

sag tarafindaki kiimenin dogal yogunlugunun 1 oldugu soylenebilir. Bu durumda,
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(5.5) kapsamasinin sol tarafindaki kiimenin de dogal yogunlugu 1 e esittir. Boylece,

sifirdan farkli her bir z € X igin
d{neN:||z,— L z]| >r+¢e})=0
elde edilir ki bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 5.7 (X, |.,.|]]) 2-normlu uzayinda bir dizinin r-istatistiksel limit nokta-

larinin kimesi konvekstir.

Ispat: (X, ||.,.]|) 2-normlu uzaymda bir = (z,,) dizisi icin yo, 41 € st — LIM}z ve

e > 0 verilmig olsun. Sifirdan farkh her bir z € X icin
Ay ={neN:|z,—yo,z| >r+e} ve Ay:={neN:|z,—uy,z| >r+e}
tanimlansin. yo,y; € st — LIM5x oldugundan

5(A1) = 6(Az) = 0

dir. Bundan dolayi, her bir n € A{ N A5, A € [0, 1] ve sifirdan farkh her bir z € X

icin
[n = [(1 = Mo + Ayl 2l = [(1 = X)(@n = yo) + AMan —wn), 2] <7+
elde edilir. §(A§ N A§) = 1 oldugundan,
d{neN: |z, —[(1=Nyo+ A, 2| >r+e})=0
oldugu gortiliir, yani sifirdan farkli her bir z € X igin
[(1—=Nyo+ A\y1] € st — LIMix
olur. Bu durum ise st — LIM5x kiimesinin konveks oldugunu gosterir.

Teorem 5.8 (z,), (X,|.,.||) 2-normlu uzaymnda bir dizi ve » > 0 olsun. Bu
durumda, (z,) dizisinin L noktasina r-istatistiksel yakinsak olmasi igin gerek ve

yeter sart her bir n € N ve sifirdan farkh her bir z € X i¢gin
st— lim y, =L ve |, —yn, 2| <r
n—oo
olacak gekilde bir (y,,) dizisinin mevcut olmasidir.
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[l

ispat: Tn rost Loldugu kabul edilsin. Bu durumda, sifirdan farkli her bir z € X

icin

st — limsup ||z, — L, z|| <r (5.6)

n—oo

dir. Sifirdan farkh her bir z € X igin

L e, — L, z|| < rise,
Yp = (5.7)

Tp + rwji;—z;ﬂ , diger durumlarda
bi¢iminde bir (y,,) dizisi tanimlansin. Bu durumda, sifirdan farkh her bir z € X i¢in

0 ) ||I’n—L,Z|| Srisea

Hyn b La Z“ = (58)

|, — L,z|| —r , diger durumlarda
yazilabilir. (y,,) dizisinin tanimindan, her n € N ve sifirdan farkli her bir z € X igin
[0 =y, 2l <7
elde edilir. (5.6) esitsizligi ve (y,,) dizisinin tamimindan, her n € N i¢in
st — limsup ||y, — L, z|| =0

n—oo

elde edilir ki bu sonug

st— lim y, =L

n—oo

olmasimi gerektirir.
Tersine olarak,
st— lim y, =L
n—oo
oldugu kabul edilsin. Bu durumda, her bir € > 0 ve sifirdan farkl her bir z € X i¢in
0({n eN:lyn = L,z 2 e}) =0
olur ve boylece
{neN:|ly,—L,z[| >e} D{neN: |z, — L, z|| >r+e}

41



kapsamasinin saglandigi kolayca goriiliir. Sifirdan farkl her bir z € X i¢in
({n €Ny — L,z 2 €}) =0
oldugundan,
d{neN: |z, — L, z[| >r+e})=0
elde edilir ki bu ifade ispat1 tamamlar.
Eger yukaridaki teoremin hipotez kismindaki
“her n € N ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in ||z, — yn, 2|| <r”
ifadesi yerine
“O0{n eN: ||z, —yn, 2| >7}) =07
ifadesi alinirsa teorem yine saglanacaktir.

Tanim 5.9 = = (z,), (X, ||.,.]|) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0

ve sifirdan farkl her bir z € X igin
{neN: |z, —cz| <e}

kiimesinin dogal yogunlugu sifirdan farkl oluyorsa, ¢ € X noktasma = = (x,)
dizisinin bir istatistiksel yigilma noktasi denir. z = () dizisinin (X, |., .||) 2-normlu

uzayinda tiim istatistiksel yigilma noktalarimin kiimesi ' ile gosterilecektir.
Simdi, (X,].,.||) 2-normlu uzaymmda bir dizinin rough istatistiksel limit noktalari

kiimesinin 6nemli bir ozelligi verilecektir.

Lemma 5.10 (X, ||.,.]|) 2-normlu uzaymnda bir = (z,,) dizisinin keyfi bir ¢ € I'?
yigilma noktasi alinsin. Her L € st — LIMjz ve sifirdan farkh her bir z € X i¢in

|L — ¢, z|]| < r egitsizligi gegerlidir.
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Ispat: Tersine olarak sifirdan farkl her bir z € X icin |L — ¢, z|| > r olacak

sekilde ¢ € T2 ve L € st — LIMbyz noktalarimin mevcut oldugu kabul edilerek bir

[L=czll=r ¢ apymlansm. Bu durumda, sifirdan farkl her bir z € X icin

€=
{neN:|z,—Lz||>r+e} D{neN:|z,—cz| <e} (5.9)
yazilabilir. ¢ € T'? oldugundan, sifirdan farklh her bir z € X i¢in
d{neN:|z,—cz]| <e})#0
olur. Boylece (5.9) kapsamasindan dolay: sifirdan farkh her bir z € X igin
d{neN: |z, — L, z|| >r+e})#0

elde edilir ki bu durum L € st — LIM52z olmast ile celigir. Bu da ispat1 tamamlar.

Simdi, 2-normlu uzaylarda bir dizinin rough istatistiksel limit noktalar1 kiimesi ile

iligkili iki tane istatistiksel yakinsaklik kriteri verilecektir.

Teorem 5.11 (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda bir x = (x,) dizisinin L noktasina

istatistiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart st — LIMbx = B,(L) olmasidir.

ispat: Gereklilik kismi Teorem 5.2 de ispatlanmigtir.

Simdi teoremin yeterlilik kismi ispatlanacaktir. st—LIMyz = B,.(L) # () oldugundan,
Teorem 5.4 geregince x = (z,,) dizisinin istatistiksel simirli oldugu soylenebilir.
Tersine olarak, x = (z,,) dizisinin L den farkh bir L’ istatistiksel yigilma noktasinin

mevcut oldugu kabul edilsin. Bu durumda,

— r

L=L+— (L-I
T

noktasi

— T
T sl = (= + L) 1= Eall = = L > v

olmasim saglar. L', © = (z,) dizisinin bir istatistiksel yigilma noktasi oldugundan,

Lemma 5.10 dan L ¢ st — LIM52 oldugu goriiliir. Bu durum
IL—L,z|=r ve st—LIMyz = B,(L)
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olmasi ile geligir. Bundan dolayi, L noktas1 x = (z,,) dizisinin tek istatistiksel limit

noktasidir ve boylece © = (x,,) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 5.12 (X, ||.,.||) 2- normlu uzay: kesin konveks bir uzay ve z = (z,,) bu

uzayda bir dizi olsun. Eger sifirdan farkli her bir z € X i¢in
||t1 — tQ, ZH =2r

olacak gekilde t1,ty € st — LIMjxz noktalari varsa, bu dizi %(tl + t5) noktasina

istatistiksel yakinsaktir.

ispat: t € T2 kabul edilsin. Bu durumda ¢, ¢, € st — LIMyz olmasi, Lemma 5.10

dan, sifirdan farkli her bir z € X igin
It —t, z|| <r ve |ta—t,z|| <r (5.10)
olmasini gerektirir. Diger taraftan, sifirdan farkl her bir z € X i¢in
2r = ||t; — to, 2|| < ||t1 — ¢, 2| + |[t2 — ¢, 2| (5.11)
olur ve boylece (5.10) ve (5.11) esitsizliklerinden
[ty =, 2l = llt2 —t, 2] = 7
esitligi elde edilir. Sifirdan farkl her bir z € X igin
1 1
5(752 —t) = 5[(75 —t1) + (ta — t)] (5.12)
ve
||t1 — tQ,ZH =2r
oldugundan
1
||§(t1 +1a), 2l =7

elde edilir. Go6z 6ntine aliman uzaym kesin konveksliginden ve (5.12) esitliginden,

sifirdan farkli her bir z € X igin
1
5(752-151) :t—tl :tg—t
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olur ki bu esitlik
1
t=—=(t t
2(1‘1L 2)

olmasini gerektirir. Buradan, ¢ noktasi x = (x,,) dizisinin tek istatistiksel y1gilma

noktasidir. Diger taraftan, t1,t; € st — LIM5x kabuli
st — LIMbx # ()

olmasini gerektirir. Teorem 5.4 geregince, z = (x,) dizisi istatistiksel simirhdir.

Sonug olarak = = (z,,) dizisi istatistiksel yakinsaktir, yani
, 1
st —limx = §(t1 + tg)
dir. Boylece ispat tamamlanir.
Asagidaki teorem, Teorem 4.5 in istatistiksel genigletilmesidir.
Teorem 5.13 z = (z,,), (X, |.,.]|) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun.

(i) Eger ¢ € T'2 ise bu durumda

st — LIMyz C B,(c) (5.13)
kapsamasi gecerlidir.
(i)
st—LIMjz = () B(c) ={L € X : T2 C B,(L)} (5.14)
ceT2

esitligi gecerlidir.
Ispat: (i) L € st — LIMjz ve ¢ € I'? olsun. Bu durumda, Lemma 5.10 dan

IL—c,z|| <r

oo IL—csl—r
T 3

oldugu gortiliir. Aksi halde, ve sifirdan farkli her bir z € X igin

d{neN:||z,—L,z|| >r+e})#0
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dir. Bu ifade L € st — LIM5x olmas ile gelisir.

(ii) (5.13) kapsamasindan,

st — LIMyx C ﬂ B,(c) (5.15)

cer?

yazlabilir. Ilk olarak, y € () B,(c) almsm. Bu durumda, sifirdan farkli her bir

cer?
z € X ve tim ¢ € I'? i¢in

ly—c.zf <r
elde edilir ki bu ifade I'2 C B, (y) olmasi ile aym anlama gelir, yani

(] B:(c) C{L € X :T2C B, (L)} (5.16)

cer2
kapsamasi saglanir. Simdi, y € st — LIM5x alinsin. Bu durumda, bir € > 0 vardir

oyle ki sifirdan farkh her bir z € X igin
5({n €N n =y, 2]l = 7 +2}) £0
elde edilir. Bu ifade ayn zamanda = = (z,,) dizisinin
ly —c 2l =7 +e

esitsizligini saglayan bir c istatistiksel yigilma noktasinin mevcut olmasini gerektirir,

yani
[2Z B,(y) ve y¢{LeX:T;CB.(L)}
saglanir. Boylece,
ye{LeX:T2C B, (L)}
oldugundan
y € st — LIMix
yani
{Le X:T2C B,(L)} Cst— LIMjx (5.17)
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kapsamasi elde edilir. Bu durumda, (5.15) — (5.17) ifadelerinden (5.14) esitligi

saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Son olarak 2-normlu uzayda bir dizinin istatistiksel yigilma noktalari ve rough is-

tatistiksel limit noktalari arasindaki iligkiyi inceleyen teorem verilecektir.

Teorem 5.14 z = (z,,), (X,].,.]|) 2-normlu uzaynda istatistiksel siirh bir dizi

olsun. Eger r = diam(I'?) ise, bu durumda
2 C st — LIM5x
kapsamasi gecerlidir.
Ispat: ¢ ¢ st — LIMgx alinsin. Bu durumda, sifirdan farkli her bir z € X i¢in
d{neN: |z, —cz|| >r+e'})#0 (5.18)

olacak sekilde bir ¢/ > 0 vardir. Dizi istatistiksel smirh oldugundan ve (5.18)

ifadesinden, sifirdan farkl her bir z € X i¢in, ¢ := %/ olmak tlizere
le=d,z|| >r+¢

olacak sekilde farkh bir ¢ istatistiksel yigilma noktas1 vardir. Boylece
diam(T2) > r +&

elde edilir ki bu da teoremi ispatlar.
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