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OZET

KURT GODEL’IN EKSIKLiK TEOREMLERI VE PLATONCULUGU
UZERINE FELSEFi BiR INCELEME

Oztiirk, Ali Bilge
Yiiksek Lisans Tezi, Felsefe ABD
Tez Yoneticisi: Dog. Dr. Fatih Sultan Mehmet OZTURK
Mayis 2011, 125 Sayfa

Bu cahismada Kurt Go6del’in eksiklik teoremleri, bu teoremlerin ortaya
cikmasim saglayan onemli olaylarla ve bu olaylarin felsefi arka plamyla birlikte
incelenmistir. Ayrica Godel’in Platonculugu ve onun XX. yiizyilin basindaki
matematigin temelleri tartismalar1 hakkindaki goriisleri de incelenmistir. Bu
inceleme su sorular etrafinda yapilmstir:

1. Godel’in eksiklik teoremleri matematiksel bilginin kesinligi acisindan

neyi ifade eder?

2. Godel’in eksiklik teoremleri ve onun matematik felsefesine iliskin
Platoncu goriisleri akilci felsefe acisindan neyi ifade eder?

Calisma ii¢ boliimden olusmustur. Birinci boliimde Godel’in eksiklik
teoremlerinin ortaya ¢ikmasim saglayan siirec incelenmistir. ikinci boliimde ise
Godel’in eksiklik teoremleri, Platonculugu ve matematigin temellerine iliskin
goriisleri incelenmistir. Uciincii boliimde ele alman sorular cevaplanmaya
cahsilmistir. incelemenin sonunda su sonuclara ulasilnstir:

1. Eksiklik teoremleri matematigin mutlak Kkesinlige sahip bir bilim
olmadigim gosterir. Belirli bir matematiksel teorinin hicbir zaman
yanhs bir matematiksel 6nermeyi kanmitlamayacag1 onceden goriilemez.
Su halde belirli bir matematik teorisinin basaris1 ancak tiimevarimsal
olarak goriilebilir.

2. Ne eksiklik teoremlerinin sonuclari ne de Godel’in Platonculugu, akilci
felsefe icin olumsuz sonuclardir.

Anahtar Sozciikler: Godel, Hilbert, eksiklik, tutarlilik.



ABSTRACT

A PHILOSOPHICAL STUDY ON KURT GODEL’S
INCOMPLETENESS THEOREMS AND HIS PLATONISM

Oztiirk, Ali Bilge
M. Sc. Thesis in Philosophy
Thesis Advisor: Dog. Dr. Fatih Sultan Mehmet OZTURK
May 2011, 125 Pages

In this work, Kurt Godel’s incompleteness theorems were studied with the
important events leading these theorems and the philosophical background of
these events. Also, Godel’s views about the debates of the foundations of
mathematics that were occurred in the beginning of 20th century and his
Platonism were studied, too. This study was made around these questions:

1. What do Godel’s incompleteness theorems mean within the frame of the

certainty of mathematical knowledge?

2. What do Godel’s incompleteness theorems and his Platonist views mean
within the frame of the rationalist philosophy?

The work consists of three parts. In the first part, the process leading
Godel’s incompleteness theorems was studied. In the second part, Godel’s
incompleteness theorems, his Platonism and his views on the foundations of
mathematics were studied. In the third part, the questions that were concerned
were tried to be answered. At the end of the study, these conclusions were made:

1. Incompleteness theorems imply that mathematics is not a science which
has absolute certainty. It may not be precedingly noticed that a certain
mathematical theory will never prove a false mathematical proposition.
So, the success of a certain mathematical theory may only be seen
inductively.

2. Neither the results of incompleteness theorems nor Godel’s Platonism
are negative results for the rationalist philosophy.

Key Words: Godel, Hilbert, incompleteness, consistency.
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GIRIS

Kurt Schilling, diisiince tarihinde toplum olarak yasamaya iligkin ortaya
konulmus felsefi ve sosyolojik goriislerin bir 6zetini sundugu yapitinin basinda ilging
bir soruyu ele alir. Tarih 6ncesi devirlerde insanlarin magara duvarlarina yabanil
hayvanlarin resimlerini ¢izmekteki amaglar1 nedir? Schilling’e gore bunun cevabi, bu
yabanil hayvanlara olan korkularin1 yenmek i¢indir. Yabanil hayvan duvarda bir defa

resim olarak bicimsellesince, artik korkulacak bir sey olmaktan ¢ikar.'

Kolayca fark edilebilecegi gibi bu yorum psikoanalitiktir. Psikoanalizde
rahatsizigi olan kisinin gerekirse c¢ocukluguna kadar inilir ve miimkiinse kendi
sorununu kendisinin kesfetmesi saglanir. Rahatsizlig1 olan kisi bir defa kendi sorununu
kendisi fark edince rahatlar. Artik bu sikinti ne oldugu belirsiz biiyiik bir sorun degil, ne
oldugu goriilebilen belli bir sikintidir ve artik bunu agmanin yollar1 aranabilir.
Schilling’in yorumu akla uygun goriiniiyor. Bu yabamil hayvanlar da bir defa
bicimsellesince artik ne oldugu belirsiz canavarlar olmaktan ¢ikar ve bu durum insanlari

rahatlatir.

Fakat bu tiir olgular farkli bicimlerde de yorumlanabilir. Belki de bu insanlar bu
hayvanlar1 avlamak icin stratejiler gelistirme amaciyla resimlerini magara duvarlarina
cizmistir. Boylece bu hayvanlara nasil saldiracaklarin1 daha rahat gorebilirler: Hayvanin
disleriyle karsilasma olasiliklar1 azalir. Bu durum bir komutanin savas stratejisini savas

alaninin bir haritas1 iizerinde tasarlamasina benzetilebilir.

Daha iyi stratejiler gelistirebilmek icin nesnenin daha iyi ve gercegine daha
yakin ¢izimlerin yapilmasi gerekir. Cizim nesne hakkinda ne kadar eksiksiz bilgi verirse
o kadar iyi stratejiler gelistirilebilir. Bu durumda elbette cizim ile nesne arasinda
uygunluk sorunu ¢ikar: Bu hayvanlar ii¢ boyutlu cisimlerdir, fakat ¢izimin yapildig1 yer
magara duvarlarinda zar zor bulunmus bir diizlemdir; diinya eliptik bicimlidir fakat belli
bir boliimiinii resmeden harita bir diizlem iizerine ¢izilmistir. Su halde ¢izilen nesneyle

ilgili bir dogru olan fakat nesnenin ¢iziminden dogrudan ¢ikmayan bilgiler bulunabilir.

! Kurt Schilling (1971), Toplumsal Diisiince Tarihi, Varlik Yayinevi, [stanbul, s. 19.



Bir komutanin savas alaninda, elindeki haritada olmayan ve planlarim1 bozan bir seyle

karsilagsmas1 kendisi agisindan hig istendik bir sey olmaz.

Aslinda giintimiizde pek ¢ok sorun asilmis goriiniiyor. Uydular diinya hakkinda
cok basarili fotograflar sunabilmekte ve bu fotograflar bilgisayarlarda matematiksel
modelleme islemleriyle gercegine ¢ok yakin bicimde birlestirilebilmektedir. Baska
ilging bir nokta ise, giiniimiiz biyologlarinin tarih oncesi devirlere ait buldugu yabanil
hayvan fosillerin ¢eneleri iizerinde aritmetiksel islemler yaparak, bu fosilin ait oldugu
hayvanin dislerinin ka¢ yiiz kilo ya da ka¢ ton basing uygulayabilecegini
kestirebilmesidir. Peki, biitiin bunlarin Godel ve onun eksiklik teoremleri ile iliskisi

nedir?

On dokuzuncu yiizyilin sonlarinda ve yirminci yiizyillin bagindaki
matematikciler, tipki avlamaya calistiklar1 hayvanlart duvara ¢izen insanlara
benzetilebilir. Fakat onlarin avlamak i¢in resmini cizmeye calistiklart sey, somut
diinyanin bir cismi degil matematiksel nesneler diinyasinin goziimiizle dogrudan
gormedigimiz 6geleridir. Ayrica cizimlerini saglayan sey kan veya farkli bitkilerden
elde edilen renkli sular degil, bu amag i¢in gelistirdikleri model teorileri, indirgeme
teorileri, algoritmalar, aksiyomatizasyonlar, bicimsel sistemler, matematiksel mantik vb.

gibi araglardir.

Matematikg¢ilerin bu ¢izimlerinin farkli amaclar1 bulunmaktadir. Biitiin
matematigin mantiga indirgenebilecegini gostermek, ¢oziilmemis matematik sorusu
birakmamak, biitiin dogru matematiksel hipotezlerin kanitlanabilecegini gostermek gibi
amaclar bunlardan bazilardir. Biitiin bu amaglarin ortak yonii matematigin daha fazla
kesinlige ulagmasidir. Fakat matematik gibi genis bir alana iligskin bu ¢izim denemeleri,
bu cizimlerin i¢ tutarliliga sahip olup olmadig: tartismalarinin golgesinde ge¢mektedir.
Bu tartigmalarin fitilini 6zellikle, dogal sayilarin sonsuzlugundan da biiyiik sayilarin
oldugunu ortaya koyan Georg Cantor’un kiimeler teorisinde Bertrand Russell tarafindan
bulunan paradokslar ateslemistir. Ayrica bu olay matematigin temelinde celiskiler olup

olmadig1 tartigmalarini beraberinde getirmistir.

Bunlar anmis oldugumuz dénemin matematik diinyasinin goriinen yonleridir.
Fakat arka planda farkli matematikc¢ilerin matematigin temellerine iliskin ontolojik ve

epistemolojik goriisleri de carpismaktadir. Matematiksel nesneler saf mantiksal



diisiinme ilkelerimizden c¢ikan dgeler midir? Matematiksel nesneler fiziksel diinyaya ait
nesnelerin niceliksel 6zelliklerinin soyutlamasit midir? Matematiksel bilgi a priori mi a
posteriori midir? Bu tiirden matematik felsefesine iliskin sorunlar yeniden tartisiimaya
acilmistir. Kant’in aritmetik bilgisinin a priori sentetik oldugu iddiasi bu tartigmalarin
merkezini olusturmustur ve bu iddia matematiksel bilginin analitik oldugunu diisiinen

matematikciler tarafindan kabul gérmemistir.

Bu donemde matematigin temelleri, yani matematigi matematik yapan
aksiyomlar ve kanitlama yoOntemleri her yonden tamamen tartisilmaya acilmistir.
Matematikte daha fazla kesinlik i¢in atilan adimlarda su iki kavram pek ¢ok kavrama
gore One cikmistir: Eksiksizlik ve tutarlilik. Eksiksizlik (tamlik) s6zciigii matematik¢inin
matematiksel nesneler diinyasinin resmini tam olarak ¢izmesini ifade eder. Daha 6zelde
coziilmemis matematiksel sorunun kalmamasi anlamina gelir. Tutarlilbik sorunu ise
matematiksel sorularin ¢oziimiinii saglayan ve matematigin ilkelerini olusturan aksiyom
ve kanitlama yontemlerinin celiskili matematiksel hipotezleri ayn1 anda teorem yapip
yapmadig1 hakkindadir. Biitiin bu analitiklik, a priori, a posteri, a priori sentetik,
eksiksizlik, tutarlilik, hipotez, teorem, dogruluk, kesinlik, celiski, aksiyom,
aksiyomatiklestirme, bicimsellestirme, bicimsel sistemler, aksiyomatik yontem vb. gibi
kavramlarin anlamlarina bu calismada genis bicimde yer verilecektir. Fakat simdilik

sadece sunlar1 belirtecegiz.

Anmis oldugumuz donemde kiimeler teorisinde celiskilerin bulunmasi ve bu
donemde bulunan ama calismamizda konu etmedigimiz bazi1 baska celiskilerin ortaya
cikmasi, matematigin c¢eliskilere agik bir bilim olup olmadig: tartigmalarini beraberinde
getirmistir. Bu tartigmalari, anilan celigkileri matematikten kovmak ve matematigin
temellerinin giivenilirligini saglama amacindaki iki biiyilk proje takip etmistir.
Bunlardan biri, kendi buldugu celigkileri kiimeler teorisinden kovma ve matematigin
mantiga indirgenebilecegini gOsterme amacim1 tasiyan Russell’in  Principia
Mathematica projesidir. Digeri ise, bulunan celiskilerin temelini matematiksel
kavramlarin bir anlama veya semantik icerige sahip olmasinda goren, matematikte
anlami1 dislamanin c¢eligkileri yok edecegini varsayan biiyiilk matematik¢i David
Hilbert’in, biitlin matematiksel dogrularin eksiksiz ve tutarli bir bigimsel sistem

yardimiyla ele gecirilebilecegini gostermek ve boylece matematigin temellerine iliskin



bu tartismalar1 “bir defada ve tamamen” sonlandirmak amaciyla ortaya koydugu Hilbert

Programi’dir.

Fakat 1931 yilinda 25 yasinda geng¢ bir matematik¢i-mantik¢r olan Kurt Godel
“Principia Mathematica ve Iliskili Dizgelerin Bigimsel Olarak Kararlastirilamayan
Onermeleri Uzerine — I” isimli kiiciik fakat cok yiiksek tekniklikteki makalesiyle iki
projenin de akibetini belirler: Basarisizlik. Godel’in bu makalede kanitladig teoremler
sunlardir:

1. Biitiin aritmetiksel dogrular ele gecirmek amaciyla ortaya konulmus mevcut en
genis iki bicimsel sistemde (Principia Mathematica ve ZFC sistemleri) eger bu
sistemler i¢ tutarliliga sahipse, bu sistemlerin aksiyomlar1 ve c¢ikarim kurallar
yardimiyla dogruluguna veya yanlish@ina karar verilemeyen aritmetiksel
onermeler vardir.

2. Bu sistemler kendi tutarliliklarin1 kanitlayamaz.

Fakat Godel’in eksiklik teoremlerinden bahsedildiginde akla gelen Onermeler
bunlar degildir. Bugiin eksiklik teoremlerinden bahsedildiginde yukaridaki iki
Oonermenin genisletilmis hali olan su iki onerme akla gelmektedir:

1. Dogal sayilarin yapisin1 ve bu sayilar arasinda toplama ve carpma islemiyle
gosterilebilecek biitiin  bagintilart karakterize edebilecek kadar giiclii her
bicimsel sistemde kararlagtirtlamayan 6nermeler vardir.

2. Bu ozellikleri gosteren hicbir bicimsel sistem kendi tutarliligini kanitlayamaz.
Fark edilebilecegi gibi bu iki onerme yukaridaki iki Onermenin aritmetigi

kapsayan biitiin bicimsel sistemler icin genisletilmis halidir. Bu genisletilebilirligi
gormek ise Godel’in de kabul ettigi gibi Alan Turing’in analizleri ve onun Godel’in
kanitlamasindan esinlenerek yaptig1 kagit iizerinde bir bilgisayar olan Turing Makinesi
sonrasinda miimkiin olmustur.” Hesap edilebilirlik (computability) kavraminin modern
anlaminm1 veren bu makine aslinda biitiin modern elektronik bilgisayarlarin, daha da
ozelde islemcilerin (processor) “ide”sidir. Godel’in bu ideye esin kaynagi olan

calismalan lizerinden bilgisayarlarin tarithine yaptigi katkinin biiyiikligii tartisilmaz.

? Solomon Feferman, “Gédel, Nagel, Zihinler ve Makineler” makalesinde, Godel Kanitlamasi yapitinin
yazildig1 siralarda Godel’den Nagel’e yazilmig ama gonderilmemis bir mektuptan bahsetmektedir. Bu
mektupta Godel, Nagel’e su uyarida bulunmustur: “1934’ten bu yana ... dikkate deger calismalar
yapilmustir ... kanitlamamun, aritmetigi kapsayan biitiin bigimsel sistemlere uygulanabilir oldugu ancak
Turing’in ¢alismasi ile tamamen acikliga kavusmustur. Okuyucunun, meselenin mevcut durumu hakkinda
bilgilendirilmeye hakki oldugunu diisiiniiyorum.”
http://math.stanford.edu/~feferman/papers/godelnagel.pdf (erisim tarihi 22 Subat 2011)



Fakat Turing Makinesi konusu bu calismada ele alinamayacak kadar genis bir konudur.
Bu noktada sadece Godel’in eksiklik teoremlerinden bahsedince genellestirilmis olan

son iki Onermenin anlagilmasi gerektigini belirtecegiz.

Godel’in makalesinin yiiksek Olciide tekniklik igerdigini belirtmistik. Acikgasi
bu makale konunun uzmanlar1 tarafindan da hemen anlasilmamis ve dénemin mantik¢i-
matematikcileri tarafindan aylarca incelemeye tutulmustur. Teoremlerin, farkli alanlarda
ne cesit sonuglara yol actig1 goriilebilecek kadar acik hale gelmesi ¢ok daha uzun bir
siire almigtir. Ornegin Robert Nozick bu kanitlamayi ve teoremleri, XX. yiizyilin biiyiik
kesiflerinden oldugu halde yiiksek olciide tekniklik icerdigi igin iyi egitilmis niifusa

yeterince ulasamamus sekiz biiyiik kesiften biri olarak degerlendirir.’

Fakat teoremler matematigin disinda da entelektiiel ilgi bulacak kadar agik hale
geldiginde bir anlamda patlama etkisi yapmistir. Godel’in teoremleri, matematikte
dogruluk-kanit iliskileri konusu, mantikta semantik dogrulugun sentaktik dogruluga
indirgenip indirgenemeyecegi konusu, biligsel bilimlerde insan gibi diisiinen yapay
zekalarin tiretilip tiretilemeyecegi konusu, felsefede insan aklinin giicii konusu gibi pek
cok konuda merkezi sonuglara yol agmaktadir. Belki de hi¢cbir matematik¢inin kesifleri,

matematik diinyasinin disinda bu kadar ilgi bulmamuistir.

Ulkemizde ise Kurt Godel’e olan ilgi 6zellikle 2000°li yillarin basindan bu yana
artmistir. Bu hizli ilgi artisinin nedeni Oyle goriiniiyor ki, Time Dergisi tarafindan
yapilan ve gectigimiz yiizyilin en bilyiik sahsiyetlerinin secildigi {inlii ankette en biiyiik
matematikc¢i olarak Godel’in se¢ilmesidir. O tarihten giiniimiize Godel’e iligskin pek ¢ok
kitap Tiirk¢e’ye kazandirilmistir.* Bunlardan ilk ikisi Godel’in eksiklik teoremlerinin
kendisinden ¢ok sonuclarmin gosterildigi ve tartisildigi  yapitlardir.  Ozellikle
Hofstadter’in yapiti cok 6zgiin ve okuyucusuna ilham veren bir yapittir. Yayim sirasina

gore lciincii yapit, Godel’in kozmolojisinin ve zamanda yolculugun olanag ile ilgili

3 Robert Nozick (1993), The Nature of Rationality, Princeton University Press, Princeton/New Jersey, ss.
XIV-XVI.

4 Douglas R. Hofstadter (2001), Godel, Escher, Bach: Bir Ebedi Gokge Belik, Lewis Carrol’'un Izinde
Zihinlere ve Makinelere Dair Metaforik Bir Fiig, ¢ev. Ergiin Akca, Hamide Koyukan, 1. Baski, Kabalc1
Yayinevi, Istanbul; Gpalle Yourgrau (2003) Gédel Einstein Bulusmasi — Godel’in Evreninde Zamana
Yolculuk, cev. B. Akalin ve B. Sipal, Giincel Yayincilik, Istanbul; John L. Casti ve Werner Depauli
(2004), Godel: Mantiga Adanmus Bir Yasam, (gev. Ergiin Akga), 1. Baski, Kabalc1 Yayinevi, Istanbul;
Ernest Nagel ve James R. Newman, (2008), Godel Kanitlamasi, ¢ev. Biilent Gozkan, 2. Baski, Bogazici
Universitesi Yaynevi, Istanbul; Kurt Godel (1931), Principia Mathematica ve Iliskili Dizgelerin Bicimsel
Olarak Kararlastirilamayan Onermeleri Uzerine — I gev. Ozge Ekin, Bogazigi Universitesi Yayinevi,
2010, Istanbul.



goriiglerinin anlatildigi yapittir. Son yillarda cevrilen iki yapittan birincisi Nagel ve
Newman’in, Godel’in kanitlamasinin anlasilmasinda {inlii bilim adamlarina dahi
rehberlik eden 6nemli yapiti, ikincisi ise Godel’in eksiklik teoremlerini ortaya koydugu

tinlii yapitinin kendisidir. Bunlar Tiirk bilimine yapilmis cok 6nemli katkilardir.

Diger taraftan Godel’i anlamak, Godel oncesini, yani eksiklik teoremlerine giden
siireci de anlamak demektir. Fakat Godel oncesi hakkinda Tiirkce olarak bulunabilecek
ciddi bir ¢alisma, Nagel ve Newman’in rehber niteligindeki yapitinin cevirisi disinda,
ortaya koyulmamustir. Ornegin Godel’in, Hilbert Programi’min 6zgiin amaglariyla
basaritya ulasamayacagim gosterdigi  bilinmektedir. Fakat Tiirkce’de Hilbert

Programi’nin ne oldugu hakkinda aciklayici 6rnekler yeterince bulunmamaktadir.

Aslinda Hilbert Programi’nin temelde ne oldugu ile ilgili bilim diinyasinda da
ortak bir kabul yoktur. Ortada David Hilbert’in zihninde yirmi yil kadar bir zaman
icinde olgunlasmis, bes yil emekleme donemi yasamis, sonraki bes yilda ise ciddi
adimlarla hayata gecirilmeye calisilmis bir proje s6z konusudur. Bu durum anilan

programin sadece ¢cok az bir boliimiiniin goriilmesini saglamaktadir.

Diger taraftan eksiklik teoremleri ile Hilbert Programi arasindaki iliskiler ¢cok
genistir. Bu genisligi gormek i¢in bu donemde yapilan felsefi tartismalari da anlamak
gerekir. Ornegin bu iliskilerin bir boliimii anlam sorununa, bir boliimii matematiksel
nesnelerin varligl konusu tiiriinden ontolojik sorunlara, baska bir boliimii ise deneycilik-

akilcilik karsithigr gibi epistemolojik sorunlara dayanir.

Bu calismada her seyden Once Godel’in eksiklik teoremleri, bu teoremlerin
ortaya cikisina giden siirecteki bazi onemli olaylarla ve ayrica bu olaylarin felsefi arka
planiyla birlikte aciklanmaya calisilmaktadir. Ayrica Gédel’in Platoncu felsefi goriisleri
ve onun XX. yiizyiin basindaki matematigin temelleri tartismalarina bakisi
incelenmektedir. Bu inceleme su sorular etrafinda yapilmistir:

1. Godel’in eksiklik teoremleri matematiksel bilginin kesinligi agcisindan neyi ifade
eder?
2. Godel’in eksiklik teoremleri ve onun matematik felsefesine iliskin Platoncu

goriisleri akilci felsefe acisindan neyi ifade eder?



Bu sorulara yanit aradigimiz c¢alisma ii¢ ana bolimden olugmaktadir: Birinci
bo6lim olan “Godel Oncesi” boliimii, Godel’in eksiklik teoremlerine giden siireci konu
etmektedir. Bu boliim matematiksel kanitlama siirecinin nasil bir sey oldugu ile ilgili
kiiciik ve basit bir tartigma ile baslamaktadir. Bu tartisma ile aksiyomlarin matematiksel
kanitlama agisindan Onemi ortaya koyulmaya calisilacaktir. Ardindan aksiyomatik
yontemin, bu yontemin kurucusu olan Oklid’in geometrisinden, David Hilbert’in
programina kadar gecirdigi siirec, eksiklik teoremleri ile bagintili oldugu kadariyla

aciklanmaya caligilacaktir.

Ikinci bolim olan “Go6del, Eksiklik Teoremleri ve Platonculuk” boliimii,
Godel’in  kendisinin, eksiklik teoremlerinin ve matematiksel Platonculugunun
incelendigi bolimdiir. Bu boliimde ayni zamanda eksiklik teoremlerinin sonuclari
konusunda Godel’in kendi degerlendirmelerini ve matematigin temellerine iliskin

goriislerini aciklamaya calisacagiz.

Uciincii boliim olan “Yorumlar” béliimii ise belirtmis oldugumuz temel iki
sorunun cevabini vermeye calistigimiz boliimdiir. Calismamizin ayrica, matematik

felsefesine iliskin bazi 6zel konularin anlagilmasina da katkida bulunacagin1 umuyoruz.



1. GODEL ONCESI

Kurt Godel, tinlii teoremlerini ortaya koydugu makalesine, matematikte daha fazla
kesinlik saglama amaciyla genis alanlarinin bicimsellestirildigi gozlemini belirterek
baslar. Ardindan bu bicimsellestirme amaciyla iki biiyilk bicimsel sistemin ortaya
koyuldugunu, 6yle ki matematikte bilinen neredeyse biitiin kanitlama yontemlerinin bu
bicimsel sistemler icinde bi¢imsellestirildigini, yani birka¢ aksiyom ve ¢ikarim kuralina
indirgendigini belirtir. Boylece Godel makalesinin arka planina isaret etmektedir. Bu
arka plan, XIX yiizyll sonlarinda baslayip XX. yiizyil baslarinda devam eden ve

matematik diinyasinda pek ¢ok 6nemli olayin meydana geldigi donemdir.

Godel’in bu sozlerinde pek ¢ok anahtar sozciik vardir. Bunlar kesinlik, kanitlama,
aksiyom ve ¢ikarim kurallari, bicimsellestirme, bi¢cimsel sistemler, kanitlama yontemleri

gibi kavramlardir.

Bu tiir kavramlarin ¢ogu sadece anmis oldugumuz donemin kavramlar1 olsa da,
kokleri ¢ok eskiye Oklid’in geometrisine dayanmaktadir. Ornegin bigimsellestirme,
matematiksel sorulara aksiyomatik bicimsel sistemler iizerinden yaklagsmak ve
matematiksel hipotezlerin dogruluk degerine bu tiirden sistemler iizerinden karar
vermeye ¢alismak demektir. Bu sistemlerin temelinde yatan aksiyomatik yontemi bulan
kisi ise Oklid’dir ve Oklid geometrisi, aksiyomatik yontemin uygulandig ilk ornektir.
Birinci boliimde Oklid geometrisine genis bir yer verilecektir. Bu hem aksiyomatik
yontemi hem de aksiyomatik sistemlerle ilgili bazi 06zel konular1 anlamak igin
onemlidir. Bu 6zel konular, Godel’in makalesinde de temel kavramlar olan eksiksizlik

ve tutarlilik konularidir.

Bunun yaninda bicimsellestirmenin ne oldugu, aksiyomatik sistemlerden
aksiyomatik bicimsel sistemlere gecis siireci, bu gec¢isin nedenleri ve ayrica bu siirecin
arkasindaki felsefi diisiinceler de bu boliimiin konularini1 olusturmaktadir. Ayrica
matematikciler neden “daha fazla kesinlik” aramaktadir sorusunun cevabir da bu
boliimde verilmeye calisilacaktir. Ozetle birinci boliimiin konusu, Godel’in aktarmis
oldugumuz bu ifadelerinin anlamidir. Fakat oncelikle matematiksel nesnelerin varligi

sorunu ve matematiksel kanitlama konusuna odaklanacagiz.



1.1 Matematiksel Nesnelerin Varhgi

Matematiksel nesneler ¢ok farkli tiirlerde olabilir. Bunlar “1” gibi bir say1 veya
nokta ve dogru gibi bir geometrik nesne veya kiimeler olabilir. Peki, bu matematiksel
nesnelerin kaynagi nedir? Yani matematiksel nesneler hakkinda konusurken aslinda
nasil bir sey hakkinda konusmaktayiz? Ornegin Platoncularin diisiindiigii gibi
matematiksel kavramlar zihnimizden bagimsiz nesnel birer varliga mi isaret eder? Yine
Oornegin matematiksel nesneler mantik¢i gelenegin iddia ettigi gibi saf mantiksal
diisiinme ilkelerimizden mi ¢ikar? Ayrica bicimselci gelenekten gelen matematikgilerin
iddia ettigi gibi matematiksel nesnelerin kagit iizerindeki simgeler olmaktan baska bir

anlami yok mudur?

En azindan su acik ki 6rnegin aritmetiksel nesneler fiziksel dis diinyada nesnel bir
varlik olarak bulunmaz. Yoksa onlar1 duyu algilarimizla gozlemleyebilirdik. 1 sayisinin
carpma isleminde etkisiz 6ge oldugu bilgisine dogada kendi basmna bulunan 1’1

gozlemleyerek ulasirdik.

Peki, geometrinin nesneleri? Nokta, dogru cizgi, diizlem gibi nesneler fiziksel
diinyada nesnel birer varlik olarak bulunur ve biz onlar iizerine bilgimizi gdzlemden mi
cikaririz? Eger bu goriisii kabul edersek, geometrik nesneler, ornegin noktalar ve
dogrular iizerine bir sey iddia ettiimizde de bu iddiamizin temelde evrende bulunan
noktalar ve dogrular iizerine olmas1 gerekirdi. Aslinda geometrinin kurucusu Oklid tam
da bunu yapmisti. Onun geometrisi fiziksel evrende bulunan nesneler iizerine s6z
soylityordu. Bu yiizden Oklid geometrisinde dogru olan seyin evrende de dogru oldugu
diistiniiliilyordu. Fakat Oklid’in geometri sisteminin XIX. yiizyildaki ani gerilemesine
neden olan eksikligi de bu olmustu. Sonraki boliimde bu konuyu genis bicimde

inceleyecegiz.

Matematiksel nesnelerin aslinda uzaydaki cisimlerin niceliksel ve bicimsel
ozelliklerinin bir soyutlamas1 oldugunu da diisiinebiliriz. Ornegin 7 sayis1, bir sepetteki
bir ka¢ elmanin niceliksel 6zelliginin bir soyutlamasi olabilir. Fakat su halde 3141592
sayisinin nasil bir soyutlamanin {iiriinii oldugu sorgulanabilir. Bu sayinin bir soyutlama
sonucu ortaya ciktigin diisiinmek, 6rnegin bu saymin bir ovadaki ¢imlerin niceliksel
ozelliginden soyutlanarak ortaya ciktigimi iddia etmek gibidir. Oyle goriiniiyor ki her

saylya soyutlama ile ulagmiyoruz.
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Diger taraftan bir ovadaki cimleri tek tek sayabiliriz: 1, 2, 3, ... Fakat bu say1
saymay1 belirli bir dizi halinde yapmamizi saglayan sey nedir? Oyle goriiniiyor ki
sayilara iligkin bir ardisiklik ve siireklilik anlayisimiz var. Yani sayilart tek sira haline
dizilmis Ogeler olarak anlariz. Her saydigimiz sayidan sonra bir saymin daha
gelebilecegini diistinebiliriz ve 3141592 sayisina da bu sekilde ulasabiliriz. Bu durum,
sayllar1 yeni Og8renen bir cocugun ‘7457 gibi aritmetiksel hesaplar1 yaparken

parmaklarini tek tek saymasina benzer.

Fakat XIX. ylizyilda yeni bir sayi tiirii bulundu ve 6yle goriiniiyor ki bu sayilar ne
zamanin sezgisinden, ne de fiziksel diinyanin soyut nesnelerinden bir soyutlamayla
cikiyor. Bu sayilar X; N, gibi sayilardir ve biiyiikliikte dogal sayilar kiimesinin 6ge
sayisinin biiyiikliigiinii asarlar. Normalde sayilar sayr saymaya yarar. Bu sayilara ise
sonsuza dek parmak hesabi yapilarak ulasilmaz. Bu sayilarin isaret ettigi nicelige dogal
sayilar kiimesinin sayilar1 da yetisemez. Evrendeki galaksiler, insanlar, hiicreler, bitki
ve hayvanlar, canli ve cansiz varliklar vb. ne kadar cisim varsa sayildiginda bu sayilara
ulasilmaz. Bu sayilarin fiziksel diinyayla hicbir iligskisinin olmamasi bu olgudan ¢ikar:
Bu sayilar sonsuzlugu asan sonsuzluklardir. Gergek su ki bu tiir sayilar matematikgiler
arasinda da hizla kabul gormemis ve ¢ok biiyiik tartismalara yol acmistir. Ornegin
matematik¢i Leopold Kronecker bu sayilarin matematigin konular1 arasina girmesini
reddederken su sozleri sarf etmistir: “Biitiin (dogal) sayilart Tanrt yaratmistir — kalan

»5

insanin igidir”” Fakat artik onlar matematiksel arastirmalarin konusudur ve Cantor’un

kiimeler teorisini ve Godel’in Platonculugunu inceledigimiz boliimlerde ele alacagiz.

Biitiin bunlar1 belirtmenin geregi nedir? Oncelikle bu calismada ele alinan bazi
felsefi konulara bir baslangi¢ olarak bunlar belirttik. Fakat daha 6nemlisi ilging ve
tizerinde durulmasi gereken bir konudur. Belki de en bilindik matematiksel nesneler,
sayilardir. Fakat XIX. ylizyila kadar ilging bir bicimde bu kavramin bile ne anlama
geldigi ve neye isaret ettigi tanimlanmamistir. Yani bu doneme kadar caglar boyunca,

matematikgiler tizerinde konustuklari nesnelerin ne oldugunu belirtmeden matematik

> Tucker McElroy (2005), “Kronecker, Leopold”, A to Z of Mathematicans, 1. Baski, Facts on File Inc.
New York s. 155.
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yapmistir. Matematik¢i-mantik¢t Gottlob Frege, bu durumu ‘“utan¢ verici” olarak

degerlendirir.6

Gergek su ki sayilar iizerinde yapilan islemlerin bir tanimini verebilmek i¢in bile
sayilarin bir tanim1 verilmelidir ya da karakterize edilmelidir. Sonraki bdliimde bunu
gorecegiz. Fakat Oyle goriiniiyor ki matematikciler buna ihtiyag duymamisti. Ciinkii
sayilar ve islemler tanimlanmasina gerek bile duyulmayan sezgiye apacik kavramlardi.
Fakat XIX. yiizyilda sezginin gilivenilir matematiksel bilgiler verdigi goriisii

birakildiginda biitiin kavramlar yeniden sorgulandi.

Bu konuyu ilerde geri donmek {lizere birakiyoruz. Godel’in teoremleri her
matematiksel dogrunun kanitlanamayacagini belirtmektedir. Su halde bir matematiksel
hipotezi kanitlamanin ne oldugunu ve bunun kesinlik-dogruluk iligkisi agisindan ne

anlama geldigini inceleyecegiz.

1.2 Aritmetik ve Kanitlama

Aritmetik (sayilar teorisi) sayilarin, daha 6zelde tam sayilarin bilimidir. Tam
sayllar ve bu sayilarin birbirleri ile olan iligkilerini anlamaya calismak ve onlarin
izerine s0z soylemek, aritmetik yapmaktir. Fakat bu calisma daha ¢ok tam sayilarin bir

alt kiimesi olan dogal sayilar {izerinedir.

Dogal sayilar, sifir sayisindan baslayip birer birer artarak birbirini takip eden ve
bir dizi bi¢iminde sonsuza kadar devam ettigini kabul ettigimiz sayilardir. Bu sayilar
arasinda hicbir say1 iki veya daha fazla defa tekrar etmez. Ayrica bu dizide yabanci
ogeler de bulunmamaktadir. Simdilik, dogal sayilarin karakterini bu bi¢imde ortaya

koyuyoruz.

Dogal sayilara iligkin bir tamim vermek, bu sayilar lizerinde tanimlanan toplama
ve carpma islemi gibi bazi islemler konusunda net bir tanim verilebilmesini saglar: Bir

S; sayisini S, sayisi ile toplamak demek, bu dizide S, sayisindan baglayarak S; kadar

® Gottlob Frege (2008), Aritmetigin Temelleri, cev. H. Biilent Gozkan, Yap1 Kredi Yayinlari, Istanbul, s.
78.
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ilerlemek demektir. Bir S; sayisim1 S; sayisi ile carpmak ise, sifir sayisindan baslayarak

S; sayisint tekrar tekrar S; sayis1 kadar toplamak demektir.

Ayrica sayilarin bu dizide belirli bir konuma gore durmasindan gelen 6zellikleri
vardir. Bunlar biiyiikliik ve kiiciikliik biciminde tanimlanir:

4<5,2>1
Ayrica sayilarin, bizim onlara atfettigimiz bazi 6zellikleri vardir. Bu 6zellikler ¢iftlik,
teklik, asallik gibi 6zelliklerdir:

“8, cift sayidir”, “2, bir asal sayidir”, “3, ikinci asal sayidir” vb.
Aritmetikte sonlu nicelikte say1 iizerine yargilar ortaya konabilir:

7+5=12
Bazi aritmetiksel yargilar ise sonsuz adet say1 hakkindadir:

Iki ¢ift dogal sayinn toplami her zaman cift bir dogal sayidir

Bu durum, bazi aritmetiksel yargilarin dogrulugunun kolayca goriilmesini,
bazilarinin kolayca goriilmemesini saglar. Ornegin 7 sayisindan baslayarak sayi
dizisinde 5 defa ileri gidince 12 sayisina ulasildigini gormek kolaydir. Kesin olarak
bilinebilir. Fakat “Jki cift dogal sayimin toplami her zaman cift bir dogal sayidir” gibi
bir yarginin dogrulugu hemen goriilmez. Ger¢i bu yarginin dogrulugu sezgisel bicimde
goriilebilir. Fakat sezgiler daha karmasik yargilar ile karsilastigimizda bizi yaniltabilir.

Su halde bu yargiya bir kanit getirmek gerekiyor. Aslinda bu kolaydir.

Bu hipotezi kanitlamak icin ilk ©nce c¢ift dogal sayr ne demektir bunun
tanimlanmast gerekmektedir. Bu tanim zaten sabittir: “Eger bir sayr ikiye
boliinebiliyorsa cift sayidir.” Diger taraftan bu tanim, s6z konusu olan sey kanitlama

oldugunda bize yardim etmemektedir.

Yine de, bu tanim bize daha uygun, kanitlamalarda kullanmaya daha miisait ve bu
yargi ile esdeger olan baska bir tanim bulmamiza yardimci olur. Cift olma o6zelligi su
bicimde de ifade edilebilir:

»  “27 ile carpildiginda “x” sayisint veren en az bir “a” dogal sayist varsa, “x”
cift sayudir.

Goriildiigii gibi ¢ift olma oOzelligi, carpma islemi ile ifade edilebilecek bir

ozelliktir. Ele aldigimiz yargida ise iki ¢ift dogal sayindan bahsetmektedir. Su halde
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(13 2 13 9 [IP%2)

¢1” ve “¢y” sayilarmin birer ¢ift dogal say1 oldugunu diisiinelim. Bu sayilar1 “a” ve
“b’nin iki dogal say1 oldugunu varsaydigimizda su bi¢cimde gosterebiliriz:

® ¢ =2a
® = 2b
Her cift say1, 2a, 2b, 2c vb. bi¢ciminde ifade edilebilir. Artik iki ¢ift dogal sayinin

toplamin1 da bu bicimde gorebiliyoruz:

C1+¢y=2a+2b=2(a+b)

Diisiiniilebilecek her 2(a+b) sayis1 2 sayisina kalansiz boliinebildigi i¢cin kanitlama
tamamlanmistir. Fakat yine de kanit heniiz agik degildir; aslinda bu kanitlamada gizli
bir onsel kabul veya onsel dogru kullanildi. Andigimiz 6nsel dogru ise asagidaki
bicimde gosterebilecegimiz bilindik ¢arpma isleminin dagilabilme kurali olmaktadir:

(cxa)+(cxb)=cx(a+b)

Eger bu 6nsel kabul gecerliyse, hipotez de dogrudur.

Matematikte 6nsel dogrular 6nemli bir yer tutar. Ciinkii matematikte yeni bilgilere
cogunlukla tiimdengelimsel yoOntemlerle ulasilir ve kanitlamalar tiimdengelimsel
yontemlerle yapilir. Fakat matematikte tiimevarim yontemi de kullanilmaktadir. Sonraki

boliimde bunun bir 6rnegi incelenecektir.

1.2.1 Tiimevarim

Bazi aritmetiksel yargilara bir kanit getirmek, bu yargiyr olusturan kavramlarin
ifade bi¢imi iizerinden kolayca miimkiin olmamaktadir. Asagidaki yargi bu durumla
ilgili bir ornektir:

Herhangi bir s dogal sayisutmin bir fazlast ile ¢carpiminin yarisi, 0’dan s sayisina

kadar olan sayilarin toplamint verir.

Bu bolimde bu yarginin kanmitlanabilir olup olmadigimi inceleyecegiz. Fakat
oncelikle bazi kavramlar tanimlanmalidir. Heniiz bir kanit getirilememis bilimsel
yargilara hipotez adi verilir. Kanitlandiklarinda ise teorem adimi alirlar. Teoremler
kanitlanmis dogrulardir. Ele aldigimiz hipotezi kamitlamak i¢in ise iki farkli timevarim
bicimini deneyecegiz:

1. Naif tiimevarim: Hicbir onsel kabul veya dogru ile baslanmadigi diisiiniilen,

sinirlt sayida gozlem iizerinden genellemeye gitme siireci.
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2. Matematiksel tiimevarim: Cogu matematiksel hipotezin kanitlanmasinda asil
olarak kullanilan ve matematiksel tiimevarim ilkesini temeline koyan bir

tiimevarim bicimi.

Matematikte tiimevarim yonteminin kullanilmasi ilging bir olgudur. Temelde
doga bilimlerinin isleyisi tiimevarimsaldir. Fakat matematik tiimdengelimle isleyen bir
bilimdir. Diger taraftan matematiksel nesneler iizerine s6z soylemek de, ilkece fiziksel
diinya hakkinda s6z sdylemekten farksizdir. Cogu zaman matematikte de sonsuz adet

matematiksel nesne tizerine soylenmektedir. Ele aldigimiz hipotez de bunlardan biridir.

Fakat oncelikle sunu belirtmek gerekir ki hipotez aritmetigin dilinde ifade
edilmemistir. Giindelik veya olagan dilde ifade edilen bu hipotezin bu haliyle dogruluk
degerine karar vermek kolay degil. A¢ikc¢asi zaten genel olarak bir matematiksel soruyu
veya hipotezi olagan dilde ifade etmenin dogrulugu da tartigilir. Olagan dil her zaman
yanlis anlasilmalara izin verebilir. Su halde bu hipotezi olagan dilden arindirarak
bicimsellestirelim:

» Y(s)=s(s+1)/2

“Y(s)” burada ““s” sayisina kadar olan sayilarin toplami anlamindadir.

Bu hipotez biitiin dogal sayilar hakkindadir. Peki, sonsuz nicelikte say1 iizerine
s0z soyleyen bir hipotezin dogru olup olmadigina nasil karar verilebilir? Cogunlukla bir
formdiil belli bir miktar say1 iizerinde denendiginde dogru sonuglar verirse biitiin sayilara
genellenerek dogrulanir. Biz de bunu yapacagiz: Naif tiimevarimi kullanacagiz.
Hipotezi hi¢cbir 6n kabul olmadan birka¢ dogal say1 iizerinde deneyerek dogrulamaya
calisacagiz:

Y(0) = 0(0+1)/2 = 0
Y(2) = 2(2+1)/2 = 3
9(150) =150(150+1)/2 = 11325

Y(1000) = 1000(1000+1)/2 = 500500

[IP2)

s” sayist arttikca bir formiil biciminde paylasilan hipotezin verdigi sonuclar da
katlanarak artmaktadir. Bu ise hipotezin dogruluk degerini gérmeyi zorlastirir. Hipotez
150 sayisina kadar olan sayilarin toplami olarak 11325 sayisimi gosteriyor. Peki, bunun
dogrulugundan nasil emin olabiliriz? Elbette 150 sayisina kadar olan sayilari tek

toplayarak. Eger hipotezin dogru sonug¢ verdigini goriirsek 1000 sayisina kadar olan
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dogal sayilar tek tek toplamaya baslayabiliriz. Eger bu islemlerde bir hata yapmazsak
hipotezin 1000 sayist i¢cin verdigi sonucu da deneme yoluyla gérmiis oluruz. Peki
deneme yoluyla yapilan bu kanitlamalar hipotezin dogrulugu konusunda tam olarak
emin olmamizi saglar m1? Ornegin bu hipotezin 3141592 sayis1 icin dogru sonug

vereceginden kesin olarak nasil emin olabiliriz?

Kesinlik kavrami bilginin saglamligina isaret eder. Matematiksel bir bilginin
kesinliginden bahsedildiginde ise bu saglamligin 6lciitiiniin olmas1 gerekir. Bu 6l¢iit ise
geleneksel olarak reddedilemezlik olarak anlasilmistir. Matematiksel bilgi, bu bilginin
reddedilememesini saglayacak bir dayanaga sahip olan bilgidir. Oyle ki, bilgiye
dayanak saglayan sey ortadan kalkmadikca, bu bilginin yanlis olmasinin olasiligindan

s0z edilemez.

O halde hipotezin kesinligini saglamak amaciyla saglam bir dayanak bulmak
gerekmektedir. Bu dayanak ise hipotezin birka¢ denemede dogru sonu¢ vermis olmasi

degildir. Hipotezi biitiin sayilar izerinde de deneyemiyoruz.

Diger taraftan matematiksel tiimevarim ilkesi adin1 alan 6zel bir ilkeyi hipoteze bir
dayanak olarak kullanabiliriz. Matematikte tiimevarimla yapilan kanitlamalar temeline
bu ilkeyi koyar:

Matematiksel tiimevarim ilkesi

1. Eger hipotez 0 sayis1 i¢in gecerliyse (daha 6zelde baslangi¢ sayis1 icin gegerliyse’)
ve
2. Eger hipotezin s sayist i¢in gecerli olmasinin, bu hipotezin s+1 sayisi i¢in de
gecerli olmasini gerektirdigi gosterilebiliyorsa

¢ Hipotez biitiin sayilar i¢in gecerlidir.

Burada birinci asama ilkenin temel asamasidir. Ikinci asama ise tiimevarim
asamasidir. Su halde oncelikle hipotezin temel asamayi1 gerceklestirdigini gormek
gerekmektedir. 0 sayisina kadar olan sayilarin toplami 0’dir. Hipotez de ayni sonucu
vermektedir:

- Y(0)=0(0+1)/2=0
Su halde hipotezin, ilkenin tiimevarim asamasini  gerceklestirip

gerceklestirmedigi sorgulanmali. Yani bu hipotezin sabit bir s dogal sayist i¢in dogru

" Bazi matematikciler dogal sayilarin baslangi¢ noktasi olarak “0” sayisini, bazilari ise “1” sayisini alir.
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olmasinin, hipotezin s+1 sayisi1 i¢cin de dogru sonu¢ vermesini garantiledigi gosterilmeli.
Bunun i¢in hipotezin s+1 i¢in ne sdyledigini bulmak gerekiyor:
Y(s) = s(s+1)/2
s sayilarinin yerine s+1 sayis1 yerlestirildiginde:
- Y(s+1) = (s+1)((s+1)+1))/2
- Y(s+1) = (s+1)(s+2)/2
Hipotezin “s+1” sayis1 i¢in ne sdyledigini bulundu. Aradigimiz sey hipotezin s sayisi
icin soyledigi sonug ile (s+1) sayisi toplandiginda “(s+1)(s+2)/2” sonucuna ulasip
ulagsmadigimizi gérmek. Bunun i¢in hipotezin s sayisi i¢in verdigi sonugla (s+1) sayisini
topluyoruz:
- s(s+1)/2 + (s+1)
- (s(s+1) +2(s+1))/2
- (s+1)(s+2)/2
Goriildiigii gibi hipotezin s sayisi i¢in dogru sonug¢ vermesi, hipotezin “s+1” sayis1 i¢in
de dogru sonug vermesini garantilemektedir. Hipotez, matematiksel tiimevarim ilkesinin

iki sartin1 da saglamaktadir. Su halde hipotez kanitlanmustir.

Bu noktada ilkenin neden bir tiimevarim oldugu sorgulanabilir: Tiimevarim,
hipotezin onceden kabul edilmis bir sarti saglayip saglanmadigini sorgulamanin

neresindedir?

Burada dogal sayilar bir domino tasi dizisine benzetilebilir. Sorusturulan sey ise
bu dizideki herhangi bir domino tasinin devrilmesinin, ardilt olan domino tasinin da
devrilmesini saglayip saglamadigidir. Eger domino tas1 (dogal say1 olan s) devrildiginde
ardili olan tasin da (s+1) devrilmesini sagliyorsa, siirecin boyle devam edecegi ve kalan
biitiin ardil taglarin sirayla devrilecegi umulmaktadir. Fakat bunun icin oncelikle ilk

domino tasini (baslangi¢ sayisi olan O veya 1) devirmek gerekmektedir.

Goriildiigti gibi matematiksel tiimevarim ilkesi ile yapilan bir kanitlama, doga
bilimlerinde yapilan tiimevarimdan farklidir. Burada bilimsel ilgiye konu olan
nesnelerden ilkelere dogru bir gidis degil, yine ilkelerden nesnelere dogru bir gidis

vardir. Aslinda matematikte timevarimla yapilan kanitlamalar da timdengelimseldir.

Matematiksel tiimevarim ilkesi goriildiigii gibi bir onsel dogrudur ve hipotezin

kanitlanarak teorem haline gelmesini saglamustir. Iste bu tiir 6n kabullere aksiyom adi
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verilir. Bunlar matematigin temellerini, ilk ilkelerini olugturur. Biitiin matematiksel

hipotezler, aksiyomlar yardimiyla kanitlanir.

Aksiyomlar tek baglarina bulunmazlar. Genellikle belirli bir matematiksel alan
tizerine soz soyleyen baska aksiyomlarla ve ayrica kanitlama ilkeleriyle birlikte

bulunurlar. Bunlar bir arada aksiyomatik sistemleri olusturur.

Godel’in eksiklik teoremlerinin iligkili oldugu konu ise aksiyomatik sistemlerdir.
Temel sorun, bu sistemler yardimiyla ne kadar matematiksel hipotezin kanitlanabilecegi

ve bu sistemlerin giivenilirligidir.

Bu boliimii tiimevarimla kanitlama yontemi de dahil aritmetikte kullanilan biitiin
kanitlama yontemlerinin ve aksiyomlarin giiciinii sinayan bir ornekle bitirecegiz.
Goldbach Hipotezi ad1 verilen bu hipotez, heniiz ¢oziilememis matematik sorularindan
biridir. Bu hipotez sunu iddia eder:

2’nin iizerindeki biitiin ¢ift sayilar, iki asal sayinin toplami olarak gosterilebilir.

Bu hipotezi bir takim sayilarla deneyelim:

4=2+2
6=3+3
8=3+5
20=17+3

2844 =2837+7
3918=3911+7

Hipotez birka¢ deneme i¢in dogrulanmistir. Bu durum hipotezin dogruluguna olan
inancimizi artirabilir.  Yine de bu durum hipotezin kesin dogru oldugu anlamina
gelmez. Cok uzun ugraglar sonucunda bulunabilecek bir ¢ift dogal sayinin hipotezi

yanlislamayacaginin bir garantisi yoktur.

Eger hipotezin kesinligini saglayacak bir kanit bulunabilseydi, matematiksel
nesneler olarak cift dogal sayilar hakkinda “2” sayisina kalansiz béliinebilme 6zelligine
sahip olmalar diginda yeni bir bilgimiz daha olurdu. Elde ettigimiz bu yeni kesin bilgi

de bagka matematiksel sorunlarin ¢oziimiinde kullanilabilirdi.
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1.3 Aksiyomatik Yontem

Bu calismada matematiksel sorulara aksiyomatik yontemle yaklagsma egilimini
aksiyomatik diisiinme kavramiyla ifade edecegiz. Sonraki boliimde ise bu ydntemin

ortaya cikisini inceliyoruz.

1.3.1 Oklid Geometrisi ve aksiyomatik yontem

Oklid (M.O 325-265) aksiyomatik yontemin ve aym1 zamanda geometrinin
kurucusudur. Gen¢ donemlerinde Platon’un akademisinde egitim gormiig, ardindan
Iskenderiye’ye yerlesip orada bir okul kurmus ve yasamini burada devam ettirmistir.
Bu doénemde Oklid, kendi donemine kadar kesfedilen dagmik durumdaki (diizlem ve
cisimlerle ilgili) empirik nitelikteki geometri bilgilerini, Ogeler isimli 13 ciltlik
yapitinda diizenli, apacik, birbiriyle tutarli goriinen aksiyomlara dayandirarak, hem bu
bilgilere kesinlik kazandirmis hem de ilk aksiyomatik sistemi olusturmustur.® Bugiin
Oklid geometrisi olarak bilinen aksiyomatik sistem, etkisini iki bin y1l boyunca devam

ettirmis, XIX. yiizyila kadar rakipsiz olarak islenmistir.

Bu sistem bes aksiyomdan (genel dogru), bazi1 postiilalardan (6nsel kabul) ve
geometrik nesnelerin tanimindan olusmaktadir. Ornegin Oklid, dogru kavramim soyle
tanimlar:

Bir dogru, geniglige sahip olmayan uzunluktur.

Diizlem kavramini ise su bigimde tanimlar:

Bir diizlem sadece genislige ve uzunluga sahip olan seydir.”
Sistemdeki aksiyomlar soyle siralanir:

- Ayni seye esit olan seyler birbirine de esittir.

- Esit seylere esit seyler eklenirse, sonuglar da esit olur.

- Esit seylerden esit seyler ¢ikarilirsa, kalanlar da esit olur.

- Birbiriyle (bire bir) cakisan seyler esittir.

- Biitiin, herhangi bir parcasindan biiyiiktiir.

8 Tucker McElroy, (2005), “Euclid of Alexandria”, ss. 82-84.
% Thomas A. Garrity (2002), All the Mathematics You Missed, But Need to Know for Graduate School,
Cambridge University Press, Cambridge s. 162.
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Bu aksiyomlar kanita geregi olmayan apacik dogrulardir ve dogruluklar sezgisel

olarak goriilebilir. Bu apacik dogrular sadece her hangi bir bilim dalinin dogrular1 degil,

genel dogrulardir. Diger taraftan belirtmis oldugumuz gibi bu genel dogrularin yaninda

postiilalar da vardir. Postiilalar genel dogrular degildir fakat geometrinin temellerini

olusturur. Bunlar sayica daha fazla olmakla birlikte ilk besi su bicimde siralanir:

Iki nokta arasin1 birlestiren en kisa uzaklik, bir dogrudur.

Dogru, sonsuza kadar uzatilabilir.

Verili bir diiz ¢izgi parcasindan, parcay1 yarigap ve bu parcanin bir u¢ noktasini
merkez alan bir cember ¢izilebilir.

Biitiin dik acilar birbirine esittir.

Iki dogru bir iiciincii dogru tarafindan kesilirse, bu dogrular, i¢ kisimlarinda
olusan acilardan, toplami 180 dereceden az olan tarafta kesisir. (Paralel

postiila1s1)10

Geometri hipotezleri, caglar boyunca bu aksiyom, postiilla ve tanimlardan

tiiretilmis ve bunlara dayanarak kanitlanmustir. Ornegin bir iicgenin i¢ agilari toplami

iki dik acimin toplamina egittir hipotezini kanitlamak i¢in birinci aksiyoma, dordiincii

postiilaya ve dik ticgenin tanimina bakmak yeterlidir:

Dik ag1, 90 derecelik agidir.

Biitiin dik acilar birbirine esittir.

Iki dik acinin toplami 180 dereceye esittir.

Bir licgenin i¢ acilar toplami 180 dereceye esittir.

Ayni seye esit olan seyler birbirine de esittir.

» O halde bir tiggenin i¢ agilar1 toplami iki dik aginin toplamina esittir.

Oklid geometrisi kusursuz bir geometri teorisi olarak diisiiniilse de, yine de

tartismali taraflar1 bulunmaktaydi. En biiyiik tartisma konusu ise “paralel postiilas1”

olarak bilinen besinci postiiladir. ilgin¢ bicimde bu postiila, Oklid geometrisinde egreti

durmaktadir: Bu postiila, diger postiilalar gibi yalin ve basit degil, aksine karmagiktir.'!

1% John Stillwell (2010), Mathematics and Its History, Third Edition, Springer, New York, ss. 18-19.

" Morris Kline (1985) Mathematics and the Search for Knowledge, Oxford University Press, New York,
Oxford, s.149
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Oklid geometrisinin ilk yirmi sekiz teoremi mutlak geometri olarak tanimlanir.
Burada ilging olan sey, her ne kadar Oklid tarafindan bir postiila olarak varsayilmigsa
da, besinci postiila olan paralel postiilasi, mutlak geometri de denilen yirmi sekiz
onermenin tiiretilmesinde veya kanitlanmasinda kullamlmamustir.'> Bu totolojik yirmi
sekiz teorem, sadece ilk dort postiiladan tiiretilmistir. Oklid bu postiilay1 kullanmaktan
miimkiin oldugunca kaginmistir. O halde su sorulabilir: Paralel postiilasi, kanit amaciyla

ortaya konulmamissa neden postiila olarak varsayilir?

Paralel postiilast caglar boyunca matematikcileri rahatsiz etmistir. Oklid’in
ardillar1 onu bir postiila olarak degerlendirmek istememis ve onun ilk dort postiiladan
tiiretilebilecegini gostermek istemistir. Bu, yiizyillar boyunca denenmistir. Aslinda konu
ciddidir. Oncelikle Oklid geometrisi eldeki tek geometri sistemidir. Ikinci olarak bu
geometrinin kesinligi biitiin matematige genelleniyordu. Fakat paralel postiilasinin
dogruluk degerine diger postiila ve aksiyomlar iizerinden karar verilemedik¢e, bu
postiila ortada kesin dogru veya kesin yanlis denilemeyecek bir Onerme olarak
duruyordu. Paralel nermesini diger postiilalardan tiiretmek veya ciiriitmek, hem Oklid
geometrisinin yeniden eksiksiz bir sistem haline gelmesini saglayacak, hem de kesinlik
anlayisin1  tehdit eden bu durumun ortadan kalmasini saglayacakti. Konuyla
ilgilenenler' ise Oklid geometrisinde kusur olarak goriilen bu sorunu asarak geometriyi

insanliga bir kez daha eksiksiz bir sistem olarak hediye etmeye calismaktadir.

En sonunda XIX. vyiizyilda, geometri alaninda biiylikk bir degisiklik
gozlenmektedir. Insanoglu Orta Cag’in son donemleri ve Yeni Cag ile birlikte
denizcilik tekniklerini iyice gelistirmis, farkli kitalar1 kesfetmeye baslamis, evrenin
diinya cevresinde donmedigini anlamig, diinyanin genel olarak diiz degil, eliptik
biciminde oldugu kesfetmisti. En sonunda andigimiz yiizyilda, Janos Bolyai (1802-
1860), Nicolai Lobachevsky (1792-1856), Friedrich Gauss (1777-1855), Bernhard
Riemann (1826-1866) gibi matematikgiler, birbirinden bagimsiz olarak, bugiin Oklid-

dis1 geometriler olarak bilinen geometri sistemlerini ortaya koymustur.

12 Hofstadter, 2001: 117-118; Catherine A. Gorini (2003), “Absolute Geometry”, The Facts On File
Geometry Handbook, Facts On File, Inc., New York, s. 2.

" John Stillwell, Oklid geometrisinin ¢aglar boyunca sadece matematigin merkezinde olmadigini, ayni
zamanda bati kiiltiiriiniin merkezinde oldugunu belirtir. Bu nedenden dolayr Oklid geometrisine yapilan
en biiyiik katkilar matematik¢ilerden ¢ok filozoflardan, siyasetcilerden vb. gelmistir: Stillwell, 2010: 36.
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Bu matematikgiler, geometri sistemlerini Oklid geometrisinde dogruluk degerine
karar verilemeyen besinci postiilayl, daha dogrusu bu postiilaya esdeger olan bir
Oonermeyi kabul etmeyerek yapmistir. Bu Onerme ise John Playfair (1748-1819)
tarafindan ortaya koyulan “bir dogrunun disindaki her hangi bir noktadan gecebilecek
biitiin dogrular ne kadar uzatilirsa olsun, bastaki dogru ile kesismeyecek bir, sadece bir
dogru vardir” énermesidir."* Bu geometriler bugiin daha da gelistirilmis haliyle, eliptik
geometri, hiperbolik geometri gibi kavramlarla taminmaktadir. Ornegin eliptik
geometride andigimiz 6nermenin sonu “hicbir dogru yoktur” bi¢ciminde degistirilmistir.

Hiperbolik geometride ise “en az iki dogru cizilebilir” bi(;imindedir.15

Paralel postiilasindaki degisiklik, bu geometrilerin uzay anlayisim da degistirir.
Asagidaki resimlerde, iki farkli geometride paralellerin davraniglari, uzayin bigimi ve

ticgenlerin durumu temsil edilmektedir:

Sekil-1 eliptik geometride, Sekil-2 ise hiperbolik geometride paralellerin
davranisini ve iicgenlerin durumunu temsil etmektedir. Gortildiigii bu iki geometrinin
uzayinda c¢izilen iicgenler (eliptik ve hiperbolik iicgenler), diizlem {iizerine cizilen
bilindik ticgenden hem sekil olarak hem de i¢ acilarinin toplami olarak farklidir. Bu
ornekler bir Onsel kabulii degistirmenin ne kadar c¢ok seyi degistirebilecegini

gostermektedir.

Ortaya konuldugu siralarda yarayissiz, anlamsiz ¢abalar olarak kii¢iimsenen, bu

geometriler, sonraki donemlerde en az Oklid geometrisi kadar saygm bir yer isgal

“ Kline, 1985: 150.
' Garrity, 2002: 163-167; Hofstadter, 2001: 140.
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etmistir. Ciinkii bu geometriler evren ve cisimlerin seklini anlamak agisindan ¢cok daha
uygun sistemlerdir. Ornegin Einstein, uzay anlayismm bir Oklid-dis1 geometri olan

Riemann geometrisini kullanarak agiklamustir.

Fakat konumuz acisindan Oklid-dis1 geometrilerin ortaya cikisinin dnemi, artik
geometrinin bazi sorulara verecegi tek ve kesin bir cevabin olmamasidir: Geometri

tutarli degildir.

1.3.2 Aksiyomatik sistemlere iliskin kavramlar

Oklid’in geometri sistemi, aksiyomatik bir sistemin nasil bir sey oldugu hakkinda
pek cok noktayr aydinlatmaktadir. Yine de bu sistemlerin 6zellikleri ile ilgili bazi

noktalarin daha ayrintili bicimde incelenmesi gerekmektedir.

Bu tartismadan Once bir siireligine matematikten uzaklasacagiz. Nasil biri
oldugunu merak ettigimiz, tizerine hi¢bir genel kanimizin olmadig: bir kisi hakkinda
onu iyi tantyan bir dostumuzdan yardim istedigimizi diisiinelim. Yani dostumuzdan bu
kisiyi karakterize etmesini talep etmekteyiz. Boyle bir durumda bu kisinin pek cok
ozelligini dostumuzun bu kisi hakkinda sdyledigi birka¢ soz veya yargi iizerinden

cikarmaya calisirz.

Elbette, bir insanin karakteri birkag yargi iizerinden ortaya konulamaz. Insan,
davraniglarinda her zaman tutarli olmayan, farkli durumlarda farkli tutumlara sahip bir
varlik. Yalniz biz, iyi bir gozlem sonucu ortaya konulabilecek birka¢ yargi sayesinde o
kisinin pek c¢ok farkli durumda nasil bir tutum takinacagini isabetli olarak tahmin
edebilecegimizi umuyoruz. Peki, bir kisinin karakterini nasil yargilar ortaya koyabilir?
Ornegin bu kisinin 26 Agustos 1972 tarihinde Izmir’de dogmus olmas: karakterini pek
de ortaya koymaz: Bu tarihte ve yerde dogmus olan baska kisiler de bulunabilir. O halde
Oyle yargilar ortaya konmalidir ki, ancak ve ancak bu kiside bulunabilsin. Boyle
yargilar hem bu kisinin tutumlarimi miimkiin oldugunca tahmin edebilmemizi saglar
hem de bagka kisilerden ayrildig1 noktalar1 da agiga ¢ikarir. Eger nesnenin karakterini
ortaya koyan yargilar iyi secilirse, bu nesne ilgili dogrular1 bu yargilardan ¢ikarabiliriz.

Iste aksiyomatik yontem budur.
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Aksiyomatik bir teori, her teori icin de soz konusu oldugu gibi, iizerine soz
sOyledigi olgu alanim1 agiklayabilmelidir. Bu ag¢iklamanin en temel Ozellikleri ise
eksiksizlik, tutarliliktir. Yani bir teori olarak aksiyomatik sistem, tutarlilik ve eksiksizlik
ozelligine sahip olursa, aciklamak istedigi nesneler kiimesini iyi karakterize eder. Bu
boliimde aksiyomatik sistemin bu 0zelliklere sahip olmasi ne demektir incelenecektir.
Boliimiin sonunda ise aksiyomatik sistemler olarak ortaya konulan teoriler tizerine bazi

onemli noktalara odaklanilacaktir.

1.3.2.1 Eksiksizlik

Eger bir aksiyomatik sistemin aksiyomlari, iizerine soz soyledigi sey hakkinda
ileri siiriilebilecek biitiin hipotezlerin dogruluk degerine karar verebilmemize olanak
saglarsa, sistem eksiksizlik 6zelligine sahiptir. Karar verebilme ise hipotezin veya bu
hipotezin olumsuzunun, sistemin aksiyomlarindan c¢ikarilabilmesi yani tiiretilebilmesi
ile miimkiindiir. Eger hipotez aksiyomlardan tiiretilebilirse, teoremdir. Eger hipotezin
olumsuzu aksiyomlardan tiiretiliyorsa, hipotezin olumsuzu teoremdir. Eger sistemin
aksiyomlarindan bir hipotezin ne kendisi ne de olumsuzu tiiretilebiliyorsa, sistem

eksiktir.

Bu konuda bir 6rnek sunacagiz. Bir okulda ders islenen herhangi bir sinifi hayal
edelim. Yalmz bu siniftaki 6grencilerin siralara oturma bi¢imi ilging bazi 6zellikler
gostermektedir. Elimizde ise, bir aksiyomatik sistem bi¢iminde teori bulunmaktadir ve
bu teori andigimiz siniftaki O0grencilerin oturus sirasini, ogrenci siralarinin dizilisini,
O0grenci numaralarin1 ve Ogrenci siralarinin numaralarimi karakterize etmektedir. Bu

teoriye T teorisi adin1 verelim ve aksiyomlarini ortaya koyalim:

1.Bu sinifta siralar sadece arka arkaya gelecek bicimde yerlestirilmistir.

2.Her sirada bir kiz ve bir erkek olmak iizere ikiser 6grenci oturmaktadir.

3.Kiz dgrenciler siralarin sag tarafinda oturmaktadir.

4.Erkek ogrenciler siralarin sol tarafinda oturmaktadir.

5.Bu smifta siralar numaralandirilmistir.

6.Bir numaral: sira, en 6ndedir.

7.S1ira numaralart en Ondeki siradan en arkadaki siraya dogru teker teker
artmaktadir.

8.Bu sinifta her 6grenci numaralandirilmistir.

9.Bir numarali 6grenci, en 6n siranin solunda oturmaktadir.
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10.0grenciler, 6nce siranin solundaki sonra sagindaki Ogrenci olarak sirayla
numaralandirilmistir.

11.Bir siradaki ogrencilerin numaralarini bir arka sirdaki dgrencilerin numaralari
takip eder.

12.Son siranin solundaki 6grencinin numarasi on birdir.

Aslinda boyle kiigiik bir sinif igcin Oklid geometrisindeki aksiyomlardan daha
fazlasim1 kullandik. Yalniz toplamda on iki adet olan aksiyomlarimizdan onlarca bilgi
tiiretilebilir: Sinifta alt1 tane sira vardir, on iki tane 68renci vardir, yedi numarali 68renci
erkektir, ikinci siranin iki sira arkasindaki siranin saginda oturan dgrencinin numarasi
sekizdir, on numarali 6grenci besinci sirada oturmaktadir... Ayni zamanda bu
aksiyomlar, iizerine soz sOyledigi nesneler hakkindaki hipotezlerin dogruluk degerine
de karar verir. Ornegin:

- 8 numaral 6grenci kizdir.
» Dogru.

Kanit1 saglayan deliller: Birinci, ikinci, iigiincii, dokuzuncu, onuncu ve on birinci

aksiyomlar. Diger aksiyomlara eklendiginde bu aksiyomlar, hipoteze teorem degeri

kazandirmak i¢in yeterlidir.

Aslinda teori, iizerine soz soOyledigi biitiin nesneler hakkinda eksiksiz karar
vermektedir. Ciinkii aksiyomlar, sabit nesnelerden olusan bir kiimenin birka¢ aksiyom
tarafindan eksiksiz bicimde nasil karakterize edilebilecegini gostermek amaciyla, temel
ozellikleri onceden belirlenmis 6zel maksatli bir sinif tizerine konusmaktadir. Yalniz
teorinin dogru veya yanlis olduguna karar veremeyecegi hipotezler de vardir. Ornegin
“bes numarali 6grenci, 0gretmenden karne alma sirasinda besinci siradadir” hipotezine
aksiyomlar karar veremez. Ciinkii bu aksiyomlardan ne bu hipotezin kendisi ne de
olumsuzu c¢ikarilabilir. Fakat bu durum aksiyomlarin eksik oldugu anlamina gelmez.

Ciinkii teori 6grencilerin karne alma sirasi iizerine zaten konugsmamaktadir.

Simdi gercekten de bir teorinin bu amact da gerceklestirmek icin ortaya
kondugunu diistinelim. Bir onceki T teorisi ile ayni aksiyomlari ve ayni amaclari
paylasan bir T' teorisi oldugunu varsayiyoruz. Yalmz T' teorisi siniftaki 6grencilerin
oturus sirasi, Ogrenci siralarinin dizilisi, 0grenci numaralar1 ve Ogrenci siralarinin
numaralart disinda Ogrencilerin karne alma sirasini da karakterize etmek amaciyla
ortaya konmustur. O halde T' teorisi bir 6nceki paragrafta vermis oldugumuz hipotez ve

benzeri hipotezlere karar veremeyecegi icin eksiksiz bir teori degildir. Yalniz bu durum
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bir sorun olusturmamaktadir. Teori sabitlerin iizerine oldugu siirece, ona eklenecek
birkag aksiyom ile eksiksizlik 6zelligi kazanabilir. Ornegin 6nceki aksiyomlar arasina
eklenebilecek bir “Ggrenci numarasi ile O0grencilerin karne alma sirasi aym sayidir”
bicimindeki bir aksiyom, teoriyi yeniden eksiksiz yapacak ve teori ‘“bes numarali
ogrenci, 0gretmenden karne alma sirasinda besinci siradadir” bigimindeki hipoteze de

karar verebilecektir.

Eksiksizlik tizerine durulmasi gereken son bir 6nemli nokta ise, bir hipoteze karar
vermenin sadece aksiyomlardan tiiretilebilirlik ile ilgili olmadigidir. Eksiksizlik i¢in bu
gereklidir ama yeterli degildir. Aksiyomatik sistem, bir hipotezin teorem olup
olmadigina sonlu islem basamagindan sonra karar verebilmelidir. Oklid geometrisindeki
paralel postiilas1 bu konuda c¢ok iyi bir Ornektir. Bu postiilla bir hipotez olarak ele
alindiginda Oklid geometrisinin aksiyom ve postiilalarindan kesin olarak tiiretilebilip
tiiretilemeyecegini  bulmak asirlarca matematik¢ileri ve konuyla ilgilenenleri
ugrastirmisti. Cok iyi bildigimiz bir konu {izerine soylenebilecek her hangi bir soziin
dogru olup olmadigi soruldugunda buna hizla dogru veya yanlis cevabini veremezsek

bilgimizin eksiksizliginden nasil emin olabiliriz ki?

1.3.2.2 Tutarhhk

Bir aksiyomatik sistem icin tutarlilik, sistemin celigkili aksiyomlara sahip
olmamasidir. Sadece tutarli bir aksiyomatik sistem dogrular1 ancak ve ancak dogrulari
tiiretebilir. Eger sistemin aksiyomlar1 ¢eliskili ise, sistem birbiriyle celisen hipotezleri
teorem yapar. Yani iizerine soz soOylenen alanla ilgili hem dogru hem de yanlis
hipotezler teoreme doniisiir. O halde tutarli olmayan bir aksiyomatik sistem, {izerine s6z

sOyledigi alanla ilgili sadece dogrular1 degil ayn1 zamanda yanliglar1 da tiiretir.

Onceki boliimde paylasmis oldugumuz T teorisinin aksiyomlarini hatirliyor ve
toplamda on iki tane olan bu aksiyomlara bir tane daha ekliyoruz:
- 13.Besinci 6grenci sirasinin yaninda bir 6grenci sirasi daha vardir.
Bu yeni teoriye T° teorisi ismini veriyoruz. Ardindan simiftaki siralarin yerlesimi
ile ilgili su hipotezin dogruluk degerine T® teorisinin aksiyomlar1 iizerinden karar
vermeye calistyoruz: “ligiincii 6grenci sirasinin iki sira arkasinda yan yana iki 6grenci

siras1 bulunmaktadir.”
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Bu siireci biitiin hipotezleri birlikte analiz ederek yapmanin geregi yoktur. Eger 1
numarali aksiyomu temel alirsak hipotez yanhistir. Ciinkii bu aksiyom siniftaki siralarin
sadece arka arkaya siralandigimi soyler. Eger 13 numarali aksiyomu temel alirsak
hipotez dogrudur. Ciinkii iiclincii 6grenci sirasinin iki sira arkasindaki siranin numarasi
5’tir. O halde 1. ve 13. aksiyom celismektedir. T* teorisinin aksiyomlarindan bu
hipotezin hem kendisi hem de olumsuzu cikarilabiliyorsa, teori agiklamak amaciyla

olusturuldugu sabitleri karakterize edebiliyor denilemez.

O halde kendi icinde celiskili aksiyomlara sahip T° teorisinin de gercegi ne kadar
dogru karakterize ettigi de sorgulanmaz - teorinin iizerine soz soyledigi olgu hakkinda
ne soyledigi belirsizdir. Peki, ek aksiyoma sahip olmayan T teorisinin tutarliligindan

nasil emin olabiliriz? Asagidaki 6rnek “A” dnermesini inceleyelim:

A. “10 numarali 6grencinin 3 sira Oniinde oturan erkek Ogrencinin,
Ogrenci numarasi sirasina gore 9 Ogrenci gerisindeki O0grenci ile ayni sirayr paylasan

ogrencinin 1 6niindeki 6grenci 9 numarali 6grencidir.”

Bu 6nerme, T teorisinin iizerine soz sOyledigi siif hakkinda ileri siiriilebilecek
hipotezlerin ne kadar fazla olabileceginin yaninda ne kadar karmasik olabilecegini de
gostermektedir. Bu tiirden sayica ¢ok fazla karmasik ©Onerme kurulabilir. Bu
onermelerden herhangi birinin bu 12 aksiyomda ¢eliski ¢ikarmayacagindan nasil emin

olabiliriz?

Bu soruya verilebilecek en temel cevaplardan biri, “aksiyomlar dogruysa o halde
tutarlidir yargis1” olacaktir. Eger T nin aksiyomlarinin hepsi bu sinifla ilgili bir dogruya

isaret ediyorsa, T tutarhidir.

Aksiyomatik bir sistem olarak teorinin i¢ tutarliliga sahip olup olmadigina karar
vermek amaciyla kullanilabilecek baska yol ise bu aksiyomlar1 modellemek olabilir.
Modelleme aksiyomatik bir teorinin tutarliliin1 kanitlamanin kolay bir yolunu saglar.
Ciinkii modelleme yontemi, teoriyi somutlagtirir. Cogu zaman yiizlerce ciimlenin
sOyleyemedigi seyi bir resim hizla soyleyebilir. O halde T teorisinin aksiyomlarini bir

resim biciminde modellemeyi deneyebiliriz: Sekil-3 boyle bir modelleme 6rnegidir.
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Biiyiik dikdortgenler siralar1 ve iclerine ¢izilen erkek
1] ile kiz figiirleri ise ogrencilerin siralara oturma yoniinii

resmetmektedir. Her 0Ogrenci figiiriiniin iist kisminda

bulunan say1 6grenci numarasini, siralarin yanindaki kiigiik

kareler icinde verilen ve 6’da biten sayilar ise Ogrenci

stralarinin numarasin1 vermektedir. iste bu model, T ’nin

aksiyomlarinin tutarli oldugunu gosteren bir modeldir.

Ayrica modelleme, aksiyomlardan tiiretilebilecek her

teoremin de model tizerinde somut bicimde goriilebilmesini

4] saglar. Ornegin “A” hipotezinin bir teorem oldugu bu

]

model {izerinde daha kolay ve somut bicimde goriilebilir.

=t
=

Iste XIX. yiizyilda gelistirilen bu zekice yontem,

Oklid-dis1  geometrilerin  tutarliligini  kamitlamak icin

kullamlmustir. Ik ortaya ciktiklarinda anlamsiz ve soyut

=
[
=
fud

6] oldugu diisiiniilen Oklid-dis1 geometriler, somut ve tutarl

oldugu diisiiniilen Oklid¢i modeller ile gbsterilmistir.16

sekil-3 Burada dolayisiyla bu geometrilerin tutarli olmasimin, Oklid

geometrilerinin tutarli olmasina bagli oldugunu bir not olarak ekleyelim.

Fakat modelleme yonteminin de bazi siirlar1 bulunmaktadir. Birkag 6grenci ve
Ogrenci sirasindan olusan bir Ogrenci sinifindaki Ogrencilerin durumu ile ilgili
onermelerin modellenmesi sekil-3 drneginde goriilebilecegi gibi pratik agidan kolaydir
ve miimkiindiir. Sonlu sayida 6ge ile yani birka¢ dikdortgen, 6grenci figiirii ve sayi ile
bu miimkiin olmustur. Yalniz sonlu dgeler ile modelleme yapmanin miimkiin olmadig1
durumlar da vardir. Temel aritmetikte “her tam sayinin onceki sayilardan farkli bir ardili
vardir” ifadesi buna verilebilecek bir drnektir.'” Bu dnerme sonlu sayida 6geden olusan
bir model ile apacik gosterilemez. Baska bir 6rnek ise sonraki boliimlerde incelenecek
olan Cantor’un kiimeler teorisi ve bu teorinin farkli boyutlarda sonsuzluklara iligkin

varsayimlaridir.

' Tutarliig: saglamak amaciyla aksiyomlarm yorumlanmasi i¢in modelleme ydnteminin kullanimimn
ortaya cikisi, amaci, yontemin temel mantig1 ve sorunlari ile ilgili daha genis bir inceleme icin bkz. Nagel
ve Newman, 2008: 5-18.

'” Nagel ve Newman, 2008: 16.
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1.3.2.3 Bir teori olarak aksiyomatik sistem

Her teori gibi aksiyomatik sistemler de belli bir alana iliskin bilgi durumlarim
aciklamak amaciyla ortaya koyulur. Fakat bu agiklama kavraminin neye isaret ettigi bir
sorundur. Bu noktada tiimeller sorununu hatirlayalim: Tiimel kavramlar gercek birer
varliga isaret eder mi? Bu eski soru, felsefe tarihinde gercekcilik (realizm) ve adcilik
(nominalizm) gibi felsefi akimlar igerisinde tartistlmistir. Bu sorunun bilim
felsefesindeki ornegi ise evreni aciklama iddasindaki teorilerin evreni ne kadar “oldugu

gibi” agikladigini sorar. Bu noktay1 anlamak i¢in bir 6rnegi ele alacagiz.

Psikolojide insani fenomenleri agiklama iddiasindaki pek ¢ok teoriden biri olan
Bilgiyi Isleme Teorisi, bir 6zne olarak insanin bellegini temel olarak uzun siireli bellek
ve kisa siireli bellek olarak iki ayr1 boliimde inceler. Yani bellegin kisa ve uzun siireli
belleklerden olustugu varsayuir. Burada uzun ve kisa sozciiklerinin anlaminin, bu
belleklerde bilgiyi tutma siiresine gore belirlendigini bir not olarak belirtelim. Bellegin
bu bi¢imde incelenmesi 6rnegin dogal sayilar1 arastirmak icin ilk once dogal sayilarin
taniminin yapilmasina benzetilebilir. Ogrenme, unutma ve hatirlama gibi kavramlar da
bellege iliskin bu tiir kavramlar kullanilarak aciklanir. Ornegin bir sey grenmek, bilgiyi
kisa siireli bellekten uzun siireli bellege alabilmektir. Hatirlamak, uzun siireli bellekte
bulunan bilgiyi kullanmak amaciyla geri cagirabilmek; unutmak ise uzun siireli bellekte
bulunan bilgiyi geri cagiramamaktir.'® Bu durum ise toplama ve carpma gibi islemlerin
taniminin, bu islemlerin yapildigi sayilarin tanimina bagli olmasina benzetilebilir.
Anmis oldugumuz teori ile ilgili temel sorunumuz, insanda bir uzun siireli ve bir kisa
siireli bellegin gercekten var olup olmadig veya onda oldugunu diisiindiigimiiz bu
ogelerin gercek ile uyusup uyusmadigidir. Insanda gercekten bu tiirden belleklerin olup
olmadigin1 bilmiyoruz. Fakat bu teorinin insani fenomenleri aciklamada ¢ok kullanigh

bir ara¢ oldugunu biliyoruz.

Bu konu Oklid geometrisi ile dogrudan bagintili bir konudur. Oklid geometrisinin
onemli Ozelliklerinden biri, bu teorinin aksiyomlarini olusturan kavramlarin soyut bir

uzayr degil, bilindik fiziksel uzayr agikliyormus gibi tanimlanmasiydi. Yani bu

'8 Bilgiyi Isleme Teorisi’nin genel yapisi, ele aldigi genel konular, bu konulara getirdigi agiklamalar ve
onlara getirdigi yeni ag¢ilimlari anlamaya yonelik analitik ve Tiirk¢e bir kaynak icin bkz. Nuray
Senemoglu (2007), Gelisim Ogrenme ve Ogretim, Goniil Yayincilik, Ankara, ss. 263-343.
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geometride nokta, uzaydaki gercek bir noktayi, dogru ise, uzaydaki gercek bir dogruyu
gosteriyor gibi tanimlanmisti. Bu durumda, Oklid geometrisinde teorem olan
onermelerin, evrene iligkin gercek bir bilgiye isaret ettigi diisiiniiliiyordu. Aksiyomlarin
ve postiilalarin dogrulugu ise apagikti. Bu dogruluk sezgisel olarak goriilebilirdi. Ciinkii
Oklid geometrisinin aciklamalari o zamanki fiziksel deneyimlerimizle ¢ok
uyumluydu."” Oklid’in ardillarim paralel postiilasinin dogruluk degeri ile bu kadar
ugragmasinin nedenlerinden biri belki de budur. Paralel postiilasinin dogruluk degerine
karar verilemedikce, evrene iliskin bilgilerimiz hep eksik kalacakt1. Diger taraftan Oklid
geometri sistemini, evreni dogrudan oldugu gibi aciklamaya calisan bir aksiyomatik
sistem olarak degil, onu anlamaya ve onunla ilgili yeni kesifler yapmaya yarayacak

kullamish bir model olarak da ortaya koyabilirdi. Fakat Oklid bunu yapmamist1.

Bu noktada sunu soracagiz: Bir teorinin islevi veya amaci, bir olgu durumunu
veya evreni dogrudan agiklamak midir, yoksa onu anlamak ve onunla ilgili yeni kesifler
yapmak i¢in dayanak saglayan bir model mi olmaktir? Birinci secenek, teorilerin islevi
ve amacit konusunda gercekgi (realist), ikinci secenek ise ayni konuda aragsalci
(instrumentalist) tutuma isaret eder. Ornegin Oklid geometrisi gercek¢i tutumla ortaya

koyulmus bir sistemdir.

Bilim felsefesinin konularindan olan bu iki diisiince bi¢imi esas olarak, tiimel
kavramlarin varlik sorunuyla ilgili gercek¢i ve adci (nominalist) fikirler iizerinden
bilimsel teorilerin islev ve amacinin yorumlanmasidir diyebiliriz. Bir felsefi tutum
olarak aragsalcilik, gercekci tutuma tepki olarak ortaya c¢ikmistir. Bu tutumun temel
iddiasina gore teoriler gercegi oldugu gibi dogrudan yansitamaz. O yiizden teorilerin
temel islevi ve basarisi, gercegi anlamak ve onunla ilgili yeni kesifler yapabilmek i¢in
kullanigli bir model olabilmektir. Kisaca teoriler, gercegin tam olarak nasil bir durumda
oldugunu gosterme iddiasindan O6nce, gercegi anlamak icin kullanish bir model olma

iddiasiyla ortaya konmalidir.*

Genel hatlarin1 bu bicimde verebilecegimiz aragsalci tutumun temel dayanagi, bir

nesnenin gercekten bulundugu durum ile bu nesneye yonelen 0znenin nesneyi bilme

¥ Stillwell, (2010), 5.360. Nagel ve Newman, 2008: 10.

Y C. R Delaney (1999), “Instrumentalism”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge
University Press, Second Edition, New York, s. 438; aragsalcilik ve gergekgilik karsitligi konusunda
analitik ve Tiirk¢e bir kaynak i¢in bkz: Alan Chalmers (1997), Bilim Dedikleri, ¢cev. Hiisamettin Arslan,
3. Basim, Vadi Yayinlari, Ankara, ss. 199-223.
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bicimi arasinda daha bastan bir denkligin olmadigi fikridir.?' Bagka bir deyisle,
gerceklik kendini insan aklina oldugu gibi sunmaz. O halde 0znenin nesne iizerine

bilgisinin dogrulugu apacik olamaz. Yani apacik dogrular diye bir sey yoktur.

Boylece genel olarak iki teori anlayigini goriiyoruz. Bunlardan biri matematiksel
dogrulugun temeline sezgiyi koyan, apacik dogruluklar anlayisina sahip olan gercekci
tutum, digeri ise sezgiye giivenmeyen, apagik dogruluklar anlayisimi biiyiik olciide
reddeden aragsalci tutumdur. Birinci tutum daha ¢ok akilciliga, ikinci tutum ise daha
cok deneycilige yakindir. Bu ¢alismada bu iki tutuma verilebilecek en temel ornekler,
Hilbert’in  bicimselciligi ve Godel’in  Platonculugudur. Ornegin  Hilbert’in
bicimselciligini inceledigimiz boliimde, sonraki boliimlerde ele alacagimiz sonsuz
kiimeler teorisinin varsayimlarinin aragsalci bir tutumla degerlendirildigini gbrecegiz.
Godel’in  Platonculugunu inceledigimiz  boliimde ise Godel’in, bu teorinin

varsayimlarinin apag¢ik dogruluklara isaret ettigini diisiindiigiinii gorecegiz.

Calismamizda bu noktaya kadar matematiksel teoriler olarak aksiyomatik
sistemlere iliskin baz1 6zel konular1 anlamaya calistik. Artik, eksiklik teoremlerine

dogru giden siirece daha fazla odaklanabiliriz.

1.3.3 XIX. yiizyildan Hilbert Programi’na

Bu boliimde, XIX. yiizyilldan eksiklik teoremlerine giden siirecte, Godel’in
eksiklik teoremlerine yol acan bazi iiriinler ve 6zel konular incelenecektir. Fakat bu
calismada XIX. yiizyildan bahsedildiginde, belirtilmek istenen zaman araliginin XIX.
yiizyilin ikinci yarist oldugunu bir not olarak belirtmeliyiz. Gercekten de giiniimiize
kadar uzanan pek cok matematiksel konu ve tartisma, kokenini XIX. yiizyilin ikinci
yarisinda baslamis olan siirec icinde bulur. Bu siire¢ karakterize edildiginde, onun neden

yeni bir doneme isaret ettigi konusu daha fazla anlam kazanacaktir.

Bu donem matematigin ve genis alanlarinin temellerinin ve kokeninin
arastirlldigt donem olmustur. Bu noktada Frege’nin ilk 1884 yilinda yayinlanan
Aritmetigin Temelleri (Die Grundlagen der Arithmetik) adli yapiti, David Hilbert’in
klasik Oklid geometrisini yeniden aksiyomatiklestirdigi ve ilk 1899 yilinda yayinlanan

*! Michael Byrd (1999), Gédels Theorems, yaymlanmamus ders notlart, s. 35.
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Geometrinin Temelleri (Grundlagen der Geometrie) adli yapiti, Bertrand Russell’in
1903 yilinda yayinlanan Matematigin Ilkeleri (The Principles of Mathematics) adl
yapit1 ve yine Russell’in, Alfred North Whitehead ile 1910, 1912 ve 1913 yillarinda ii¢
cilt olarak ortaya koydugu Principia Mathematica adli yapiti, matematigin temellerinin
arastirlldigit bu donemin karakterini Ornekleyen ©Onemli yapitlar olarak karsimiza

cikmaktadir.

Modern matematik felsefesinin temelleri yine bu donemde atilir ve sayilarin
dogas1, matematiksel bilginin niteligi gibi pek ¢ok konu bu donemden itibaren gittikce
artan bir ivme ile tartisthir. Oyle ki, bu tartismalar sonucunda bugiin bicimselcilik
(formalizm), mantik¢ilik, matematiksel sezgicilik gibi adlarla anilan bazi matematik
felsefesi teorileri ortaya ¢ikar. Yine bu donemde bazen matematiksel mantik olarak da
anilan bicimsel mantigin temelleri atilir, matematiksel teoriler simgesel olarak ifade

edilir. Ayrica dogal sayilar aritmetigi de ilk olarak bu donemde aksiyomatiklestirilir.

Andigimiz donem ayni zamanda matematigin kurumsallagmis bir bilim haline
gelme siirecinin 6nemli bir basamagi olmasi bakimindan da 6nemlidir. Bu konuda ele
alabilecegimiz en onemli 6rnek, Uluslararasi Matematikciler Kongreleri (International
Congress of Mathematicians) olup, ilki XIX. yiizyilin sonunda, 1897 yilinda Isvicre nin
Zurich sehrinde yapilmistir. Bu kongreler, 1. ve 2. Diinya Savast donemleri harig,
baslangicindan bu yana her dort yilda bir diizenli olarak yapilmis ve matematik
diinyasinin ana giindemini belirlemistir. Ik yapilisindan bir siire sonra, 1919’da
kurulmus olan Uluslararas1 Matematik Birligi’nin (International Mathematical Union)
denetimi altina giren bu kongrelere, ilerde konumuz acgisindan 6nemli olan bazi

noktalarda deginilecektir.22

Bu tiir gelismeler, bu donemin sadece bir yoniinii ortaya koymaktadir. Yalniz bu
donemin c¢ok ilging baska bir yonii daha bulunmaktadir. Ayni zamanda kiimeler
teorisinin kurucusu olan matematik¢i Georg Cantor’un teorisinin bazi ¢eliskilere yol
actig1 Bertrand Russell tarafindan iddia edilmis ve bu olay matematik diinyasinda ciddi
tartismalara yol a¢cmustir. Matematigin dogasinda celigkilerin olabilecegi iddiasini

cliriitmek i¢in bilyiik arastirma programlar1 hazirlanmistir.

** Birligin resmi web sayfasi ve kongreler hakkinda daha fazla bilgi icin: http://www.mathunion.org/
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Gortildiigii gibi bu donem, gelecekteki matematik diinyasinin gittigi yonii
etkilemis 6nemli bir donemdir. Yalniz bu donem icinde meydana gelen gelismelerin pek
cogu konumuz disindadir. Bu bolimde agirhikli  olarak dogal sayilarin
aksiyomatiklestirilmesi, Cantor’un kiimeler teorisi ve Russell’in ¢eliskileri, bu donemde

tartisilmis olan matematik felsefesinin 6zel konular1 ve Hilbert Programi incelenecektir.

1.3.3.1 Dogal sayilarin aksiyomatiklestirilmesi ve Peano aksiyomlari

Cogumuz aritmetikle, ilkogretim donemlerimizde tanisiriz. Aritmetik sanki bir
oyun gibidir. Bu oyunda adina dogal sayilar denilen Ogeler, bu sayilar iizerinden
tanimlanan dort islem ve belli kurallar bulunur. Aritmetiksel bilgi ise, olabildigine
zorunlu ve evrensel bir bilgidir. Kim “5 + 7 = 12” yargisinin zorunlu ve evrensel bir

bilgi olmasindan siiphelenebilir ki?

Felsefe tarihinde yargilar, 6zne hakkinda yeni bir sey sOyleyen yargilar ile yeni
bir sey sOylemeyen yargilar olarak iki farkli acidan incelenmistir. Analitik yargilar, 6zne
hakkinda yeni bir sey sdylemeyen ve bu yiizden yapisi geregi zorunlu ve evrensel olarak
dogru olan yargilardir. Ornegin “Bekar, evlenmemis olandir” yargis1 boyle bir yargidir.
Evlenmemis olmak, bekar sozciigiinde zaten icerilmektedir. Yine “cisim yer kaplar”
yargis1 da analitik bir yargidir. Ciinkii cisim sozciigii uzayda yer kaplayan sey
anlamindadir ve anmis oldugumuz ciimlenin yiiklemi, cltimlenin 6znesi olan ‘“‘cisim”
kavram1 hakkinda yeni bir bilgi sunmaz. Yalniz “cisim agirdir” yargisi analitik bir yargi
degil sentetik bir yargidir. Sentetik yargilar yiiklemin 0zne hakkinda yeni bir sey
sOyledigi yargilardir. Yani sentetik yargilarda yapisal olarak su durum bulunmaktadir:
Yiiklem, 6znenin taniminda olmayan yeni bir sey soyler. Cisim sézciigiiniin taniminda

agir olmak yoktur. Su halde bu yargi, yeni bir bilgiye isaret etmektedir.

Ayn1 nedenden dolay1 “cisim agirdir” bilgisi a priori bir bilgi degil, a posteriori
bir bilgidir. Bu tiirdeki bir bilgi, yapis1 geregi zorunlu ve evrensel bir bilgi degildir. A
priori bilgiler ya da bagka bir degisle analitik yargilar ise, yapisi geregi zorunlu ve
evrensel dogruluklardir. Peki, yargilar {izerine belirtmis oldugumuz bu bilgilerin

aritmetikle iliskisi nedir?
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Caglar boyunca “5 + 7 = 12” yargisinin analitik bir yargi oldugu diisiiniilmiistiir.
Yani “5 + 7”nin “12”yi zorunlu olarak icerdigi diisliniilmiistiir. O halde “12”, “5 + 7”
tizerine yeni bir sey soylememektedir. Yalniz Immanuel Kant’in bu konudaki goriisleri
farklidir. Kant {inlii yapit1 Salt Aklin Elestirisi’nde, 5 ve 7°nin toplami kavrami ne kadar
analiz edilirse edilsin, 12 kavramina mantiksal olarak ulasilamayacagini savunur. O
halde “5 + 7 = 12” analitik degil sentetik bir yargidir.”> Aslinda geometri yargilar da
Kant’a gore analitik degil sentetik yargilardir. Kant’in bu konuda verdigi ornek, “iki
nokta arasindaki dogru ¢izgi en kisa ¢izgidir” yargisidir. Dogru sozciigii ne kadar analiz

edilirse edilsin, en kisa ¢izgi oldugu dogru kavraminin i¢cinde kendinden bulunmaz.**

Temel sorun bu noktada baslamaktadir. “5 + 7 = 12” yargis1 da “iki nokta
arasindaki dogru cizgi en kisa cizgidir” yargisi da analitik bir yargi degilse aym
zamanda yapisi geregi zorunlu ve evrensel bir bilgi de degildir. Ciinkii yarginin analitik
olma ozelligini kaybetmesi, bilginin de a priori olma 6zelligini kaybetmesi demektir ve
a priori olmayan bir bilgi zorunlu ve evrensel bir bilgi degildir. Bu durumda 6rnegin 5
ve 7’nin toplaminin her zaman 12’ye esit olmasinin, yani bu yarginin zorunlu ve
evrensel olmasinin nedeni agiklanmalidir. Kant’a gére bunu saglayan sey her insanda
ortak olarak bulunan, duyu algisinin zaman ve mekan formlarinin a priori bilgisi, bagka
bir deyisle zaman ve mekan sezgisidir. Yani aritmetik ve geometri bilgisi, alginin
zaman ve mekan formlarinin a priori bilgisine dayanir ve bu formlar sayesinde olusur.
Aritmetigin bilgisi zaman formuna, geometrinin bilgisi ise mekan formuna dayanir. Su
halde matematiksel bilgi a priori sentetiktir. Matematiksel bilgi sentetiktir, ¢iinkii yeni
bir bilgi verir. Matematiksel bilgi ayn1 zamanda a prioridir, ¢iinkii bilginin dayandigi
sey her insanda ortak olarak bulunan alginin zaman ve mekan formunun a priori
bilgisidir. O halde matematiksel bilgi yine zorunlu ve evrensel bir bilgidir. Kant sadece

bu zorunlulugun ve evrenselligin temelini degistirir.

Fakat Kant’in bu goriisii, XIX. yiizyilin sonlarinda, iki biiylikk matematik¢i
Gottlob Frege ve Richard Dedekind tarafindan tamamen kabul géormemistir. Onlar, en
azindan geometri bilgisinin mekan formunun a priori bilgisine dayandigini kabul eder.

Fakat aritmetiksel bilgi icin aym sey soz konusu degildir. Aritmetiksel bilgi mekan

% Immanuel Kant (1984), “Katkisiz Aklin Elestirisi”, Secilmis Yazilar, Ist. Remzi Kitabevi, s. 81.
* Kant, 1984: 82.
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formunun a priori bilgisine dayanmaz. Iste bu yiizden Kant’in iddiasinin aksine

aritmetik analitiktir.

Frege’nin bu konudaki goriisiine dayanak saglayan onerme su bicimde ortaya
konulur: Aritmetik mantiga indirgenebilir. Matematik felsefesinin ana okullarindan biri
olan mantik¢i okulunun bu temel Onermesinin anlami basitce sudur: Aritmetigi
olusturan biitin dgeler ve biitiin aritmetiksel dogruluklar ve kanmitlama kurallarn®
mantiktan tiiretilebilir. Eger aritmetigin tamamen mantiktan tiiretilebildigi
gosterilebilirse, mantigin yani saf diisiinme ilkelerinin kendisi de alginin zaman ve
mekan formlarinin a priori bilgisine dayanmadigi igin, aritmetiksel bilginin ortaya
konmasi i¢in alginin zaman ve mekan formunun a priori bilgisine ihtiyac yoktur.*®

Richard Dedekind da Frege’nin mantik¢i goriisiine cogunlukla katilmaktadir.”’

Su halde yapilmasi gereken sey, aritmetiksel dogruluklarin tiimiiniin mantiktan,
yalnizca mantiktan tiiretilebilecegini gosterebilmektir. Bu konuda basarinin saglanmasi
icin ise Oncelikle aritmetigi tamamen karakterize eden bir aksiyomlar kiimesi ortaya
koymak gerekmektedir. Eger aksiyomlar eksiksiz ise biitiin aritmetiksel dogrular bu
aksiyomlardan tiiretilebilir. Ikinci asama ise, aritmetigi karakterize eden bu
aksiyomlarin, zaman ve mekan formlarinin a priori bilgisine ihtiya¢c duymadan sadece

mantiktan tiiretilebilecegini gdstermektir.

XIX. ylizyill, matematikte aksiyomatik diisiinmenin yeniden ve daha etkin
bicimde ortaya ciktigr bir donemdir ve Frege ile Dedekind gibi matematikg¢iler bu
donemin  oOnciilleridir.  Yalmiz  bu  matematik¢ilerin ~ aritmetigi  tamamen
aksiyomatiklestirme ¢abasinin tek amaci, Kant’in aritmetige iliskin fikirlerini ¢iirtitmek
degildir. Bu sadece anilan cabanin teorik nedenlerinin bir kismin1 olusturmaktadir ve

daha baska teorik nedenler de bulunmaktadir. Oncelikle Oklid-dis1 geometrilerin ortaya

» Buna ¢alismanin basinda ele aldigimiz matematiksel tiimevarim ilkesi de dahildir. Frege’ye gore bu
kanitlama yontemi de her ne kadar matematige 6zgii gibi goriinse de saf mantiksal ilkelerden ¢ikar: Frege,
2008: 80.

*Guillermo E. Rosado Haddock (2006), A Critical Introduction to the Philosophy of Gottlob Frege,
Hampshire, Ashgate Publishing, ss. 62-66; Kevin C. Klement (2002), Frege and the Logic of Sense and
Reference, New York & London, Routledge Publishing, ss. 4-8. Belirtmis oldugumuz genel yoruma kars1
olarak bazi akademisyenlerin, Kant ve Frege’nin aritmetik {izerine goriisleri arasinda kokten bir
karsithgin olmadigini iddia ettigini bir not olarak belirtelim. Ornegin John MacFarlane bu goriisii, Kant
ve Frege’nin mantik anlayiglarinin farkli oldugu noktasinda temellendirerek savunmaktadir: John
MacFarlane (2002). “Frege, Kant, and the Logic in Logicism”. Philosophical Review 111 (1): ss. 25-65.

2 Byrd, 1999: 10-11; Michael Potter (2004), Set Theory and Its Philosophy, Oxford University Press,
New York, ss. 86-87; Martin Godwyn ve Andrew D. Irwine (2003), “Bertrand Russell’s Logisicm”, The
Cambridge Companion to Bertrand Russell, Cambridge University Press, Cambridge, ss. 178-179.
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cikist sonucunda, sadece geometriyi degil ayni zamanda aritmetigi de ilgilendiren
apacik dogruluklar anlayisinda, onceki boliimlerde konu ettigimiz bazi paradigmatik
degisimler olmustur. Oyle ki aritmetige iliskin, dogrulugu apacik gibi goriinen
teoremlerin bile kesin kanitlara ihtiyact oldugu diisiiniilmiistiir. Bahsetmis oldugumuz
bu degisim aym zamanda, matematige iliskin pek cok Onemli kavramin, Ornegin
fonksiyon, siireklilik, limit ve sonsuzluk gibi kavramlarin, daha da keskin tanimlara
ihtiyaci oldugu diisiincesini de beraberinde getirmistir. Bu konuda son olarak aritmetige
iliskin geleneksel kavram ve yontemlerin, geometriye iliskin geleneksel kavram ve
yontemler kadar kesin olmadigi diisiincesini de belirtmeliyiz. Yani tarihsel olarak
aritmetigin, Oklid’in geometriye kazandirdig1 tiirden bir aksiyomatik temelinin olmadig1

diistiniilmiigtiir.”®

Aslinda bu noktada Frege ve Dedekind icin, Oklid’in tipki caglar once
geometride yapmis oldugu gibi, aritmetige aksiyomatik bir temel olusturmak amacinda
olduklar1 yorumunu yapabiliriz. Bunun icin Frege ve Dedekind, 1880’li yillarda
birbirlerinden bagimsiz olarak dogal sayilar iizerine derin analizler yapmis ve
aritmetigin tiim dogrularinin tiiretilebilmesi i¢in kiimeler teorisinden faydalanarak,
uygun aksiyomlar belirlemeye calismistir. Bu boliimde {izerinde duracagimiz
aksiyomlar ise, iinlii Peano aksiyomlarina temel olan ve Dedekind tarafindan dogal
sayilar1 karakterize etmek amaciyla ortaya konan onermelerdir. Bu 6nermeler asagidaki

gibi siralanabilir:*

» Dogal sayilar, bir sistem veya adina N diyebilecegimiz bir kiimedir ve bu
kiimedeki dgeler, birbirini takip eden bir sira veya dizi biciminde bulunur.

» Bu dizideki her 68eden sonra, bu 6genin ardili diyebilecegimiz baska bir 6ge
bulunmaktadir. (Bu calismada ardillik bagi1 “A” simgesi ifade edilecektir.)

» Bu dizide hicbir 6ge iki farkli 6geye ardillik yapmaz. (Bu dizinin higbir
basamaginda ayn1 anda iki 6ge bir arada bulunmamaktadir.)

» Bu dizide hicbir 6genin ardili olmayan bir 6ge vardir.

Dogal sayilar Dedekind tarafindan bu sekilde karakterize edilmektedir.
Goriildiigii gibi bu aksiyomlarda, bir sira halinde bir araya gelmis 6gelerden olusan bir
kiimeden bahsedilmektedir. Bu kiime sonsuz sayida 68eden olusmaktadir. Ciinkii bu
kiimede her 6ge bir ardila sahiptir. Ayn1 zamanda bu 6gelerin olusturdugu sira, tekli

diizglin bir siradir. Ciinkii kiimedeki her ©Ogenin yalmizca ve yalmizca bir ardili

* Frege, 2008: 87; Byrd, 1999: 6.
¥ Byrd, 1999: 12; Potter, 2004: 89-90.
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bulunmaktadir. Son olarak bu siranin bir baslangi¢c noktas: vardir. Ciinkii bu kiimeyi
olusturan 6gelerden biri bagka hi¢bir 6genin ardili degildir ama onun ardillar1 vardir.
Boylece bu aksiyomlarda dogal sayilar kiimesi, iyi siralanmiglik, bir baslangi¢ noktasina
sahip olma ve sonsuz sayida 6geye sahip olma ozellikleriyle birlikte karakterize ediliyor
goriinmektedir. Yalniz burada onemli bir soru ortaya c¢ikmaktadir: Bu aksiyomlar

yalnizca ve yalmizca dogal sayilar1 mi karakterize ediyor?

Belli bir olgu alanim aksiyomatiklestirerek karakterize eden bir teorinin yalnizca
ve yalmizca iizerine s6z sOyledigi alani karakterize etmesi beklenir. Bu durum 26
Agustos 1972 tarihinde Izmir’de dogmanin belli bir kisiyi karakterize etmemesine
benzetilebilir. Bu tarihte ve yerde dogmus olan bagska kisiler de bulunabilir. Dedekind’in
yukarda siralanan aksiyomlar1 da, dogal sayilar kiimesi disindaki baska hi¢bir kiimeyi
karakterize etmemeli veya ediyorsa bu diger kiimeler, dogal sayilar kiimesi ile ayni
yapida olmalidir. Bu noktada aksiyomlarin bu 6zellige sahip olup olmadig onemlidir ve

yukaridaki soru ciimlesinin ifade ettigi sorun budur.

Dedekind’in bu soruya verdigi cevap olumsuzdur. Ona gore bu dort aksiyom
dogal sayilar disinda bagka kiimeleri de karakterize edebilmektedir. Yani, dogal sayilar
kiimesi disinda en az bir kiilme —veya model- bulunabilir ki, bu aksiyomlarda ifade
edilen ozelliklerin tiimii, bu yeni kiimede de bulunur. Bu noktada Dedekind’in akil

yiiriitmesi su bicimdedir:

N dogal sayilar kiimesini oldugu gibi kapsayan ve ayrica hem N kiimesinin ardili
olup, hem de kendi ardili yine kendisi olan bir “#” 6gesinin bulundugu yeni bir
kiimenin oldugunu varsayalim. Bu genisletilmis kiimenin yapis1 temel olarak su bi¢imde
modellenebilir:

0 24A->1->54->2->54A->3->4-.... d» 54> &

Dedekind’1n bu dort aksiyomunun hepsi bu genisletilmis yeni kiimede de 6zellik
olarak bulunur. Bu durumun ciddi bir sonucu vardir. Dedekind’in dort aksiyomu, dogal
sayilar kiimesinin disinda, yapisal ve bi¢imsel olarak dogal sayilar kiimesinden farkli
(6rnegin “®” gibi temelde dogal say1 olmayan yabanci dgeleri iceren) en az bir kiimeyi
daha karakterize edebilmektedir. Bu yiizden, bu dort aksiyomun karakterize ettigi farkli
iki kiimenin dogrular1 arasinda da farklar vardir. Ornegin, dogal sayilar kiimesinde

teorem olan “hi¢bir dogal sayi, kendi kendisinin ardili degildir” Onermesi bu yeni
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genisletilmis kiimede teorem degildir. Ciinkii bu genisletilmis kiimede “#” kendi

kendisinin ardili olmustur.30

O halde Dedekind’in bu dort aksiyomu kategorik degildir. Aksiyomlarin
kategorik olmasi, bu aksiyomlarda ortaya konan oOzelliklerin tiimiinii tasiyan her
kiimenin —veya modelin- yapisinin ayni olmasi, yani bu kiimelerin izomorfik olmasi
anlamina gelmektedir. izomorfik alanlar, yapist aym olan alanlardir.”’ Ornegin
diisiiniilebilecek herhangi bir A, B, C ve D 0gesinin birbirine baglanma bi¢imini
gosteren asagidaki iki model izomorfiktir ve bu iki modelden birinde 6gelerin birbirine

baglanmasina iligkin teorem olan onerme, diger modelde de teoremdir:
(&)
A
& ®
©
< ©
0

Sekil - 4

Yalniz hem N dogal sayilar kiimesi, hem de “#” 6gesi ile birlikte genisletilmis
kiime, her ne kadar bu dort aksiyomdan ¢iksa da izomorfik degildir. Oyle ki bu iki
kiimenin dogrular arasinda farklar vardir. Bu iki kiime izomorfik olmadig icin ise bu
dort aksiyom kategorik degildir. Amaglanan sey ise, dogal sayilar1 karakterize etmek
amaciyla ortaya konan bu aksiyomlardan hangi kiimeler olusturulursa olusturulsun, bu
kiimelerin dogal sayilar kiimesi ile ayn1 yapida olmasidir. Bu kosul saglanabilirse, dogal
sayllar kiimesinde teorem olan her Onerme, aksiyomlardan olusturulabilecek her
kiimede de teorem olacaktir. Baska bir ifadeyle, dogal sayilara iligskin her teorem, onlar1
karakterize etmek amaciyla ortaya konulan bu aksiyomlardan tiiretilebilecektir.
Dedekind’in bu sorunu agmak amaciyla buldugu ¢6ziim, matematiksel tiimevarum ilkesi
olarak bilinen ve =zaten bir siiredir matematiksel teoremlerin kanitlanmasinda
kullanilmakta olan ilkeyi, bu defa dogal sayilar kiimesini tanmimlamak amaciyla besinci
bir aksiyom olarak onceki aksiyomlara eklemek oldu. Dedekind onceki boliimlerde

incelenmis olan bu ilkenin bir aksiyom olarak Onceki dort aksiyoma eklenmesiyle,

anilan aksiyomlarin dogal sayilart karakterize ederken karsilastigi yabanci ogelerin

** Byrd, 1999: 13-14.

1Zeno G. Swijtink (1999), “Categorical Theory”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge
University Press, Second Edition, New York, s.120; Roy T. Cook (2009), “Categorical”, A Dictionary of
Philosophical Logic, Edinburgh University Press, Edinburgh, ss.41-42.
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girisi  sorununun  ¢Oziilecegini  diislinmiistiir. BoOylece bu  aksiyomlardan
olusturulabilecek her kiime, ancak ve ancak dogal sayilar kiimesi ile ayn1 yapida olup

aym dogrular tastyabilecektir.*

Dedekind’in bu bes aksiyomu ortaya koymasindan bir siire sonra, 1889 yilinda,
tinlii matematik¢i Guiseppe Peano, Dedekind’in bes aksiyomunu temel alan ve bugiin
baz1 kaynaklarda Peano Aksiyomlari, bazi kaynaklarda ise Dedekind-Peano postiilalar
olarak bilinen iinlii aksiyomlar1 ortaya koymustur. Peano aksiyomlar1 6ziinde Dedekind
aksiyomlarinin mantiksal bir diizen icinde ifade edilmis halidir ve su bicimde

siralanabilir:

1. Sifir bir sayidir.

2. Bir sayimin ilk ardili da bir sayidir.

3. Sifir hicbir sayinin ardili degildir.

4. Ayni ilk ardila sahip iki say1 yoktur.

5. Sifira ait bir 6zellik ve bu 6zellige sahip her saymin ilk ardilina ait bir 6zellik,
tiim sayilara da aittir.

Goriildiigi gibi Peano aksiyomlari, anlami bilindik ve agik varsayilan “‘say1”,
“sifir” ve “ardili olma” terimlerinin arasindaki mantiksal iligkiler biitiinii olarak ortaya

konmustur.3 3

Bu aksiyomlar kisa bir siire sonra sembolik mantifin bicimsel dili
kullanilarak insa edilen Peano Aritmetigi, Robinson Aritmetigi gibi aritmetiksel
teorilerin temelini olusturacak ve bu aritmetik teorileri, bi¢imselci matematikgilerin iist-
matematiksel (metamatematik) arastirmalarinda kullanilacaktir. Godel ise bu
aksiyomlarin, biitiin aritmetik dogrularin kaniti i¢in yetersiz, yani eksik oldugunu
gosterecektir. Bagka bir ifade ile Dedekind-Peano aksiyomlart samildiginin aksine,

kategorik degildir. Fakat biz bu noktada kiimeler teorisine odaklanacagiz.

1.3.3.2 Cantor’un kiimeler teorisi ve Russell paradoksu

Kiimeler konusu aslinda siniflar, kategoriler, tiirler gibi farkli adlar altinda Antik
Greklerden bu yana bilinse de, XIX. yiizyilin sonlarina dogru matematiksel
arastirmalarin merkezine yerlesmistir. Bu donemde ozellikle dogal sayilar ve real

sayilarin arastirllmasinda, kiimeler ve kiimeler konusu ile iliskili olan fonksiyon, dizi

* Byrd, 1999: 14-17.
3 Nagel ve Newman, 2008: 92.
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gibi kavramlar kilit rol oynamistir. Bu alanda XIX. yiizyilin sonlarinda yapilan oncii
nitelikteki caligmalarin ise bir mantik¢1 ve matematik¢i olan Georg Cantor’dan (1845-
1918) geldigi goriinmektedir. Cantor’un, donemin matematikcilerini oldukc¢a etkileyen

caligmalarinin konumuzla iliskisi ise, matematigin temelleri ve dogasi ile ilgilidir.

Cantor’un bu donemde kiimeler iizerine yaptig1 ve ortaya koydugu caligsmalarin,
donemin matematik¢ilerini etkiledigi agikca goriilmektedir. Bu calismalarin 6zellikle
“sayilabilirlik”™ ile ilgili olanlari, ddonemin matematik¢ilerine kullanigh gelmistir. Yalniz
bir siire sonra Bertrand Russell, Cantor’un ortaya koydugu diisiincelerin, baz1 celiskili
matematiksel onermelere yol actigimi iddia etmistir. Bu ise matematigin c¢eliskili bir
dogasi olabilecegi endisesini ortaya ¢ikarmistir. Matematigin caglar boyunca kesin ve
tutarlt bir bilim olarak degerlendirildigini hesaba katarsak, bunun ne kadar onemli bir
endise oldugu aciktir. Oyle ki bu endise, XX. yiizyilin baslarinda biri Russell tarafindan
digeri David Hilbert (1862-1943) tarafindan baslatilan iki biiyiikk projeye neden

olmustur. Yalniz biz bu noktada Cantor’a geri donecegiz.

Cantor’un 1875’ten sonraki donemdeki caligmalar1 genel olarak dogal sayilar
kiimesi, tam sayilar kiimesi, real sayilar kiimesi gibi sonsuz 6geli kiimelerle ilgiliydi.
Yalniz bu kiimelerin 68e sayis1 her ne kadar sonsuz olsa da, bunlardan biri veya bir kaci
digerlerinden daha fazla 6geye sahip olabilir mi? Ornegin, dogal sayilar kiimesi her ne

kadar cift dogal sayilar kiimesini kapsasa da, bu iki kiime ayn1 sayida ogeye sahiptir:

Dogal Sayilar Cift Dogal Sayilar
1 = 2
2 = 4
3 = 6
s
. = .
S & 2S

Yukaridaki tabloda, iki taraftaki sayilar da sonsuza kadar uzatilabilir. Yalniz
dogal sayilar kiimesindeki her S sayisina karsilik, ¢ift dogal sayilar kiimesinde bir 2S
sayis1 bulunacaktir. Bu yiizden her iki kiime sonsuz ve aym sayida dgeye sahiptir. Bu

noktada “biitiin herhangi bir parcasindan biiyiiktiir” bi¢imindeki cok eski tez ciiriimiis
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gérﬁnuyor.34 Aym iligki, dogal sayilar ile tam sayilar kiimesi arasinda da vardir. Tam
sayilar kiimesi, her ne kadar dogal sayilar kiimesini kapsiyor goriinse de, iki kiimenin de

eleman sayist aynidir:

Dogal Sayilar Tam Sayilar
= -1
2 s 1
3 s -2
4 & 2
5 = -3
6 = 3
=
S
25-1 S -S
2S S S
S

Gortildiigii gibi, tam sayilar kiimesindeki her S sayisi i¢in dogal sayilar
kiimesinde 2S karsilig1, her —S sayisi i¢in ise 2S-1 karsiligi bulunmaktadir. Yani bu iki
kiimenin 6ge sayilarinin esitligini saglayan bagintilar, daha teknik bir dille belirtirsek bu
iki kiimenin birebir denkligini saglayan fonksiyonlar bulunmaktadir. Su halde dogal

sayilar kiimesi ile tam sayilar kiimesi ayn1 68e sayisina sahip sonsuz 6geli kiimelerdir.

Bu kiimelerin 6ge sayis1 (teknik adiyla kardinal sayis1 veya sayal say1) X, (alef
sifir)® ile gosterilir. 8y en kiiciikk sonsuz kardinal sayist olarak kabul edilir. Kesirli
sayilar, dogal sayilar ve tam sayilarin 6ge sayis1 budur. Bu konu, kiimelerin dgelerinin
sayilabilirligi konusuyla da iliskilidir. Matematikte bir kiime eger sonlu sayida 6geden
olusuyorsa veya sonsuz sayida 6geden olusup bu 6gelerin sayis1 dogal sayilar kiimesinin
0ge sayis1 olan Y, sayisina esitse, bu kiimenin Ogeleri sayilabilir; baska bir deyisle,

numaralandirilabilir olarak kabul edilir.

Peki, bu neden 6nemlidir? Dogal sayilar kiimesi ile tam sayilar kiimelerinin 68e

sayllar1 aym goriiniiyor. Yalniz durum real sayilar kiimesi hesaba katildiginda

** Cemal Yildirim (2004) Bilim Felsefesi, 9. Basim, Remzi Kitabevi, Istanbul, ss. 39-40.

35 «X" [brani alfabesinin ilk harfidir. Matematikte sonlu 6ge sayisina sahip kiimelerin 6ge sayilari, 1, 2, 3
vb. gibi olagan sayilarla gosterilirken, sonsuz 6geye sahip kiimelerin 6ge sayist alef harfi kullanilarak
belirtilir. “R,” ilk sonsuz 6ge sayisidir (daha teknik bir dilde, kardinal sayist). X, sayisint X; X, gibi
sayilar takip etmektedir: Roy T. Cook (2009), “X”, s.4 ve “Cardinal Number”, ss.40-41.

% Roy T. Cook (2009), “Countable”, s.4.
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degismektedir. Ciinkii Cantor, real sayilar kiimesinin dogal sayilar kiimesinden daha
fazla O0geye sahip oldugunu da kanitlamistir. Bunun ic¢in Cantor, kdsegenlestirme
yontemi (diagonalization) olarak bilinen {inlii yontemini gelistirmistir. Yontem basitce

asagidaki gibi islemektedir.

Dogal Sayilar Real Sayilar

0.23423423....
0.34234234....
0.43243243....
0.24224224....
0.42342342....
0.22222222....
0.33333333....
0.44444444....

tggsesseooTe

Eger real sayilar ile dogal sayilar kiimesinin 68e sayisi ayni olsaydi, real sayilar
kiimesinin biitiin 6geleri sayilabilir durumda olurdu. Bu durumda 6rnegin O ile 1 sayis1
arasindaki real sayilar da sayilabilirlik 6zelligine sahip olur ve yukaridaki tabloda
oldugu gibi bire-bir esleme yapabilirdik. Yalniz kosegenlestirme yontemi, bunun yanlis
oldugunu gostermektedir. Tablodaki real sayilarin bazi rakamlari koyu harflerle
vurgulanmistir. Bu vurgulama, birinci saymin 0’dan sonraki birinci basamagi, ikinci
saymnin 0’dan sonraki ikinci basamagi vb. kisaca S’inci saymin 0’dan sonraki S’inci
basamagi kuraliyla yapilmistir. Boylece elimize su rakamlar gegmistir:

24222234 ...

Simdi bu sayilardan 2 olanlar1 4’sayisi ile, 2 olmayanlari ise 2 sayisi ile degistirdigimizi
diisiinelim. Boylece elimize, listede olmayan yeni bir real say1 gecer:

0.42444422....

Bu sayi, tablodaki biitiin real sayilardan farklidir. Ciinkii bu saymin 0’dan sonraki ilk
basamagindaki rakam (4) tablodaki birinci real saymnin 0’dan sonraki ilk basamagindan
(2), ikinci basamagindaki sayr (2) tablodaki ikinci real sayinin 0’dan sonraki ikinci
basamagindaki sayidan (4) vb. bu saymin 0’dan sonraki S’inci sayisi, tablodaki S’inci
real sayidan farklidir. Su halde bu listedeki 6gelerle ayn1 nitelikte olan (real say1 olmak)
yalniz bu 6gelerin hepsinden farkli olan ve listenin hicbir yerinde gosterilemeyecek yeni

bir real say1 elde edilmistir. Ayrica tablo ne kadar uzun olursa olsun, herhangi bir dogal
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say1 ile birebir eslenemeyecek en az bir real say1 bulunabilir. Iste bu saymin varligi
yiiziinden dogal sayilar ve real sayilar bire-bir eslenemez. Sonug olarak, real sayilar
kiimesinin 6ge sayist dogal sayilar kiimesinin 6ge sayisi olan Xy’dan her zaman en az bir
fazladir - real sayilar kiimesinin sonsuzun Otesinde sayida 6gesi vardir ve bu ogeler

sayllamaz.37

Peki, 6ge sayis1 dogal sayilar kiimesinin 6ge sayisindan fazla olan baska kiimeler
bulunabilir mi? Bir kiimenin alt kiimelerinin kiimesinden bahsedildiginde, bu kiimenin
ogeleriyle olusturulabilecek her 6geden olusan kiime akla gelir. Ornegin:

K={1,2}
kiimesinin alt kiimelerinin kiimesine A(K) diyelim. Bu kiimenin goriintiisii su
bicimdedir:

AK)={0, {1}, {2}, K}

Boylece iki 6geli K kiimesinin alt kiimelerinin kiimesi olan A(K) kiimesinin dort
0gesi oldugu goriilmektedir. Yani A(K) kiimesinin 0ge sayisi, K kiimesinin 6ge
sayisindan fazladir. Aslinda bu durum, K kiimesi gibi sonlu sayida 6geden olusan her
kiime i¢in gecerlidir. Bir kiilmenin 6ge sayis1 x ise bu kiimenin alt kiimelerinin sayisinin
2* oldugu bilinir. Ornegin K kiimesi 3 elemanl1 bir kiime olsaydi, A(K) kiimesinin 6ge

sayisi 2%, yani 8 olurdu.

Peki bu durum, dogal sayilar kiimesi gibi sonsuz sayida 6geden olusan kiimeler
icin de gecerli midir? Cantor, Cantor’un Teoremi (Cantor’'un Kosegen Teoremi) olarak
bilinen teorem ile bunu kanitlamistir. Yani, dogal sayilar kiimesi N’in 6ge sayisi olan
No, A(N) kiimesinin 0ge sayist olan 2" dan kiiciiktiir. Daha teknik bir deyisle, dogal
sayilar kiimesinin 0geleri ile dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin kiimesinin 6geleri
birebir eslenemez. Bu eslemede dogal sayilar kiimesinin alt kiimelerinin kiimesinde her
zaman bazi 6geler acikta kalacak ve bu 6gelerin bir dogal say1 karsilig1 olmayacaktir.
Bunun da o6tesinde, A(N) kiimesinin 0ge sayisindan daha fazla ogeye sahip bagka

kiimeler de bulunabilir. Ornegin A(A(N)) kiimesi vb. Kisaca hicbir kiime, 6ge sayisi

37 Roger Penrose (2000), Kralin Yeni Usu - I / Bilgisayar ve Zekd, 2. Basim, Tubitak Popiiler Bilim
Kitaplar1 52, Ankara, ss. 98-99; W. D. Hart (2010), The Evolution of Logic, Cambridge University Press,
Cambridge ,ss.14-15.
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bakimindan en biiyiik kiime olamaz. iste Cantor’un Teoremi olarak bilinen teorem,

diisiiniilebilecek her kiimede gecerli olacak sekilde genellestirilmis olan bu onermedir.*®

Fakat Bertrand Russell’in XX. ylizyilin basinda derin tartismalara yol agmis iinlii
paradokslarindan biri (Russell paradoksu) tam olarak bu onerme ile ilgilidir. Cantor’un
Teoremi’ne gore diisiiniilebilecek her kiimeden daha biiyiik kiimeler bulunmaktadir.
Peki, ayni teorem biitiin kiimelerin kiimesi diyebilecegimiz evrensel E kiimesi i¢in de
gecerli midir? E kiimesi, diisiiniilebilecek her kiimeyi kapsama 6zelligine sahip olan, bir
bakima kiimelerin kiimesidir. Cantor’un Teoremi’ne gore, Ornegin bu kiimenin alt
kiimelerinin kiimesi olan A(E) kiimesinin 6ge sayis1 veya diger degisle kardinalitesi, E
kiimesinin kardinalitesinden fazla olmalidir. Yalniz E kiimesi tanimi geregi,
diisiiniilebilecek her kiimeyi, bunun sonucu olarak A(E) kiimesini de kapsamalidir. Su
halde A(E) kiimesinin kardinalitesi E kiimesinin kardinalitesinden nasil fazla olabilir

ki?*

Bu noktada bir ara tartisma olarak Cantor’un, Russell’in bahsettigi tiirden bir
evrensel E kiimesinin var olamayacagini, asil bodyle bir kiimenin var olacagini
diisiinmenin celiskiye gotiirecegini iddia ettigini bir not olarak belirtelim. Temelde bir
kiime, belli bir 6zellige sahip olan nesnelerin gruplandirilmasidir. Ornegin filozoflar
kiimesi, filozofluk 6zelligine sahip kisileri karakterize eder. Yalniz filozoflugun kendisi
bir filozof degildir. Evrensel kiime orneginde ise durum farklidir. Ciinkii bu kiimenin
kendisi de bir kiimedir. O halde bu kiimenin bir 6gesi de kendisi olmalidir. Bu durum

kiime olmanin dogasina aykiridir ve sonug olarak evrensel bir kiime var olamaz.*’

Artik Russell paradoksuna geri donelim ve kendi kendisinin 6gesi olmayan
kiimeleri diistinelim. Ornegin filozoflar kiimesi, kalemler kiimesi, bos kiime vb. kiimeler
bu tiirden kiimelerdir. Simdi bu kiimelerin hepsini karakterize eden bir R kiimesi
(Russell kiimesi) distinelim. R kiimesi, kendi kendisinin 6gesi olmayan biitiin
kiimelerin kiimesidir. Yani bir kiimenin R kiimesinin eleman1 olmasi i¢in, bu kiimenin

bir 6gesinin kendi kendisi olmamasi lazim. Ornegin E kiimesi bu nedenle R kiimesinin

38 Roy T. Cook (2009), “Cantor’s Theorem”, ss.39-40; Byrd, 1999: 27-28; Penelope Maddy (1999),
“continuum problem”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge University Press, Second
Edition, New York, s.182; Potter, 2004: 158-159 ve 206; James R. Brown (2008), Philosophy of
Mathematics - A Contemporary Introduction to the World of Proofs and Pictures, Second Edition,
Routledge, New York, ss. 179-182.

* Byrd, 1999: 28-29.

40 Roy T. Cook (2009), “Cantor Paradox”, s. 39; Byrd, 1999: 30.
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bir eleman1 olamaz; E kiimesinin dgelerinden biri kendisidir. Artik sunu soruyoruz: R
kiimesi kendi kendisinin bir 0gesi midir? Yani asagidaki hipotezin dogruluk degeri
nedir?
ReR
Iste dogruluk degeri karar bekleyen bir matematik hipotezi. Bir an hipotezin
yanlis oldugunu, R kiimesinin kendi kendisinin 6gesi olmadigini diisiinelim. Fakat
bdyle bir durumda R kiimesi kendi kendisinin 6gesi olmayan kiimelerin kiimesi oldugu
icin bu kiimenin bir 6gesi de kendisi olmasi gerekir. Simdi hipotezin dogru oldugunu, R
kiimesinin kendi kendisinin bir 6gesi oldugunu diisiinelim. Fakat yine R kiimesi kendi
kendisinin 6gesi olmayan kiimelerin kiimesi oldugu i¢in bu kiimenin bir 6gesi kendisi
olmamas gerekir. Yani:
» R kendi kendisinin bir 6gesidir ancak ve ancak kendi kendisinin 6gesi degilse.
» R kendi kendisinin bir 6gesi degildir ancak ve ancak kendi kendisinin bir
ogesiyse.
Bu durum, R kiimesi diye bir kiime gercekten varsa, en azindan klasik mantikta

bir ¢celiskidir. Ciinkii hipotez dogru ise yanlis, yanlis ise dogrudur.

Bu sonu¢ ve donemin matematikg¢ilerini oldugunu kadar, mantik¢ilarimi da
sarsar. Kiimeler teorisinde ¢ikan bu celiskili sonu¢, mantiga da yansimistir. Aritmetige
kiimeler teorisi yardimiyla saglam bir temel kurmaya calisan Frege’yi ele alalim. Frege
bu celiskiyi Aritmetigin Temel Yasalar: yapitinin birinci cildini yayinladiktan kisa bir
siire sonra Russell’dan kendisine gelen bir mektupla 6grenmisti. Bu yapit Frege’nin,
tipki Aritmetigin Temelleri yapit1 gibi, aritmetigin temel ilkelerinin sadece ve sadece
mantiktan tiiretilebilecegini gosterme projesini siirdiirdiigi yapitti. Fakat Russell
paradoksu, yapitta gecen 5. Temel Yasa nin da sorunlu bir yasa oldugunu gosteriyordu.
Basitce, her kavramin bir kaplami (ki buna kiimesi diyebiliriz), oldugunu ve aym
kaplama sahip olan kavramlarin ayni1 kavramlar oldugunu iddia eden bu yasa, temeline
aldig1 kiimeler teorisinde celiskiler oldugu icin sorunlu bir yasa olmaliydi. Frege bu

durumu diis kirkhigiyla birlikte kabul etmistir.*!

*! H.Biilent Gézkan “Cevirenin Sunusu: Frege ve Aritmetigin Temelleri”, Frege, Gottlob (2008),
Aritmetigin Temelleri, ss. 65-66; Roy T. Cook (2009), “Basic Law V”, s.30.
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1.3.3.3  Russell’in projesi

Simdiye kadar incelenen konular sonucunda, Russell’in, Frege’nin goriislerine
tamamen karsi oldugu ve hatta matematigin temelleri konusunda kars1 cephelerde
bulundugu diisiiniilebilir. Fakat durum boyle degildir. Russell, tipki Frege gibi,
aritmetigin saglam temellere ihtiya¢ duydugunu diisiiniiyordu. Ayrica Frege’nin
aritmetiginin tamamen mantiktan tiiretilebilecegini gosterme projesini de siirdiirecekti.
Yalniz bu defa ana giidiileyici, Kant’in sayilarin neligi iizerine goriislerini cliriitmek i¢in
degil, kendi buldugu Russell paradoksu tiiriinden celigkileri matematigin disina atmak
ve onu celigkisiz, yani tutarli bir bilim olarak temellendirebilmekti. Russell’in, Alfred
North Whitehead ile birlikte kaleme aldig1 Principia Mathematica bu tiir kaygilarla
ortaya g;1km1$t1r.42

Calismamiz agisindan bu yapitin kisaca deginecegimiz iki dnemi bulunmaktadir.
Birincisi bu yapitta sunulan ve tipler teorisidir. Tipler teorisi, Cantor’un kiimeler teorisi
(diger deyisle naif kiimeler teorisi) i¢inde Russell paradoksu tiiriinden celiskilerin
olusturulmasin1 6nlemek amaciyla gelistirilen bir sistemdir. Bu sistemde kiimeler ve
nesneler belirli tipler bi¢iminde bulunmaktadir. Yalniz Russell bu tipler arasinda bir tiir
hiyerarsi kurmustur. Hiyerarsinin en altinda kiimeler degil, nesneler bulunmaktadir.
Onun da iizerinde ise birinci dereceden kiimeler bulunur ve bu sekilde devam eder. Her
nesne veya kiime, belli bir tiptedir ve bir kiime, yalnizca daha alt tipteki kiimeleri veya
nesneleri igerebilir. Ayrica hi¢bir kiime kendi kendisini iceremez. Bir kiimeyi icerecek
tek sey daha iist tipteki bir kiimedir. Cantor’un kiimeler teorisinde celiski cikaran
Russell kiimesi gibi kiimeler de bu sistemde diisiiniilemez. Ciinkii bu kiime sistemde
belirtilen hicbir tipe ait degildir. Boylece Russell, kiimeler ve nesneler arasinda yapay
bir hiyerarsi kurarak, Russell paradoksu gibi celiskilerin kiimeler teorisinin digina

atilmasin saglarmstlr.43

Principia Mathematica’nin  konumuz acisindan ikinci ©6nemi, matematik
felsefesinde mantik¢i okulun en 6nemli yapitlarindan biri olmasidir. Bu noktada, daha

onceki boliimlerde kiigiik bir giris yaptigimiz mantik¢r yaklasimi daha fazla tantmamiz

*? Hofstadter, 2001: 63-65.

3 Alasdair Urquhart (2003), “The Theory of Types”, The Cambridge Companion to Bertrand Russell,
Cambridge University Press, Cambridge, ss. 293-297; Hofstadter, 2001: 65; Roy T Cook (2009), “Type
Theory”, ss. 298-299.
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gerekiyor. Aritmetigin (ve hatta biitlin matematigin) mantiktan tiiretilebilecegi veya
bagska bir deyisle matematigin mantiga indirgenebilecegi iddiast aslinda nedir? Bu iddia,

yani mantikc¢ilik, temelde su iki iddiay1r savunmaktir:

1. Biitiin (veya bazi) matematiksel kavramlar, belli kurallara gore bir araya
getirilmis saf mantiksal kavramlar veya kavram serileri olarak gosterilebilir.
Diger bir degisle, matematigin s6z varli§i, mantigin soz varliginin sadece bir
kismindan bagka bir sey degildir.

2. Biitiin (veya bazi) matematiksel teoremler, mantigin (timdengelimli) ¢ikarim
kurallart kullanilarak, saf mantiksal aksiyomlardan tiiretilebilir. Bagka bir

ifadeyle, matematiksel teoremler, mantiksal teoremlerin bir alt kiimesidir.**

Russell, bu konuda daha da iddialidir. Russell’a gore mantik¢ilik yaklasiminin
temel gayesi, “biitiin art matematigin tamamen mantiksal onciillerden cikarilabilecegini
ve yalmizca mantiksal terimlerle tamimlanabilen  kavramlart  kullandigint”
g(jstermektir.45 Bu Onermenin ne kadar iddiali oldugunu gérmek icin su soruya
odaklanilabilir: Matematiksel akil yiiriitme nedir? Yani bir matematiksel iddia nasil
bulunur ve nasil kanitlanir? Calismanin ilk boliimlerinde, bir 6rnek olarak matematiksel
timevarim ilkesini kullanip bir hipotezin nasil dogrulanabilecegi incelenmisti. Yalniz
her hipotezin bu ilke kullanilarak kanitlanamayacagi agiktir. Ayrica ¢aglar boyunca cok
cesitli matematiksel kanitlama yontemleri ortaya cikmistir ve bu durum aslinda
matematikcilerin cok ¢esitli akil yiiriitme bicimlerini kullandigini gosterir. Yalniz genel
olarak mantik¢i okulun ve Russell’in iddialar1 dogruysa, bu durum, matematiksel akil
yiriitmenin tamamen mantiksal akil yiirlitmeye indirgenebilecegi anlamina da gelir.
Daha acik bir ifadeyle biitiin matematiksel ¢calismalar, temelde (sembolik) mantigin bir
alt dalidir. Iste Russell’tn projesi bunu gostermektir ve Principia Mathematica bu

projenin somutlasmis halidir.

* Harold T. Hodes (1999), “Logicism”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge University
Press, Second Edition, New York, s.517.

* Godwyn ve Irwine, 2003: 171. Russell’in bu gériisiiniin olusmasinda, Peano’nun da tipki Frege kadar
etkili oldugunu belirtmeliyiz. Russell, Dedekind aksiyomlarim1 mantiksal olarak ifade etmis olan
Peano’nun bu ¢alismalarindan, 1900 yilinda Paris’te yapilan kongrede haberdar olmustur. Aslinda Peano,
matematige tamamen mantiksal bir temel bulma gayesinde olmamugtir. Fakat Russell’1 harekete gegiren
olaylardan biri Peano’nun caligmalarini haber almasidir: Thomas Baldwin (2001) “Bertrand Russell”,
Blackwell Companions to Philosophy: A Companion to Analytic Philosophy, ed. A. P. Martinich ve
David Sosas, Blackwell Publishers Ltd, Oxford, s.24; Tucker McElroy (2005), “Peano, Giuseppe”, s.206.
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Biitiin matematiksel caligmalarin temelde mantigin bir alt dali oldugu fikri,
matematiksel kanitlama konusunu da mantiksal kanitlama konusuna doniistiiriir. Fakat
bununla kalmaz. Matematiksel teorilere iliskin tutarlilik ve eksiksizlik sorunlar1 da artik
temelde mantigin sorunlar1 haline gelir. Bu durumda Ornegin aritmetigin dogasinda
celigkiler oldugunu iddia etmek, mantigin dogasinda celigkiler oldugunu iddia etmek
anlamina gelir. Peki, matematigin tamamen mantiga indirgenebilecegini gostermek,
matematigin tamamen c¢eligkisiz, yani tutarli oldugunu mutlak olarak kanitlar mi1? Cevap
olumsuzdur. Bu yaklasim tutarlilik soruna nihai bir ¢6ziim saglamaz. Ciinkii aslinda
sorun daha da genel bir bicimde ortaya cikar: Biitiin matematigi kapsadigi diisiiniilen

mantiksal sistemin (Principia Mathematica Sistemi) kendi tutaurhhgl.46

Russell’tn mantik¢r projesi ne kadar biiyiik ve iddiali olsa da genis kabul
gormez. Ozellikle 1920°1i yillardan itibaren soniiklesir ve takipgileri azalir. Bu durumun
farkli nedenleri vardir. Principia Mathematica’da ortaya konulan karmasik sistemin,
matematiksel kanitlama konusunda matematik¢ilere yeterince kullanigh gelmemesi bu
nedenlerden biridir. Yalniz bundan daha da 6nemlisi, donemin en saygin ve etkili birkag
matematikcisinden biri olan ve matematik felsefesinde formalist akimin en Onemli
temsilcisi olan David Hilbert’in ortaya koymus oldugu yeni bir projenin ortaya
cikmasidir. Ozellikle Hilbert’in bireysel cabalar1 sonucunda matematikcilerin ilgisi

yogun bir bicimde bu projeye kaymistir.

1.3.3.4 Hilbert Programm

Russell’in 6ne siirdiigii tiirden bir evrensel kiimenin varligimi kabul etmek,
gercekten de kiimeler teorisinde geliskiler ¢ikarmaktadir. Yalniz Cantor’un one siirdiigii
tiirden sonsuz otesi sayida 6gelere sahip kiimelerin varligini 6ne siirmek de bir o kadar

ilging ve iddiahdir.

Matematiksel Platonculuk temel olarak, matematiksel nesnelerin onu diisiinen
insan zihninden, ayrica zamandan ve mekandan bagimsiz olarak var oldugunu iddia
eden felsefi goriistiir. Bu goriis matematige bir bakima, klasik bir felsefi tartisma olan
tiimeller sorunu tartismasinda kavram gercekcisi bir tutumla yaklagmaktir. Bu

bakimdan matematiksel nesneler, 6rnegin kiimeler, sayilar vb. kendinde nesneler olarak

% Nagel ve Newman, 2008: 34.
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vardir. Cantor ve Russell’in kiimelerine Platoncu bir gozle bakildiginda, bu kiimelerin
varlig1 konusunda da bir sorun yoktur. Yalniz boyle bir goriis cercevesinde evrensel
kiime E, kendi kendisinin 68esi olmayan kiimelerin kiimesi R gibi kiimelerin varliginin

kabul edilmesi elbette ¢eliski dogurur.

Diger taraftan, konuya bicimselci (formalist) goriis ¢ercevesinde bakildiginda
bambagka bir tablo ile karsilasilir. Bigimselcilik, matematige bir bakima tiimeller
sorunu tartigmasinda adci (nominalist) cercevede yaklasmaktir. Sayilar, kiimeler vb.
soyut kavramlar kendinde nesneler olarak yoktur. Matematigin temel nesneleri,
rakamlar, isaretler, simgelerdir. Matematik ise bu nesneler iizerine kurulan bir oyundur.
Bu bicimselci bakis agisinin anlasilmasi i¢in bazi arastirmacilar satrang ile bicimselci
matematik anlayisi arasinda benzerlikler kurmustur.*’ Satrancta sah, vezir, at, kale gibi
ogeler olsa da bu 6geler, gercek bir sahi, kaleyi vb. isaret etmezler. Ayrica oyunun
oynandig1 zemin ise gercek bir savas alanina isaret etmez. Oyundaki bu 6geler, belli
kurallara gore hareket eden birer parcaciktan baska bir sey degildir. Sah tas1 gercekten
bir sah oldugu i¢in mat olmaz, oyunun sabit kurallar1 geregi mat olur. Matematik de
tipk1 satrang gibi bir oyundur. Yalniz satranctan daha biiyiik ve kapsamli bir oyundur.
Cantor ve Russell’in varsayimlarina bu cerceveden bakildiginda, sonsuz oOtesi sayida
0geye sahip kiimelerin veya diger taraftan bir evrensel kiimenin gercekte var olmadigini

ileri siiriip ikisini de rafa kaldirmak miimkiindiir.

David Hilbert bir bi¢imselcidir. Ondan, bigimselci goriisiiniin temel varsayimlari
geregi Cantor’un teorisini ve Russell’in paradoksunu sézde varsayimlar ve sorunlar
olarak degerlendirmesi beklenebilir. Bu en azindan Russell paradoksu i¢in gecerlidir.
Fakat Hilbert, Cantor’un kiimeler teorisi hakkindaki goriisiinii su bicimde ifade etmistir:

“Kimse bizi Cantor’un bizim icin yarattigi cennetten kovamaz.”*®

Hilbert, ortaya konuldugu donemde c¢ok fazla tartisma cikaran bu teoriyi
dislamamistir. Ciinkii o, Kant¢1 ve aragsalct goriisleri kabul eden biri olarak geleneksel
bicimselcilerden ayrilir ve bicimselci okulun gelecegine yeni bir yon verir. Bu noktada
Hilbert Programi’nin ve bu programin nihai amaclarinin anlasilmasi i¢in, Hilbert’in

kendisi ve matematigin temellerine iliskin goriisleri incelenecektir.

47 Brown, 2008: 68; Nagel ve Newman, 2008: 34.
* Michael J. Bradley (2006), Modern Mathematics: 1900-1950, Chelsea House, New York, s.10; Brown,
2008: 70.
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David Hilbert (1862-1943), XIX. yiizyilin sonu ve XX. yiizyilin basinda,
matematik diinyasinin hakim, etkili ve giindemi belirleyen matematikg¢ilerinden biri
olmustur. Aritmetik, geometri, matematiksel analiz, teorik fizik gibi alanlar disinda
matematik felsefesi gibi pek cok alana katki saglamistir. Uniinii 6zellikle 1899’da
yayinlanan ve geleneksel Oklid geometrisinin tutarliligini kanitlamak igin, onu yeniden
aksiyomatiklestirdigi Geometrinin Temelleri (Grundlagen der Geometrie) yapitiyla elde
eder. Yalmz bundan daha fazla tanman calismalar1 da olmustur. Ornegin XX. yiizyilin
basinda, 1900 yilindaki Uluslararas1 Matematikciler Kongresi’nde, matematige iliskin o
donemde heniiz ¢oziilmemis 23 sorun derlemis ve sunmustur.*’ Sunulan bu sorunlar,
Goldbach Hipotezi’nin kanitlanmas1 gibi daha dar kapsamli sorunlar1 icermekle birlikte,
aritmetigin tutarlili@inin tamamen kanitlanmasi (2. sorun) gibi daha genis kapsaml
sorunlar1 da icermektedir. Boylece Hilbert, matematigin bir biitiin olarak ilerlemesi
amaciyla, matematikcilere uzun yillar boyunca yiiriinecek bir yolu gostermistir. Bugiin
bu sorunlardan bazilar1 ¢oziilmiis, bazilar ¢oziilememis, bazilarinin ise ¢oziilemeyecegi

kamtlanmlstlr.So

Hilbert’in matematik felsefesinde ve matematigin temelleri konusunda
bicimselci cephede durdugunu yalniz Cantor’un kiimeler teorisine herhangi bir
bicimselciden daha farkli bicimde yaklastig1 belirtilmisti. Kiimeler teorisinde tartismali
olan konunun sonsuz ve sonsuz Otesi kavramlari oldugu aciktir. Ilging bir sekilde
sonsuzun iizerine diisiinmek, gecmiste de paradokslara yol acmustir. Ornegin Elea’lh

Zenon’un paradokslar (Achilles ve kablumbaga vb.) buna drnektir.

Bu noktada temel bir soru ortaya cikar: Matematikte “sonsuz” diisiincesine nasil
yaklasilmalidir? Daha acik bir ifadeyle, matematiksel nesnelere iliskin olan ve
iceriginde “sonsuz” diisiincesini barindiran onermelerin bir dogruluk degeri var midir?

Ayrica bu dnermeler matematiksel calismalarin konularina gergekten dahil midir?

¥ Bu 23 sorunun tamanu, derlenisi, sunulusu ve giincel durumu ile ilgili genis bir inceleme icin bkz:
Umberto Bottazzini (2011), “Hilbert’s Problems: A Research Program for Future Generations”,
Mathematical Lives: Protagonists of the Twentieth Century From Hilbert to Wiles, translated by Kim
Williams, Springer, Heidelberg, ss.1-10.

30 Tucker McElroy (2005), “Hilbert, David”, s.135-137; Bradley, 2006: 1-13; Michael Defletsen (1999),
“Hilbert, David”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge University Press, Second Edition,
New York, ss. 381-382.
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Hilbert bu tiirden onermelerin dogruluk degeri konusuna -biiyiik olasilikla 1880-
84’te- Konigsberg Universitesi’nde tahsil yapmis oldugu yillarda tamismis oldugu-
Kant¢1 goriisler cercevesiyle yaklasir. Kant’in aritmetik ve geometri bilgisi iizerine
goriisleri Peano aksiyomlarinin incelendigi boliimde kisaca anmilmistir - bu alanlar
tizerine bilgimiz alginin zaman ve mekan formlarina dayanir. Peki, sonsuzun tam bilgisi
algilarimiza ve sezgilerimize acik midir? Ne kadar uzaga gitsek de bir adim Otesine
gidebiliriz. Ne kadar say1 saysak da, bir fazlasin1 sayabilecegimizi diisiinebiliriz. Kisaca
evrene iliskin ne kadar fazla deneyim sahibi olsak da, bir fazlasina sahip olabilecegimizi
diistinebiliriz. Yalmiz bunlar tam olarak sonsuzluk ideasini, yani bir biitiin olarak fiili
sonsuzlugun bilgisini elde edebilecegimizi gostermez. Gergek veya fiili sonsuzluk, algi
ve sezgilerimize kapalidir. Diger taraftan Kant¢i anlamda, her deneyimimizden sonra

bir fazla deneyim elde edebilecegimiz anlaminda bir olas: sonsuzluktan s6z edilebilir.”!

Bu Kantc¢1 goriig, Hilbert’in matematigi, konusu ve dogruluk degeri bakimindan
iki kisma ayirmasinda etkili olur. Bu alanlardan birincisi algilarimiza agik olan sonlu
alandir. Bu alanin 6nermeleri somut ve anlamlidir. Ayrica kesin olarak bilinebilirler.
Dogru veya yanlis diyebilecegimiz bir dogruluk degeri vardir. Su bi¢imdeki bir diziyi
ele alalim:

[EEEEE

Bu dizinin 6rnegin | | | | dizisi ve | | | dizisinin bir birlesimi olmasi algiya aciktir.
Bunu “4 + 3 = 7” Onermesi biciminde de gosterebiliriz. Bu Onerme, ne dilsel bir
dogruluk ne de Platoncu ideler diinyasina ait bir dogruluktur. Bu 6nerme algisal bir
dogrulugu ifade eder ve kesinligi alginin bir formu olan zamanin a priori bilgisine

dayanir. Aym zamanda somut ve anlamlidir.”

Bu bakimdan o6rnegin, “0 = 07,
“12+13=25" gibi onermeler de sonlu alana aittir ve bir dogruluk degeri vardir. Bu tipte

Oonermeler gercek matematigi olustururlar.”

Diger taraftan, Cantor’un kiimeler teorisinin varsayimlar fark edilebilecegi gibi
bunlardan ayrilmaktadir. Bir 6rnek olarak dogal sayilar ele alinabilir. Dogal sayilarin
sonsuzlugundan bahsedildiginde, cogunlukla her saydigimiz sayidan sonra, bir fazlasini

daha sayabilecegimiz anlaminda olas1 bir sonsuzluktan soz edilir. Yalmz Cantor’un

*'Brown, 2008: 69-70.

S’Richard Zach (2007), “Hilbert's Program Then and Now”, Philosophy of Logic, ed. Dale Jacquette,
North Holland, ss. 419-421; Brown, 2008: 70.

3John P. Burgess (2008), Mathematics, Models, and Modality - Selected Philosophical Essays,
Cambridge University Press, New York, s.11.
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teorisinde dikkat edilecegi gibi, baz1 kiimelerin fiili olarak sonsuz ve hatta fiili olarak
sonsuz Otesi (transfinite) Oge sayisina sahip oldugundan bahsedilmektedir. Bu

varsayimlar ise algiya kapalidir ve sonlu alana dahil olamaz. Ayni nedenden dolay1 bu

tiirden varsayimlarin bir dogruluk degeri de yoktur. Su halde bir 6rnek olarak, ““ Xy < 2%

” dnermesinin de —yanlis veya dogru diyebilecegimiz- bir dogruluk degeri yoktur.

Anlagilabilecegi gibi Hilbert¢i cercevede, fiili sonsuzluklardan bahseden

matematiksel onermeleri dogru veya yanlis olarak degerlendiremiyoruz. Bu noktada

e 1 11 . . .« Rg,,
temel sorunun ikinci kismina gecilebili: Bu Onermeler (6rnegin “Ry < 2°7)

matematiksel ¢alismalarin konusuna dahil olabilir mi? Hilbert i¢in bu miimkiindiir.
Cantor’un kiimeler teorisi dislanamaz. Bu teori, matematigin sonsuzlar alan1 veya baska

bir deyisle kurgusal alan1 altinda incelenebilir.

Hilbert’in bu konuya bakis1 aragsalcit c¢ercevededir. Aragsalct fikir onceki
boliimlerde kisaca incelenmistir. Teorilerin asil islevi olgu durumlarim dogrudan
aciklamaya calismak degil, onlar hakkinda daha fazla bilgiye sahip olmak ve mevcut
bilgileri daha anlagilir kilmak icin kullanish bir ara¢ olmaktir.

Bir ornek olarak ‘“sonsuzdaki nokta” kavrami incelenebilir. ‘“Paralel dogrular
hari¢ biitiin dogrular bir noktada kesisir” Onermesini ele alalim. Bu Onerme biitiin
dogrulara iliskin kategorik bir bilgi vermez, ¢iinkii paralel dogrulart dista birakir. Yalniz
“sonsuzdaki nokta” kavraminin devreye girmesiyle, ‘“paralel dogrular sonsuzdaki
noktalarda birlesir” onermesi kurulabilir. Boylece bu kurgusal 6genin kabulii, “biitiin
dogrular kesisir” biciminde kategorik bir yarginin olusturulabilmesini saglar. Iste bu
ornekte oldugu gibi, matematigin bu tiirden soyut nesneler iizerine sdz sdyleyen bir
kurgusal alan1 olup, bu alanin sonlu matematige iliskin mevcut bilgilerin diizenlenmesi
veya sonlu alan hakkinda daha fazla bilgi edinilmesi amaciyla kullanilmasi kabul
edilebilir. Cantor’'un teorisinden de bu beklenmelidir. Cantor’un hipotezlerini

kanitlarken kullandigr yontemler ve mantiksal yasalar54 yararli ve kullanisli olup,

> Amlan yontem ve yasalar ozellikle “sagmaya indirgeme” (reductio ad absurdum) ydntemi ile bu
yonteme temel olan ve “bir onermenin ya kendisi ya da olumsuzu dogrudur; bir 6nerme dogruysa
olumsuzu yanligtir” biciminde aciklayabilecegimiz ve tigiincii halin olanaksizlig1 yasasi (law of excluded
middle) adi verilen klasik mantik yasasidir. Bunlarin Cantor’un kanitlamalarinda nasil kullanildigi, bu
calismanin dogrudan konusu degildir. Yalniz bu yontem ve yasanin matematikte kullanilmasimin dogru
olup olmadig1 konusunun Hilbert ile matematik felsefesinde sezgici okulun 6nde gelen isimlerinden L. E.
J. Brouwer arasinda zaman zaman sertlesen akademik bir tartismaya konu oldugunu not olarak belirtelim.
Brouwer anilan yontem ve yasayi tamamen reddederken, Hilbert, bunlarin kullanish olmalar1 nedeniyle
terk edilemeyecegini savunur: Byrd, 1999: 36-37; Michael Defletsen (1999), “Brouwer, Luitzgen
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matematigin sonlu kisminda kullanilabilir. Daha da onemlisi bu teori, mevcut bilgileri
diizenlemek, anlamli kilmak veya mevcut bilgilere yenilerini ekleyerek genisletmek

amactyla kullanilabilir.”

Burada fark edilebilecegi gibi, her ne kadar soyut olsa da bir teoriden beklenen
sey, matematiksel sorulara, Ozellikle sonlu matematige iliskin sorulara cevap
verebilmesidir. Eger bir teori gercekten kullanigh bir teori ise, matematik¢i bu teorinin
penceresiyle matematiksel calismalarina devam ettiginde, sonlu matematige iliskin
biitiin sorularina eksiksiz bicimde cevap bulabilir. Yani teori, biitiin matematiksel

hipotezlerin dogruluk degerine karar verebilir.

Peki, her teori kullanmigli midir? Bunun cevabi olumsuzdur. Bir teori ancak
giivenilir ise kullamlabilir. Ornegin bir teoriden, “0#0”, “1=2" vb. ‘“sacma”
matematiksel Onermelerin tiiretilememesi gerekmektedir. Ama daha da otede, bu
matematiksel teorinin futarli olmasi, yani teorilerin aksiyomlarindan celiskili
onermelerin tiiretilememesi gerekmektedir.”® Ciinkii tutarli olmayan bir teori, dogru

onermelerin yaninda yanlis 6nermeleri de kanitlar.

Iste Hilbert’in aradig1 sey, tutarlilik ve eksiksizlik 6zelligini bir arada gosteren,
kisaca saglamlik (soundness) 6zelligine sahip olan ve aksiyomatik sistemler biciminde
ortaya konulan teorilerdir. Bu tiirden aksiyomatik sistemler bulundugunda
matematikciler, matematiksel sorulara bu sistemlerin cercevesiyle yaklasabilecek,
matematigin sonlu alanina iliskin mevcut bulgular1 daha rahat diizenleyebilecek, hangi
hipotezin teorem olup olmadigina daha kolay karar verebilecek ve matematiksel bilgi bu
sistemler yardimiyla genisletilebilecektir. Kisaca Hilbert, matematik calismalarin,
aksiyomatik sistemler olarak ortaya konulmus teoriler oncelikli —veya temelli- olmasi

gerektigini savunmaktadir.

Peki, bu soyut matematiksel teorilerin, érnegin Cantor’un teorisinin tutarlilif
nasil kanitlanabilir? Bu sorunun cevabina ulasmak icin iki onemli nokta {izerinde
durulacaktir. Birincisi, mevcut tutarlilik kanitlama yOntemlerinin bazi1 teoriler

karsisindaki giicsiizliigli, yetersizligidir. Tutarlilik konusunun incelendigi bdliimde

Egbertus Jan”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge University Press, Second Edition,
New York, ss. 102-103; Zach, 2007: 416.

> Brown, 2008: 71.

> Brown, 2008: 73.
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aksiyomatik bir sistemin tutarliligim kanitlamanin geleneksel iki yOnteminden
bahsedilmistir. Bunlardan ilki, teorinin aksiyomlarinin veya bu aksiyomlardan ¢ikan her
teoremin dogru oldugunu gostermektir. Yalniz Cantor’un teorisi s6z konusu oldugunda
bu yontem ise yarayacak gibi goriinmemektedir. Ornegin fiili anlamda sonsuz ve hatta
sonsuz Otesi 0ge sayisina sahip bir kiimenin gercekte var oldugu nasil gosterilebilir ki?
Diger yontem ise, bu soyut teoriyi modelleme yontemi ile somutlastirmaktir. Yalniz bu
yontem de ilk bakista Cantor’un teorisinin tutarliligini kanitlamak igin yetersiz
goriinmektedir. Fiili anlamda sonsuz sayida 0ge sayisindan olusan bir kiimenin biitiin
ogeleri ile birlikte apacik somutlastigi sonlu bir modeli nasil yapilabilir ki? Su halde
geleneksel tutarlilik kanitlama yoOntemleri Cantor’un teorisi gibi bir teoride ise
yaramamaktadir. Bu durum 6rnegin, Dedekind-Peano aksiyomlari icin de gegerlidir. Bu
aksiyomlarin sezgiye ihtiya¢ birakmayacak, apacik bir modellemesini yapmak miimkiin
degildir. Yapilsa bile bu mutlak bir kanitlama degil, goreceli bir kanitlamadir. Ciinkii
teorinin tutarliligl sorunu, modelin yapildigi alanin tutarlili§i sorununa doniisiir. Sonug
olarak bu tiirden aksiyomlarin tutarliligini kanitlamak i¢in daha giiclii ve kullanigh

yontemler gelistirilmelidir.”’

Uzerinde durulacak olan ikinci nemli nokta ise, Cantor’un teorisinde ortaya
ciktigi iddia edilen Russell paradoksunun kaynagidir. Eger gercekten Cantor’un
teorisinde Russell paradoksu tiiriinden celiskiler tiiretilebiliyorsa bu, teorinin giivenilir
olmadig1 anlamina gelir. Bu durum ise Hilbert’in kayitsiz kalacagi bir durum degildi.
Ciinkii Hilbert, saglam bir aksiyomatik sistemin gerek sartlarindan birinin tutarlilik
oldugunu akademik yasaminin basindan beri dile getirmistir.”® Dahasi, yine ayn
donemden beri bir biitiin olarak “matematigin tutarlilig’” sorunuyla ugrastig
bilinmektedir. Ornegin, Hilbert’in XX. yiizyilin basinda gergeklesen matematikgiler
kongresinde sundugu iinlii 23 sorunun ikincisi “aritmetigin tutarliligim kanmitlamak”

sorunuydu.

Hilbert’in, Cantor’un teorisinde celigkiler oldugunu, Russell paradoksu ortaya
cikmadan once bildigi yalniz bu duruma basta kayitsiz kaldig1 goriiniiyor. Fakat Russell
paradoksunun Frege’nin sisteminde de ¢eliskiler ¢ikardiginin ortaya ¢ikmasiyla birlikte,

Hilbert durumun 6nemini anlamis ve bu tiirden celiskilerin geleneksel matematigi de

>’ Brown, 2008: 73-74; Nagel ve Newman, 2008: 16-19.
38 Zach, 2007: 412.
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tehdit etme olasiliginin oldugunu diisiinmiistiir.”> Bu durum Hilbert’i, Russell tipi

celiskilerin kaynagini aramaya iter.

Hilbert’in bu ¢eliskilerin kaynagi olarak gordiigii sey ise teorilerin ifade edildigi
dildir. Cantor’un teorisi de dahil, geleneksel matematigin nerdeyse tamami, dogal dil ile
simgesel dilin bir karistmi durumundadir. Bu noktada her ne kadar mantiksal bir yapi ile
olusturulmus olsa da, Dedekind-Peano aksiyomlarinin da dogal dil ile ifade edilmis
oldugu bir Ornek olarak ammsanabilir. Dogal dilin matematiksel teorilerde ve
kanitlamalarda kullanilmasi ise Russell tipi mantiksal celigkilere kap1 agmaktadir.
Ciinkii dogal dilde ifade edilen teorilerin kavramlarinin anlami bagka bir deyisle

semantik icerigi vardir ve bu icerik iizerinden c¢eligki tiiretilebilir.

Uzerinde durulan bu iki onemli noktanin sonucu olarak Hilbert, geleneksel
matematik teorilerinin tutarliligini kanitlamak amaciyla iki asamal1 bir yol ¢izer. Birinci
asama, tutarliligi kanitlanacak olan matematiksel teorilerin aksiyomlarini, 6zii itibariyle
anlamsiz olan simgeler yoluyla ifade ederek dogal dilden arindirmak, yani
bicimsellestirmektir. Yalniz teorilerin tamamen bicimsellestirilmesi i¢in aksiyomlarin
simgesel olarak ifade edilmesi yeter sart degildir. Ciinkii matematiksel hipotezlerin
teorem olup olmadigina, bu hipotezlerin simgesel dil ile ifade edilmis aksiyomlardan
tiiretilip tiiretilememesine gore karar verilecektir. Su halde, bu yeni tiir matematiksel
caligmalarin bir yerde olas1 bir ¢eliski ile karsilasmamasi igin, tiiretim veya bagka bir
deyisle c¢ikarim kurallar1 da bicimsel olmalidir. Son olarak, biitiin matematiksel
hipotezler de, tipki matematiksel teorilerin aksiyomlar1 gibi simgesel olarak ifade
edilebilmelidir. Biitiin bunlarin sonucu olarak, dyle bir simgesel dil ortaya konmalidir
ki, matematiksel teorilerin aksiyomlari, biitiin matematiksel hipotezler ve
aksiyomlardan teorem tiiretmeye yarayacak olan ¢ikarim kurallar1 bu simgesel dil i¢inde

bicimsellestirilebilsin.

Bu noktada, Whitehead ve Russell tarafindan gelistirilen Principia Mathematica
sisteminin ortaya ¢cikmasi Hilbert acisindan 6nemli bir gelisme olmustur. Ciinkii son
cildi 1913’te yayinlanmis olan bu yapit, aslinda bu tiirden biiyiik bir simgesellestirme

calismasini biiytik olciide yapmis ve —teorileri ve kanitlama yontemleriyle birlikte-

% Casti ve Depauli, 2004: 31; Zach, 2007: 413.
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geleneksel matematigin bicimsel olarak calisilmasinin yolunu agmlstlr.60 Bu konuda

Nagel ve Newman’1n su ifadeleri oldukc¢a aydinlaticidir:

“Principia Mathematica, tiim ar1 matematiksel onermelerin (ve 6zelde
de sayilar kuraminin) kabul edilebilir bir bi¢cimde bir araya
toplanmasina olanak veren oldukca anlasilir bir simgelestirme
(notasyon) sagladi. Ayrica matematiksel kanitlamada kullanilan
bircok bicimsel c¢ikarim kuralini belirtik kild1 (sonunda bu kurallar
daha kesin ve tamamlanmis oldular). Sonu¢ olarak Principia
Mathematica, tiim sayilar kurami dizgesini yorumlanmamis bir
simgeler dizgesi olarak (yani tamdeyileri belirli kurallara gore bir
araya gelen ve doniisen igeriksiz imler dizgesi olarak) arastirabilmenin
as1l aracin1 yaratmig oldu.”?’

Tutarliligi kanitlanacak olan teori tamamen bicimsellestirildiginde, bir
aksiyomatik bicimsel sistem veya mantik¢ilarin deyisiyle kalkiil (calculus) haline
gelecektir. Boyle bir sistemin en énemli 6zelligi tamamen sentaktik olmasidir. Ciinkii
sistemdeki ayrik veya belirli kurallara gore birlestirilmis simgelerin tamami semantik
icerikten yoksundur. Boyle bir sistemi olusturan en temel 6geler simgelerdir. Ardindan
bu simgelerin hangi sartlarda birlestirilip, hangisi sartlarda ayristirilacagini belirten
birlestirme kurallari gelir. Boylece birlestirme kurallari, sistem icinde hangi ifadelerin
kurulup, hangi ifadelerin kurulamayacagimi kurala baglar. Ayrica, sistem icinde
olusturulmus bu simgesel ifadeleri, baska simgesel ifadelere doniistiirmek, diger bir
deyisle yeni ifadeler tiiretmek icin gerekli olan doniistiirme kurallar: da bulunur.®* Bu
doniistiirme kurallari, bir simgesel ifadeden bagka bir simgesel ifadenin nasil
tiiretilebilecegini  gosterdigi gibi nasil tiiretilemeyecegini de gosterir; bdylece

kullanilacak kanitlama yontemlerine bir sinir ¢izilmis olur.

Bu sistemde simgesel ifadeler, belirli bir hiyerarsi icinde bulunur. Bu
hiyerarsinin en tepesindeki simgesel ifadeler, sistemin aksiyomlaridir. Aksiyomlardan,
doniistiirme kurallar1  kullanilarak yeni simgesel ifadeler tiiretilir. Tiiretilen yeni
simgesel ifadeler sistemin teoremleridir. Bu teorem aksiyomlardan tiiretilinceye kadar
doniisiim kurallar1 sonucu tiiremis olan onceki teoremler dizisi, bu teoremin kanitir. Bu

sistem, matematiksel hipotezlerin dogruluk degerine de boyle bir siirec ile karar verir.

* Brown, 2008: 75.

ol Nagel ve Newman, 2008: 34. ) ) .

%2 Elizabeth Stroker (2005), Bilim Kuramina Giris, ¢ev. Dogan Ozlem, Inkilap Yaymevi, istanbul, ss. 57-
63.
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Matematiksel bir hipotez, sistemin birlestirme kurallarina tamamen uyan bir ifade veya
teknik adiyla talmdeyim63 halinde bicimsel sistemin diline kodlandiginda, bu
tamdeyimin, sistemin aksiyomlarindan doniistiirme kurallar1 kullanilarak tiiretilip
tiiretilemeyecegi incelenecektir. Eger bu tamdeyim aksiyomlardan tiiretilebiliyorsa
teoremdir. Eger bu tamdeyimin mantiksal degillemesi, baska bir deyisle olumsuz
tiretiliyorsa, bu tamdeyimin olumsuzu teoremdir. Eger tamdeyimin hem kendisi hem de
olumsuzu aksiyomlardan tiiretilebiliyorsa, bu bir celiski oldugu i¢in bi¢imsel sistem
tutarsizdir. Eger bu tamdeyimin ne kendisi ne de olumsuzu aksiyomlardan
tiretilebiliyorsa, bu durum bigimsel sistemin bu matematiksel hipotezin dogruluk

degerine karar veremedigini gosterir ve bu yiizden bicimsel sistem eksiktir.

Boyle bir sistemde tamdeyimlerin semantik icerige sahip olmamasinin, Russell
paradoksu tiirlinden celiskilerin ortaya ¢cikma olasiligini yok ettigi diisiiniilebilir. Fakat
bu durum simgesel olarak ifade edilen aksiyomlardan c¢eliskili tamdeyimlerin
tiiretilemeyecegini garantilemez. Dahas1 boyle bir sistemde sonsuz nicelikte teorem
tiretilebilecegi ve sistemin tutarli olup olmadigini gérmek i¢in biitiin bu teoremlerin
gozlenemeyecegi acgiktir. Ne kadar cok teorem incelenirse incelensin, incelenen bu
teoremler hep sonlu sayida olur ve bu sayi, sistemden tiiretilebilecek teoremlerin her
zaman ¢ok kiiciik bir boliimiine isaret eder. Bu noktada onemli bir soru ortaya cikar: Bu
sistem iizerinde yapilabilecek sonlu sayida inceleme sonucunda, sistemden
tiretilebilecek teoremlerin  tiimiinii gormeye gerek duymadan, bu sistemin
aksiyomlarinin hicbir zaman celigkili iki tamdeyimi teorem yapmayacagini, yani
sistemin tutarli oldugunu kanitlamak miimkiin miidiir? Hilbert i¢cin bu miimkiindiir ve
bu noktada Hilbert, matematiksel teorilerin tutarliligini kanitlama siirecinin ikinci
asamasini sunar. Birinci asamada bir bi¢cimsel sistem haline getirilmis matematiksel
teorinin kendisi, ikinci asamada bir iist matematiksel (metamatematik) incelemeye tabi

tutulacaktir.

Ust matematik kavrami, bir matematik teorisinin giivenilir, tutarli bir teori olup
olmadigini sorgulamak amaciyla yapilan ve teorinin dogrudan kendisini konu edinen bir
uist incelemedir. Bir matematik teorisi, matematiksel nesneler ve bu nesnelerin birbirleri

ile olan iligkisini konu alir ve onlar iizerine s6z soyler. Diger taraftan, iist matematiksel

% Bir bicimsel sistemde, bu sistemin birlestirme kurallariyla tamamen uyumlu bicimde olusturulmus
simgesel ifadeye “iyi bicimlendirilmis deyi” (well-formed formula) adi verilmektedir: Roy T. Cook
(2009), “well-formed formula®, s.312. Bu ¢alismada, kisaca tamdeyim sozciigii kullanilacaktir.
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incelemenin konusu, -su noktada birinci asamadan gecerek tamamen big¢imsellestirilmis
ve bir bicimsel sistem haline gelmis olan- matematiksel teorinin dogrudan kendisidir.
Boylece su ii¢ diizey arasindaki fark ayirt edilebilir: Matematiksel nesneler ve onlarin
arasindaki bagintilarin bulundugu temel matematik diizeyi, bu nesneler ile bagintilar
hakkinda soz sdyleyen bicimsel matematik teorileri diizeyi ve son olarak matematiksel

teorilerin kendisinin iizerine s6z sOyleyen iist matematik diizeyi.

Peki, ne tiir konular bir matematiksel teori hakkindadir veya bagka bir deyisle iist
matematige aittir? Ornegin bu sistemin simgesel dilinde ifade edilen herhangi bir
tamdeyimin, bu sistemin bir teoremi olup olmadigini ifade etmek iist matematige
iliskindir. Yine Ornegin bir “x” hipotezinin bu sistemin bir teoremi oldugunun, bu
sistemdeki doniistiirme kuralarindan sadece ikisini kullanarak kanitlamanin miimkiin
olmadigin1 ifade etmek iist matematige aittir. Bunlarin yaninda bu sistemin
tutarli/tutarsiz veya eksik/eksiksiz oldugunu ifade etmek de iist matematige aittir. Bir
matematik teorisinin dogrudan kendisi pek ¢ok farkli yonden incelenebilir ve bu yiizden

ornekleri cogaltmak miimkiindiir.

Hilbert¢i anlamda yapilacak bir iist matematiksel inceleme, sistemin derin bir
bicimde analiz edilmesidir. Bu tiirden bir inceleme, sistemin birlestirme kurallar
kullanilarak olusturulan tamdeyimlerin hangi bicimsel o©zelliklere sahip oldugu,
simgesel aksiyomlarin bicimsel 6zellikleri, sistemin doniistiirme kurallarin1 kullanarak,
aksiyomlardan hangi bi¢imsel 6zelliklere sahip teoremlerin tiiretilebilecegi gibi konulari
kapsar. Amaclanan sey, aksiyomlar ile bu aksiyomlardan sistemin doniistiirme kurallar
kullanilarak tiiretilen teoremler arasindaki bir anlamda kaliimsal diyebilecegimiz
ozellikleri yakalamak ve bu ozelliklerin celigkili teoremlere izin verip vermedigini
sorgulamaktir. Boylece Hilbert, bu sistemdeki tamdeyimlerin sonsuz nicelikte
ozelliklerine bagvurmadan veya onlar iizerine sonsuz sayida islem yapmadan, boyle bir
sonlu iist matematiksel siire¢ sonucunda, bu aksiyomlardan ancak hangi bigimsel
ozelliklere sahip teoremlerin tiiretilebileceginin ve bunun da 6tesinde aksiyomlardan
celigkili teoremler tiiretilip tiiretilemeyeceginin gosterilebilecegini umuyordu. Bu
siirece, sonlayict (finitistic) adi verilir. Hilbert Programi ise geleneksel matematige ait

cesitli teorilerin (sistemlerin) bdyle bir siireg ile tutarliligini mutlak olarak kanitlamaya



58

calismak ve onlarin ayrica eksiksiz olup olmadigini sorgulamak amaciyla ortaya

konulan genis kapsamli projedir.64

Hilbert Programi, 1900 yilindaki matematik kongresinin ardindan gecen ilk
yillarda Hilbert’in diisiince sisteminde olugsmaya baslamis ve 6zellikle 1920’11 yillarin
basinda olgunlasmistir. Bu olgunlagsma sonucunda, geleneksel matematik teorilerinin
bicimsel olarak incelenebilecegi sistem/sistemler iiretmek ve ardindan anmis
oldugumuz sonlayici siirecler ile bu sistemlerin tutarliliklarinin kanitlanmas: fikriyle
ortaya c¢ikan genis kapsamli program, Hilbert ve destekcileri tarafindan hayata
gecirilmistir. Hilbert’in destekgileri, tipki programin kapsami kadar genistir. Bu
donemde Hilbert’in asistanligini yapan iinlii matematik¢i Paul Bernays (1888-1977),
Wilhelm Ackermann (1896-1962) ve ilerde bilgisayar bilimine biiyiikk katkilar
saglayacak olan gen¢ John von Neumann (1903-1957) gibi matematik¢iler Hilbert’in
destekcilerinden sadece bir kacidir. Yalniz programin bundan sonraki siirecini
incelemeden Once bu boliimde konu edilen bazi 6zel konular daha ayrintili bigimde
incelenecektir. Bunlar simgesel olarak ifade etme, bicimsellestirme ve karar verme

konularidir.

1.3.3.4.1 Bicimsellestirme ve karar verme

Bir teorinin tamamen bicimsellestirilmesi i¢in Oncelikle bu teorinin
aksiyomlarinin ve bu teorinin konusuna dahil olan hipotezlerin simgesel olarak ifade
edilmesi gerektigi Onceki boliimde belirtilmistir. Biitiin matematiksel hipotezlerin
simgesel olarak ifade edilebilecegi bir sistem bulmak ise giictiir. Fakat 6rnegin simgesel

mantigin dili bunu olanakl kilmaktadir.

Diger taraftan hipotezlerin bu sistem icine kodlanmasi bazi giicliikler barindirir
ve belli bir uzmanlik gerektirir. Dogal sayilara iliskin bir 6zellik olarak cift dogal say1
olma ozelligini ele alalim. Cift dogal sayilar, ikiye boliinebilen sayilardir. Yalniz bu

tanimi1 bicimsel mantigin dilinde ifade etmek zordur. Bu zorluk ise verili tanimla

% Michael Defletsen (1999), “Metamathematics”, The Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge
University Press, Second Edition, New York, s.561; Michael Defletsen (1999), “Hilbert’s Program”, The
Cambridge Dictionary of Philosophy, Cambridge University Press, Second Edition, New York, ss.382-
383; Nagel ve Newman, 2008: 20-26; Brown, 2008: 74-75.
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esdeger olan ve simgesel olarak daha kolay ifade edilebilecek baska bir tanim
bulundugunda agilabilir. Su tanimi ele alalim:

Iki sayist ile carpildiginda x sayisini veren bir y sayist varsa, x sayisi ¢ift sayidir.
Simgesel olarak ifade edildiginde:

Cift(x) =3qy(2 ey =x)

Bu ifadede ““*” simgesi carpma islemini simgelemektedir. Ayn1 yontem, asal say1
olma ozelligini simgesel olarak ifade etmek i¢in de kullanilabilir. Bilindik olarak asal
say1 olma 0Ozelligi, bir sayis1 ve kendisi hari¢ hi¢bir sayiya kalansiz olarak boliinememe
ozelligidir. Diger taraftan, asagidaki tanim verili tanimla esdegerdir:

Bir x sayist 1’e esit degilse ve birbiri ile ¢carpildiginda x sayisini veren bir y ve z
sayist olup bu sayilardan herhangi bir 1’e egitse, x sayist asaldir.

Simgesel olarak ifade edildiginde:

Asal(x) = ((x 2 1) AVyVz(lyez=x)—>(y=1Vvz=1)))

Fakat tam bir simgesellestirme, temel aritmetigin dilinden tamamen kopmay1
gerektirir. Bu yiizden temel aritmetigin 6geleri olan “1”, “2” gibi rakamlarin yerine
baska bir simgesellestirme kullanilmalidir. Dedekind ve Peano’nun aksiyomlarinda
inceledigimiz ardillik fonksiyonu boyle bir simgesellestirme icin uygundur. “1” sayisi
sifirtn ardilin1 ifade edecek bi¢cimde “A0” olarak, “2” sayis1 ise “AA0” olarak
gosterilebilir. Bu noktada, verili ifadelerde “0” simgesinin kullanilmasi, temel
aritmetigin dilinin tamamen dislanmadig1 sonucuna gétiirecektir. Fakat bu sorun, “0”
simgesi bicimsel sistemin aksiyomlar: i¢inde Ortiik olarak tanimlandiginda asilir. Bu
tanimlama simgeye sistem dis1 semantik bir icerik yiiklemek anlaminda degildir. Ciinkii
bu, bi¢imsellestirme siirecinin amacina uygun olmaz. Amaglanan sey ise simgeye
aksiyomlar tizerinden gorev yiiklemek ve boylece bu simgeye iliskin kurallari net olarak
belirlemektir. Bir Ornek olarak, Hilbert’in tutarliligini kanitlamak amacini giittiigi
matematiksel teorilerden biri olan Peano Aksiyomlari’ni ele alalim. Bu aksiyomlar

asagidaki gibi simgesel olarak ifade edilebilir:®’

(Vx)Ax) #0

(VX)(VY)AX) =A(y) > x=Y)
(VX)) x+0=x)

(VX)(Vy) (x + A(y) = A(x +y))
(Vx)(xe0=0)

(VX)(Vy) (x » A(y) = (x * y) +X)

AN

% Roy T. Cook (2009), “Peano Arithmetic”, s.218.
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7. (P0) A (VX)(P(x) = P(A(X)))) = (VX)P(x)

Bu aksiyomlardan sonuncusu, matematiksel tiimevarim ilkesini simgesel olarak
ifade etmenin olanakli pek ¢ok yolundan biridir.® Bu big¢imsel Peano Aksiyomlari,
dogal sayilar ile iliskilendirdigimiz 6zelliklerin, aksiyomlar iizerinden ortiik olarak nasil
tanimlanabilecegini gostermesi bakimindan 6nemli bir 6rnektir. Ornegin “0” simgesi,
temel aritmetikteki sifir sayisi ile iliskilendirdigimiz ozellikleri tam olarak gosterecek
bicimde aksiyomlarda agik¢a tanimlanmistir. Bu durum, birinci, iiclincii ve besinci
aksiyomlardaki “0” simgesi yerine Ornegin “4” gibi bir simge yerlestirildiginde daha

fazla acikliga kavusur:

1. (VX)AKX) 4
3. (VX)X +4=X)
5. (VX)(x o & =a)

Bu aksiyomlar sirayla incelendiginde “4” 6gesinin dogal sayilar kiimesindeki
sifir sayis1 gibi davrandig goriiliir. Cilinkii birinci aksiyomda “4” sabit degiskeninin
baska hicbir degiskenin ardili olmadig1 okunduktan sonra ikinci ve ii¢iincii aksiyomlarin
okunmasi, “4” Ogesinin dogal sayilar kiimesindeki sifir sayisi gibi hareket ettigi
konusunda iyice emin olmamizi saglayacaktir. Peano Aksiyomlari’nin bicimsel
ifadesinde “0” simgesinin kullanilmasinin nedeni ise, bu simgenin gorevini ve bu
simgeyi igceren aksiyomlar1 yorumlama siirecini kolaylastirmaktir. “0” simgesi, sifir
sayisint karakterize ediyormus gibi yorumlandiginda ise artik “A0” ifadesinin “1”
sayisini, “AAQ” ifadesinin ise ‘“2” sayisini karakterize ettifi yorumu yapilabilir. Bu
noktada yapilan isin bir yorumlama oldugu unutulmamalidir. Oziinde bu bicimsel Peano
Aksiyomlar1, dogal sayilar karakterize etmek amaciyla belli birlestirme kurallartyla bir
araya getirilmis simgeler toplulugundan baska bir sey degildir ve aksiyomlarda gecen
simgelerin kendi bagina anlamlari yoktur. Onlar ancak bu simgeler iizerine yapilan
yorumlara gore anlam kazanir. Yorumlama sonucunda ortaya ¢ikan anlamlar ise
sistemin 0Ozsel isleyisine etki etmez. Sistemin isleyisi, sistemin kendi kurallarina gére
meydana gelir. Bu durum satran¢ oyununda belli bir sabit tasin, sah olarak yorumlandigi
icin degil, oyunun kurallar1 geregi mat olmasma benzetilebilir. Iste Hilbert’in

matematiksel teorileri bi¢imsellestirerek bu teorilerdeki semantik icerigi diglama ve

% Bu 6nerme aslinda bir aksiyomdan ote, bir aksiyom semasidir. Basitce ifade edersek, bu onerme
cikarim siirecinde dogrudan kullanilmaz. Fakat herhangi bir kamitlamada, yani c¢ikarim siirecinde, bu
Onermenin ileri siirdiigii kosulun saglanip saglanmadigi incelenir.
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boylece 6rnegin Russell paradoksu tiiriinden celiskilerin matematiksel teorileri tehdit

etmesini 6nleme girisimi bu tiirden bir siirectir.

Burada bir not olarak belirtilmelidir ki, herhangi bir sayinin bu sistem i¢inde “0”
simgesi ve bu simgenin belli bir siradaki ardili olarak kodlanabilmesi, semantik igerigi
dislamanin yaninda, biitiin dogal sayilarin tek tek sistem i¢inde kodlanmasi sorununu da
ortadan kaldirir. Bu durumun ©Onemi, eksiklik konusu ele alindiginda ortaya ¢ikar.
Sistem, matematiksel hipotezlerin dogruluk degerine, aksiyom olarak verilen simgeler
toplulugundan, sistemin doniistirme kurallari kullanilarak baska simgeler toplulugu
olusturma yoluyla karar verir. Su halde 6rnegin: ‘“2+5=7" bi¢cimindeki temel aritmetige
iliskin ifade bu aksiyomlardan doniistiirme kurallar1 kullanilarak tiiretilemez. Ciinkii bu
bicimsel sistemin dilinde, “27, “5” ve “7” gibi simgeler yoktur ve dolayisiyla bunlarin
ozellikleri de, aksiyomlar {izerinden Ortiik olarak tanimlanmamigstir. Tanimlanmayan
simgelerin ise bicimsel sistemin isleyisinde ve teorem kamtlamalarinda yeri yoktur.”’
Bu noktada bu simgelerin tipki “0” simgesi gibi sistemde ortiik olarak tanimlanabilecegi
diisiiniilebilir. Yalniz dogal sayilarin sonsuz niceligini hesaba katildiginda her dogal
say1l i¢in bunu yapmak miimkiin degildir. Boyle bir durumda sistemin biitiin dogal
sayilar1 karakterize etmedigi ve sistemin eksik oldugu sonucu ortaya c¢ikar. Fakat bu
durum bi¢imsel Peano aksiyomlar1 i¢in soz konusu degildir. Yukarda belirtilen ilkeler
dogrultusunda, anmis oldugumuz aritmetiksel ifade asagidaki Ornekte oldugu gibi
sistemde kodlanabilir:

AAQ + AAAAAO0 = AAAAAAAQ

Peki, boyle bir sistem yardimiyla matematiksel hipotezlerin dogruluk degerine
nasil karar verilebilir? Bunun i¢in onceki boliimde de belirtildigi gibi -sonlu sayida-
doniistiirme kuralina ihtiyac vardir. Bu sisteme her hangi bir 6rnek olarak bir mantiksal
cikarim kurali olan tiimel drnekleme kuralim ekleyelim. Basitce ifade edildiginde bu
kural, 6rnegin:

“(Vx)(x + 0 =x)” tamdeyimi dogruysa, x yerine drnegin 0 yerlestirildiginde:

“0 + 0 =0” tamdeyiminin de dogru oldugunu belirtir.

Doniisiim kurallarinin da eklenmesiyle, artik bir bigimsel sistemin olugmasini
saglayan biitiin Ogeler tamamlanmis olur ve matematiksel hipotezlerin dogruluk

degerine bu sistem iizerinden bicimsel olarak karar verilebilir. Bir 6rnek olarak “A0 +

%7 Nagel ve Newman, 2008: 8-9.
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A0 = AA0” tamdeyimini ve bu tamdeyimin sistemin aksiyomlari ve doOniistiirme

kurallar1 kullanilarak nasil tiiretilebilecegini inceleyelim:

| 40 + A0 = AAo:

. (Vx)(Vy) (x+A(y)=A(x +Yy)) // Dordiincti aksiyom

2. (Vy)(A0 + A(y) = A(A0 + y)) // Tiimel 6rnekleme (x igin A0)
3. A0+ A(0) =A(A0+0) // Ttimel ornekleme (y i¢in 0)
4. (VX)X +0=x) /1 Uciincii aksiyom

5. A0+ 0= A0 // Tiimel o6rnekleme (x icin A0)
6. A0+ A(0) = A(A0) /1 3. satir

7. A0+ A0 = AAQ

“A0 + A0 = AAO0” bicimsel ifadesi, bigcimsel sistemin aksiyomlar1 ve
doniistiirme kurallar1 kullanilarak tiiretilebilmektedir. O halde bu ifade, sistemin bir
teoremidir. Ayrica, bu ifade tiiretilinceye kadar olusan biitiin tamdeyiler de (ikinci,
ticlincii, besinci ve altinci satirlar) teoremdir. Birinci satirdan, yedinci satira kadar
gosterilen tamdeyimler dizisi ise, -bicimselci bakis agisiyla- ele aldigimiz teoremin

kanitidir.

Son olarak bu tiirden bir sistemin {ist matematiksel olarak incelenmesinin nasil
bir siire¢ oldugu incelenecektir. Douglas R. Hofstadter tarafindan, bu siirecin kolayca
anlasilmasi icin ortaya konulmusg giincel bir 6rnek olan “MU Bulmacas1”, konuya iliskin
basit ve aciklayict bir ornektir.”® Cok basit baz1 doniistiirme kurallarina sahip olan 6rnek
bir “MIU” bicimsel sistemi icinde olusturulan bulmacayi anlamak icin bu sistemi

inceleyelim:

MIU sistemi:
» Simgeler: M, I, U
» Aksiyom: MI
» Doniistiirme Kurallart:
1. Eger son simge I ise, bu simgeden sonra U simgesi eklenebilir.
2. Eger Mx teoremse, Mxx de teoremdir. (Orn. MI - MII — MIIII)
3. Eger teoremlerde ii¢ adet III olusursa, bunlarin yerine U simgesi yerlestirilebilir.

(Orn: MIIII - MUI veya MIU)

% Hofstadter, 2001: 79-87, 308-309. Bulmacanin bagka simgelerle ifade edilmis bir bicimi icin bkz: Casti
ve Depauli, 2004: 37-38.



63

4. Eger teoremlerde yan yana iki adet U simgesi olustuysa, ikisi de silinebilir. (Orn.

MIUU - MI)

Bu bi¢imsel sistemin tek aksiyomu olan MI’den, sistemin doniisiim kurallari
kullanilarak sonsuz nicelikte teorem tiiretilebilir. Asagidaki teoremler, bu sistemden
tiretilebilecek teoremlerden bazilaridir:

- MIUIUIUIUIUIUIUIUIU
- MIINIOTOTIITOTITTITITT
- MITIIOTITU TTOTIITIT
- MUIII
Soru:
“MU” tamdeyimi, bu sistemin bir teoremi midir?

Buna karar vermek igin yillarca ugrasilabilir. Islem hatalarmi onlemek icin bu
amaca uygun bir bilgisayar programi da iiretilebilir. Bu program, doniistiirme kurallarini
aksiyoma tekrar tekrar uygulayarak simgeler tiiretme ve en sonunda MU simgesi
tiiretildiginde durma islevine sahiptir. Yalniz program yillarca caligsa da durmayacaktir.

Ciinkii “MU” tamdeyimi, bu sistemin bir teoremi degildir.

Sistemin yapisinin, yani aksiyomlarinin ve doniistiirme kurallarinin bir {ist
incelemeye tabi tutulmasi bu durumun nedenini agiga kavusturur. Bir 6rnek olarak
“MU” tamdeyimini ilerde tekrar ele almak i¢in birakalim ve “IU” tamdeyiminin bu
sistemin bir teoremi olup olmadigini sorusturalim. Bu tamdeyimin teorem olmadigi
hizla goriilebilir. Clinkii M simgesinin teoremlerde yok etmek icin bir doniistiirme
kural1 olmamasi ve sistemin tek aksiyomunun “M” simgesiyle baslamasi, sistemden
tiiretilebilecek biitiin teoremlerin M simgesiyle baslamasini1 zorunlu kilar. Bu durum,
sistemin bir anlamda kalitimsal bir 6zelligidir. O halde “IU” tamdeyimi hicbir zaman
tiiretilemez ve bu sistemin bir teoremi olamaz. Iste bu bulgu ve bu bulguya gotiiren akil

yiiriitme, sistemin dogrudan kendisi hakkindadir ve iist-teoriye (metateori) aittir.

“MU” tamdeyiminin sistemden tiiretilip tiiretilemeyecegine hizla karar
verebilmek icin de buna benzer bir iist inceleme yapilabilir. Temel olarak ‘“MU”
tamdeyimine ulasmak i¢in, “MI” aksiyomundaki “I” simgesinin yok edilmesi
gerekmektedir. Bu ise ancak ikinci doniistiirme kurali ile teoremlerdeki “I” simgesinin
sayisini artirarak, ardindan {iclincii doniistiirme kurali ile “IIT” simgelerini “U” simgesi

ile degistirerek ve son olarak dordiincii doniistiirme kuralinin kullanilmasiyla, yan yana
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iki “U” simgesi belirdiginde bunlar1 yok ederek miimkiindiir. Bu noktada sezgisel
olarak su goriilebilir ki, teoremlerde “I” simgesi her zaman 2’nin {issii oraninda artar
(MI, MII, MIIII, MIIIIIIL, ...) ve bu simgeler, simgelerinin sayist ancak 6’ya kalansiz
boliiniirse (IIIIII — UU) silinebilir. 6’ya kalansiz boliinebilir olan her sayinin 3’e de
kalansiz boliinebilir oldugu hesaba katildiginda ise, MU’yu tiiretme sorunu, 2’nin
herhangi bir iissiiniin 3’e kalansiz boliinebilir olup olmadigir sorununa indirgenebilir.
Bunun cevabi ise olumsuzdur. O halde “MI” tamdeyiminden MU tamdeyimi

tiiretilemez. Aritmetiksel olarak gosterildiginde:

- d = Ikinci doniistiirme kuralimin kullanim sayist igin:

- 2%#0(mod3)

Biitiin bu iist incelemenin 6nemli bir sonucu, bu sistemin dilinde kurulabilecek
biitiin tamdeyimlerin teorem olup olmadigina karar verebilmemizi saglayan bir iist-
teorik kural elde edilmesidir. Bu kural su bi¢cimde ifade edilebilir:

» “MIU Sistemi” dilinde ifade edilen bir tamdeyi ancak ve ancak “M” simgesiyle
baslarsa ve tamdeyimdeki “I” simgelerinin sayis1 3’e kalansiz boliinebilirse
sistemin teoremidir.®
Bicimsel sistemler haline getirilmis matematiksel teorilerin iist-matematiksel

olarak incelenmesi de buna benzer bir siirectir. Bicimsel Peano Aksiyomlari’na geri
donelim. Bu sistemin iist matematiksel olarak incelenmesi, sistemin aksiyomlarinin,
doniistiirme kurallarinin, sistemden tiiretilen 6rnek teoremlerin, bu teoremlerin bigimsel
yapilarinin ve aksiyomlar ile teoremler arasindaki kalitimsal 6zelliklerin incelenmesi
anlamina gelir. Bu incelemeler, belki de MIU sistemi Orneginde oldugu gibi, hangi
ozelliklere sahip olan tamdeyimlerin teorem oldugunun hizla goriilebilmesini
saglayabilir. Boylece sistemin dilinde yazilmis olan bir tamdeyim ne kadar karmasik
olursa olsun, teorem olup olmadigina hizla karar verilebilir. Daha da o6tesinde,
Hilbert’in iimit ettigi sey dogruysa, sistemin c¢eliskili tamdeyimleri teorem yapip
yapmadigi, yani sistemin tutarli olup olmadig1 da bu tiirden yapisal bir iist inceleme

sonucunda goriilebilir.

Biitiin bunlar Hilbert ve takipgilerinin 1920’1i yillar boyunca etkin olarak

miicadele ettigi sorunlarin karmasikligi hakkinda fikir vermektedir. Bu yillarda Hilbert

* Hofstadter, 2001: 309; Casti ve Depauli, 2004: 43.
7 Boyle bir siirecin agiklayici bir drnegi icin bkz: Nagel ve Newman, 2008: 35-42.
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ve takipcileri, geleneksel matematik teorilerini ve matematiksel kanitlama yontemlerini
bicimsel olarak i¢ine yansitmak amaciyla bir yandan Principia Mathematica’da ortaya
konulan sistem iizerinde calisirken, diger taraftan bu sistem kadar gii¢lii bagka bicimsel
sistemler olusturmaya calismustir.”' Ayrica bu sistemlerin tutarliligim kamtlamak icin

calismalarda bulunmuslardir.

1928 yilina yaklasirken bigimsel sistemlerin tutarlilig ile ilgili calismalarin bazi
olumlu sonuglar vermesi, Hilbert’in, calismalarin basariyla sonug¢lanacagi konusunda
iyimserlesmesini ve eksiksizlik sorununa yeniden odaklanmasini saglar. En sonunda
Hilbert matematik diinyasinin bu ¢alismalara destek vermesi i¢in, 1928 yilinda yapilan
uluslararast  matematik¢iler kongresinde, tipki 1900 yilinda yaptigi gibi

matematikcilerin Oniine yeni sorunlar koyar. Bu sorunlar asagidaki gibi siralanabilir:

1. Matematiksel analizin temel bolimlerinin (6rn. kalkiiller) tutarliligi konusunda
sonlu bir kanit bulmak.

2. Bu kanmit1 daha yiiksek seviye mantiklar1 veya tipler teorisini kapsayacak sekilde
genisletmek.

3. Sayilar teorisinin (aritmetigin) ve matematiksel analizin eksiksizligini
kanitlamak. (Bagka bir ifadeyle, bi¢imsel sistemler yoluyla biitiin aritmetiksel
dogruluklarin kanitlanabilecegini kanitlamak)

4. Mantiksal kurallar kiimesinin eksiksizligini, bu kurallar yardimiyla biitiin gecerli

mantiksal ifadelerin kanitlanabilmesi anlaminda kanitlamak.”?

Fakat Hilbert’in beklentisi bosunadir. Ciinkii sadece ii¢ y1l icinde gen¢g mantik¢i-
matematik¢i Kurt Godel, dordiincii sorunu tamamen ¢6zmiis ve ilk ii¢ sorunun ise
coziilemeyecegini kamitlamistir. Kisaca Hilbert Programi (en azindan Hilbert’in

ongordiigii 6zgiin amacglar dogrultusunda) asla tamamlanamayacaktir.

" Orn. e-kalkiilii: Zach, 2007: 417-418.
2 Byrd, 1999: 39.
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2. GODEL, EKSIiKLiK TEOREMLERi VE PLATONCULUK

Analitik degil ama sentetik bir yap1 gosteren herhangi bir bilim dalina iligkin,
ornegin doga bilimlerine iligskin olan bir teorinin, bu bilim dalinin konusuna giren biitiin
dogru gozlem verilerine bir aciklama getirebilmesi beklenmez. Ornegin fizige iliskin
olan ve fizikciler tarafindan ¢ogunlukla benimsenen herhangi bir giiclii T teorisi ele
alindiginda, bu teorinin evrende miimkiin olan her fiziksel olaya bir agiklama

getirebilmesi beklenmez.

Bir an bu teorinin temel savlarinin, evrendeki fiziksel olaylara iliskin mevcut
gozlem verilerinin dikkate deger bir boliimiine aciklama getirebildigini ve ayrica uzun
bir siire boyunca bu aciklayabilme gelenegini yeni deney/gozlem verileri i¢in de
siirdiirdiigiinii diistinelim. Yalniz bu durum, teorinin ebedi olarak yeni deney/gozlem
verilerine bir aciklama getirebilecegini garanti etmez. Hi¢ beklenmedik bir anda ortaya
cikan yeni bir deney/gdzlem verisi, teorinin temel savlari tarafindan aciklanamaz

durumda olabilir.

Bu neden onemlidir? Temelde doga bilimlerinin isleyis siireci genel olarak teori
onceliklidir. Bilimsel isleyisin teori Oncelikli olmasi, bu bilimi devam ettiren bilim
adamlarinin deney Oncesinde zihinsel olarak bos bir levha durumunda olmadigi, bilim
adamlarinin kabul ettigi/etmedigi teorilerin oldugu ve deney sonuclarini bu teorilerin
cercevesinden yorumlama/aciklama egiliminde olacagi anlamina gelir. Yani bilim
adamlar1 olgulara teoriler cercevesinden yaklasir. Bu durumda bilim adami, belli bir
teorinin ana savlarina bagh kaldigr siirece, bu bilim adaminin bu teori ile

aciklayamayacagi olgularla karsilagsma olasiligi her zaman olacaktir.

Diger taraftan bu sorun, teoriye agiklanamayan bu olguyu acgiklayabilecek yeni
temel savlarin eklenmesiyle bir siireligine ¢oziilebilir. Gergekten de bilimsel teoriler
sayica pek cok nedenden dolay1 fiili olarak unutulmaya yiiz tutmadik¢a, duragan bir
yapida degil, destekgilerinin katkilariyla siirekli genisleyen bir durumdadir. Yalniz bu
durum, genisletilmis olan bu yeni teorinin de agiklayamayacagi olgu durumlarinin

hicbir zaman ortaya ¢ikmayacagini garanti etmez.

Baska bir durum ise, bir teorinin ac¢iklayamadigi herhangi bir olgu durumunu

veya gozlem verisini, bagka bir rakip teorinin aciklayabilmesidir. Yalniz anmis
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oldugumuz siirecler bu rakip teori i¢in de gecerlidir ve bu teorinin de agiklayamayacagi
olgu durumlar1 ortaya cikabilir. O halde doga bilimlerine iliskin bir teori her zaman
eksik olacaktir. Agikcasi doga bilimlerine iligkin bir teorinin evrene iliskin her olgu
durumuna bir aciklama getirebilmesi anlaminda eksiksiz olmasi zaten beklenmez.
Dahasi, doga bilimleri kapsamindaki bir bilime iliskin teorinin, Ornegin bir fizik
teorisinin, bu bilimin kapsamindaki mevcut biitiin verilere aciklama getirebilecegi

anlaminda eksiksiz oldugunu varsaymak bile ¢ok iddiali olur.

Bu tiirden eksiksizlik tartigmalari sosyal bilimler alaninda da yapilmaktadir.
Genelde nesnellik kavrami merkezli yapilan bu tartismalar ideolojik cercevede

yapilmanin yaninda saf bilimsel kaygilarla da yapilabilmektedir.

Biitiin bunlarin Hilbert Programi ve Godel’in Eksiklik Teoremleri ile iligkisi
nedir? Bunun cevabi, her seyden Once Hilbert’in bilimsel bir etkinlik olarak
matematigin isleyisini teori oncelikli hale getirmeye ¢alismasindadir. Bu ugras Hilbert’e
gbre matematigin bilimsel bir isleyise kavusmasi icin de onemlidir. Hilbert’in 1900’1t

yillarda ileri siirdiigii su goriiste bu agiklanmistir:

“Her bilim baslangi¢ noktasini, yeterince uyumlu verili bir olgular
toplulugundan alir. Fakat bu olgular, diizenlemeleri yoluyla bi¢im
kazanir. Bu diizenleme aksiyomatik yontem yoluyla meydana gelir;
yani diizenlenecek olan olgular arasindaki iliskilerin kavramlar
arasindaki iliskilere karsilik geldigi, kavramlar (arasi) mantiksal bir
yapi inga edilir.

Bu tiirden bir kavramlar yapisinin insasinda, keyfilik vardir. Fakat biz
sunlari talep ederiz:
1) eksiksizlik 2) bagimsizlik 3) tutarhilik””

Peki, hangi anlamda eksiksizlik? Hilbert’in 1899°da yayinlanan Geometrinin
Temelleri yapitimi ele alalim. Kant’in “Biitiin insan bilgisi goriiyle baslar, oradan
kavramlara gecer ve fikirlerle sonlamir.” sOziinii alintilayarak basladigi yapitinin
girisinde Hilbert, bu yapitin, geometri i¢in basit ve eksiksiz bir aksiyom kiimesi segcmek

ve bu aksiyomlardan en Onemli geometri teoremlerini tiiretmek amaciyla ortaya

3 David Hilbert, David Hilbert’s Lectures on the Foundations of Geometry, 1891-1902, Ulrich Majer
and Michael Hallett, editors. Springer, New York, 2004, s.540’dan aktaran: Zach, 2007: 412. Hilbert’in
bu goriislerinde ele alinan “bagimsizlik” kavrami, sezgiden bagimsizliga igaret eder. Yani, teorinin konu
ettigi nesneler lizerine sOyledigi soz, teorinin aksiyomlarindan sezgiye ihtiyac duymadan, sadece
mantiksal olarak ¢ikmalidir.
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koyuldugunu belirtmisti. BoOylece geometrinin aksiyomatik olarak calisilmasinin

onemini miimkiin oldugunca acik bi¢cimde ortaya glkaracakt1.74

Diger taraftan Russell paradoksu tiiriinden celiskilerin ortaya ¢ikmasi, dnceki
boliimlerde genis bicimde incelendigi gibi Hilbert’in matematikte tutarlilik sorunu ile
daha fazla ilgilenmesi sonucunu getirmisti. Bu siire¢c, matematigin aksiyomatik bicimsel
sistemler {izerinden calisilmasi fikrini getirmisti. Fakat, Hilbert’in matematiksel soru ve
sorunlara teori Oncelikli yaklagsma fikri degismemistir. Degisen sadece matematiksel

teorilerin yapisidir.

Oyle goriiniiyor ki Hilbert’in nihai amaci, biitiin matematiksel soru ve sorunlarin
coziilebilmesidir. Matematige iliskin aciklanmamis hicbir sey kalmamalidir. Ornegin
onun 1900 yilinda c¢oziilmemis 23 soru ortaya koymasi, Cantor’un teorisini kabul
etmenin sonlu matematige iliskin sorularin ¢oziilmesine katki saglayip saglamadigini
sorgulamasi ve matematiksel teorileri aragsal yonden ele almasi gibi Ornekler bu

diistincenin bir {iriiniidiir.

Hilbert’in amaci, bilindik biitiin matematiksel teoremlerin birkag basit aksiyoma
hapsedilebilecegini gostermeye calismak degildir. Onun amaci1 matematigin bir biitiin
olarak ilerlemesidir. Bu ise c¢Oziilmemis matematiksel sorularin c¢oziilmesiyle
saglanabilirdi. Matematiksel teoriler ise onlarin ¢oziilmesini saglayacak araglardi. Bunu
saglayacak araclar su veya bu bicimde ortaya konabilir, aksiyomlar cok cesitli
bicimlerde secilebilirdi. Yalniz 6nemli olan, en sonunda aksiyomatik bi¢cimsel sistemler
olarak ortaya konulmus olan teorilerin, matematik¢inin karsilastigi her matematik
sorusunun ¢oziimiine katki saglayabilmesi ve ayrica elbette bu teorinin i¢ tutarlilifa da
sahip olmasiydi. Iste Hilbert’in eksiksizlik anlayisi budur ve 1920’li yillar bu anlay1s

cercevesinde biiylik adimlarin atildig: yillardir.

Godel’in Eksiklik Teoremleri ise tam olarak bu adimlarin etkisinin iyice
hissedildigi bir donemde (1930-31) gelmistir. Godel, 1931°de yayimlanan iinli
“Principia Mathematica ve Iliskili Dizgelerin Bigimsel Olarak Kararlagtirilamayan

Onermeleri Uzerine — I”” adli makalesinde bu dénemi soyle anar:

"David Hilbert (1899), The Foundations of Geometry, translated by E. J. Townsend, The Open Court
Publishing, 1950, Illinois, s. 1.
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“Matematigin daha fazla kesinlik [Exaktheit] yoniindeki gelisimi —iyi
bilindigi gibi- genis alanlarinin bicimsellestirilmis hale gelmesine yol
acti, Oyle ki ispatlamalar birka¢c mekanik kural izlenerek yapilabilir
hale geldi. Simdiye kadar kurulan en kapsamli [unfassendsten]
bicimsel dizgeler, bir yanda Principia Mathematica’nin (PM) dizgesi,
diger yanda ise kiimeler kuraminin Zermelo-Fraenkel aksiyom dizgesi
(daha sonra John v. Neuman tarafindan genisletildi) olmustur. Bu iki
dizge o kadar genistir ki matematigin bugiin kullanilan tiim ispatlama
metodlar1 bu dizgelerin i¢inde bicimsellestirilmistir; diger bir deyisle
birka¢ aksiyom ve ¢ikarim kuralina indirgenmistir. Boyle olunca, bu
aksiyomlarin ve c¢ikarim kurallarinin ayni zamanda séz konusu
dizgelerde bigcimsel olarak ifade edilebilen tiim matematiksel sorulara
karar vermek icin yeterli olduklar1 zannedilmektedir.””

Godel, makalesinin sonraki boliimiinde belirttigi gibi durumun bdyle olmadigini
kanitlamisti. Bu makalede ortaya konan Birinci Eksiklik Teoremi, dogal sayilarin
yapisini ve bu sayilar arasindaki toplama ve carpma ile gosterilebilecek biitiin 6zellikleri
ve bagintilar1 karakterize edebilecek kadar giiclii goriinen her tutarli T bicimsel sistemi
icin, bu sistemde teorem olup olmadigina bi¢imsel olarak karar verilemeyen en az bir
“G” onermesinin bulunabilecegini gostermektedir. Ustelik bu 6nerme ayni zamanda
dogal sayilara iliskin dogru bir 6nermedir. O halde bic¢imsel sistem olarak ortaya
konmus tutarli hi¢ bir matematiksel teori, dogal sayilara iligkin biitiin dogrular ele

gecirebilecek kadar eksiksiz degildir.

Bu noktada Dedekind’in dogal sayilar1 karakterize etmek i¢in aksiyomlar secme
cabasi1 hatirlanabilir. Dedekind, mevcut dort aksiyomunun dogal sayilar kiimesini tam
olarak karakterize etmedigini fark ettiginde besinci bir aksiyom olarak tiimevarim
aksiyomunu Onceki aksiyomlara eklemisti. Benzer bir yol izlenip, bu tutarli T bigimsel
sisteminin aksiyomlar: iizerinde ekleme/cikarma ¢ikarma yapilarak sistem, teorem olup
olmadigina karar verilemeyen G 6nermesinin dogruluk degerine karar verebilecek kadar
giiclendirilebilir. Baska bir secenek ise, caglar 6nce Oklid’in uyguladigi yolu takip
etmektir. Oklid paralel dogrular ile ilgili hipotezin ©nceki postiilalardan
tiiretilemeyecegini sezgisel olarak fark ettiginde sisteminin eksiksiz olmasi i¢in bu
onermeyi bir postiila olarak onceki postiilalara eklemisti. O halde dogruluk degerine
karar verilemeyen G onermesi de T bicimsel sistemine bir aksiyom olarak eklenerek bir

T sistemi olusturulabilir. Yalniz eksiklik sorunu bu genisletilmis veya giiclendirilmis T*

3Godel, 1931: 23-24.
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sistemi icin de gegerlidir: Bu sistemde de dogruluk degerine karar verilemeyen bir G*
onermesi bulunabilir.”® Bu kisir dongiiniin ebedi olmasinin nedeni nedir? Godel’in
gosterdigi sey, karar verilemeyen oOnermenin, aksiyomlarin herhangi bir bi¢imde
secilmesi sonucu degil, bicimsel sistemin kendi isleyisi ve yapist sonucu ortaya
cikmasidir. O halde 1928 bildirisinde Hilbert’in ortaya koydugu iiciincii hedef, tek bir
bicimsel sistemin aritmetiksel biitiin dogru hipotezlere bir kanit getirebilmesi anlaminda

ulasilamaz.

Tutarhilik sorunu ile ilgili olan fkinci Eksiklik Teoremi ise bu tiirden sistemlerin
tutarlik kanitinin, sistemin sadece kendi aksiyomlar1 ve kanitlama kurallar1 dahilinde
verilemeyecegini gostermektedir. Bagka bir ifadeyle, sistem kendi kendisinin tutarh
oldugunu kanitlayamaz. Bu durumun 6nemli sonuglari vardir ve bu sonuclar Hilbert’in

1928 bildirisinde koydugu hedeflerden ilk ikisi ile dogrudan ilgilidir.

Bu tiirden bir bicimsel T sisteminin (Peano aksiyomlar1 vb.) tutarliligimin kaniti
sistemin kendi icinde degilse disinda, 6rnegin T sisteminin tutarli oldugunu gosteren bir
T? sistemindedir. Yalmz bu durumda T> bicimsel sisteminin tutarlilig1 sorunu ortaya
cikar. Ay siire¢ T sistemi icinde gecerlidir ve bu sistemin tutarli oldugunu gosteren
Ornegin bir T? sistemi bulunmalidir. Su halde, mantikta sonsuz gerilme adi verilen
istenmedik bir durum ortaya ¢cikmaktadir. Hilbert’in 1928 bildirisinde ortaya koydugu
birinci hedef ise aritmetigi karakterize eden bi¢imsel sistemlerin tutarliliginin sonlu bir
kanitinin verilebilmesiydi ve kanitin sonlu olmasi i¢in bu kanitin sistemin dogrudan
kendi aksiyomlar1 ve kanitlama kurallar1 icinde kurulabilmesi énemliydi. Ikinci Eksiklik

Teoremi ise bunun miimkiin olmadigin1 géstermektedir.

Bu teoremin baska bir 6nemi ise, Hilbert’in bildirisinde ortaya koydugu ikinci
hedef ile ilgilidir. Hilbert’in amaci, matematigin biitiin alanlarinin (matematiksel
kanitlamalarda kullanilip kullanilamayacagi tartismali olan “sacmaya indirgeme”
yontemiyle birlikte) genel bir bi¢cimsellestirilmesine gecilmeden Once, en azindan temel
aritmetigin tutarli ve eksiksiz olarak bicimsellestirilebilmesiydi. Temel aritmetigi

eksiksiz olarak bi¢cimsellestiren bir bicimsel sistem bulunup bu sistemin sonlu bir kanit

’® Burada bir not olarak belirtmeliyiz ki, T sistemi i¢inde karar verilemeyen G* nermesinin dogruluk
degerine, ayn1 zamanda bastaki T sisteminde de karar verilemez. Kararlastirilamayan 6nermelerin sisteme
eklenmesiyle yeni sistemler olusturma ve bunun sonucunda da yeni kararlagtirillamayan dogru 6nermeler
bulma siireci sonsuza dek devam ettirildiginde, T bi¢imsel sisteminin her ne kadar giiclii olsa da, dogal
sayilara iligskin biitlin dogru Onermelerin sadece ¢ok az bir kismini ele gecirebildigi, sezgisel olarak
goriiliir.
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verilebildiginde, bu kanitin daha giiclii sistemlerin tutarliliginin kanitlanmasinda
kullanilmasi amaclaniyordu. Yalmz Godel’in ikinci teoreminin bir sonucu olarak bu
miimkiin olamazdi. Ciinkii daha kendi kendisinin tutarli oldugunu gosteremeyen bir
bicimsel sistem, onu bir alt sistem olarak tamamen kapsayan daha giiclii bir bicimsel

sistemin de tutarliligim gostermek i¢in kullanilamaz.

Biitin bu kanitlamalarin ilk sonucu Hilbert Programi’nda aranilan ve
matematigin biitiin dogrularin1 ele gecirecek kadar giiclii olan bir bi¢imsel sistemin
miimkiin olamayacagidir. Bu durum, Hilbert Programi’nin 06zgiin amaclar
dogrultusunda sonlanamayacagini gostermektedir: Bigimselci okulun en 6énemli adimi
olan Hilbert Programi agir bir yara alir. Diger taraftan Hilbert¢i amaglar1 tasiyan
programlarin pek ¢ok hedef degisiklikleri ile birlikte sonraki yillarda da siirdiiriildiigii

goriilmektedir.”’

Bu kanitlamalar mantik¢i okul agisindan da Onemli sonuclar vermektedir.
Godel’in Eksiklik Teoremleri, matematiksel dogruluk ile kanit arasinda kapanmayacak
bir mesafe oldugunu gostermektedir. Her matematiksel dogru, sadece mantiksal
kanitlama yontemleriyle kanitlanamamaktadir. Boylece mantik¢i okulun temel savi olan
matematigin tamamen manti§a indirgenebilecegi, baska bir deyisle matematigin,
mantigin tam bir alt kiimesinden bagka bir sey olmadig: fikri de agir yara almistir.
Mantik¢i gelenegin en onemli yapiti olan Principia Mathematica sisteminin biitiin

aritmetiksel dogrular ele geciremeyeceginin kanitlanmasi bu a¢idan onemlidir.

Bu durum ayni zamanda dogruluguna veya yanlishgma kesin olarak karar
verilemeyecek matematiksel Onermelerin, kanitlanamayan hipotezlerin her zaman

mevcut olacagini gostermektedir: Matematik hi¢cbir zaman bitmeyecektir.

Ayrica bu sonuclar 1900 yilinda Hilbert’in ortaya koydugu yirmi ii¢ sorundan
ikincisi olan aritmetigin tutarhiligini, baska bir ifadeyle aritmetikte kullanilan
aksiyomlarin tutarligimi  kamitlama hedefine ulasilamayacagimi = gostermektedir:

Aritmetik kadar genis bir alanin tutarliligin1 kanitlamanin bir yolu yoktur.78

""Richard Zach’m, Hilbert’in bi¢imselciligini ve programini inceledigi “Hilbert’in Programi: O Zaman ve
Simdi” adli makalesinde, Godel sonras1 Hilbertci programlarin genel bir incelemesine ulasilabilir: Zach,
2007: 433-440.

7 Bottazzini, 2011: 9.
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Biitiin bunlar, matematige iliskin ¢cok onemli sonuglardir ve Goédel’in teoremleri
matematige iliskin temel teoremlerden kabul edilir. Bu Onemli sonuglara ulastiran
kanitlamanin nasil yapildigi sonraki boliimlerde genel olarak incelenecektir. Yalniz
oncelikle Godel’in kendisini ve bu makale ortaya c¢ikincaya kadarki yasamini

inceleyecegiz.

2.1 Godel

Bu boliimde amacimiz Godel’in genel bir biyografisini vermek degildir. Aslinda
Tiirkge literatiirde Godel’in 6zel yasami ve onun ilging Ozelliklerine varincaya kadar
pek cok bilgi derlenmis olarak bulunmaktadir. Casti ve Depauli’nin yapit1 buna 6rnek
olarak gosterilebilir.”” Fakat aradigimiz sey bu teoremlerin nasil bir siire¢ sonucunda

ortaya ¢iktigin1 gormektir.

Kurt Friedrich Godel (1906-1978) o donemde Avusturya-Macaristan
Imparatorlugu sinirlart iginde bulunan yalniz giiniimiizde Cek Cumhuriyeti sehri olan
Brno’da dogmus olan bir Alman mantik¢i-matematikgidir. Universite 6ncesi egitimini
ise liseyi bitirinceye kadar burada tamamlamistir. Kendisinin lisede iyi bir matematik
egitiminden gectigi goriilmektedir. Ayrica Godel, kendisini cok etkileyen Kant’in bilgi

felsefesiyle de lise doneminde tamgir.*

1924 yilinda Viyana Universitesi’ne kaydolan Godel’in bu erken déneminde
daha cok teorik fizik ilizerine calismak istedigi goriilmektedir. Yalniz bu miimkiin
olmamustir. Ciinkii bu donemde Viyana Universitesi’'nde matematiksel arastirmalarin
giiclii oldugu goriinmektedir. Godel bu duruma kayitsiz kalmamis ve matematik

boliimiine ge¢cmistir.

Bu donemde Godel’in danmigsman hocasi, temelde pozitivist bir diisiiniir,
matematik¢i ve analizci olan Hans Hahn’dir. Godel ilerde onun en iinlii 6grencisi
olacaktir. Hahn, fizik¢i ve filozof Ernst Mach’in positivist felsefi goriislerini tartisan bir
diisiince toplulugunun iiyesidir. 1922’de yine Hahn’in destegiyle Moritz Schlick’in de

gruba dahil olmasiyla Viyana Cevresi adint alan bu toplulugun toplantilarina Hahn,

7 Casti ve Depauli, 2004: 63-101.
8 Tucker McElroy (2005), “Godel, Kurt Friedrich”, s. 119.
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Godel’i de cagirmistir. Boylece Godel, iiniversiteye girdigi ilk yildan itibaren bu
diisiince toplulugun toplantilarina katilmaya baslamistir. Yalniz Godel her hafta Cuma
giinii aksam saatlerinde yapilan bu toplantilarin etkin bir katilimcist olmamaistir.
Katildig1 toplantilarda ise daha cok dinleyici bir durumda oldugu goriinmektedir. Oyle
ki, toplulugun bagka bir iiyesi olan Carl Menger, Godel’in bu toplantilarda hi¢ sz

aldigim gérmedigini, sadece ilgisini ¢eken konularda basini salladigini belirtir.*’

Toplulugun genel goriisleri bugiin mantik¢r pozitivim olarak bilinmektedir.
Temelde Wittgenstein’in Tractatus yapitindan etkilenen bu topluluk, metafizigi ve
metafiziksel sorunlar1 anlamsiz sorunlar olarak goriir. Bu sorunlar temelde dilsel
sorunlardir. Metafizik sorunlarin ve sorunlarin ifade edildigi dilin derin bir mantiksal
analizi, bu sorunlarin anlamsiz sorunlar oldugunu gosterecektir. Temel sorun ise bu

anlamsiz sorunlarin yok edilmesidir.

Viyana Cevresi toplantilarina katildigr donemde Godel, bu donemde etkisi altina
girdigi Moritz Schlick tarafindan matematiksel ve mantiksal konular1 arastirmasi igin
yonlendirilmistir. Ornegin Schlick, Godel’e, Russell’tn Matematiksel Felsefeye Girig
yapitim inceletmistir.®” ik olarak 1919 yilinda yayinlanmis olan bu yapit, Russell’in
sayilarin dogast konusundaki goriislerini, ¢esitli aksiyomlari, matematige iliskin temel
kavramlar1 ve sorunlari tamttigi yapittir.®> Godel Schlick’in derslerine de dogrudan
katilmistir. Bunun yaninda Godel, Rudolf Carnap’tan da dersler almistir. Bu derslerden
biri 1928/29 giiz doneminde aldig1i ve Fregeci matematiksel mantigt 6grendigi

“aritmetigin felsefi temeller1” dersidir.**

1928 yilina geldiginde Godel, Hilbert’in 1928 kongresinde dile getirdigi ve
onceki boliimde dort madde halinde aktarilan sorunlar1 6grenmis ve bunlar iizerine
yogunlagsmaya baslamistir. Bundan sadece bir yil sonra, heniiz 23 yasindayken,
Hilbert’in dordiincii sorusunda koydugu hedefe ulasmistir. Bu hedef, bicimsel mantikta

(daha da ozelde birinci derece mantikta) kullanilan ¢ikarim kurallarinin, bu mantigin

$'Michael Fitzgerald ve loan James (2007), The Mind of the Mathematician, The Johns Hopkins
University Press, Baltimore, s.160.

%Piergiorgio Odifreddi (2011), “Kurt Godel: Completeness and Incompleteness”, Mathematical Lives:
Protagonists of the Twentieth Century From Hilbert to Wiles, translated by Kim Williams, Springer,
Heidelberg, ss. 69.

$Bertrand Russell (1948), Introduction to Mathematical Philosophy, George Allen & Unwin LTD,
London.

¥Stewe Awodey ve A. W. Carus (2010), “Godel and Carnap”, Kurt Godel: Essays for His Centennial,
ed. Solomon Feferman vd. Cambridge University Press, Cambridge, ss. 254.
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dilinde ifade edilebilecek biitiin gecerli ifadeleri tiiretebilecek kadar eksiksiz oldugunu
kanitlama hedefidir. Godel, (temeli Frege’ye dayanan) bir aksiyom ve ¢ikarim kurallari
kiimesinin, birinci derece mantigin dilinde ifade edilebilecek biitiin gecerli ifadeleri
tiiretmeye yetecegini kanitlamistir. Bu sonu¢ Godel’in 1929 yazinda biten doktora
tezinde sunulur ve bugiin Godel’in Eksiksizlik Teoremi olarak bilinmektedir. Fakat bu

teorem, bu ¢alismanin konusu degildir.

Godel, eksiksizlik teoremini tez olarak sunduktan sonra, bu defa yiiziinii
Hilbert’in 1928 bildirisindeki ilk {i¢ soruya cevirir. Artik onun sorunu, temel
aritmetikte dogru olan her Onermenin Hilbert’in belirttigi tiirden bicimsel sistemler
icinde teorem oldugunu gostermektir. Bu amag i¢in Principia Mathematica {izerinde
calisan Godel aradigini bulamamistir: Birinci Eksiklik Teoremi’ne ulagir. Dogal sayilara
iliskin dogru olan ve Principia’nin bi¢imsel dilinde ifade edilebilen en az bir dogru
onerme vardir ve ayrica ne bu dnerme ne de olumsuzu Principia sisteminin teoremidir.
Dahasi, bu tiirden onermelerin ortaya ¢ikmasi sorunu, sisteme ne kadar ¢ok aksiyom
eklenirse eklensin engellenemeyecektir. Ayrica bu sorun Principia gibi her bi¢imsel
sistem icin gecerlidir. Bu yiizden Godel ilerde makalesinin adina “Principia
Mathematica ve Iliskili Dizgelerin Bicimsel Olarak Kararlastirllamayan Onermeleri

Uzerine” adini verecekti.

Godel ulastigi sonucun ne kadar onemli oldugunun farkindadir ve bu sonucu
bilim diinyasina sunmadan 6nce, 1930’un Agustos ayinda, aralarinda Rudolf Carnap’in
da bulundugu bir grup filozofla bulgularin tartisir.>® En sonunda 7 Eyliil 1930 giiniinde
Konigsberg’de yapilan bir konferansta bulusunu bilim diinyasina sunar. Bu noktada
ilgin¢ olan bir sey, Gédel’in bu bulusunu konferans sirasinda Hilbert onuruna yapilan
bir toplantida sunmasidir. Yalniz Hilbert, Godel’in bulusunu pek Onemsememis
gorliniiyor. Ertesi giin Hilbert su yorumu yapacaktir: “Bilmek zorundayiz ve

5586

bilecegiz.””” Hilbert’in bu ifadesinde gecen “bilecegiz” sozciigii, bir giin ¢oziilmemis

hicbir matematiksel sorunun kalmayacagina iligkin kesin inancini yansitir.

Acikcas1 Godel’in bu bulusu, konferansa katilan kisilerin ¢ogu tarafindan
anlasilmamis veya dnemsenmemise benziyor. Diger taraftan Godel’in konusmalarini

dinleyen bir kisi, onun bulusunun énemini ve bu bulusun Hilbert Programi agisindan ne

% Byrd, 1999: 43.
8 Odifreddi, 2011: 71.



75

ifade ettigini anlamisti. Bu kisi Hilbert Programi’nin etkin destekg¢ilerinden biri olan
John von Neumann’dir. Neumann, toplanti c¢ikisinda Godel’i yakalar ve bulusu
hakkinda daha fazla bilgi ister. Kongreden sonraki bir ay boyunca bu buluslar {izerine
yogunlasan Neumann, iki aydan daha kisa bir siire sonra Godel’e bir mektup
gondererek, eksiklik teoreminin bir sonucu olarak aritmetigin tutarliliginin
kanitlanamayacagii kanitladigini belirtir. Gédel ayni sonuca kendisinin de ulastiini
belirterek mektuba karsilik verir ve {inlii makalesinin ilk kopyasini Neumann’a
génderir.®” 1931 yilinda ise, bu makale en sonunda tam olarak yaymlanir. Bu arada John
von Neumann, 1957 yilindaki 6liimiine kadar, tipki Albert Einstein gibi ilerde Godel’in
yakin dostlarindan ve bilimsel konularda danistigi baslica kisilerden olacaktir.®®
Makalenin yaymlanmasindan bir siire sonra ise, Hilbert’in en sadik asistanlarindan Paul

Bernays da makaleyi inceler ve Godel’in sonuglarini onaylar.*

Biitiin bu verilerin 1s18inda, Godel’in iyi bir egitimden gectigi goriiniiyor.
Dahasi, Godel’in iiniversitedeki cevresi ve iiniversitenin bu yillardaki basarili durumu,
Godel’in teoremlerinin ortaya cikmasinda bir etken olmalidir: Godel bu dénemde
fazlasiyla entelektiiel etkilesime girmistir. Dahasi, 6zellikle Viyana Cevresi doneminde
dil ve mantik ile iliskili konulara fazlasiyla yaklasma ve bu konularin farkli yonlerini
gorme olanag bulmustur. Ornegin Hilbert nasil matematigin bicimsellestirilmesiyle
matematik teorilerinin ¢eliskili 6nermelerden armdirilabilecegini diisiiniiyorsa, mantik¢i
pozitivistler de aynm1 yontem ile bilimin ve felsefenin metafizikten arindirilabilecegini
diisiinliyordu ve bu yonde calisma icindeydiler. Dilin, mantigin, matematigin ve
diinyaya iliskin bilgimizin ¢ok farkli yonlerden sorgulandigi bu cevre ve tartismalari
Godel’e kanimizca hem c¢ok 1yi bir bilgi alt yapisi1 saglamis hem de Godel’in

matematigin ve matematik felsefesinin 6zel konularini ¢ok iyi tanimasim saglamisti.

Bu saptamadan sonra Godel’in teoremlerine geri doniiyoruz. Bu teoremler
Godel’in Aristoteles’ten bu yana gelmis ge¢mis en bilyiikk mantik¢i oldugu yorumlarini
getirmigtir. Konu yoruma acgiktir. Diger taraftan donemin matematik diinyasi, bu
diinyadaki genel egilimler ve matematiksel bilgiden tarihsel olarak beklenen nitelikler

hesaba katildiginda Godel’in kesfinin ne kadar 6nemli oldugu goriiliir. Godel, mantigin

87 Giorgio Israel ve Ana Millan Gasca, The World as a Mathematical Game - John von Neumann and
Twentieth Century Science, Birkhauser, Berlin, s. 30.

¥Richard J. Lipton (2010), The P=NP Question and Gdodel’s Lost Letter, Springer, New York, ss. 227-
228.

% Zach, 2007: 418.
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kendisini kullanarak, matematik felsefesinde mantik¢r ve bigimselci okullarin en dnemli

tezlerine 6nemli bir darbe vurur. Simdi bu teoremlerin nasil kanitlandigini inceleyelim.

2.2 Godel Kanitlamasi

Douglas R. Hofstadter, Godel’in teoremleri ve bu teoremlerin nasil kanitlandigi
hakkinda giizel bir benzetme yapmistir. Ona gore, Godel’in teoremleri biitiin parlaklig
ve yalinligiyla bir inciye, Godel’in kanitlamasi ise i¢ organlariyla bu parlak ve yalin
varlig1 olusturan ¢ok karmasik bir yapi olarak istiridyeye benzetilebilir.” Gercekten de
bu kanitlama, Godel her ne kadar makalesinde miimkiin oldugunca agiklayici olmaya
caligsa da, son derece karmasik ve tekniktir. Bu yiiksek ol¢iide tekniklik, makalenin
anlasilmasimi  zorlastirir. Diger taraftan Godel’in kanitlamasinda esas olarak ne
yapildigi, baska bir ifadeyle Godel’in izledigi yol belirgindir. Bu boliimde en azindan
Godel’in izledigi genel yolu miimkiin oldugunca basit ve anlasilir bicimde aciklamaya

calisacagiz. Yalniz oncelikle su soruya odaklaniyoruz:

Dogruluk degerine karar verilmeyen paradoksal veya celiskili ifadelerin
giindelik bir dilin so6zciik ve ciimle olusturma kurallar1 icinde olusturulabilmesi bu dilin
kendisi acisindan neyi ifade eder? Ornegin Yalanci Paradoksu’nu ele alalim:

» Bu ciimle yanlstir.

Yalanc1 Paradoksu, Tiirk¢e icinde olusturulabilen sayisiz onermeden biridir.
Fakat onun dogruluk degerine karar verilemez. Ciinkii bu 6nermeyi dogru kabul
ettigimizde yanlis, yanlis kabul ettigimizde ise dogrudur. Bu durum ise bir celiskidir. Su
halde Tiirk¢e dilbilgisi icinde dogruluk degerine karar verilemeyen Onermeler
kurulabilir. Dahas1 bu durum sadece Tiirk¢e i¢cin gecerli degildir. Yalanci Paradoksu,
“dogru”, “yanlig”, “bu”, “ctimle”, “olmak”™ gibi sozciiklerin anlamlarini iceren her dogal
dilde kurulabilir. Yani bir dogal dil, her hangi bir ciimlenin dogruluk degerini ifade
edebilecek kadar giicliiyse ve bu dilde “bu” gibi, ifade i¢inde kullanildiginda, ifadenin
kendi kendisine isaret etmesini saglayan sozciikler barindiriyorsa, bu dilde dogruluk

degeri kararlastirllamayan 6nermeler olusturulabilir.

Diger taraftan herhangi bir dogal dilin, bu dilde kurulabilecek biitiin onermelerin

dogruluk degerine karar verebilmesi anlaminda eksik oldugu sonucu ¢ikarilmaz. Dogal

% Hofstadter, 2001: 61.
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dillerden temel olarak, miimkiin oldugunca ¢ok olgu durumunu ifade edebilmeyi, baska
bir ifadeyle dile getirebilmeyi saglamalari beklenir. Ozetle etkili bir iletisimin temeli
olmalar1 beklenir. Fakat onlardan, kendi dilbilgisi kurallar1 dahilinde kurulabilen
onermelerin dogruluk degerine karar vermeleri beklenmez. Bu yiizden, bu amag i¢in

ortaya konulmus Onsel varsayimlara da sahip degildirler.

Hilbert¢i anlamda bicimsel sistemler ise, dogrudan belirli bir alanin dogrularim
ele gecirmek igin ortaya konulur. Ornegin sistemde, alana iliskin temel dogrular, yani
aksiyomlar bulunacaktir. Su halde boyle bir sistemin dilinde, Yalanci Paradoksu’na
benzeyen bir 6nermenin kurulabilecegini gostermek, sistemin hem eksiksizligi hem de

tutarliligr acisindan 6nemli bir sorun olurdu. Godel’in yaptig1 sey ise tam olarak budur.

Godel, Principia Mathematica (PM) sisteminin sembolik dilini kullanarak, bu
dilde, dogal dilde asagidaki anlama gelen ve iist matematige ait olan bir G 6nermesinin
kurulabilecegini gostermistir:

» G =“G onermesi PM’de kanitlanamaz”

Kabaca ifade edersek:

> Bu 6nerme PM’de kanitlanamaz.”!

Bu Onermenin PM’nin sembolik dilinde kurulabilecegini gostermek dnemli bir
basaridir. Ciinkii yapilan sey bir anlamda, sistemin kendi kendisi iizerine soz
sOylemesini saglamaktir. Bu durum Tiirkce dilbilgisi kurallarini ifade eden 6nermelerin
yine Tiirkce ile ifade edilmesine benzetilebilir. Tiirkce gibi herhangi bir dogal dilde
bunu yapmak kolaydir. Yalniz PM’nin dili gibi 6zii itibariyle anlamsiz simgelerden
olusan bir dilde bunu yapabilmek zordur. Neumann gibi bilim adamlarinin Godel’i
Aristoteles’ten bu yana en i1yi mantik¢i olarak degerlendirmesinin arka planinda belki de

bu yatar.

Simdi G Onermesine geri doniiyor ve bu 6nermenin PM’nin bir teoremi olup
olmadigini sorguluyoruz: Eger G Onermesi PM’de kanitlanabilseydi, bu 6nermenin
yanlig oldugunun kabul edilmesi gerekirdi. Ciinkii G 6nermesi, kendi kendisinin PM’de

kanitlanamayacagini belirtmektedir. Yani G Onermesi PM’de kanitlanabilseydi, PM

' Bu onerme yalanci paradoksuna benzer bir yapidadir. Yalmz Godelci kararlastirilamama
kanitlamalarinda kullanilabilecek tek onerme bicimi bu degildir. Godel makalesinin 14. dipnotunda her
epistemolojik antinominin buna benzer bir kararlagtirllamama ispati i¢in kullanilabilecegini iddia eder:
Godel, 1931: 27.
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yanlis bir onermeyi teorem yapmis olacakti. Su halde PM sistemi G Onermesini de

kanitlayabilecek kadar eksiksiz ise, bu sistem giivenilir olmayan, tutarsiz bir sistemdir.

Yalmiz PM sisteminden beklenen en temel 6zelliklerden biri giivenilirlik yani
tutarliliktir. PM sisteminin yanlis hicbir 6nermeyi kanitlamamasi gerekmektedir. O
halde, PM sistemi giivenilir bir sistem ise, G 6nermesi yanlis oldugu icin PM sisteminde
kanitlanamaz. Yalniz boyle bir durumda G 6nermesi dogrudur. Yani PM dogru bir
onermeyi kanitlayamamis olur. G 6nermesi dogru ise, bu énermenin olumsuzu olan -G
onermesi de yanlistir. Su halde -G Onermesi de PM’de (PM giivenilir oldugu icin)
kanitlanamaz. Biitiin bunlarin sonucu olarak PM sisteminin giivenilir bir sistem
oldugunu varsayarsak, ne G onermesi ne de -G onermesi PM’de kanitlanamaz. Kisaca

ifade edildiginde, PM sistemi tutarli (giivenilir) ise eksiktir.

Bu noktada suna dikkat edebiliriz: G Onermesi aritmetige iliskin bir onerme
degildir. Dahasi1 aritmetige iliskin olmayan daha pek ¢ok ©Onerme bulunabilir. PM
sisteminin lizerine s6z sOyledigi alan ise aritmetiktir ve sadece aritmetige iliskin
dogrular1 ele gecirmek i¢in ortaya konulmustur. Godel’in, PM’nin simgesel dilini
kullanarak, bu onermenin kurulabilecegini gostermesi biiyiik bir basar1 olabilir. Fakat
aritmetige iliskin olmayan bir Onermeyi kanitlayamadigi i¢cin PM sisteminin eksik

oldugunu nasil iddia edebiliriz?

Burada kanitlamanin ikinci asamast baslamaktadir. Bu asama, iist matematigi
aritmetiklestirme asamasidir. Yani daha da 6zelde, bir hipotezin bu sistemde teorem
olup olmadigi, sistemin tutarli olup olmadigi gibi iist matematige iliskin 6nermeleri,
aritmetigin nesneleri ve bu nesnelerin birbirleri ile olan bagintilar1 bigiminde gosterme
asamasidir.”” Peki, aritmetiklestirme neyi saglar? Bu sorunun cevabi onemlidir, ciinkii
bu asamanin sonucu olarak, basta aritmetige iliskin bir onerme olmayan {ist matematige
ait G Onermesi bir aritmetik Onermesine ve bu Onermenin PM’da bicimsel olarak
kanitlanabilir olup olmadig1 sorusu da bir aritmetik sorusuna doniisiir. Boylece PM’de

dogruluk degerine karar verilemeyen ama PM’nin konu alanina da girmeyen bu soru,

%2 Burada sunu belirtmeliyiz ki, okuyucu Gédel’in makalesini incelediginde birbirinden keskin ¢izgilerle
ayrilan farkli asamalarla karsilasmayacaktir. Ornegin aritmetiklestirme, Godel’in PM  sistemini
tanitmasinin hemen ardindan gelmektedir: Godel, 1931: 32. Dahast Godel’in, sistemin kendi kendisi
izerine soz sOylemesini saglamasi, bu aritmetiklestirmenin yardimiyla miimkiin olmustur. Okuyucu
bunun nasil bir siire¢ oldugunu anlamak i¢in, Nagel ve Newman’in rehber niteligindeki yapitini ve
Hofstadter’in bu yapit iizerindeki diizenlemesini inceleyebilir: Nagel ve Newman, 2008: 64-67. Diger
taraftan bu sekilde farkli asamalarin oldugunu varsaymak sadece Godel’in kanitlamasinin anlagilmasini
kolaylastirmak i¢indir.
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PM biitiin aritmetiksel dogrulart ele gecirme iddiasiyla ortaya konuldugu icin, artik
dogrudan PM’nin konu alanma girer. Bu aritmetik sorusunun cevabina PM i¢inde
ulasilamamasinin sonucunda da PM’nin eksikligi ortaya c¢ikar. Godel kanitlamasinin

genel yapisi bu bicimdedir.

Kanitlamanin daha genis bir aciklamasina gegmeden Once basitlestirilmis bir PM
sistemini varsayacagiz. Bu sistemin aksiyomlar1 bi¢imsellestirme ve bicimsel kanitin
incelendigi boliimde verilen bigimsel Peano aksiyomlarindan ilk altisidir.” Tiimevarim
aksiyomu ise sistemde bir ¢ikarim kurali olarak bulunacaktir. Ayrica sistemde Hilbert¢i
amaclara uygun olarak sonlu sayida ¢ikarim kurali vardir. Bunlardan bazilar asagidaki

gibi gosterilebilir:

- (Vx)==(x) = (x)

- (Y)Y A (x—y) -y

- (YX)(YY)(xVy) > (-x—y)

- (VX)(VY) =(x Vy) = (=x A-y)

- (YX)(VY) (x 2 y) = (-y = -x)

- ()Y (V) ((x = y) Aly = 2)) = (x> 2)

- (PO0) A (VX)(D(x) = P(A(X)))) = (VX)D(x)
vb.

Son olarak Godel’in PM’nin sembolik dilinde kurabildigi ve kendi kendisinin
kanitlanamazlig1 belirten G 6nermesine geri doniiyoruz. Bu énerme olduk¢a uzun bir
onermedir; yalniz asagidaki yapiya benzer bicimde ifade edilebilir:

G =“ (VX)(VY).oouuure. ”

Artik aritmetiklestirme agamasinin nasil bir siire¢ oldugunu inceleyebiliriz. Daha
once de belirttigimiz gibi aritmetiklestirme, iist matematige iliskin bazi tiplerdeki
Onermelerin, aritmetigin nesneleri ve bu nesnelerin baglantilar olarak gosterilmesiydi.
Bu amac icin Godel, bir kodlama yontemi gelistirmistir ve bu yontem Godel
Numaralandirmast olarak anilmaktadir. Bu numaralandirma, bir tiir kodlamadir ve bu

kodlama sayesinde PM sistemindeki her simge, her aksiyom, her teorem birer dogal

% Godel de kanitlamasim Srnek bir sistem iizerinden yapar. Bu sistemi (P sistemi) Godel, makalesinde
basitce su bicimde tamimlar: “P, esasen Peano aksiyomlar1 iizerine PM’nin mantig1 giydirilerek elde
edilmis olan dizgedir.” Godel, 1931: 28. Godel ayrica PM sistemi iizerinde yapilan bu degisikligin
kanitlama siirecini kolaylastirmak i¢in oldugunu ve bundan kolayca vazgecilebilecegini, makalenin 16.
dipnotunda belirtir.
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saylya karsilik gelir. Asagidaki ornek kodlama semasi basitlestirilmis PM sistemine

aittir:

PM Sistemi Sabit Simgeleri Simgenin Gddel Numarasi
- 1
Y 2
- 3
+ 4
= 5
0 6
A 7
( 8
) 9
A4 10
+ 11

[ ]
=
N

Toplamda 12 adet simge ve simge numarasindan olusan bu tablo temelde Nagel
ve Newman’in tablosuna dayanmaktadir.”* Gédel’in makalesinde ise bu sayr daha
fazladir. Bunun yaninda Godel, tamdeyilerin kurulmasini saglayan farkli degiskenleri
de, bu degiskenlerin tiplerine gore numaralandirmistir. Degiskenlerin tipleri, bu
degiskenlerin yerine neyin getirilip getirilemeyecegine gore degismektedir.”” Bu iic

farkli tipteki degiskenin kodlamasinda su kurallar1 kabul edecegiz:

1. tipte degiskenler icin: sirayla 12’den biiyiik asal sayilar
2. tipte degiskenler icin: sirayla 12°den biiyiik asal sayilarin kareleri

3. tipte degiskenler icin: sirayla 12°den biiyiik asal sayilarin kiipleri

(Y 4) (T34

Ornegin “(Vx)(Vy)(A(x) = A(y) —» x = y ) aksiyomundaki “x” ve “y
degiskenleri, sayisal degerlerle degistirilebilir olan birinci tipteki degiskenlerdendir. Su
halde birinci kurala uygun olarak “x” degiskeni yerine 13, “y” degiskeni yerine 15
sayisi yerlestirilebilir. Artik bir tamdeyinin nasil kodlanabilecegini inceleyebiliriz. Bir

ornek olarak:

% Nagel ve Newman, 2008: 55-56.

% PM sistemi ii¢ farkli degisken tipi barindirr. Birinci tipteki degiskenler sayisal degiskenlerdir ve
bunlarin yerine sayilar yerlestirilebilir. Ikinci tipteki degiskenler ©nermeler ile degistirilebilen
degiskenlerdir ve bunlar farkli tamdeyiler ile degistirilebilir. Son olarak asal olma, cift olma gibi pek ¢ok
farkli yiliklem bigimleriyle degistirilebilen iiclincii tipteki degiskenler, yani yiiklem degiskenleri
gelmektedir: Casti ve Depauli, 2004: 52; Nagel ve Newman, 2008: 59.
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e (Vx)x+0=x)
aksiyomunu ele alalim. Bu onermedeki simgeleri, tablodaki dogal say1 karsiliklariyla

degistirdigimizde sunu elde edecegiz:

- ( vV x )y ( x + 0 = x )
» 8 10 13 9 8 13 11 6 5 13 9

Fakat Godel’in amaci her simge gibi her tamdeyinin yerine de tek ve benzersiz
bir dogal say1 yerlestirmekti. Ciinkii tamdeyi bir biitiindiir ve tektir. Bunun igin
izleyecegimiz yol, en kiiciik asal sayidan baslayarak, tamdeyide ne kadar say1 varsa o
sayida asal sayiyr sirayla almak, tamdeyinin simgelerinin dogal sayir karsiliklarim
sirayla bu asal sayilara iis olarak eklemek ve bu asal sayilari carpmaktir. Ornek
tamdeyide 11 simge vardir. O halde bu tamdeyinin dogal say1 karsilig1 asagidaki islemin

sonucu olan sayidir:

- 2%e30%e 5P e P e 1170 1300 17 0 1990 237 0 291 0 37°

“w_n

Bu islemin sonucu hesaplamasi gii¢ bir bliylik sayidir. Bu sayiya “a” diyelim.
Yalniz bu “a” sayisi, her ne kadar biliyiik olursa olsun sonlu bir sayidir. Bu sekilde
Godel, PM sistemi dilinde yazilabilecek her aksiyom ve teoreme ve ayrica G

onermesine birer dogal say1 karsilig1 iligtirebilmisgtir.

Ayrica Godel, yukarda da belirtildigi gibi, her bicimsel kanita da (kanit semast)
tek ve benzersiz bir dogal say1 karsilig1 bulabilmistir. Ornegin “O + 0 = 0” dnermesinin
kanit semas:

» (Vx)(x+0=x)
> 0+0=0
Birinci onermenin dogal say1 karsiliginin “a” oldugunu biliyoruz. Ayni kurallari
uygulayarak “0 + 0 = 0” teoreminin de dogal say1 karsiligin1 bulabiliriz:
266311 456 475 4 116
Bu sayiya “b” diyelim. Su halde teoremin kanitin1 semasini asagidaki gibi gosterebiliriz:
- 2%e3P

Bu islemin sonucu olan sayiya “c” diyelim. “c” sayis1 bu kanit semasinin dogal

say1 karsiligidir. Bu yontem yardimiyla PM sistemi icindeki her kanit semasina birer
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dogal say1 karsilig1 bulunabilir. Burada dikkat edilmesi gereken sey, teoremler ve kanit

semalarinin dogal say1 karsiliklarinin birbirleri ile olan aritmetiksel bagidir.

Bu noktada basitlestirilmis PM sisteminde izlenen yolun, onceki boliimlerde ele
alinan MIU sisteminde de tekrarlanabilecegini not edelim. Toplamda 3 simgeden olusan
bu sistemin simgeleri asagidaki tablo yardimiyla dogal sayilara yansitilabilir:

M=3 I=1 U:O

Boylece 6rnegin, MI aksiyomu 31, MU 6nermesi ise 30 olarak gosterilebilir. Bu
durum, c¢ikarim (doniistirme) kurallarim da etkiler. Ornegin MIU sisteminin birinci

cikarim kurali:

“eger son simge I ise, bu simgeden sonra U simgesi eklenebilir”

“eger son say1 1 sayisi ise, bu sayidan sonra 0 sayist eklenebilir”
kurali ile degistirilebilir. Peki, bu neden ©Onemlidir? Bu durumun Onemi, cikarim
kurallarinin da, tipki aksiyomlar, teoremler ve bicimsel kanit semalar1 gibi aritmetiksel
olarak ifade edilebilecegini gostermesindedir. Ornegin anmis oldugumuz bicimsel
doniistiirme kural1:

“Eger say1 10’a boliindiigiinde 1 kalanimi veriyorsa, bu say1 10 ile ¢arpilabilir.”
biciminde bir aritmetik kuralina doniistiiriilebilir. Bu durum, MIU sisteminin kalan ii¢
doniistiirme kurali icin de gecerlidir. Bazi kurallar1 bir aritmetiksel kural haline
getirmek digerlerine gore daha giictiir; yalmz biitiin bicimsel kurallar, aritmetiksel
kurallar haline getirilebilir. Boylece:

e “MTI'den baslayarak, MIU sisteminin dort adet doniistiirme kuralinin tekrar
tekrar kullanilmasiyla, MU’ya ulasilabilir mi?”” bi¢imsel sorusu:

e “31 sayisindan baslayip, verili dort adet aritmetik kuralinin tekrar tekrar
kullanilmasiyla 30 sayisina ulasilabilir mi?” bi¢cimindeki aritmetik sorusuna

doniistir.

Ayni durum, PM sisteminin ¢ikarim kurallar icin de gecerlidir. Bu cikarim
kurallar1 da tipki MIU sisteminin ¢ikarim kurallar1 gibi aritmetiksel kurallar haline
getirilebilir. Bunu yapmak, MIU sisteminin ¢ikarim kurallarin1 doniistiirmekten daha da
zordur ama miimkiindiir. PM sisteminin ¢ikarim kurallar1 da agsagidakine benzer bir yap1

kullanilarak aritmetiksel kurallara doniistiiriilebilir:
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- Eger sayr ......... ozelligini gOsteriyorsa, bu sayr ...... sayistyla

carpilip/boliinebilir veya bu sayidan/sayiya ....... sayist ¢ikarilip/toplanabilir.

Biitiin bunlarin sonucu olarak artik su soruyu soruyoruz:

e Asagidaki sayilardan (basitlestirilmis PM sisteminin aksiyomlar1 olan Peano
aksiyomlarinin Godel numaralandirmast kullanilarak sirayla doniistiiriilmiis
bicimi) baslayarak:

2%03%%5%07%117013%017019%23%29°
2%03"%5%07%011%013'%017%°019%023%0297031%037"%041%043°047"053%59™°061°071°73"°479°4 8374 89
2%03%%5%47%011%013 017 019%23%029%e31°
2%03'%5547%11%013%17°019%23%029%¢31M 0377041%043"°047%¢53%e597 0 61%e67 20 71" 0 73770 79% ¢ 83°
2%03%%5567%11%13%¢17'%¢19%23%29%31°
2%03%5547%11%013%17°019%23%029™¢31%377¢41%043047%53°e50% 61206720710 73%0 79 083
13.899

ve asagidaki kurallar1 gereken miktarda uygulayarak:

Asagidaki sayirya (G Onermesinin Godel numaralandirmas: kullanilarak
doniistiiriilmiis bicimi) ulasilabilir mi?

> 2%3106513¢7%1186130%17519°..........

Iste bu soru bir aritmetik sorusudur ve bu haliyle PM sisteminin (PM sistemi
biitiin aritmetiksel dogrular ele gecirmek amaciyla ortaya konuldugu i¢in) dogrudan
konu alanina girer. Peki, bu soruya PM'nin cevabi nedir? Bu soruya PM’nin cevabi,
kendi kendisinin kanitlanamazligin1 belirten G 6nermesinin PM’de kanitlanabilir olup
olmadig1 sorusuyla esdegerdir: PM’de teorem olup olmadi kararlastirilamayan bir
onerme bulunmustur. PM sistemi (PM’nin tutarli bir sistem oldugunu varsayarsak)

eksiktir.

Bu noktada G Onermesinin PM’ye bir aksiyom olarak eklenebilecegini
belirtelim. Boylece G 6nermesi PM’de kanitlanabilir duruma gelir. Yalniz bu durumda
butiin stre¢ tekrar baglatilir: G Onermesinin eklenmesiyle olusan yeni bigimsel T
teorisinin dilinde, “bu Onerme T? sisteminde kanitlanamaz” anlamina gelen G? énermesi

kurulabilir, aritmetiklestirme agsamasi yeniden uygulanir ve T? sisteminin de eksikligi
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kanitlanir. Bu noktada T° sisteminde bicimsel olarak kararlastirilamayan G*
onermesinin PM sisteminde de kararlastirilamayacagin1 belirtelim. Sonug¢ olarak,
sirecin  bu sekilde devam ettirildigi  duslUnuldiginde, PM  sisteminde
kararlastirnlamayan sonsuz adet aritmetiksel onermenin bulunabilecegi ortaya c¢ikar.
Dabhasi, farkli aritmetiklestirme bicimlerinin kullanilmasi (6rn. numaralandirmada farkl
sayllarin kullanilmasi) daha farkl aritmetik sorularinin ve aritmetiksel Onermelerin
ortaya cikmasini saglar ve bu durum PM’de kararlastirilamayan 6nermelerin niceligine
katkida bulunur. Biitiin bunlarin sonucu olarak PM’'nin (tutarhiysa) dzsel olarak eksik
oldugu goriiliir. Birinci eksiklik teoreminin belirttigi yasa budur: Dogal sayilarin genel
yapisin1 ve bu sayilar arasindaki toplama ve carpma ile gosterilebilecek bagintilar
karakterize edebilecek kadar giiclii her bicimsel sistemin 0zsel olarak eksik oldugu

kanitlanabilir.”®

Godel’in Ikinci Eksiklik Teoremi de bu temel iizerine kurulmaktadir. Yani ikinci
teorem, birinci teoremin bir sonucudur. Yalniz bu teorem de en az birinci teorem kadar
onemlidir. Bu teorem e8er PM gercekten tutarliysa kendi kendisinin tutarliligini
kanitlayamayacagini gosterir. Bu ¢alismada kanitlama, ayrintili olarak incelenmeyecek;

yalniz kanitin genel basamaklar: aktarilacaktir:

Godel oncelikle, iist matematiksel olarak yorumlandiginda “PM tutarhdir”
anlamina gelen ve PM sistemine ait bir nermenin nasil kurulabilecegini gosterdi. Yani
PM sisteminin dilinde kurdugu bu 6nerme, iist matematiksel olarak yorumlandiginda

PM’nin tutarli oldugunu belirtir. Bu 6nermeye T diyelim.

Ardindan Godel, yine iist matematiksel olarak yorumlandiginda “PM tutarliysa,
(PM) eksiktir” anlamina gelen bir 6nermenin PM sisteminde nasil kurulabilecegini
gosterdi. Bu 6nermenin birinci, yani bagka bir ifadeyle kosul kismi 6nceki adimda
kurulmustu. Su halde bu bilesik Onermeyi olusturabilmek icin “PM eksiktir”
Oonermesinin kurulmasi gerekir. Bu 6nerme ise “dogru olan ama kanitlanabilir olmayan
herhangi bir X tamdeyimi hakkinda sdylenebilecek olan ‘X, PM’nin bir teoremi
degildir’ 6nermesine esdegerdir.”®’ Yani, bdyle bir énerme bulundugunda, bu dnerme

aynt zamanda PM’nin eksik oldugu anlaminda gelecektir. Bu amag¢ icin ise kendi

% PM sisteminin eksikligi Onerme VI’da kamitlanmustir: Godel, 1931: 44-50. Onerme VIII ve Onerme
IX’da bu sonu¢ PM benzeri biitiin sistemler icin genellestirilmistir: Godel, 1931: 53. Onerme X’da bu
genellestirilebilirligin kamt1 verilmektedir: Godel, 1931: 54-57.

°7 Nagel ve Newman, 2008: 85.
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kendisinin kanitlanamazligini ileri siiren G O6nermesi kullanilabilir. Ciinkii, PM’nin
aksiyomlarindan tiiretilemese de, tist matematiksel akil yiiriitme siireciyle dogru oldugu
goriilebilmektedir. Dahasi, bu 6nermenin PM’nin bir teoremi oldugunu belirtmek i¢in
bagka bir onerme kurmanin geregi yoktur: G zaten kendi kendisinin PM’nin bir teoremi
olmadigin1 belirtmektedir. Yani bu 6nerme, kendi basina PM’nin eksikligine isaret
edebilmektedir. Boylece temel bilesik onerme, anlamini yitirmeden: “PM tutarliysa, G
onermesi PM’de kanitlanamaz” bicimine doniisiir. Bu Onermeyi “T—G” olarak

gosterelim.

Bir sonraki asamada Godel, “T—G” Onermesinin, PM’de bi¢imsel olarak
kanitlanabilecegini gostermistir. Yani bu onerme, PM’nin bir teoremidir. Artik sunu
soruyoruz: T, PM’de kanitlanabilir mi? T’nin PM’nin bir teoremi oldugunu varsayalim.
Boyle bir durumda “T—G” 6nermesi de PM’nin bir teoremi oldugu i¢in: “T A (T-G)”
bagintisina ve buradan modus ponens kurall yardimiyla “G” oOnermesinin PM’nin
teoremi oldugu sonucuna ulasilir. Fakat G Onermesinin PM tutarl1 ise PM’nin bir
teoremi olmadigini biliyoruz. Su halde T 6nermesi de, PM sistemi tutarliysa, PM’nin bir

teoremi degildir.

Boylece su gortlebilir: PM sisteminin tutarli oldugunu gosteren fakat PM
sisteminin kendi i¢ine yansitilabilen higbir tist matematiksel ve sonlu bir akil ytirtitme
yoktur.98 Baska bir ifadeyle, PM’'nin higbir teoremi veya teorem dizisi yoktur ki bu
teorem veya teorem dizisi st matematiksel olarak yorumlandiginda, PM'nin tutarh
oldugunu gosterebilsin. Bu sonu¢ c¢ok basit bir ifadeyle, PM'nin kendi kendisinin

tutarliligini kanitlayamadigini gosterir.

Bunu kavramak igin su basit anlasilir 6rnegi ele alabilirizz PM'nin tutarli olup
olmadiginin sorgulandig bir yargilamadayiz ve PM’nin su ve su gerekgelerin bir sonucu
olarak tutarll oldugunu iddia ediyoruz. Ardindan bu gerek¢elerin guivenilirligini
gostermek icin onlar1 PM’nin kendisinde temellendirmek istiyoruz. Iste bu olanak
Godel'in ikinci teoremi tarafindan dislanmaktadir: PM hi¢cbir zaman bize bu
gerekgelerin kendisinde bulundugunu bildiremeyecektir. Bu, PM'nin tutarli oldugunu
gosteren biitlin gerekgeler icin gecerlidir ve bu gerekgelerin kendisinde olup olmadigi

PM’ye soruldugunda, PM sessiz kalacaktir. Bundan daha da kotiisii, PM, bizim i¢in

B Onerme XI: Godel, 1931: 58-60.
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onun tutarli oldugunu gosterecek herhangi bir gerekceler biitlinlinlin kendisinde var
oldugunu belirttigi an PM’'nin tutarsiz oldugu goriilecektir. Artik Godel’in, Hilbert
bicimselciliginin 6zglin amaglarinin O6ntine nasil duvar 6rdigli artik daha da kolay
gorulebilir durumdadir. Dahasi biitliin bu olumsuz sonuglara yol agan G 6nermesi tek
degildir: Godel, her epistemolojik antinominin bu olumsuz durumun ortaya ¢ikmasi i¢in

kullanilabilecegini iddia etmektedir.

Bu bolimde Godel’in kanitlamasini miimkiin oldugunca anlasilir bicimde
aciklamaya calistik. Fakat bu kanitlamanin fark edilmesi gereken baska yonleri de
vardir. Godel bu kanitlamayr miimkiin oldugunca ikna edici bicimde olusturmaya
caligmistir. Bunun nedeni Oyle goriiniiyor ki sadece teoremlerin énemli sonuglarinin
olmast degildir. Matematik felsefesinin belki de altin ¢aginin yasandigi bu donemin en
temel Ozelliklerinden biri, farkli matematik felsefesi geleneklerine mensup kisilerin
birbirleriyle yaptig1 akademik tartismalarin sikligidir. Ozellikle mantikgi, bicimci ve
sezgici geleneklerin birbirleriyle yaptigi tartismalarda uglasan bu durum, Godel’in
biitiin geleneklerdeki matematikgileri ikna edecek sekilde bir kanit ortaya koymasini
gerektirmisti. Bu yiizden Godel tamamen mantiksal araclart kullanmistir. Ayrica
bicimci gelenegin 6zgiin amaclarn etrafinda kanitlamasim1 ortaya koymustur. Bunun
yaninda kanitlanamayan 6nermelerin varligini, ¢eliskiyle kanitlama yontemi gibi sezgici
gelenegin hosnut olmadigi bir yontemle gostermeye ¢alismamis, bu 6nermeyi dogrudan

kurmustur.99

Acikcas1 Godel ikna edici de olmustur. Temelde Godel’in makalesini “Principia
Mathematica ve Iliskili Dizgelerin Bicimsel Olarak Kararlastirrlamayan Onermeleri
Uzerine — I” olarak adlandirmasinin nedeni, teoremlerinin dogrulugu konusunda
matematikcileri tek bir makale ile ikna edemeyecegi endisesiydi. Bu yilizden Godel
makalesinin son sozlerinde yeni bir makalenin gelecegini haber veriyordu. Bu yeni
makalede Godel, sonuglarint (6rnegin Zermelo-Fraenkel Kiimeler Teorisi vb.) diger
sistemleri de kapsayacak bicimde genellestirerek kanitlayacagini ve birinci makalede
genel hatlariyla kamitim1 vermis oldugu ikinci teoremini daha da aciklayicit bigimde

aktaracagini belirtmisti.'” Fakat buna gerek kalmamisti. Cilinkii Godel’in makalesi —bir

% Godel de bu hassasiyetini 6zellikle Onerme VI'y1 agiklarken belirtmistir: Godel, 1931: 47.
1% Godel, 1931: 60.
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onceki boliimde de belirtildigi gibi- bizzat bicimciler tarafindan da kabul edilmisti. Bu

yiizden Godel devam niteliginde ikinci bir makale yazmak gerekliligi duymamaistir.

Onun bu sonuglart bugiin matematikg¢iler arasinda “eksiklik ilkesi” olarak
bilinmektedir. Yalniz bu sonuclar sadece matematik diinyasim ilgilendirmemis, cok
farkli alanlarda ¢ok farkli argiimanlar1 desteklemek icin kullanilmistir. Bu noktadan
eksiklik teoremlerinin sahibinin kendi felsefi diisiincelerini inceleyecegiz. Ciinkii onun
felsefi goriisleri, teoremleri ile tutarli bir biitiin olusturmaktadir ve bu goriisleri
incelemek Godel’in eksiklik teoremlerini daha genis cercevede gorebilmemizi

saglayacaktir.

2.3 Godel’in Platonculugu ve Matematiksel Sezgi

Godel her ne kadar teoremlerini cok farkli matematik felsefesi geleneklerinden
gelen matematikgileri ikna edecek tarz da yazmis olsa da kendisi bu geleneklerin hic
birisinin dogrudan destekgisi degildir. Ornegin Godel ne bigimselci gelenekten ne de
XIX. yiizyilda Frege ile baslayan ve Whitehead ve Russell ile doruk noktasina ulasan
mantik¢1 gelenektendir. Godel matematiksel nesneleri bigimselci gelenek gibi simgeler
toplulugu olarak goérmez. Onlarin saf mantiksal ilkelerden de tiiretilebilecegini
diisiinmez. Diger taraftan Godel’in matematiksel nesnelere ve onlarin bilgisine bakisi
matematik felsefesinde sezgici gelenegin bakisiyla benzerlikler gosterir. Sezgici
gelenek, matematiksel bilginin olugmasinda sezginin onemini vurgular. Matematiksel
nesneler ise ancak fiili olarak kurulabildiklerinde var olarak kabul edilebilir. Ornegin
Cantor’un sonlu oOtesi kiimeleri ancak fiili olarak kuruldugunda matematiksel
calismalarin konularina dahil olabilir. Gédel’in diisiinceleri, matematiksel nesnelerin
bilgisine ulasmada sezginin Onemi konusunda sezgici gelenege yakindir. Yalniz
matematiksel nesnelerin varli§i konusunda sezgici gelenekten ayrilir. Godel, bir
Platoncudur: Matematiksel nesnelerin (6rn. sayilar, kiimeler vb.) onlar1 diisiinen
zihinden bagimsiz olarak var oldugunu diisiiniir. Acikcas1 Godel bu yoniiyle Viyana

Cevresi’nin cogunlugunu olusturan mantikg¢i pozitivistlerden de ayrilir.

Fakat Godel’in her yoOniiyle kapsamli bir Platoncu matematik epistemolojisi
ortaya koymadigim belirtmeliyiz. Godel matematige iliskin bazi 6zel konularda

Platoncu cercevede yorumlar getirmistir ve onun Platoncu fikirleri bu yorumlar
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tizerinden ana hatlariyla birlikte goriinmektedir. Bu Platoncu yorumlarinin en agik
bicimde goriilebilecegi konularin basinda ise, kiimeler teorisi ve “siireklilik hipotezi”

izerine olanlar bulunmaktadir. Su halde 6ncelikle bu hipotez taninmalidir.

Siireklilik hipotezi, Cantor’un en tartigmali iddialarindan biridir ve 1877 yilinda
ortaya koyulmustur. Kiimeler teorisinin incelendigi boliimden hatirlanabilecegi gibi
Cantor’un en temel iddialarindan biri, dogal sayilar kiimesinin 6ge sayisinin, dogal
sayllar kiimesinin alt kiimelerinin kiimesinin 6ge sayisindan daha az olmasidir. Bu
onerme asagidaki bigcimde gosterilebilir:

“Ro< 2707

Siireklilik hipotezi, 6ge sayisi, bu iki kiimenin 0ge sayilarinin arasinda olan
hicbir kiimenin bulunmadigini belirten hipotezidir. Yani, “x” sayida 6geye sahip olup,
bu 0ge sayisinin agagida belirtilen kosulu sagladig: higbir kiime yoktur:

“Ro<x< 200«

Bagka bir ifadeyle, eger ¥; sayisi, ¥o sayisindan biiyiik ilk say1 ise, siireklilik
hipotezi su bicimde gosterilebilir:

“Ry= %0 »101

Gortildiigii gibi bu hipotez, 6rnegin “1 < 2” veya “1=1" gibi sezgiye apagik bir
onerme degildir. Cantorcu anlamda “sayilamaz” iki niceligin esitligini ileri stirmektedir.
Bu durum, hipoteze apacik bir kanit verilmesi konusunda sikinti yaratmaktadir. Bu
sorunun eksiksizlik sorunuyla iliskili olmasi durumunun bir sonucu olarak David
Hilbert de bu hipoteze biiyiikk 6nem vermistir: Onun 1900 yilinda ortaya koydugu iinlii
23 sorusundan birincisi Siireklilik Hipotezi’nin dogruluk degerine karar vermektir.
1920’li yillara gelindiginde ise bu sorun, hipotezin, kiimeler teorisinin
aksiyomatiklestirildigi Zermelo-Fraenkel Kiimeler Teorisi’nin (ZFC) aksiyomlarindan
tiretilebilir olup olmadig1 sorununa, baska bir degisle bu hipotezin ZFC’nin aksiyomlari
ile tutarli olup olmadigi sorununa doniisiir. Godel, eksiklik teoremlerini ortaya
koymasindan birkac yil sonra (1940) hipotezin ZFC’nin aksiyomlari ile tutarli oldugunu
kanmitlamistir. Bu olay Godel’in eksiklik teoremlerinden sonraki en biiyiik basarisidir.

Yalniz 1963 yilina gelindiginde 6nemli bagka bir kanit daha ortaya ¢ikar: Matematik¢i

1ot Roy T. Cook (2009), “Continuum Hypothesis”, ss. 67.
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Paul Cohen, hipotezin olumsuzunun da ZFC’nin aksiyomlariyla tutarli oldugunu

kanitlar. Su halde Siireklilik Hipotezi, ZFC i¢inde kararlastmlamazdlr.102

Godel 1940°daki kanitlamasindan sonra da, siireklilik hipoteziyle ilgilenmeye
devam etmisti. Bu konudaki en iyi 6rnek, onun “Cantor’un Siireklilik Hipotezi Nedir?”
adli makalesidir.'” ilk olarak 1947 yilinda yayinlanan bu makale, Godel’in Siireklilik
probleminin neyi ifade ettigini ve degerini agikladigi makaledir. Ayrica Godel bu
makalede, sezgici gelenegin (6rn. Brouwer gibi matematikgilerin) siireklilik sorununu
anlamsiz bir sorun olarak gérme tutumunu da elestirmektedir.'™ Ayni1 makale, Cohen’in
1963 yilindaki kanitlamasindan bir yil sonra “ikinci basima ekleme” adli yeni bir boliim
ile genisletilerek yeniden yaymlanmigstir. Godel’in makalenin yayinlandigi ilk tarihten,
yeniden yayinlandigi tarihe kadar gecen siirede Siireklilik Hipotezi’nin ¢6ziimii ile ilgili
yapilan calismalart tek tek anarak basladigi bu ek boliim,'” Godel’in Platoncu
goriislerini anlamak icin temel basvuru kaynaklarindan biridir. Yalmiz bu goriisleri

anlamak i¢in mantik¢1 pozitivizme geri donecegiz.

Mantik¢i pozitivistler, temel olarak “fiziksel nesneler var midir?”, “matematiksel
nesneler var midir?” gibi Ornekleri uzatilabilecek geleneksel felsefi ve metafiziksel
sorular1 anlamsiz sorular olarak gérme egilimindedir. Diger taraftan Godel icin bu iki
metafiziksel soru da anlamli ve cevabi verilebilir sorulardir. Ayrica bu iki soru bir
anlamda ayn kategoride ele alinabilir. Basitgce Godel, matematiksel nesnelerin nesnel
(zihinden bagimsiz) varligi sorusunun, “dis diinyanin nesnel varligini soran sorunun

tam bir dengi” oldugunu diisiiniir.'

Ayrica bagska bir makalesinde belirttigi gibi, Godel’e goére matematiksel

nesnelerin nesnel varligini kabul etmek de tipki “fiziksel varliklar1 kabul etmek kadar

12 Maddy, 1999: 182; Roy T. Cook (2009), “Continuum Hypothesis”, ss. 66-67. 1900 yilinda Hilbert
tarafindan ortaya konulan 23 sorundan birincisi olan siireklilik hipotezinin dogruluk degerine karar verme
veya siireklilik sorununu ¢dzme hedefi giiniimiizde de tam olarak ulagilamamis bir hedeftir. Mevcut
durumda gelinen nokta, Gédel ve Cohen’in ¢aligmalarinin bir sonucu olarak, hipotezin dogruluk degerine
ZFC’nin aksiyomlar lizerinden karar verilemeyecegidir. Bu sonu¢ paralel postiilasinin dogruluk degerine
Oklid geometrisinin aksiyomlar1 iizerinden karar verilememesi sonucuna benzer.

18 Kurt Godel (1964), “What is Cantor’s Continuum Problem?”, Kurt Gédel — Collected Works, Vol. I,
ed. Solomon Feferman, Oxford University Press, 1995, New York.

% Godel, 1964: 261-262.

105 Godel, 1964: 270. 1964’de eklenen bu yeni boliimde Cohen’in kanitlamast heniiz anilmamustir.
Godel’in, Cohen’in kanitlamas: ile ilgili goriisleri, makaleye 1966°da eklenir: Godel, 1964: 273-274.

1% Godel, 1964: 272.
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197 By diisiince pek cok bakimdan ilgingtir. Ornegin dis diinyay,

akla uygundur.
fiziksel varliklart dogrudan gorebilir veya isitebiliriz. Onlar1 bilmemizi saglayan duyu
algisina sahibiz. Diger taraftan matematiksel nesneler duyu algisina uzaktir. Onlar1
dogrudan goérmeyiz, isitmeyiz. Su halde matematiksel nesnelerin, 6rnegin kiimelerin

nesnel varliklariin ve 6zelliklerinin bilgisine nasil ulasabiliriz? Godel’e gore:

“Ama, duyusal deneyimden uzakliklarina ragmen, aksiyomlarinin
bize kendilerinin dogru oldugunu dayatmasi olgusunda goriildiigii
gibi, kiimeler teorisinin nesnelerinin de algisina benzeyen bir seye
sahibiz.”'*®

Burada bahsedilen “duyusal deneyiminden uzaklik”, kiimeler teorisinin
nesnelerinin duyu algis1 yardimiyla dogrudan gozlenemeyecegidir. Bagka bir ifadeyle,
kiimeler teorisinin nesneleri fiziksel dis diinyaya ait degildir. Fakat nasil fiziksel
nesneleri algilayabilmemizi saglayan duyu algisina sahipsek, -sonsuz- kiimeler
teorisinin nesnelerini de algilayabilmemizi saglayan bir algi tiiriine veya yetenege
sahibiz. Bu yetenek ise sezgidir: Matematiksel sezgi. Ayrica Godel matematiksel
sezgiye sahip oldugumuzu gosteren bir dayanak sunar. Bu dayanak, kiimeler teorisinin
aksiyomlarinin, bizi kendilerinin dogru olduguna inandirmasidir. Peki, kiimeler
teorisinin aksiyomlari, kendilerinin dogru oldugunu bize nasil dayatir ve buradan bir
matematiksel sezgiye sahip oldugumuz sonucu nasil ¢ikar? Bu sorularin cevabini
vermek icin Godel’in Platoncu goriislerini daha ayrintili olarak ele alacagiz. Godel’in su

sOzlerini inceleyelim:

“Matematiksel nesnelerin (zihinsel) ingalarimizdan bagimsiz olarak
var oldugunu ve onlara iligkin ayr1 bir sezgimizin oldugunu diisiinen,
ve sadece, genel matematiksel kavramlarin bize, kendilerinin
giivenilirligini ve bu kavramlarla ilgili aksiyomlarin dogrulugunu
gorebilecek yeterlilikte acik olmasini isteyen biri olarak ben, (...)
Cantor’un kiime teorisinin tatmin edici bir temelinin olduguna
inamyorum.”'"”’
Ayrica:

“(...) kiimeler teorisine iliskin kavramlar ve teoremler, icinde
Cantor’un hipotezinin dogru veya yanlis olmasinin zorunlu oldugu, iyi

7Kurt Gédel, (1964) “Russell's Mathematical Logic”, Philosophy of Mathematics: Selected Readings, P.
Benacerraf and H. Putnam, eds., Englewood Cliffs, N.J.: Prentice-Hall, s. 220’den aktaran: Charles S.
Chihara (2007), A Structural Account of Mathematics, Oxford University Press, New York, s.100.

1% Godel, 1964: 272.

1 Godel, 1964: 262.
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belirlenmis (well-determined) bir gercekligi betimler. Bu yiizden,
hipotezin  bugiin  varsayillyor olan  aksiyomlar {izerinden
kararlastiritlamazligi, sadece bu aksiyomlarin, bu gercekligin tam bir
betimlemesini icermedigi anlamina gelebilir.”''°

Iste, kiimeler teorisinin aksiyomlarinin bize kendilerinin dogru oldugunu
dayatmasi bu goriislerde acgiklanmaktadir. Kiimeler teorisinin kavramlari, kendi
giivenilirliklerini ve bu kavramlarla ilgili aksiyomlarin dogrulugunu bize gosterecek
kadar agiktir. Bundan daha da 6nemlisi teorinin aksiyomlari iyi belirlenmis, bir anlamda
fiziksel dis diinya kadar gercek bir varlik alanim1 —her ne kadar eksik bigcimde olsa da-

betimlemektedir. Aksiyomlarin dogrulugu, bu gercekligi betimleyebilmesindedir.

Fakat matematiksel sezgiye sahip oldugumuz gosteren tek dayanak, teorinin
aksiyomlarinin dogrulugu degildir. Bu noktada Godel’in kavram gercek¢isi yonii de
devreye girmektedir. Asagidaki ifadeyi ele alalim:

“Paralel dogrular sonsuzdaki noktalarda birlesir”

Bu ifadenin dogrulugunu kavram gergekcisi tarzda kabul etmek, “dogru”,
“sonsuzdaki noktalar” gibi kavramlarin nesnel birer varliga isaret ettigini kabul etmek
demektir. Matematiksel sezginin, kiimeler teorisinin sonlu otesi 6gelerinin bilgisini ele

gecirmemizi saglayan bir algi bicimi olarak sunulmasi boyle bir diisiinceye isaret eder.

Peki, matematiksel aksiyomlarin nihai dogrulama ilkesi, bu matematiksel
nesneler diinyasinin iyi bir betimlemesini mi sunmaktir? Bu sorunun cevabi

olumsuzdur. Godel baska bir dogrulama ilkesini daha ileri siirer.

Godel’e gore kiimeler teorisinin aksiyomlari, betimledikleri matematiksel
nesneler diinyasinin eksiksiz bir betimlemesini sunmamaktadir. Siireklilik hipotezinin
dogruluk degerine heniiz karar verilememis olmasinin nedeni budur. Aymi durum,
teorinin daha pek cok soruya bir yanit verememesi sonucunu getirmektedir. Diger
taraftan teoriye yeni matematiksel sezgiler sonucunda bulunabilecek yeni aksiyomlarin
eklenmesi, konuya iliskin ¢oziilememis pek c¢ok sorunun ve belki de en sonunda
stireklilik sorunun da ¢oziimiinii saglayacaktir. Peki, bu yeni aksiyomlarin dogrulugunu
nasil gorebiliriz? Kiimeler teorisinin, bu yeni eklenen aksiyomlarla birlikte,
matematiksel nesneler diinyasinin daha iyi bir betimlemesini sundugunu nasil

anlayabiliriz? Ozetle, baz1 aksiyomlar1 mevcut aksiyomlara eklenebilecek aksiyomlar

10 Gsdel, 1964: 263-264.
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olarak kabul edip, baz1 aksiyomlar1 kabul etmememizi saglayacak olan ilke nedir? Iste
Godel, ikinci dogrulama ilkesini de tam olarak bu noktada sunmaktadir. Bu ilke, yeni

1

eklenen aksiyomlarin bir anlamda basarisim gormektir.''! Bunu anlamak icin

Russell’1n, Godel’in diisiinceleriyle paralel olan su goriislerini inceleyelim:

“Onctillerin dogru oldugunu bildigimiz i¢in (bu 6nciillerin) sonuclarina
inanmak yerine, sonuglarinin dogru oldugunu gorebildigimiz ig¢in
onciillere inanma egilimindeyiz. Fakat sonuglardan onciiller ¢ikarmak
timevarimin Oziidiir; bu nedenle matematigin ilkelerini arastirma
yontemi gercekten tiimevarimsaldir ve herhangi baska bir bilimin
genel yasalarin1 kesfetme yontemiyle 6zsel olarak aynidir.”’ 12

Goriildiigii gibi Russell, matematikte onciillerin (aksiyomlarin) dogru sonug
verirlerse kabul edilebilecegini belirtmektedir. Aksiyom olarak kabul edilecek
onermelerin dogru sonug verip vermedigi denenmelidir. Iste Russell’in bu goriisleri,
Godel tarafindan da kabul edilmektedir; aksiyomlar, sonuglar1 {izerinden a posteriori
olarak yargilamalidir.'"® Yani bu aksiyomlarin matematiksel sorularin ¢oziimiinii ve
matematiksel hipotezlerin kanmitlamasini kolaylastirip kolaylastirmadigr goriilmelidir.
Alanin sorunlarinin aydinlatilmasina yonelik ne kadar 151k tuttugu incelenmelidir.
Godelci bir tarzda ifade edersek, aksiyomlarin bu matematiksel nesneler diinyasi ve bu
diinyadaki nesneler arasindaki baglantilarin ortaya ¢ikarilmasi konusunda basarili olup

olmadig goriilmelidir.

Boylece Godel bize iki adet dogrulama ilkesi sunmaktadir. Diger taraftan bu iki
dogrulama ilkesinin ortak yonleri oldugu aciktir. Oncelikle bu dogrulama ilkelerinin
ikisi de, nesnenin gergekte nasil oldugu ve bizim nesneyi bilme bi¢imimiz arasina bir
mesafe koymaktadir. Nesnenin eldeki bilgilerimizle goéremedigimiz yonleri vardir. Iste
bu iki dogrulama ilkesinin ortak baska bir yonii bu noktada ortaya cikmaktadir. iki
dogrulama ilkesi de mutlak bir dogrulama amaciyla sunulmamaktadir. Onemli olan
teorinin (aksiyomlarin) kendisinin matematiksel sorular karsisindaki giiciidiir. Daha

spekiilatif ifadelerle belirtirsek, matematiksel nesneler diinyasinin bilgisini daha iyi

" Godel, 1964 265.

"“Bertrand Russell (1907) “The Regressive Method of Discovering the Premises of Mathematics”,
reprinted in D. Lacky (ed.) Essays in Analysis, New York: George Braziller, ss. 273-274’ten aktaran:
Brown, 2008: 32.

3 Charles Parsons (2010), “Platonism and Mathematical Intuition in Kurt Godel’s Thought,” Kurt
Godel: Essays for His Centennial, ed. Solomon Feferman vd. Cambridge University Press, Cambridge,
s.350; Brown, 2008: 33.
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veren veya bu diinyay1 daha iyi betimleyen teori en iyi teoridir ve bu iki dogrulama

ilkesi de en 1yi teoriye ulagma amactyla sunulmustur.

Bu bakimdan Godel icin bir matematik teorisinin verdigi bilginin mutlakligi,
neredeyse bir fizik teorisinin verdigi bilginin mutlakligina indirgenmektedir. Acikcasi
bu durum, Godel’in ifadelerinde de goriilmektedir. Basarili sonuglar veren, alanin
sorunlarina 151k tutan ve matematiksel sorunlarin ¢o6ziilmesi konusunda giiclii
yontemlerin ortaya cikarilmasini saglayan aksiyomlar bulunabilir ve bu aksiyomlar en

az, iyi kurulmus (well-established) bir fizik teorisi gibi kabul edilmelidir.'"*

Godel’in matematik felsefesine iliskin baska bir 6nemli nokta ise sezgi
kavramini kullanmasidir. Bu onemlidir ciinkii sezgiler bizi yaniltabilir. Bu bakimdan
bilimsel bir bilginin temeline sezgiyi koymanin ne kadar dogru bir tutum oldugu
tartismalidir. Kald1 ki, bahsi gecen sezgi tiiriiniin gorev aldigi bilimsel alan, ¢aglar
boyunca saglam, giivenilir bilginin merkezi olarak diisiiniilmektedir. Bu noktada su
sorulabilir: Matematiksel nesnelerin bilgisini edinme siirecinde sezginin rehberligine ne
kadar giivenebiliriz? Bu konu hakkinda Godel’in diisiincesini 6grenmek i¢in, onun
biitiin mesleki hayati boyunca belki de en fazla alintilanmis olan su diisiincelerini

inceleyelim:

“Bu tiirden bir algiya, yani matematiksel sezgiye, fizik teorileri
kurmamizi saglayan, gelecekteki duyusal deneyimlerimizin bu fizik
teorilerine uyacagini {imit ettiren ve dahasi, su an i¢in
kararlagtiritlamamis bir sorunun bir anlami olduguna ve ilerde
kararlastirilabilecegine inanmamiz1 saglayan duyu algisina gore daha
az giliven duymak icin bir neden gormiiyorum. Kiimeler teorisine
iliskin paradokslarin matematikte ortaya c¢ikardigi sikinti, algi
yanilgilarinin fizikte ortaya ¢ikardigi stkintidan daha fazla degildir.”' "

Godel bu sorunun cevabimi, diger pek cok goriisii ile tutarli bigimde,
matematiksel sezgiyi duyu algist ile karsilastirarak vermektedir. Oyle goriiniiyor ki,
nasil duyu algis1 fiziksel dis diinyaya iliskin bilgimizin olusmasini sagliyorsa,
matematiksel sezgi de, matematiksel nesnelerin (daha da o6zelde kiimeler teorisinin
sonsuza iligkin nesnelerinin) bilgisine ulasmay1 saglamaktadir. Ayrica matematiksel

sezgiye mutlak olarak giivenemeyiz. Elbette matematiksel sezgi de bizi yaniltabilir.

1% Godel, 1964: 265.
15 Godel, 1964: 271.
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Diger taraftan zaten algi yanilgilarnn sonucu duyu algisma da mutlak olarak
giivenemeyiz. Matematiksel sezgiye en azindan, duyu algisina giivenebildigimiz kadar

giivenebiliriz.

Biitiin bu goriisler Godel’in felsefi diistinceleri hakkinda genel bir yap1
sunmaktadir. Matematiksel nesnelerin nesnel varliklarin1 kabul etmek, fiziksel
nesnelerin nesnel varligin1 kabul etmek kadar akla uygundur ve matematiksel nesnelerin
bilgisine sahip olmak, fiziksel nesnelerin bilgisine sahip olmaktan ilkece farkli degildir.
Nasil duyu algis1 fiziksel nesneleri algilamamizi sagliyorsa, matematiksel sezgi de
matematiksel nesneleri algilamay1 saglamaktadir. Fakat duyu algis1 yardimiyla fiziksel
nesneleri olduklar1 gibi algilayamadigimiz gibi, matematiksel sezgi yoluyla da
matematiksel nesneleri oldugu gibi algilayamiyoruz. Kiimeler teorisinde ¢ikan
paradokslarin bir nedeni, mevcut matematiksel sezgilerin matematik¢ileri yanmiltmis
olmasidir. Fakat bu paradokslar matematigin biitiinii ele alindiginda biiyiik bir sorun
degildir. En azindan algi yamilgilarinin fizikte ortaya cikardigi teorik sorunlar kadar
onemli degildir. Yine de matematiksel sezgilerin bizi her zaman yaniltabilecegi agiktir.
Bu yiizden nasil fizik teorilerini daha bastan mutlak bilgi veren bir ¢erceve olarak kabul
etmiyorsak, kiimeler teorisi gibi matematiksel teorileri de bastan mutlak bilgi veren bir
cerceve olarak kabul edemeyiz. Fakat bu durum matematiksel teorinin adim adim

mutlakliga ulasmayacagi anlamina gelmez.

Diger taraftan Godel’in matematik felsefesine iligskin goriislerinde agik olmayan
onemli bir nokta vardir. Matematiksel sezginin tam olarak ne oldugu, Godel’in diisiince
sistemde acik degildir. Ornegin bu kavramin, sezgi kavraminin modern felsefede yaygin
olarak kullanildig1 bicimiyle, dogrudan kavrayis anlami tasimadig aciktir. Bu yilizden
Godel’in diisiince sisteminde temel bir yer isgal eden bu kavram daha ayrintili bi¢imde

incelenmelidir.

Oncelikle Godel, siireklilik sorununu ele aldigi bu makalede Brouwer gibi
matematikcilerin siireklilik sorununu bos ve anlamsiz goérmesini elestirmektedir.
Hipotezin bir dogruluk degeri vardir fakat bunu gorebilmek icin sonsuz kiimeler
teorisinin belirli bir nesnel gercekligi betimledigini géormek gerekir. Bu dyle bir nesnel
gercekliktir ki, bu nesnel gerceklik icinde siireklilik hipotezi dogru veya yanlis olmak
zorundadir. Siireklilik hipotezin dogruluk degerine heniiz karar verilememis olmasi,

aksiyomlarin bu gercekligin tam bir betimlemesini vermemesidir. Biitiin bunlar
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degerlendirildiginde siireklilik hipotezinin anlamsiz, siireklilik sorununu ¢6zmeye
calismanin ise bos bir ugras olmadigi ortaya c¢ikar. Godel’in bu makaledeki ana
iddialarindan biri budur ve matematiksel sezgi kavraminin sonsuz kiimeler teorisinin

nesnelerinin bir algis1 olarak sunulmasi boyle bir amaci barindirir.

Fakat Godel icin matematiksel sezginin sadece boyle bir islevi yoktur. Godel’in
farkli goriislerinde, matematiksel sezgiye iliskin farkli ve temelli anlamlar bulmak
miimkiindiir. Ornegin Godel’in kendi eksiklik teoremleri iizerine yaptigi yorumlardan
biri olan su 6nermede matematiksel sezgi kavraminin farkli bir boyutunu goriilmektedir:
“Insan tini, biitiin matematiksel sezgileri formiile etme (yani onlar1 mekaniklestirme)
yetisine sahip degildir.”''® Bu onermede matematiksel sezgi kavrami daha cok
matematikcinin matematiksel sorularla miicadele ederken kazandigi deneyimler,
bulgular ve 0Ozellikle matematik¢ilerin sahip oldugu sorun ¢6zme yollart olarak
karsimiza cikmaktadir. Bu bakimdan matematiksel sezgi kavramini geleneksel olarak
aklin bir erdemi olarak ele alinan diisiinme kavramindan ayirmak miimkiin degildir.
Acikcas1 Godel lizerine arastirma yapan arastirmacilarin pek c¢ogu tarafindan da bu
durum dikkate alinmistir. Ornegin Roger Penrose, Godel’in matematiksel sezgi
kavramin1 eksiklik teoremleri iizerinden acgiklamaya c¢alisir ve bu agiklamada
matematiksel sezgi kavrami ile diisiince ilkesi kavrami arasinda benzerlik kurar.
Penrose’a gore Godel, sistemi karsisina alip “diisiinceye dalarak” ve bu sistemin
aksiyomlar1 ve kurallariyla ulagilamayacak bir dogru bildirime sezgiyle ulasarak onu

kodlayabilmistir. Bu, diisiince ilkesi ad1 verilen genel bir yéntemin 6rnegidir.'"’

Benzer bir agiklama, bu konu iizerine genis bir inceleme yapmis olan Charles
Parsons tarafindan da dile getirilmistir. Charles Parsons’in “Kurt Godel’in
Diisiincesinde Platonculuk ve Matematiksel Sezgi” adli 6nemli makalesinde de modern
anlamiyla sezgici bir Godel ile karsilasmiyoruz. Parsons, Godel’in biitiin yasami
boyunca yaptig1 calismalarda sezgi kavramini aradig1 ve bu kavramin hangi anlamlarda
kullanildigin1 arastirdigi makalesinde, Godel’in sezgi anlayisinin, sezgi ve akil
kavramlarinin birbirinden kesin ¢izgilerle ayrilmadigi Kant 6ncesi gelenekle baglantisi

oldugunu ve Gédel’in daha cok akil temelli bir teoriyi amacladig goriisiindedir.'®

"1 Casti ve Depauli, 2004: 203.
17 penrose, 2000: 131.
18 parsons, 2010: 327.
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Oyle goriiniiyor ki matematiksel sezgi, Godel bu kavrami bize her ne kadar
spekiilatif konular ve kavramlar etrafinda tanitmis olsa da, matematiksel sorunlarin
cOziimiinii saglayan fakat heniiz kesfedilmemis olan yollar1 ve ilkeleri kesfedebilme
becerisidir. Bu yorum Godel’in siireklilik sorununu tartistigit makalede matematiksel
sezgiye vermis oldugu islev ile tutarsiz degildir. Ornegin Godel makalesinde sunu ifade
etmistir: “Cantor’un siireklilik hipotezi gibi sorunlarin kararlastirilmasini saglayacak
yeni matematiksel sezgiler (...) tamamen miimkiindiir.”'" Bu yargi, Godel’in
makalesinde matematiksel sezgiye verilen islevin en acik bi¢imde ifade edildigi yargidir
ve siireklilik hipotezi tiiriinden sorunlarin ¢éziimiinii saglayacak yeni kesiflere veya bu
kesifleri saglayacak beceriye isaret etmektedir. Kiimeler teorisinin sonlu otesi
nesnelerinin daha iyi algilanmasi ile ¢6ziilmemis matematiksel sorunlarin ¢oziilmesi
arasindaki iliski apaciktir. Ayrica Godel’in, insan tininin biitiin matematiksel sezgilerin
mekaniklestirilemeyecegi yorumunu yaparken geldigi nokta, insamin yeni kesifler

yapabilmesini saglayan zihinsel becerilerin mekaniklestirilemeyecegidir.

Godel, Platoncu yoniiyle XX. yiizyillda pek karsilasmadigimiz tiirden bir
matematik filozofudur. Matematiksel sezgi kavrami ise onun diisiince sisteminde temel
bir yeri isgal etmektedir. Bizim i¢in ise bu kavram, Godel’in diisiincelerinin hangi
felsefi konumda temellendirilebilecegi acisindan Oonemlidir. Bu yiizden bu kavramin
anlammi aramaya devam edecegiz. Bunu ise GoOdel’in matematigin temelleri ve

celiskiler konusundaki goriisleri inceleyerek yapacagiz.

2.4 Godel’in Matematigin Temelleri ve Celiskiler Konusundaki Goriisleri

Godel’in eksiklik teoremlerinin matematigin kesinligi ve giivenilirligi a¢isindan
neyi ifade ettiginin ve onun felsefi goriislerinin felsefe icinde hangi noktada
konumlandirilabileceginin sorgulandigi bu calismada son olarak, Godel’in matematigin
temelleri ve XX. yiizyilin basinda ¢ikan celigkiler hakkindaki goriisleri incelenecektir.
Ciinkii Godel sadece kesiflerini ortaya koymakla kalmamis, aym1 zamanda kendi

kesiflerini matematigin temelleri ve celigkiler konusu iizerinden yorumlamaistir.

19 Godel, 1964: 271.
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Godel’in matematigin temelleri ve celiskiler konusundaki goriislerinin en agikca
goriilebilecegi yazisi, onun Oliimiinden sonra ortaya ¢ikan pek cok yazisindan biri olan
ve 1961°de kaleme aldig diisiiniilen Felsefenin Isiginda Matematigin Temellerinin
Modern Gelisimi'® adin tagiyan bir miisveddedir. Bu miisvedde kendisine o siralar
yeni iiyesi oldugu Amerikan Felsefe Toplugu tarafindan gonderilen ve yakin zamanda
yapilacak bir kongreye istedigi bir konu ile katilmasinin rica edildigi bir mektuba
ilistirilmis halde bulunmustur ve bu yiizden metnin bir kongre metni olarak hazirlandig
diisiiniilmektedir."”*' Bu metin Godel’in felsefi goriislerinin belki de en acik bicimde
goriilebilecegi metindir ve ayni zamanda Godel’in nasil bir matematigi arzuladigi

hakkinda da ipuglar1 vermektedir.

Bu metinde Godel ele alacagi sorunlari felsefi acidan degerlendirmek igin
oncelikle farkl felsefi tutumlar metafizige uzakliklar1 veya metafizigi reddetmelerine
gore kabaca iki ayr1 gruba ayirmaktadir. Metafizige daha yakin olan sag grup ruhguluk,
idealizm ve teolojiden olusmaktayken, metafizige uzak olan sol grup siiphecilik,
maddecilik ve olguculuktan olusmaktadir. Diger felsefi tutumlar bu sag ve sol grubun
arasindaki bolgeye yerlestirilebilir. Godel bu konuda bazi1 6rnekler vermistir fakat bu
orneklerden konumuzla iligkili en Onemlisi aprioricilik (deneyden bagimsizcilik) ve

deneyciligin konumlaridir. Deneycilik sola, aprioricilik ise saga ait felsefi tutumlardir.

Bu noktadan sonra Godel bilindik bir genel yorum olarak, felsefi gelisimin
yoniiniin Ronesans’tan bu yana sag taraftan sol tarafa dogru yoneldigini belirtmistir.
Ozellikle bu yonelis fizikte tepe noktasina ulasmistir. Bu genel anlamda teorik bilimin
sonudur. Ayni zamanda bu yonelis zamanin ruhunu olusturmaktadir. Zamanimizin ruhu

sola daha yakindir.

Matematik ise a priori dogas1 geregi kendinden saga egilimlidir ve bu yiizden
zamanimizin sola yakin olan ruhuna uzun bir siire boyunca direnmistir. Ornegin deneyci
matematik teorileri yaygin bir destek gormemistir. Aksine matematik eskisine gore ¢ok
daha fazla soyutlagsma egilimi gostermistir. Bu yiizden matematik, temellerindeki saflig

kaybetmistir.

Kurt Godel (1961), “The Modern Development Of The Foundations Of Mathematics In The Light Of
Philosophy”, Kurt Godel: Collected Works, Volume III: Unpublished Essays and Lectures, Oxford
University Press, 1995, New York, ss. 374-387.

a0 Wang (1996), A Logical Journey: From Gdodel to Philosophy, MIT Press, Cambridge,
Massachusetts, s.155.
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En sonunda XX. yiizyillin basinda, kiimeler teorisinde antinomiler ve
matematigin merkezinde sozde paradokslar ortaya ¢ikmistir ve bunlar, siipheciler ve
deneyselciler tarafindan sol yonlii bir ayaklanma icin abartilmistir. Sozdedir ve
abartilmistir, cilinkii Oncelikle bunlar gercekte matematigin  merkezinde degil,
matematigin felsefeye yakin olan sinirlarinda ortaya cikmustir. ikinci olarak bu
paradokslar en azindan teoriyi anlayan kisiler i¢in apagik olacak sekilde zaten
giderilmigtir. Fakat zamanin ruhu yiiziinden matematik¢ilerin ¢ogu, matematigin
“dogruluklar sistemi” degerini reddetmistir. Matematik¢inin yapabilecegi tek seyin,
aksiyomlardan (bu aksiyomlarin gecerliligini dogrulama geregi duymadan) teorem
tiiretmek oldugu diisiiniilmiistiir ve bu durum gercekte matematigi deneysel bir bilim

haline getirmektedir.

Bu duruma tepki felsefeden ziyade yine matematikten gelmistir ve Hilbert’in
bicimselciligi ortaya ¢cikmistir. Fakat onun bi¢cimselciligi de zamanin sola yakin ruhunun
etkisinde kalmistir. Hilbert bicimselciligi bir yandan matematigin a priori dogasi, diger
taraftan zamanin ruhu arasinda bir orta yol bulmaya calismistir. Bir yandan zamanin
ruhuna uyularak matematige temel olan aksiyomlarin hi¢bir sekilde dogrulanamayacagi
ve aksiyomlardan teorem tiiretmenin sadece hipotetik anlamda bir degeri oldugu
savunulmustur. Ayrica aksiyomlardan teorem ¢ikarma isi, kesin kurallar ve simgeler ile
oynanan bir oyun haline getirilmistir. Diger taraftan matematigin saga yakin dogasina
uyularak matematiksel bilgiye giivenli (¢eliskilerden temizlemis) bir temel bulunmasi
ve her matematiksel hipotezin dogruluk degerinin kararlastirilabilir olmas1 gerektigi

savunulmustur.

Bu noktada Godel artik eksiklik teoremlerinin kendisi agisindan neyi ifade
ettigini belirtir. Godel’e gore eksiklik teoremleri, matematigin saga yonelimli eski
yaklagimlarinin, zamanin sola yonelimli ruhuna uyacak bi¢imde kurtarilamayacagin
gostermektedir. Su halde secilebilecek iki yol vardir. Birincisi zamanin ruhuyla ¢elisen
bu saga yonelimli eski matematik anlayisindan vazgecilmelidir. ikincisi ise her ne kadar
zamanin ruhuyla celigse de bu eski anlayis muhafaza edilmelidir. Godel’e gore birinci
yol zamanin ruhu ile uyusmaktadir ve bu yiizden genel olarak izlenen yol budur. Fakat

aslinda bu yol tamamen olumsuzdur.
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Aslinda yapilmasi gereken sey, gerek felsefe ve gerek matematikte sag ve sol
arasinda bir orta yol veya biresim bulmaktir. Ayrica agikcasi1 Hilbert de bunu yapmaya
caligmistir fakat bu ara yolu bulmak konusunda Hilbert’in izledigi yolun eksiklikleri
vardir. Agikcasi bu orta yol matematigin kesinligini, matematigi maddi sistemlere, yani
fiziksel simgeler ¢ikarimina yansitarak saglama almaya calismak degildir. Bundan
ziyade, bu tiirden mekanik sistemlerin kurulmasini saglayan soyut kavramlarin bilgisi
derinlestirilmeli ve bundan sonraki asamada, biitiin anlamli matematiksel sorunlarin

coziilebilmesini saglayacak seziler ve fiili yontemler aranmalidir.

Peki, bu soyut kavramlarin bilgisi nasil derinlestirilebilir? Bunun cevabi, bu
kavramlarin anlamlarin1 daha da acik kilmaktir. Bu amag i¢in Godel agik¢a Husserl’in

fenomenolojisini  nermektedir.'**

Fenomenoloji sayesinde hem mevcut soyut
matematiksel kavramlar hakkinda daha detayli bilgi edinebiliriz hem de simdiye kadar
bilmedigimiz yeni temel kavramlara ulasabiliriz. Ayrica bu siire¢ daha {iist bir asamada,
mevcut aksiyomlardan mantiksal olarak tiiretilemeyen yeni aksiyomlara ulasmayi
saglayabilir. Bu ise biitiin anlamli matematiksel hipotezlerin dogruluk degerine karar

vermeyi saglayacaktir.

Bu noktaya kadar metnin, Godel’in bu metindeki temel kavramlarini es
gecmeden, genis bir Ozetini sunduk. Bu metindeki goriisler, eksiklik teoremlerinin
matematigin kesinligi acgisindan neyi ifade ettigi ve Godel’in felsefi acidan hangi
tutumlara daha yakin olduguna odaklanan bu c¢alisma i¢in ¢ok Onemli veriler
sunmaktadir. Biz bu noktada Godel’in diisiincelerini  Hilbert’in  goriisleri ile
karsilastirarak ¢oziimlemeye ve daha acik hale getirmeye calisacagiz. Bunun igin
Godel’in goriislerinin hangi noktalarda Hilbert’in goriisleriyle uzlastigini ve hangi
noktalarda uzlasmadigini inceleyecegiz. Bu hem Godel’in goriiglerini daha iyi anlamayi
hem de bu ¢alismada incelenen temel konulara iliskin daha genis bir bakis agisini elde

etmeyi saglayacaktir. Oncelikle bu iki matematikcinin uzlastiklari noktalar1 inceleyelim.

Nasil Hilbert’te temel matematik ile matematigin diisiinsel veya soyut alani
ayrimi varsa, Godel’de de kabaca matematigin merkezi ile matematigin felsefeye yakin

boliimii ayrimi vardir.

22 Husserl’m fenomonolojisi yardimiyla matematiksel kavramlarin anlamlarinin nasil daha acik hale

getirilebilecegi ve Godel’in fenomenolojiden bekledigi yarar ile ilgili genis bir a¢iklama ¢alismasi icin
bkz. Richard Tieszen (1995), “Mathematics”, The Cambridge Companion to Husserl, ed. Barry Smith ve
David W. Smith, Cambridge University Press, New York, ss. 438-462.
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Iki matematikci de, kiimeler teorisindeki paradokslarin matematigin merkezinde
cikmadig goriisiindedir. Bunlar, Hilbert icin matematigin diisiinsel alaninda, Godel’e
gore ise matematigin felsefeye yakin alaninda ¢ikmistir. Bu yilizden iki matematikci igin
de bu paradokslar gercek paradokslar degil, sozde paradokslardir ve ayrica matematigin
kesinligine hi¢bir zarar getirmezler. Dahasi Godel’in bildirdigine gore bu sorunlar zaten

cOziilmiistiir.

Hilbert icin bu paradokslarin ¢ikis nedeni dildir. Matematikte olagan dilin
kullanilmast bu paradokslarin ortaya ¢ikmasim1 saglamistir. Bunlar matematiksel
kavramlarin anlamlar iizerinden ¢ikarilmistir. Godel’e gore ise bu paradokslarin ortaya
cikis nedeni, bir Onceki boliimde de incelendigi gibi, o zamanki matematiksel sezgilerin
matematikcileri kiimeler teorisinin sonlu 6tesi nesneleri konusunda yaniltmis olmasidir.
Bu noktada iki matematik¢inin goriigleri birbirine uzak goriinse de durum bdyle
degildir. Ciinkii Godel, bu nesneler ile ilgili sezgilerimizin giiclenmesi i¢in, kavramlarin
anlamlarinin derinlestirilmesini ve daha acik bir hale getirilmesini Onererek yine dilsel

konulara yaklagir.

Son olarak hem Hilbert hem de Godel, biitiin dogru-yanlis sorularinin
coziilebilecegini, yani biitiin matematiksel hipotezlerin dogruluk degerine karar
verilebilecegini diisiinmektedir. Bu konu eksiklik teoremleri ve sonuglari iizerine

yapilan genel yorumlar agisindan 6nemli bir noktadir.

Godel ve Hilbert’in uzlagsmadiklar1 noktalar1 inceledigimizde ise sunlarla
karsilasiyoruz: Hilbert bu paradokslar1 onlemek i¢cin matematiksel nesnelere iliskin
kavramlarin anlamlarin1 yok etme, en azindan bu anlamlar1 matematiksel caligmalarda
temel almamay1 6nermistir. Anlami yok etmek, anlam iizerinden cikacak celiskileri de
Onleyecekti. Godel ise bunun miimkiin olmadigini, matematigin bi¢imsel olarak
caligilarak anlami es gecmenin sorunlar1 ¢cozmeyecegini gosterdigi eksiklik teoremlerini
ortaya koymasindan yillar sonra bu metinde, yapilmasi gereken seyin anlamlar1 yok
etmek degil, aksine anlamlar1 derinlestirmek ve daha acik hale getirmek oldugunu ileri

suirmektedir.

Godel ve Hilbert’in uzlagsmadiklar1 baska bir konu aksiyomlarin dogrulugu

konusudur. Hilbert en azindan matematikteki kiimeler teorisinin aksiyomlar1 gibi soyut
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varsayimlarin ve sadece bu varsayimlardan cikan teoremlerin bir dogruluk degerine
sahip olmadigini diisiinmektedir.'* Yani bunlarla ilgili matematiksel sorular, dogrudur-
yanligtir sorular1 degildir. Bu tipte Onermelerin en fazla kullamigliligina bakilabilir.
Fakat bunlarin kullanisli olup olmadigi incelenmeden o©nce, matematigin somut
dogrulartyla celisip celismedigi goriilmelidir. Godel icin ise matematikte ne kadar soyut
olurlarsa olsun biitiin aksiyomlarin anlamli olduklar siirece bir dogruluk degeri vardir.
Belirli bir anlama sahip olmayan aksiyomlar ise zaten aksiyom sayilamazlar. Su halde
Hilbert’in oncelikle deneysel fayda bekledigi yerde, Godel akil temelli bir sezgiyi
aramaktadir. Diger taraftan Godel’in bir onceki boliimde goriildiigii gibi deneysel
faydayr diglamadigini da belirtelim. Bazi aksiyomlarin alanin sorunlarinin ¢oziimii
konusunda 151k tutmasi, yeni basarili sorun ¢6zme yollarinin kesfedilmesini saglamasi
gibi deneysel faydalar Godel tarafindan dislanmamaktadir. Fakat Oyle goriiniiyor ki,

Godel icin matematiksel sezgi deneyden 6nce gelmektedir.

Bu karsilastirmali sonuglarin disinda ele aldigimiz temel sorunlar ile ilgili bazi
baska onemli sonuclar da vardir. Oncelikle bu metin, Godel’in matematiksel sezgi
kavraminin anlami acisindan 6nemli bir metindir ve burada matematiksel sezgi
kavraminin tam olarak olmasa da bir tanimi verilmektedir. Bu tanim karsimiza
matematiksel sorunlarin ¢Oziimiinii saglayacak seziler ve fiili yontemler olarak
cikmaktadir. Ayrica bu tamim, Godel’in bir Onceki boliimde aktarmis oldugumuz
“Cantor’un siireklilik hipotezi gibi sorunlarin kararlastirilmasimi saglayacak yeni
matematiksel sezgiler (...) tamamen miimkiindiir” ifadesiyle birlikte ele alindiginda
Godel’in  matematiksel sezgi kavraminin anlami konusunu daha fazla acgikliga

kavusturmaktadir.

Godel’in diisiince sisteminde daha gii¢lii matematiksel sezgiler ise, daha fazla

aksiyoma ulagsma ve celiskiler ile daha az karsilasma olasiligi anlamina gelmektedir.

2 Aslinda Hilbert’in genel goriisleri incelendiginde bu hususun biitiin matematiksel aksiyomlar1

kapsayacak bicimde genisletilebilecegi iddia edilebilir. Zaten Godel de Hilbert’in goriislerini bu bicimde
ele almaktadir. Acikcast Hilbert’in diisiince sisteminde boyle bir iddiay1 destekleyecek apagik deliller de
bulmak miimkiindiir. Ornegin matematiksel olgular arasindaki bagintilarin kavramlar arasi iliskilere
karsilik geldigi kavramlar arasi mantiksal bir yapi insa etmenin keyfiligi fikri, her ne kadar bu insada
tutarlilik ve eksiksizlik ozellikleri aransa da bir delil olarak degerlendirilebilir. Diger taraftan anmis
oldugumuz genisletilebilirlik iddiasinin tam olarak kanitlanmasi i¢in Hilbert’in hi¢gbir matematiksel
aksiyomun sezgisel veya baska bir tarzda dogrulanamayacagini ileri siirmesi gerekir. Biz en azindan
kendi arastirmalarimizda boyle bir iddia ile karsilagmadik. Fakat Hilbert’in kiimeler teorisinin
aksiyomlarinin dogrulanabilirligi konusundaki goriisleri aciktir ve Hilbert bu konuda deneyci bir tutum
benimser.
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Fenomenoloji ise matematikteki soyut kavramlarin anlamlarmi (ve dolayisiyla bu
kavramlarin isaret ettigi nesnelerin bilgisini) derinlestirmek ve daha acgik kilmak,
boylece matematiksel sezgileri giiclendirmek icin bir ara¢ olarak sunulmustur. Sunu

belirtebiliriz ki bu 6zellikle akilci felsefelerde goriilen bir tutumdur.

Son olarak matematiksel bilginin niteligi hakkinda da bazi sonuglara ulasiyoruz.
Godel’in “matematigin a priori dogas1” soziinden de goriilebilecegi gibi matematiksel
bilgi 6ziinde a priori bir bilgidir. Yani bu bilgi tiiriiniin dogrulugu temelde deneye
dayanmaz. Matematiksel bilginin, daha da 6zelde aksiyomlarin dogrulugunu gérmenin

ve yeni aksiyomlar bulmanin temelinde matematiksel sezgi vardir.

Fakat bu durum Godel’in aritmetiksel bilgiyi Frege’nin diisiindiigii anlamda
analitik olarak degerlendirmedigini de gostermektedir. Frege’nin matematigin mantiga
indirgenebilecegini gosterme cabalarinin amaglarindan birinin, aritmetiksel bilginin
Kant’in diistindiigiiniin aksine zaman ve mekanin sezgisine dayanmadigin1 gostermek
oldugunu hatirlayalim. Godel’e gore ise hem aritmetigin, hem de kiimeler teorisinin —

mevcut ve gelecekte kesfedilecek olan- aksiyomlarina sezgi ile ulasilabilir.'?*

Peki, Godel acisindan matematiksel bilginin Kant’in da iddia ettigi gibi a priori
sentetik oldugunu iddia edebilir miyiz? Bununla ilgili net bir veri yoktur ve bu konuda
heniiz bir yorum da yapilmamistir. Bunun baslica nedenlerinden biri Godel’in eksiklik
teoremlerinin, matematigin temellerine iliskin kendi goriislerine gore daha fazla ilgi
bulmas1 ve daha ¢ok arastirmaya konu olmasidir. Bu arastirmalarda ikinci sirayi

Godel’in Platonculugu ve matematiksel sezginin neligi almaktadir.

Gerci eksiklik teoremlerinin higbir tartismaya yer birakmayacak bicimde
aritmetiksel bilginin sentetik oldugunu gosterdigi yorumu yalpllrmstlr.125 Fakat bu
yorum 6ncelikle Godel’in kendi diisiincesini sunmaz. Ikinci olarak eksiklik teoremleri
baska hicbir veri olmadan tek bagina ele alindiginda bize gore sadece Frege ve
Russell’in mantik¢t projesinin amaglarina ulasamadigini gosterir. Zaten genel yorum da

bu bi¢imdedir.

124 Otdvio Bueno (2010), “Philosophy of Mathematics”, Philosophies of the Sciences - A Guide, ed. Fritz

Allhoff, Blackwell Publishing, Oxford, s.74
125 Odifreddi, 2011: 73.
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Diger taraftan Godel’in “Cantor’un Siireklilik Hipotezi Nedir?” adl
makalesindeki goriislerini ve bu metindeki goriislerini bir arada ele aldigimizda,
Godel’e gore en azindan aritmetigin ve kiimeler teorisinin bilgisinin sentetik oldugu
sonucu ¢ikmaktadir. Ciinkii bu alanlarin bilgisi daha Onceden bilmedigimiz ve saf
mantiksal ilkelerle ulasamayacagimiz yeni bir sey soyler ve bu bilgi zihnimizden
bagimsiz bir varlik alan1 hakkindadir. Fakat matematiksel bilgi Kant’in iddia ettigi gibi
duyu algisinin formlaria veya sadece duyu algisimn formlarina dayanmaz.'*® Ozellikle
matematigin temelini olusturan soyut Ogelerin bilgisine duyu algist ile ulasilamaz.
Ayrica bu ogeler fiziksel diinyanin disinda ama kendi basina bir nesnel varlik alanini
betimler. Bu varlik alani ile bizim aramizdaki baga temel olan bagka bir sey olmasi
gerekmektedir. Iste bu matematiksel sezgidir. Matematigin temelini olusturan 6gelerin

bilgisini matematiksel sezgi verir.'?’

Oyle goriiniiyor ki Godel, “7+5”in “12” etmesinin bilgisi ile matematigin
temellerini olusturan bilgilerin, 6érnegin matematigin ilkelerini olusturan aksiyomlarin
ve bu aksiyomlar1 olusturan soyut kavramlarin bilgisini birbirinden ayirmaktadir.
“7T+5=12" tiiriinden bilgilerin temeline duyu algis1 ve formlar1 koyulabilir. Fakat
matematigin ilkelerini olusturan bilgilerin temeline duyu algis1 ve formlar1 koyulamaz.
Godel bu tiirden bilginin temeline, yani matematigin ilkelerinin bilgisinin temeline
matematiksel sezgiyi koymaktadir. Boyle bir kabulden ¢ikacak sonug ise, matematiksel
bilginin yine —a priori- sentetik olmasidir. Diger taraftan bu a priori sentetikligin

Kant’in 6zgiin anlayisindan farklar1 oldugu agiktir.

Biitiin bu veriler ¢ercevesinde artik eksiklik teoremlerinin matematiksel kesinlik
acisindan neyi ifade ettigi ve Godel’in matematik felsefesine iliskin goriislerinin

felsefenin hangi konumunda temellendirilebilecegi sorularinin cevabi verilebilir.

126 Godel, 1964: 271.
27 Godel, 1964: 272.
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3. YORUMLAR

Calismanin bu noktasina kadar, eksiklik teoremlerine giden siire¢ ve bu
teoremlerin sahibinin felsefi goriisleri miimkiin oldugunca acgik ve basit bicimde ortaya
konulmaya calisilmistir. Eksiklik teoremlerin elbette 6nemli ve kafa karistiric1 sonuglari
vardir. Gergekten de bu teoremler ¢ok farkli konularda cok farklt yorumlara temel

olmustur. Fakat biz bu c¢alismada sadece su dort sorunun cevabini verebilmeyi

umuyoruz:
1. Dogruluk-kanit iligkisi bakimindan eksiklik teoremlerinin 6nemi nedir?
2. Eksiklik teoremleri, Hilbert bigimselciligi acisindan neyi ifade eder?
3. Matematigin kesinligi acisindan eksiklik teoremleri neyi ifade eder?
4. Godel’in eksiklik teoremleri ve Platonculugu hangi bilgi felsefelerini destekler?

Kolayca fark edilebilecegi gibi bu sorular birbirlerinden tam olarak bagimsiz
sorular degildir. En azindan bu sorularin cevaplar1 birbirinden bagimsiz degildir.
Calismanin bu noktasinda bu sorularin yamitim vererek, Godel’in teoremlerinin

anlaminin ne oldugunu ve dolayisiyla ne olmadigini da belirlemeye ¢alisacagiz.

3.1 Dogruluk-Kamt iliskisi Bakimindan Eksiklik Teoremlerinin Degeri Nedir?

Dogru her matematiksel dnerme kanitlanabilir mi? Bu soru, gercekten dogru her
matematik onermesine birer kanit getirilebilip getirilemeyecegini sorar ve bu calismada
Godel’in eksiklik teoremleri iizerinden cevabi aranan en temel sorulardan biridir.
Kolayca ifade edilebilir fakat olabildigine tiimel sorudur. Bu 6yle bir tiimelliktir ki, bu
tiimellik soruyu matematigin temelleri konusunun en temel sorularindan biri haline
getirir. Hilbert¢i cercevede ise bu soru matematiksel dogrulugun, bir bi¢gimsel sistemin

aksiyomlarinda teorem olmaya indirgenip indirgenemeyecegi biciminde anlagilabilir.

Eger Hilbert programi 0zgiin amaglar1 ile hedefine ulasabilseydi, matematigin
bir biitiin olarak bicimsellestirilebilecek ve bu soruya olumlu cevap verilebilecekti.
Baska bir ifadeyle, matematiksel her dogru bu sistemdeki bir teoreme, bu sistemdeki her

teorem ise matematiksel bir dogruya karsilik gelecekti. Yani, kanitlanabilir 6nermeler
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ile dogru Onermeler arasinda niceliksel bir fark olmayacakti. Fakat bu miimkiin

olmamusgtir.

Fakat GoOdel bunun miimkiin olmadigini gostermistir. Bu sonu¢ Godel’in
eksiklik teoremlerinin en acgik sonucudur. Godel, sonlu sayida aksiyom ve yine sonlu
saylida kanitlama yontemini temel alarak dogru her matematiksel 6nermeye bir kanit
getirilemeyecegini gostermistir. Su halde dogru oldugu sezgisel veya baska bir tarzda
reddedilemeyecek bicimde goriilebilen fakat dogrulugu kanitlanamayan matematik
onermeleri her zaman olacaktir. Dogru Onermeler kanitlanmis Onermelere gore her
zaman daha fazla olacak, bu iki nicelik arasindaki fark kapanmayacaktir. Bir italyan
matematikcinin esprili bir benzetmeyle belirttigi gibi, suclu oldugu apacik goriilen ama

bu su¢lulugu kanitlanamayan mafya tiyeleri, matematikte her zaman olacaktir.'*®

Bu noktada su dogru anlasilmalidir ki, Godel’in eksiklik teoremleri, belirli bir
matematiksel sorunun ebediyen ¢oziilemeyecegini gostermez. Goldbach hipotezini ele
alalim. Her matematiksel hipotez gibi bu hipotez icin de su iic durum gecerlidir:

1. Hipotezin dogru oldugu kanitlanabilir.

2. Hipotezin yanlis oldugu kanitlanabilir.

3. Hipotezin dogruluk degerine (mevcut aksiyom ve kanitlama yontemleriyle)
karar verilemeyecegi kanitlanabilir.

Eksiklik teoremleri Goldbach hipotezi gibi belirli bir hipotez icin, bu hipotezin
birinci ve ikinci maddelerdeki sonuclardan herhangi biriyle sonuglanmayacagini
sOylemez. Yeni aksiyomlar ve kanitlama yontemlerinin yardimiyla bu miimkiindiir.
Fakat eksiklik teoremlerinden ¢ikan sonug¢, matematiksel bilgi bu yeni aksiyom ve
kanitlama yontemleriyle genisletilse bile, dogruluk degerine karar verilemeyecek yeni

hipotezlerin ortaya ¢ikmasinin kesin oldugudur.

Su halde her zaman ¢6ziim bekleyen yeni sorular, yeni kanitlama yontemleri,

yeni aksiyomlar kesfedilecektir ve matematik hi¢cbir zaman bitmeyecektir.

3.2 Eksiklik Teoremleri, Hilbert Bicimselciligi Acisindan Neyi ifade Eder?

128 Odifreddi, 2011: 71.
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Giintimiizde matematik felsefesinde bicimselci gelenekten bahsedildiginde akla
ilk gelen isimlerden biri David Hilbert’tir. Hatta Hilbert, XX. ylizyilin ilk yarisinda

matematiksel bicimcilik denilince akla gelen ilk isimdir.

Yalniz su net olarak belirlenmelidir: Hilbert naif bir bicimselci degildir. En
azindan Hilbert’in diisiince sisteminin ana unsuru bicimselcilik degildir. Ornegin
Hilbert’in ana amac1 biitiin matematiksel nesnelerin 0zii itibariyle anlamsiz simgeler
toplulugu oldugunu gostermek degildir. Aslinda Hilbert, matematiksel nesnelerin varlig
ve bu varligin ne cesit bir varlik oldugu sorunuyla pek ilgilenmemistir. Hilbert’in

diisiince sisteminde bu ¢ercevede bir varlik felsefesi bulamayiz.

Matematiksel arastirma siirecinin 0zii itibariyle anlamsiz simgeler iizerinden
yapilmasi fikri Hilbert’in diisiince sistemine, Russell paradoksunun ortaya ¢ikmasindan
sonra girmistir. Onun Russell paradoksu ile ilgilenmedigi donemindeki yapiti olan
Geometrinin Temelleri yapit1 bu konuda en acik delildir. Geleneksel geometriye yeni bir

aksiyomatik yap1 saglama amaciyla ortaya konulmus bu yapitta bicimselcilik yoktur.

Russell paradoksunun ortaya c¢ikmasindan sonra bigimselcilik, Hilbert’in
diisiince sistemine agirhigim siirekli olarak artirarak girmistir. Fakat onun diisiince

sisteminde bicimselcilik bir amag degil aragtir.

Bu aracin baglica islevi matematiksel caligmalarda giindelik (olagan) dili yok
etmek, matematiksel kavramlarin anlamlarin1 tamamen etkisizlestirmek ve bdoylece
dilde olusabilecek c¢eliskilerin matematigi etkilemesini Onlemektir. Fakat Godel,
matematikte anlamin etkisizlestirilmesiyle celigkili onermelerin matematikten tamamen
kovulamayacagim gostermistir. Anlamsiz simgeler topluluguyla da ¢eliskili onermeler

veya antinomiler (6rn. G 6nermesi) kurulabilmektedir.

Bu aracin ikinci islevi ise, onceki boliimlerde genis bicimde ele aldigimiz bir
tutarlilik kanitlama yontemini saglamasiydi. Fakat bu kanitlama yonteminin Hilbert’in

0zgiin amaglar1 dogrultusunda basariya ulasamayacagi Godel tarafindan kanitlanmastir.

Diger taraftan Hilbert’in diisiince sistemindeki temel unsurun bicimselcilik degil,
aksiyomatik yontem oldugu acgiktir. Hilbert aksiyomatik yonteme biiyiik bir giiven

duymustur. Bu giiven onun matematige iliskin amaclarinda da yer bulur.
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Hilbert’in Geometrinin Temelleri yillarindaki ana amaciin eksiksizlik oldugu
goriiliiyor. Eksiksizlik ise matematigin teori oncelikli calisilmasiyla miimkiin olabilirdi.
Matematik, aksiyomatik teoriler {izerinden c¢alisilmaliydi. Boyle bir calisma,
cOziilmemis matematik sorularinin da ¢oziilmesine yardim edecekti. Fakat bu donemde

Hilbert’in aksiyomatik yonteme sinirsiz bir giiven duydugu goriilmemektedir.

Diger taraftan Russell paradoksunun ortaya c¢ikmasindan itibaren Hilbert’in
tutarlilik sorunu ile daha fazla ilgilendigi goriilmektedir. Hilbert’in bu donemdeki
amaci, aksiyomatik yoOntemi kullanarak matematiksel bilgiye saglam bir temel
bulmaktir. Ayrica bu donemde, Hilbert’in aksiyomatik yonteme gittikce artan bir giiven
duydugu goriilmektedir. Oyle ki 1928 yilina dogru bu giiven en iist seviyeye cikmustir.
Bu yillarda Hilbert, biitiin matematiksel dogrularin bir bigimsel sistemin teoremlerine
indirgenebilecegi konusunda emin gibidir. Eksiklik teoremlerinin  Hilbert’in
bicimselciligi acisindan ifade ettigi ikinci sey, bu iyimserliginin bosuna oldugudur:

1. Biitiin matematiksel dogrular tek bir aksiyomatik teori tarafindan ele
gecirilemez.

2. Aksiyomatik (tek) bir teori, matematiksel bilginin biitiiniine temel olamaz.
Artik bu veriler c¢ercevesinde, eksiklik teoremlerinin matematiksel kesinlik

acisindan neyi ifade ettigi tartisilabilir.

3.3 Matematigin Kesinligi Acisindan Eksiklik Teoremleri Neyi ifade Eder?

Eksiklik teoremlerinin matematiksel kesinlik agisindan neyi ifade ettigi konusu,
bu teoremlerin iligkili oldugu konular arasinda en fazla 6neme sahip konulardan biridir
ve acikcast bunun sorusturulmasi diger herhangi bir konuya gore daha titizce
yapilmalidir. Bu amac¢ dogrultusunda, calismamizda simdiye kadar incelenen bazi 6zel

konularin bir 6zetini sunmanin yarari olacaktir.

Oncelikle sunu belirtelim ki, matematik nesiller boyunca dogrulugu apagik olan,
baska bir deyisle dogrulugu sezgisel olarak goriilebilen aksiyomlardan mantiksal
cikarim kurallar1 kullanilarak kesin matematiksel bilgilerin iiretildigi bir bilim olarak
anlagilmistir. Bunda ozellikle Oklid geometrisinin etkisi biiyiiktiir. Fakat paralel
aksiyomunun reddedilip Oklid-dis1 geometrilerin ortaya ¢ikist ve ardindan bu

geometrilerin zaman icinde fizik teorilerinde yer bulmasiyla apacik dogruluk anlayisi,
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baska bir deyisle aksiyomlarin dogrulugunun sezgisel olarak goriilebilecegi anlayisi
biiyiik Ol¢iide sarsilmis ve matematigin goriintimii siirekli olarak bicimsellesen bir
havaya biirlinmiistiir. Bu yeni goriinim dogrulugu onceden varsayilan aksiyomlardan
bicimsel mantigin c¢ikarim kurallariyla teorem tiiretildigi, aksiyomlarin dogrulugunu
sorgulamanin matematik¢inin temel gorevi olmadigi bir matematige isaret etmektedir.
Fakat bu yeni matematik anlayisinin eski matematik anlayisina gore bazi yeni sorunlari

vardir.

Dogru olan dnermelerin ayni zamanda tutarli olmasi bir mantik yasasidir. Fakat
matematigin degisen bu yeni yiiziinde aksiyomlarin artik kendiliginden dogru
oldugunun kabul edilmemesi, bu aksiyomlarin tutarlilik sorununu da beraberinde

getirmistir.

Bu durum bir siire boyunca ciddi bir sorun olusturmamustir. Fakat Cantor’un
kiimeler teorisinde Russell tarafindan bulunan celigkiler, matematigin temellerinde
celiskiler oldugu tartismalarin1 beraberinde getirmistir. Ayrica kiimeler teorisinin ¢ok
biiyiik tartismalara yol acan sonlu Otesi varsayimlarinin kanitlanmasini saglayan
sacmaya indirgeme, bagka bir deyisle celiski ile kanitlama yontemi ve bu yonteme temel

olan iigiincii halin olmazlig ilkesinin giivenilirligi de tartisilmaya baglamistir.

Matematiksel bilginin temellerinin saglamliginin yeniden tartismali hale geldigi
bu ortamda Russell, tipler teorisi iizerinden kiimeler teorisinde kendi bulmus oldugu bu
celigkileri onlemeye calismistir. Hilbert ise konuyu Russell’dan ¢ok daha genis bigcimde
ele almis ve matematiksel bilginin giivenilirligini, bir daha asla tartismaya agilmayacak
bicimde, mutlak olarak saglama amacimi giitmiistiir. Bu amaca ise, kiimeler teorisinin
fiili sonsuzluklardan bahseden varsayimlarini ve bu varsayimlara gotiiren kanitlama
yontemlerini de kapsayacak bicimde ulagsmaya calismistir. Bu noktada ozetle sunlari
belirtecegiz ki, Hilbert’in bakis agistyla:

-Matematikte somut, sonlu alana iliskin (veya sonlu matematige iliskin
kanitlama kurallariyla kanitlanabilen) A grubu dogru onermeler veya teoremler vardir:

“1=17, “5+7=12" ......

-Ayrica matematikte soyut (kurgusal), sonlu alana iliskin olmayan, sonlu
matematige iliskin kanitlama kurallariyla kanitlanamayan; fakat sonlu matematige

iliskin onermelerin diizenlenmesine veya sonlu matematige iliskin daha fazla dogrunun
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bulunabilmesine yardim edebilecek (Hilbertci cercevede aragsal bir degere sahip) olan
B grubu hipotezler vardir:

“Ro< 2V Ry = 2N

Hilbert’in sorunu bu B grubu oOnermelerin A grubu dogrulan ile celisip
celismedigini gormektir. Baska bir ifadeyle, "X, = 2% gibi soyut bir 6nermenin “1=1"
gibi somut bir dogru ile tutarli olup olmadigimi goérmektir. Eger bu soyut Onermeyi
dogru kabul ettigimizde bu kabul edis bizi “1=0" 6nermesi tiiriinden herhangi bir yanlis

veya sagma Onermeye gotiirmiiyorsa, bu soyut dnerme teorem olarak kabul edilebilir.

Dahasi, Hilbert¢i kategorilerle ifade edersek, matematikteki bu soyut
varsayimlarin (6rn. sonsuz kiimeler teorisinin varsayimlari) matematigin somut
dogrular ile ¢elismediginin goriilmesi, bu varsayimlara ulagsmay1 saglayan kanitlama
yontemlerinin ve yasalarin da giivenilirligini gosterir. Su halde 6yle goriiniiyor ki
Hilbert’in projesi 0zgiin amaclariyla tamamlanabilseydi, matematikte kullanilan belirli
kanitlama yontemlerinin, daha da 6zelde bu kanitlama yontemlerine temel olan ¢ikarim

kurallarinin giivenilirligini saglamak i¢in de genel bir yontem bulunmus olacakti.

Tutarliligin veya tutarsizligin goriilebilmesi i¢in Hilbert’in onerdigi ¢6ziim,
temel aritmetik ile kiimeler teorisinin bicimsellestirilmesi ve aksiyomatik bir temele
oturtulmasidir. Eger bu temel tutarli ve eksiksiz bir temel olursa, bu soyut 6nermelerin
somut dogrularla celisip celismedigi de goriilebilir. Kisaca Hilbert’in, Cantor’un
teorisinde celiski olmadigini, bunun da Otesinde matematigin dogasinda celiski
olmadigin1 bir daha asla tartismaya agilamayacak bicimde gosterme amaci, onun
oncelikle kiimeler teorisine ve ardindan biitiin matematige saglam, yani hem eksiksiz
hem de tutarli bir aksiyomatik temel saglama fikri ile birlesmis ve bir biitiin

olusturmustur.

Fakat Godel’in caligmalart sonucunda bunun miimkiin olmadig, Hilbert’in
sundugu Ozgiin c¢oziimler ile dogal sayilar aritmetigine bile saglam bir bicimsel
aksiyomatik temel bulunamayacag goriilmiistiir. Belirli bir bicimsel teori, dogal
sayilarin yapisini ve bu sayilar arasindaki toplama ve ¢arpma islemi ile gosterilebilecek
bagintilann  karakterize edebilecek kadar giiclendiginde, kendi kendisinin
kanitlanamazligini ileri siiren ve teoriyi eksiklestiren G onermesi tiirli onermeler sistem

icinde insa edilebilmektedir. Ciinkii bu Ozellikleri tasiyan her teori Godel
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numaralandirmasina tabi tutulabilir. ikinci olarak bu teorinin mutlak tutarliligi, sistemin
kendi aksiyomlar1 ve kamtlama kurallar1 igine yansitilabilecegi anlaminda
kanitlanamamaktadir. Bu, teorinin tutarliliginin asla kanitlanamayacagi anlamina
gelmez. Fakat bu mutlak tutarlilik kanitlamasi, sistemin kendi i¢ine yansitilamaz. Yani

teori kendi kendisinin tutarliligin kanitlayamaz.

Artik eksiklik teoremlerinin matematiksel kesinlik a¢sindan neyi ifade ettigi
incelenebilir. Matematiksel bilginin kesinligi ac¢isindan bu durum neyi ifade eder?
Ornegin “1+1 =27, “65<98”, “2x2=4", “iki ¢ift dogal saymnin toplami her zaman bir ¢ift
dogal sayidir” vb. gibi Onermelerin kesinligi artik siipheli bir hale mi gelir? Yine
ornegin “1=0" m1 olmustur? Oncelikle iki tiir kesinlikten bahsedecegiz:

a. Bagimli kesinlik: Bir hipotezin belirli bir aksiyom ve ¢ikarim kurallar kiimesi
ile kesin olarak kanitlanabilirligi. Belirli bir teorem, bu teoremin kanitinda
kullanilan aksiyom ve ¢ikarim kurallar1 reddedilmedigi siirece kesindir.

Eksiklik teoremleri, zaten bu tiirden bir kesinlige sahip olan matematiksel
dogrularin artik bu kesinligini kaybettigi sonucunu vermez. Yani eksiklik teoremleri,
teorem oldugu zaten kanitlanmis veya kanitlanabilir olan Onermelerin kesinligi
konusunda bir sey soylemez. Zaten eksiklik teoremlerinin matematiksel kesinligi
etkileyip etkilemedigi ile ilgili tartismalar bu konuda yapilmamaktadir. Eger bir 6nerme,
belirli bir aksiyom kiimesi ve kanitlama kurallar1 ile kanitlanabilir durumdaysa, bu
onerme, bu aksiyom ve kamitlama kurallar1 reddedilmedigi siirece kesindir. Yukarda
orneklerini vermis oldugumuz “1+1=2", “iki cift dogal sayinin toplami her zaman bir

cift dogal sayidir” vb. gibi 6nermeler bu tipte orneklerdir.

Diger taraftan eksiklik teoremleri her dogrunun bu tiirden bir kesinlige sahip
olmadigini belirtir. Matematiksel bilgimizi ne kadar genisletirsek genisletelim, dogru
oldugu sezgisel veya baska bicimlerde goriilebilen fakat bir kanit getirilemeyen
onermelerin her zaman olacagin belirtir — eger sonlu sayida aksiyom ve kanitlama

kurali temel alinirsa.

Acikcas1 matematigin sahip oldugu bu kesinlik tiirii bile, onun kesinlikteki
konumunu diger bilimlere gore baska bir noktaya koymaktadir. Deneysel bilimlerde
belirli bir gozlemin siirekli olarak ayni sonucu vermesinin mantiksal bir garantisi
yoktur. Fakat matematikte, iki cift dogal saymnin toplami her zaman bir c¢ift dogal say1

olmast bir defa aksiyomatik olarak kanitlanirsa, bu teoreme gotiiren aksiyomlar
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reddedilmedik¢e veya bu aksiyoma gotiren kanitlama kurallarmin giivenilirligi

tartismaya acgilmadik¢a teorem kesindir.

Iste matematige iliskin ikinci kesinlik tiirii bu noktada ortaya ¢ikar. Bu tiir,
aksiyomlarin dogrulugu ve kanitlama yontemlerinin (daha da 6zelde bu kanitlama
yontemlerine temel olan ¢ikarim kurallarinin) giivenilirligi ile ilgili olan mutlak
kesinliktir ve asagidaki bicimde formiile edilebilir:

b. Mutlak kesinlik: Matematigin temellerini olusturan teorilerin giivenilirligi, bu
giivenilirlik bir daha asla tartismaya agilmayacak bigimde gosterilebilir.

Genel olarak bilimler diizeyinde konusuldugunda ise mutlak kesinlik, belirli bir
bilimin ana teorilerinin ilkelerinin mutlak, degismez bir bilgi vermesi bi¢iminde ele
almabilir. Eger bir bilimin bu anlamda bir kesinligi yoksa bu durum ele alinan bilimin
temel ilkelerinin hipotetik oldugu anlamma gelir. Ornegin doga bilimlerini ve sosyal

bilimleri olusturan bilimlerin teorileri hipotetiktir.

Eksiklik teoremlerinin, daha da 6zelde ikinci eksiklik teoreminin iligkili oldugu
kesinlik tiirii bu kesinlik tiiriidiir ve bu teorem matematigin bu anlamda bir kesinlige
sahip olmadigim1 gosterir. Ciinkii temel aritmetigi kapsayan herhangi bir teorinin
tutarliliginin kanit1 kendi i¢cinde verilememektedir. Teorinin sadece kendi aksiyomlari
ve kanitlama kurallarina baghh kalmadan yapilan bir tutarlilik kanitlamasinin ise ne
kadar mutlak bir tutarlilik kanitlamasi oldugu tartisilir. Mevcut durumda, Peano
Aritmetigi’nde veya ZFC’de gelecekte hicbir ¢eliski ¢cikmayacaginin ve dolayisiyla bu
sistemler tizerinde biiyiik veya kiiciik capta diizenlemeye gidilmeyeceginin higbir onsel
garantisi yoktur. Su halde 0yle goriiniiyor ki, mevcut durumda matematik teorilerinin

bagaris1 ancak tiimevarimsal olarak goriilebilecektir.

Bu durum agikcasi aksiyomlarin bir dogruluk degerine sahip olmadigim belirten
ve aksiyomlarin hipotetik anlamda bir degerinin oldugunu kabul edenler i¢in biiyiik bir
sorun olabilir. Fakat bunun biiyiitilmemesini diisiinenler de vardir. Asagida

alintiladigimiz goriisler bu bakis agisini ozetler:

“Mutlak kesinligi aramak, hem Hilbert hem de Brouwer i¢in acikca
temel bir motivasyon kaynagiydi. Fakat matematik kendi gecerliligi
icin mutlak kesinlige ihtiyac duyar mi? Daha o6zelde, bir teoriyi
kullanmadan ©Once bu teorinin tutarli olmasindan veya zamanin saf
sezgisinden tiiretilebileceginden neden emin olmaliy1iz? Baska hicgbir
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bilimde bu tiirden taleplerde bulunmayiz. Fizikte biitiin teoriler
hipotetiktir; bir teoriyi yararli tahminlerde bulundugu siirece
benimseriz ve yararli tahminlerde bulunmay1 kesmeye basladiginda
diizenleriz (modify) veya birakiriz. Ge¢gmiste matematiksel teorilere
olan sey buydu; celiskiler kesfedildiginde, bu kesfin ortaya ciktigi
zamana kadar kabul edilen matematiksel doktrinlerde diizenlemeye
gidilirdi. Neden gelecekte aynisin1 yapmayalim? Teorilerin neligi
hakkindaki bi¢gimselci kavrayisi temel aldigimizda, bir teoriyi yararl
oldugu, dogallik ve basitlik gibi sartlart kendi zamaninda makul
Olciide sagladig ve bizi hataya diisiirmedigini bildigimiz siirece kabul
ederiz. Teorilerimizi, bu kosullarn saglandigim1 gérmek ve
yeterliliklerinin olas1 kanitim1 miimkiin oldugunca elde etmek
amaciyla gozetim altinda tutmaliyiz. Godel teoremi biitiin
yapabilecegimizin bu oldugunu, deneyci bilim felsefesi biitiin
yapmamiz gerekenin bu oldugunu gosterir.”'*

Bu goriisler gercekten de makul karsilanabilir. Godel’in teoremlerinden deneyci
bir bakis agis1 ile baz1 somut derslerin alinmasi gerektigini belirtir. Diger taraftan herkes
tarafindan kabul edilmeyecek bazi yonleri de bulunmaktadir, ¢iinkii boyle bir goriis
gercekten de matematigi deneysel bir bilim haline getirir. Bu deneysellik “1+1=2"
Onermesinin bilgisinin, fizigin herhangi bir olgusal bilgisi gibi deneysel bir bilgi olmasi
anlaminda degildir. Fakat matematige temel olan teorilerin, bir fizik teorisi gibi

hipotetik olarak degerlendirilmesi anlamindadir ve bu goriiste de bundan bahsedilmistir.

Diger taraftan 6rnegin fizik teorileri, olgusal bilgilerin kanitlanmasi amacini
tasimaz. Onlardan olgusal bilgilere bir agiklama getirmesi ve yeni olgusal bilgilerin
kesfini saglayacak arastirmalar i¢in temel olmasi beklenir. Olgularin bilgisi teorilerin
dogrulugunun kanitt olarak sunulur. Matematikte ise teoriler, daha 6zelde teorileri
olusturan aksiyomlar, matematiksel bilginin kanitin1 saglar. Su halde, matematiksel
teorilerin mutlak kesinlige sahip olmasi gerektigi diisiincesinden tamamen vazgecmek,
Godel’in deyisiyle matematigin a priori dogasini ve “dogruluklar sistemi” olan degerini
bir kenara birakmak, matematikgiler ve felsefeciler acisindan ne kadar kabul edilebilir,
tartisilir. Godel’in matematiksel sezgiyi bir bilme yolu olarak yeninden sunmasi bu
bakimdan anlam tasir. A¢ikcas1i matematiksel teorilerin, daha da 6zelde aksiyomlarin ve
kanitlama yontemlerinin giivenilirliklerini kesin olarak gdstermeye yonelik caligmalar

da bitmemistir.

129 Haskell B. Curry (1977), Foundations of Mathematical Logic, Dover Publications, Inc., New York,

s.16.
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Peki, bu sonuclar iizerinden matematigin kesinlikte doga bilimleri ve sosyal
bilimlere gore hangi konumda oldugu sdylenebilir? Bu konuda sadece su noktaya isaret
edecegiz. Doga bilimlerinde ve sosyal bilimlerde bir teorinin belirli bir olguyu aciklayip
aciklayamadigi sorunu her zaman apacik goriilmez ve bu sorun teorinin destekg¢ileri ve
karsitlar1 arasinda bir bilimsel tartismaya doniisebilir. Fakat matematikte belirli bir
hipotezin belirli bir matematiksel teoriden ¢ikip ¢ikmadigr bir defa gosterildiginde, bu
artik kesindir. Ayrica matematikte belirli bir teorinin/sistemin alanin biitiin dogrularia
bir kanit getiremeyecegi gibi onemli bir dogru bile kesin olarak kanitlanabilmektedir.

Iste matematigin giicii buradadur.

3.4 Godel’in Platonculugu ve Eksiklik Teoremleri Akilci1 Felsefe Acisindan Neyi
ifade Eder?

Bilgi felsefesi agisindan akilcilik, bilgiye ulagsma yolu olarak degerlendirilen
yollar (akil, deney, sezgi, vahiy, ice dogma vb.) arasinda, aklin digerlerine iistiinliigiinii
kabul eden felsefi tutumdur. Bu felsefi tutumun daha koyu formiilasyonlarinda, bilgiye
ulagsma konusunda akil disindaki biitiin kavramlar reddedilir. Akilct tutumun geleneksel

en biiyiik rakibi ise deneyci felsefe olmustur.

Bu boliimde, eksiklik teoremlerinin ve Godel’in Platonculugunun, akilciligin
anmis oldugumuz varsayimlari agisindan neyi ifade ettigini inceleyecegiz. Boylece
Godel’in ortaya koyduklarinin felsefi cercevede hangi alana oturtulabilecegini ve

anlamin belirlemeye calisacagiz.

Fakat bu incelemeden Once konuya iliskin bazi degerlendirmeleri paylagsmak
istiyoruz. Onlarca yil boyunca Godel’in eksiklik teoremleri {izerinden farkli alanlarda
hangi sonucglara ulasilmasi gerektigini diisiinen ve bu teoremleri kullanarak

matematiksel bilginin rastgele'*’

(random) oldugunu iddia eden Gregory Chaitin’in
konuya iligkin calismalarinin derlendigi yapit i¢in yazdigi 6nsozde Paul Davis sunu

belirtir:

139 Teknik anlamiyla rastgelelik, belirli bir olgu alanina iliskin bilgilerin tiimiiniin ¢cok daha yalin bigimde

ifade edilememesi durumudur. Bu durum, ele alinan olgu alaninin karmasikligina ve bu olgu alanim
olusturan ogeler arasindaki iliskinin diizensizligine isaret eder.
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“Terimin  normal  kullanihisginda  “kesif”  sozciigii, Onceden
bilmedigimiz bir seyi 0grenmemize isaret eder. Buna karsit olarak
Godel’in teoremi, bize neyi bilmedigimizi ve bilemeyecegimizi
soyler. Neligin bilgisi {izerine temelli ve kaginilmaz bir smir
koyar.”"?!

Bu degerlendirmeye benzeri bir degerlendirme Paul Casti tarafindan ifade

edilmistir. Casti’ye gore eksiklik teoremleri:

“insanligin tam, celiskiden bagimsiz bilgi diisiinii —iki bin yildir
sirmiis olan bir diisii- paramparca eden yiizyihmizin en ©nemli
sinirlayict sonucudur. Godel insanlhigin kadiri mutlaklik fantezisini
stnirlamasiyla, Kopernik, Darwin ve Freud gelenegi icinde yer alir”'*

Ayrica Nagel ve Newman tarafindan ortaya konulan ve Godel’in kanitlamasinin
anlasilmasim kolaylastiran rehber niteligindeki caligmanin Tiirkge cevirisine yaptigi

sunusta Biilent Gozkan su gozlemini paylasir:

“(...) moderniteyi belirleyen Akil anlayisima bir “hiza” gosteren
calisma olarak olarak da degerlendirilmistir Godel’in kanitlamasi.
Biitiinlik ve tamlik beklentilerinin sinirlarim  gostermis oldugu
diistiniildiigiinden, modernite ve postmodernite tartismalari iizerine

disiince {ireten felsefecilerin degerlendirmelerinde  Godel’in

kanitlamasi da yerini almugtir.”'?

Bu degerlendirme ve gozlemler iizerinden Godel’in eksiklik teoremlerinin,
akilcilik agisindan olumsuz sonuclar ortaya koydugu yorumu yapilabilir. Bu yorum bazi
yonlerden haklidir. Eksiklik teoremleri tek basina ele alindiginda insan aklina gercekten
de sinir koymaktadir. Bu sinir insanin tiimdengelimli diisiinmesine, bagka bir deyisle
mekanik diistinmesine konulmustur. Sinirlar1 olan sey, mekanik diisiinmedir. Ayrica
Godel’in eksiklik teoremleri gostermektedir ki, insan aklinin matematiksel sorular
karsisindaki tek erdemi tiimdengelimli diisinme degildir. Insan akli, tek boyutlu bir
timdengelimli diisiinme merkezi olmaya indirgenemez. Insan aklinin matematiksel

sorular karsisinda baska bir erdemi daha vardir. Bu erdem, insanin matematiksel sorular

3! Paul Davis, Chaitin, Gregory J. (2007), Thinking About Godel and Turing — Essays on Complexity —

1970-2007, yapita 6ns6z, World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd. Singapore, s.V.

2 Casti ve Depauli, 2004: 203.

133 Biilent Gozkan, Nagel ve Newman (2008), Godel Kanitlamasi, yapitin sunusu, ¢ev. Biilent Gozkan, 2.
Baski, Bogazici Universitesi Yayinevi, Istanbul, ss. 5-18.



115

karsisinda bir anlamda yaratici diisiinmesini saglayan bir yetenegi veya Godel’in dilinde

matematiksel sezgi kavramu ile ifade edilmis olan seydir.

Hilbert Programi’nin calisjmamizda heniiz tartismadigimiz  bir  yoni
bulunmaktadir. Hilbert’in programinin amaglarindan biri matematikte aritmetikle
baslayarak, ¢oziilmemis hicbir sorunun kalmamasiydi. Bu programin sonunda ortaya
cikacak bicimsel aksiyomatik temel ne ise, bu temel biitiin sorulara bir cevap
bulabilecekti. Eger bir hipotez bu temelden ¢ikiyorsa teorem, bu hipotezin olumsuzu
temelden cikiyorsa, bu olumsuz hipotez teorem olacakti. Yani bu temel, bir bakima kati
bicimsel kurallara gore ¢alisan mekanik bir teorem makinesi olacakti. Bu baglanti Casti

tarafindan da belirtilmistir:

“Hilbert’in aradig1 sey bir tiir Dogruluk Makinesi’ydi. Onermeyi bir
ucundan ver, kolu cevir ve diger uctan DOGRU veya YANLIS
yanitimin ¢ikmasini bekle.”'*

Hilbert’in temelde aradigi sey elbette bu kadar basit degildir. Fakat Hilbert
programinin  hedefleri, giliniimiiziin sayisal (digital) diinyasinin cercevesiyle

bakildiginda gercekten de boyle bir makineyi karakterize etmektedir.

Bu calismada incelemelerimizi daha ¢ok  dogruluk/kanitlanabilirlik
dogrultusunda yaptik ve Hilbert programinin bu yoniine daha fazla odaklandik. Fakat bu
program basarili olsaydi, bu basari matematik yapmanin kendisini de biiyiikk olciide
degistirecekti: Matematik yapmak neredeyse tamamen belirli bir simgeler kiimesi olarak
aksiyomlardan, bi¢imsel kurallar kullanilarak teorem tiiretme isi olacakti. Bu durum
bilgi felsefesi agisindan, insan aklina ve yaratici diisiinceye daha az ihtiyac duyulacagini
gosterir. Sunu agikca belirtebiliriz ki, matematik¢inin aklina daha az ihtiya¢ duyulacakti
ve matematik, tamamen mekanik siireclerle isleyecekti. Hofstadter’in de eglenceli bir
yorumuyla belirttigi gibi, Srnegin aritmetikgiler issiz kalacaktr.'*> Bu durum bir bakima,
insanin olagan olarak yaptig1 bir isin, bir makine tarafindan ele gecirilmesine benzer.

Fakat bu miimkiin olmamustir.

Insan aklinin belirli bir soru ile karsilastiginda bu sorunun cok farkli yonlerini

gorebildigini biliyoruz. Iste bu gorii eyleminin bir 6rnei, matematikginin bir matematik

3 Casti ve Depauli, 2004: 29.
3> Hofstadter, 2001: 276.
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sorusuna yaklasirken bu sorunun cok farkli boyutlarini gorebilmesidir. Ornegin
matematikgi, belirli bir aritmetik sorusunu bir geometri sorusuna doniistiirebilir. Bu
sorunun bagka bir soru ile dogrudan baglantisin1 gérebilir. Dahas1 matematik¢i, bu sorun
ile uzun bir siire ugrastiktan sonra c¢oziimii saglayacak yolu kestirebilir. Yine
matematik¢i, sorunlarin ¢oziimiinii engelleyecek Ogeleri fark edip, bunlar1 bertaraf

etmenin yollarini bulabilir.

Bu tiir durumlara sadece bu ¢alisma i¢inde incelenen konular i¢inden bile pek
¢ok ornek verilebilir. Oklid’in paralel postiilasinin  diger aksiyomlardan
tiiretilemeyecegini fark edip bunu bir postiila olarak varsaymasini saglayan sey neydi?
Dedekind’in dort aksiyomunu ileri siirmesinden sonra bu aksiyomlarin sadece dogal
sayilar kiimesini karakterize etmedigini ve baska aksiyomlarin da eklenmesi gerektigini
fark ettiren sey neydi? Russell’a kiimeler teorisinin 6zgiin formiilasyonunda paradokslar

oldugunu fark ettiren sey neydi?

Godel’in, PM sistemi hakkinda yapilabilecek iist matematiksel yorumlarin
aritmetigin nesneleri ve bu nesnelerin birbirleri ile olan baglantilar1 bi¢iminde
gosterilebilecegini gérmesini saglayan ve Penrose’un Ornegini anarsak, Godel’e bu
sistem i¢inde kararlastirilamaz bir 6nerme bi¢imi oldugunu ve bu 6nermeyi PM sistemi
icine kodlamanin bir yolu oldugunu fark ettiren sey neydi? Bu tiir drnekler higbir
sekilde saf mekanik veya tiimden gelimli bir akil yiiriitme tarzinin iiriinii degildir ve

matematigin tarihi boyle yaratic1 érneklerle doludur.

Iste bu tiir ornekleri saglayan sey Godel’in kendi s6z dagarciginda
“matematiksel sezgi” olarak gecen ve kendisinin bize spekiilatif konular ve kavramlar
etrafinda tanittign gorii bicimidir. Iste eksiklik teoremlerinin gosterdigi sey bu gorii
biciminin tamamen mekaniklestirilemeyecegidir. Godel’in kendi ifadesiyle tekrar
belirtirsek: Insan tini, biitiin matematiksel sezgileri formiile etme (yani onlar
mekaniklestirme) yetisine sahip degildir. Eksiklik teoremlerinin akilci felsefe ile iliskisi
buradadir. Bu teoremler mekanik diistinmenin sinirlarin1  gosterir fakat yaratici

diisiinmeye bir sinir koymaz. Aksine onun onemini ortaya koyar.

Godel’in Platoncu diisiinceleri de bu yorumu desteklemektedir. Onun, siireklilik
hipotezinin dogruluk degerini bulma yolunda matematiksel sezgiye 6nem vermesi bu

konuda bir Ornektir. Yeni matematiksel sezgiler yardimiyla, siireklilik hipotezinin
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dogruluk degerine karar verilmesini saglayacak yeni aksiyomlari ve yeni kanitlama

yollar1 kesfedilebilir.

Biitiin bunlar1 degerlendirince bir biitiin insan aklinin en azindan matematikle
ilgili konularda bir sinirinin oldugunu diisiinebilir miyiz? Bu sorunun cevabi olumsuz
goriiniiyor. Ciinkii aklin sadece tiimdengelimli bicimde mekanik siireclerle sonug iireten
bir merkez olmadig1 aciktir. Her yeni kesfe ve her yeni dogruya boyle bir siireg ile
varilmamaktadir. Insanda tiimdengelimli akil yiiriitme biciminden degisik akil yiiriitme
bicimleri de vardir ve bu akil yiiriitme bi¢imleri yeni kesiflere ulasma yolunda en az
timdengelimli akil yiiriitme kadar 6nemlidir. Bu bakimdan Nagel ve Newman’in bu

konu iizerine yaptig1 su yoruma da katiliyoruz:

“Bi¢imsel olarak kanitlanamayacak aritmetiksel dogruluklarin
oldugunun  bulunmasi, sonsuza kadar bilinmeden kalacak
dogruluklarin oldugu anlamina gelmiyor; “mistik” bir sezginin
(zihinsel caligmalarda kullanilandan tiir ve itibar acgisindan kokten
farkli) giiclii, ikna edici bir kanitlamayla yer degistirmesi anlamina da
gelmiyor. Bazi1 yazarlarin One siirdiikleri gibi “insan aklinin
kacinilmaz smirlar’” oldugu anlamina da gelmiyor. Ama, (...) her

zaman yeni kanitlama ilkelerinin icadinin ve bulunmasinin beklendigi

anlamina geliyor.”"*®

Biitiin bunlar1 bir arada degerlendirdigimizde akilc1 felsefelerde goriilen,
dogruluga ulagmada akla giivenme ve akla 0zel bir deger bicme bi¢iminde ortaya ¢ikan
tutum, hem eksiklik teoremleri tarafindan hem de Godel’in Platonculugu tarafindan

desteklenmektedir.

Nagel ve Newman’in, makine temelli yapay zekalarin matematiksel sorular
karsisinda insan akli kadar giiclii olamayacag iddiasinin temelinde yatan sey bu
olgudur.””” Ayrica Roger Penrose, insan gibi diisiinen makinelerin yapilamayacag
iddiasin1 giiclendirmek i¢in de Godel’in matematiksel sezgi kavramini incelemistir ve
bu incelemede soyle bir genellemede bulunmustur: “Ancak, sezgiler sistemlestirilemez
ve bu nedenle, gercekten, herhangi bir algoritmik islemin disinda kalmaktadirlar!”'*®
Fakat karsit goriisler bulmak da miimkiindiir. Douglas R. Hofstadter’in Godel, Esher,

Bach yapit1 bunlardan biridir ve Hofstadter acik¢a sunu belirtmistir: “Beyinlerin

136

Nagel ve Newman, 2008: 90.
137 Nagel ve Newman, 2008: 8§9-90.
38 penrose, 2000: 131.
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basardiklariyla kabaca ayni sonuglar1 elde eden simge-yonlendirme tiplerine iliskin
bilgisayarlarin (ya da onlarin ardillarinin) yasama gecirilmesinin Oniine Godel’in
Teoremi tarafindan konulmus hicbir engel géremiyorum. Tikel bir insanin zihnini bir
program icine kopyalamaya caligmak tamamiyla bagka bir problemdir — ama zeki bir
program iiretmek kesinlikle daha siurh bir hedeftir.”'*® Hem Penrose’'un hem de
Hofstadter’in uslamlamasini vermek bu yapitin sinirlarint asan bir seydir. Zaten yapay
zekalar konusu baglh basina 6zel olarak incelenmesi gereken bir konudur. Biz sadece bu
konudaki goriislere deginmekle ve Godel’in eksiklik teoremleri ile matematiksel sezgi

kavraminin bu goriisler ile baglantisina kisaca deginmekle yetinecegiz.

Diger taraftan eksiklik teoremlerinin ve onun Platonculugunun akla bir sinir
koymadigini, aksine onu yiicelttigi olgusunun disinda, Godel’in akilciligr destekleyen
baz1 baska yonleri vardir. Gédel’in matematigin temelde a priori bir bilim oldugunu
belirtmesi bunlardan biridir. Ayrica yeni aksiyom ve kanitlama yontemlerinin
kesfedilmesini saglayacak matematiksel sezgilerin giiclenmesi i¢in matematige temel
olan soyut 0ge ve kavramlarin anlamlarinin daha da derinlestirilmesini ve agik
kilinmasin1 Onermesi kesinlikle akilci felsefelerde goriilen bir tutumdur. Goédel’in
diisiince sisteminde merkezi bir oneme sahip bu tiir diisiinceler iizerinden Godel’in daha

cok akilci felsefelere yakin oldugu aciktir.

Biz Godel’i daha ¢ok akilci felsefelere yakin bir kisi olarak degerlendiriyoruz.
Fakat kanimizda Godel’in boyle bir degerlendirmeyi tam olarak onaylamazdi. Bunun

icin bazi nedenlerimiz var.

Godel deneyciligi tam olarak dislayan biri degildir. Aksine deneycilige 6zel bir
onem vermektedir. Onun diisiince sisteminde bu tiir ornekleri bulmak miimkiindiir.
Omegin Godel’in dogrulugu hemen goriilemeyen fakat alanin sorunlarini ¢dzme
yolunda basarili olan, c¢oziilmemis matematik sorularinin ¢oéziimii saglayan veya en
azindan bu ¢oziimii kolaylastiran aksiyomlarin bulunabilecegini belirtmesi bunlardan
biridir. Yani Godel aksiyomlarin dogrulugunun a posteriori olarak goriilebilmesi

olanagini dislamamaktadir.

Peki, biitiin bunlarin anlami nedir? Godel hatirlanabilecegi gibi “Felsefenin

Isiginda Matematigin Temellerinin Modern Gelisimi” yazisinda matematiksel sorunlar

3% Hofstadter, 2001: 765-766.
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karsisinda benimsenmesi gereken tutumun sag ve sol felsefeler arasinda, daha da 6zelde
aprioricilik ve deneycilik arasinda bir yerde oldugunu belirtmisti. Bu noktay1 Godel tam
olarak belirlememis goriiniiyor ama hem genel diisiinceleriyle hem de matematigin baz1
0zel konularina yaklasimiyla boyle bir noktanin orneklerini veriyor. Kanimizca

Godel’in durmak istedigi nokta budur.

Bu boliimii bitirmeden 6nce Godel’in matematiksel sezgi kavramina tam bir
aciklama getirmek istiyoruz. Kant’a gore bir sanatCiyr sanat¢li yapan sey, sanatcl
dehalarda bulunan bir tiir ruh, Kant’in deyisiyle “geist’tir. Geist ise estetik ideleri
gorebilme ve bunlar1 betimleyebilme giiciidiir. Bu estetik idelerin temeli ise, duyulara,

algilara dayanan hayal giiciiniin tasavvurlaridir.'*

Godel’in matematiksel sezgi kavramindan anladigi sey bir bakima Kant’in geist
kavramindan anladigina benzemektedir. Bu matematiksel nesneler diinyasinin bir
algisidir ve matematikcinin, bu diinyanin nesneleri ile bu nesnelerin birbirleri ile olan
bagintilarin1  gérmesini saglar. Bu yetenek insanda ‘“dogrudan verili” bicimde
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bulunur.*" Oyle gériiniiyor ki Godel’e gore matematikciyi matematikci yapan sey, bu

yetenegi kullanmasidir.

““Heinz Heimsoeth (1986), Immanuel Kant’in Felsefesi, ¢cev. Takiyettin Mengiisoglu, Remzi Kitabevi,

Istanbul, ss.170-171.
" Godel, 1964: 271.
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SONUC

Bu calismanin basinda XIX. ve XX. yiizyll matematik¢ilerini, matematiksel
nesneler diinyasinin resmini ¢izmeye calisan insanlar olarak betimlemistik. Oyle
gorliniiyor ki matematiksel nesneler diinyasinin tam bir resmi ¢izilemeyecektir. Su
halde, matematiksel nesneler diinyasinin biitiin dogrular1 da bu ¢izimler iizerinden
goriilemeyecektir. Ayrica resimlerimizden matematiksel nesneler hakkinda celiskili
cikarimlar yapmayacagimiz, daha dogrusu, cizimlerimizin bodyle bir seye miisaade
etmedigi onceden goriilemeyecektir. Bu iki teoremin de tek bir sonucu varsa bu sonug
matematigin disleriyle ylizlesmeye devam edilecegidir. Eksiklik teoremleri bunu
kanitlar. Godel’in ¢alismamizda incelemis oldugumuz matematigin temellerine iliskin

goriisleri ise bunu aciklamaya caligir.

Eksiklik teoremlerinin sonuclarinin aritmetigin tutarliliginin
kanitlanamayacagin1 gosterdigi genel bir yorumdur. Fakat saf bilimsel amaclar temel
alindiginda bu yorum anlamsizdir. Celiskiler her zaman ¢ikabilir. Godelci bir tarzda
ifade edersek, matematiksel sezgiler her zaman yaniltabilir. Fakat celiskilerin ¢cikmasi

bu ¢eliskilerin iistesinden gelinmeyecegi anlamina gelmiyor.

Acikcasi celigkilerin ortaya c¢ikmasi, ele alinan bilimsel nesnelerin dogasinda
sorun oldugunu degil, onlar {izerine bilgilerimizde sorun oldugunu gosterir. Bu yiizden
bilim adamlarina mevcut bilgilerinin ve sistemlerinin yeniden gozden gegirilip

giiclendirilmesi olanagi sagladigi icin bunlar olumlu bile karsilanmalidir.

Modern bilisimde de ayni durum gegerlidir. Giindelik yasamimiza her yonden
tesir eden cok cesitli teknolojik alt yapilar, agikcasi bu alt yapilarm giivenilirligi
sorgulandiginda, sistemin caligmasina tehdit olusturan tehlikeler fark edildiginde
yeniden giiclendirilir. Fakat giiclendirilen sistemi gelecekte tehdit eden tehlikelerin ¢cogu
onceden sezilemez. Eksiklik teoremlerinden Ozellikle ikincisinin gosterdigi sonug
budur. Bu sonu¢ c¢ok kisa bir siire sonra Alan Turing’in makinesi ile daha somut

bicimde ortaya koyulacakti.

Calismamizda ayn1 zamanda Godel’in Platonculugunu da inceledik. Onun
diisiinceleri XX. yiizyllda pek karsilasilmayan cinstendir. Fakat bu Platonculugu

yiizeysel olarak gormemek, anlamin1 aramak gerekiyor. Oyle goriiniiyor ki Godel’in asil
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sorunu dogrudan matematiksel nesnelerin zihnimizden bagimsiz bir varliga sahip
oldugunu gostermek degildir. Fakat bu Platonculuga yol acan bazi nedenler vardir.
Matematiksel bilginin ve matematiksel yargilarin niteligi ile ilgili geleneksel felsefi

aciklamalar Godel’e yetmemektedir, tipki zamaninda Frege’ye de yetmedigi gibi.

Bu Platonculuga yol acan bagka bir sorun tiirii daha vardir ve sorunu kisaca
gostermek istiyoruz. "RX;” gibi bir sayr matematikte gorece yeni bir sayidir. Bu sayi
ortaya ilk ciktiginda ise matematik¢ileri cok sasirtmistir: Nasil degerlendirilebilecegi
anlasilmamstir. Oncelikle bu saymn fiziksel diinya ile hicbir iliskisi yoktur. Zaten
matematikcilerin  hicbiri de bunu ifade etmemekte ve aksini diisiinmektedir.
Sezgicilerin, dogal sayilarla olusturulamadigr icin onu reddetmesinin, Hilbert’in, bu
saymin temel matematige dahil olmadigim fakat aracsal bir degerinin olabilecegini
diistinmesinin, Godel’in ise bu tiir sayilarin oldugunu matematiksel sezgi kavramu ile ve
Platoncu bir tarzda gostermeye calismasinin altinda yatan neden budur. Ortada belirli
bir teorinin bilimsel olarak kabul edilip edilemeyecegine iligkin bir tiir yenilik¢ilik-
gelenekeilik tartigmasi vardir. Godel dyle goriiniiyor ki yenilik¢i taraftadir ve bdyle bir

konuda yenilik¢iligi destekleyecek belki de en uygun felsefi goriis Platonculuktur.
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