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OZET
Yiiksek Lisans Tezi

MODULUS FONKSIYONU YARDIMIYLA TANIMLANAN
ASIMPTOTIK LACUNARY 7-DENK DiZILER UZERINE

Elif KUYUCU
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Damsman: Dog. Dr. Erding DUNDAR

Bu tez calismasi bes ana boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tez konusunun 6nemini ve tarihi gegmisini anlatan genel bir literatiir
bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, literatirde mevcut ve tez calismasmin daha iyi
anlasilabilmesi i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar ve tanimlardan bahsedilmistir.
Uciincii béliimde ise, reel say1 dizilerinin modiiliis fonksiyonu ile tanimlanan asimptotik
lacunary ideal denkligi konusu ile ilgili temel kavramlar verilerek bu kavramlar
arasindaki iliskileri inceleyen teoremler ve ispatlar1 gosterilmistir. Dordiincii boliimde,
bir pozitif p = p, dizisi kullanilarak reel say1 dizilerinin modiiliis fonksiyonu ile
tanimlanan asimptotik lacunary ideal denkligi konusu ile ilgili temel kavramlar
verilerek bu kavramlar arasindaki bazi kapsama ve gerektirme iligkilerini inceleyen

teoremler ve ispatlar1 incelenmistir.

Son bolim olan besinci boliimde ise, calisma sliresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmistir.

2019, v + 35 sayfa

Anahtar Kelimeler: Ideal yakinsaklik, Cesaro toplanabilme, Lacunary dizi, Asimptotik

denklik, Modiiliis fonksiyonu.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

ON ASYMPTOTICALLY LACUNARY J-EQUIVALENT
SEQUENCES DEFINED BY A MODULUS FUNCTION

Elif KUYUCU
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Matematics
Supervisor: Assoc. Prof. Erding DUNDAR

This thesis consists of five main chapters.

In the second chapter, the basic concepts and definitions that are present in the literatiire
and necessary for a better understanding of the thesis are mentioned. In the third
chapter, the definitions of basic concepts related to asymptotic lacunary ideal
equivalence defined by the modulus function of real number sequences are given and
theorems and their proofs are examined. In the fourth chapter, by using a positive
p = p; sequence, the definitions of basic concepts related to the asymptotic lacunary
ideal equivalence defined by the modulus function of the real number sequences are
given and the theorems and proofs which examine some coverage and necessity

relationships between these concepts are examined.

In the fifth section, which is the last chapter, the sources in the literatiire that we use
during our study are listed.

2019, v + 35 pages

Keywords: Ideal convergence, Cesaro summable, Lacunary sequence, Asymptotically

equivalence, Modulus function.
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SIMGELER DIiZINi

Simgeler
N Dogal sayilar kiimesi
R Reel sayilar kiimesi
x = (x) Reel say1 dizisi
loo Sinirli reel veya kompleks diziler kiimesi
0 ={k,} Lacunary dizi
2N Dogal sayilar kiimesinin kuvvet kiimesi
I¢ Sonlu elemanli kiimelerden olusan ideal
X~y Asimptotik denk diziler
x Sfy Asimptotik istatistiksel denk diziler
X Sé“y Asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
Sy Asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler kiimesi
[N]L . . . ..
X ﬁy Kuvvetli Asimptotik lacunary denk diziler
[N15 Kuvvetli Asimptotik lacunary denk diziler kiimesi
infix x = (xp) dizisinin alt sinirlariin en biiyligi
SUPK X x = (x3,) dizisinin {ist sinirlarinin en kiictigi
0 J-asimptotik istatistiksel denk diziler
x Séfj)y J-asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler
Sg(9) J-asimptotik lacunary istatistiksel denk diziler kiimesi
(M5 Kuvvetli 7-asimptotik lacunary denk diziler
[N15(D) Kuvvetli 7-asimptotik lacunary denk diziler kiimesi
IN]EP) (7 C . . . ..
X e y p = (py) dizisi i¢in kuvvetli 7-asimptotik lacunary denk diziler
L(p) p = (py) dizisi i¢in kuvvetli 7-asimptotik lacunary denk diziler
[NTg™ () kiimesi
o €)

p = (py) dizisi i¢in Kuvvetli Cesaro J-asimptotik denk diziler




1. GIRIS

Yakinsaklik, istatistiksel yakinsaklik ve ideal yakinsaklik kavramlari, Analiz ve
Fonksiyonlar Teorisi alaninin temel kavramlarindan olup, son zamanlarda ¢ok farkli
bicimlerde ve uzaylarda tartisiimaktadir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi
olan ve temeli pozitif tamsayilarin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatistiksel
yakinsaklik kavrami ise Toplanabilme Teorisinde biiyiikk dneme sahiptir. Fast (1951)’in
istatistiksel yakinsak kavramini tanitmasindan sonra basta Schoenberg (1959), Salat
(1980), Fridy (1985) olmak iizere bir¢ok arastirmaci tarafindan bu kavramin
uygulamalar1 ve bazi genellestirmeleri ile birlikte bazi Ozellikleri glinlimiize kadar

incelenmistir.

Toplanabilme teorisinin 6nemli kavramlarindan biri de lacunary dizi kavramidir. Fridy
ve Orhan (1993) lacunary dizi kavrami yardimiyla lacunary istatistiksel yakinsaklik

kavramin1 tanitip, bu kavramin bir ¢cok 6zelligini incelemislerdir.

Kostyrko vd. (2000) dogal sayilar kiimesi N iizerinde tanimlanan ideal kavramina
dayanan ve istatistiksel yakinsakligin bir genellestirmesi olan J-yakinsaklik kavramini
tanimlayarak bu kavramin bazi ozellikleri ile birlikte yakinsaklik ile aralarindaki
iliskileri incelemislerdir. Ayrica, bu ¢alismada J*-yakinsaklik kavrami tanimlanarak
bazi sartlar altinda J-yakinsaklik ile arasindaki iliskiler verilmistir. Daha sonra bu
kavramin uygulamalar1 ve birkac¢ genellestirmesi basta Dems (2004), Kostyrko (2005),
Savas ve Das (2011) olmak iizere birgok arastirmaci tarafindan giiniimiize kadar
calistlmigtir. Son zamanlarda Das vd. (2011) ideal kavrami, lacunary dizi kavrami ve
istatistiksel yakinsaklik kavramlarini kullanarak, J-istatistiksel yakinsaklik ve J-
lacunary istatistiksel yakinsaklik kavramlarini ve bu kavramlarin bazi uygulamalarini

vermislerdir.

Reel say1 dizileri igin asimptotik denklik kavramlari ile asimptotik regiiler matrisler igin
bazi temel tanimlar ve 6zellikler Marouf (1993) tarafindan vermistir. Son zamanlarda
Patterson (2003), Savas (2013), Ulusu ve Nuray (2013) gibi bir¢ok arastirmaci

asimptotik denklik kavrami ve ilgili kavramlart bazi Ozellikleriyle birlikte



calismiglardir. Patterson (2003) asimptotik istatistiksel denklik ve ilgili kavramlar
tanimlamistir. Daha sonra Patterson ve Savas (2006) asimptotik denklik, istatistiksel
yakinsaklik ve lacunary dizi kavramlarinin dogal kombinasyonu olan asimptotik
lacunary istatistiksel denklik kavramimi tanitmiglardir. Savas (2013) J-asimptotik
lacunary istatistiksel denklik kavramini vermistir. Savas ve Giimiis (2013) pozitif reel
sayillarin p = (px) dizisini kullanarak J-asimptotik lacunary istatistiksel denklik

kavramini genellestirmislerdir.

Modiiliis fonksiyonu ilk olarak Nakano (1953) tarafindan tanimlanmistir. Maddox
(1986), Pehlivan ve Fisher (1995), Kumar ve Sharma (2012), Pancaroglu ve Nuray
(2014), Kisi vd. (2015) ve bir¢ok yazar tarafindan modiiliis fonksiyonu ¢alisilmistir.

Tezimizin tg¢ilincii boliimiinde, Kumar ve Sharma (2012) tarafindan yapilan makalede
incelenen, modiiliis fonksiyonu tarafindan tanimlanan kuvvetli asimptotik J-denklik,
kuvvetli asimptotik lacunary J-denklik, asimptotik lacunary istatistiksel 7-denklik,
f-asimptotik J-denklik, kuvvetli f-asimptotik J-denklik ve kuvvetli f-asimptotik
lacunary J-denklik kavramlarini vererek, bu kavramlar arasindaki bazi iliskiler ile
kapsama ve gerektirme bagintilarini veren teorem ve lemmalari ispatlariyla birlikte not

edecegiz.

Tezimizin dordiincii boliimiinde ise, Bilgin (2015) tarafindan yapilan makalede
incelenen, bir pozitif p = p, dizisi kullanilarak modiiliis fonksiyonu tarafindan
tanimlanan kuvvetli (f, p)-asimptotik 7-denklik ve kuvvetli (f,p)-asimptotik lacunary
J-denklik kavramlarini vererek, bu kavramlar arasindaki bazi iliskiler ile kapsama ve

gerektirme bagintilarini veren teorem ve lemmalari ispatlariyla birlikte not edecegiz.

Son bolim olan besinci boliimde ise, calisma siliresince yararlanilan literatiirdeki

kaynaklar listelenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boéliimde, tez caligmasinda yararlanacagimiz bazi temel kavramlar verilmistir.
Literatiirde iyi bilinen dogal sayilar kiimesi N, tam sayilar kiimesi Z, reel sayilar kiimesi

R, metrik uzay ve mutlak deger metrigi gibi temel kavramlar1 burada vermeyecegiz.

Oncelikle bir dizinin tammi verip, dizinin smirhihi@, yakmsakhigi ve Cesaro

toplanabilirligi gibi kavramalar1 not edecegiz.

Tanmm 2.1 Tanim kiimesi N = {1,2, ..., n, ... } dogal sayilar kiimesi olan her fonksiyona

dizi denir (Balc1 1999).

Diziler deger kiimelerine gore adlandirilir. Eger bir dizinin deger kiimesi reel sayilar
kiimesi ise, diziye reel terimli dizi veya reel say1 dizisi ya da reel dizi denir. Yani, reel
terimli bir dizi

f: N>R
seklinde bir fonksiyondur.

Genel terimi x;, olan bir dizi (x;) = {x4, x5, ..., Xy, ... } seklinde gosterilir.
Tezimizde aksi belirtilmedigi siirece (x;) dizisini reel say1 dizisi olarak ele alacagiz.

Tamim 2.2 x = (x;) bir dizi ve £ € R olsun. Her € > 0 igin, k > ny oldugunda

lx, — L] < e
olacak sekilde € a bagh bir ny, € N sayis1 bulunabiliyorsa (x;) dizisi £ sayisina
yakinsaktir denir ve

limx, =L veya x;, = L
k—oo

seklinde gosterilir (Balc1 1999).



Herhangi bir sayiya yakinsayan diziye yakinsak dizi denir. Yakinsak olmayan diziye ise

raksak dizi denir.

Tamim 2.3 Eger her k > 0 sayist igin |x,| < M olacak sekilde bir M > 0 reel sayisi

bulunabiliyorsa (x;) dizisine sinirli dizi denir (Balc1 1999).
Tiim smirl reel veya kompleks dizilerin kiimesi [, ile gosterilir.

Tamim 2.4 x = (x;) bir dizi olsun. Eger,

1 n
lim —lek — =0
n-on
k=1
oluyorsa, x = (x;) dizisi Lreel sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir
(Freedman et al. 1978).

Simdi bir dizinin yakinsakligi kavraminin bir genellestirmesi olan istatistiksel
yakinsaklik kavramini tanimlamada kullanilan dogal yogunluk kavramini ve istatistiksel

yakinsaklik ile istatistiksel Cauchy dizi tanimlarini verecegiz.

Tamim 2.5 (Dogal yogunluk) K € N ve K,, = {k < n: k € K} kiimelerini ele alalim.

|K| = cardK (K kiimesinin kardinalitesi) olmak iizere;

8(K) = limyo inf 2L ve §(K) = limy,_,o, sup ™2
limitlerine sirasiyla K kiimesinin alt ve st yogunluklari denir. §(K) = §(K) ise (%)
dizisinin limiti mevcuttur denir. Bu limit 6(K) ile gosterilir ve bu limit degerine K
kiimesinin dogal yogunlugu denir. O halde K € N kiimesinin dogal yogunlugu;

1Kyl

1
= lim —|{k <n:k € K}|

n n—oo

6(K) = lim
n—o0o

dir (Niven et al. 1991).

Tamim 2.6 x = (x;) dizisi verilsin. Eger, her € > 0 igin

1
lim—|{k<n:|x,—L|=¢€}|=0

n-on



oluyorsa, x = (x;) dizisi L reel sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve
st—=limx =L
bi¢iminde gosterilir (Fridy 1985).
Tamim 2.7 Bir x = (x;) dizisini ele alalim. Her € > 0 i¢in bir N = N(¢&) vardir oyle ki
S({k: |x —xn| > €}) =0
ise, x = (xy,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir (Fridy 1985).

Simdi de son yillarda birgok matematikg¢i tarafindan calisilan lacunary dizi kavramini
tanitarak bir dizinin lacunary yakinsakligi ve lacunary istatistiksel yakinsakligi

tanimlarini verecegiz.

Tanmm 2.8 6 = {k,.} dizisi (r = 1,2,3, ...),

ko=0 ve h, = k, —k,_4 = o0 (r > o)
olacak sekilde pozitif tamsayilarin artan bir dizisi ise, bu dizi lacunary dizi olarak
adlandirtlir (Fridy and Orhan 1993).

Calisma boyunca 6 = {k,-} lacunary dizisi tarafindan belirlenen araliklar I, = (k,_1, k;]

kr

ile belirtilip, ayrica orani ise q, ile gosterilecektir.

ky—1

Tanim 2.9 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger x = (x; ) dizisi i¢in,
n
lim — D= £1=0
oo, Lk -
kel,

olacak sekilde bir £ reel sayis1 varsa x = (xj) dizisi £ ye kuvvetli lacunary yakinsaktir
denir (Fridy and Orhan 1993).

Tamim 2.10 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her € > 0 igin,

1
limh—l{kelrz |x, — L| =€} =0

T—00 r
oluyorsa, x = (x;) dizisi L reel sayisina lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
Sg—limx =L

bigiminde gosterilir (Fridy and Orhan 1993).



Istatistiksel yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ideal yakinsaklik kavrami
2000 yilindan bu yana bir¢ok matematikgi tarafindan ¢alisilmaktadir.

Simdi ideal, siizge¢ ve ideal yakinsaklik kavramlari ile ilgili tanim ve ornekleri verelim.

Tanmm 2.11 Bir 7 < 2N ailesi icin
. @€,

ii. HerA,BeJicinAUBE],
iii. HerAeJveBcAiginB €]

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda 7 < 2N ailesine N de bir ideal denir.

Eger N & 7 ise, 7 ya bir ger¢ek (non-trivial) ideal denir. Ayrica, J bir gercek ideal ve her
n € N i¢in {n} € J oluyorsa, 7 idealine uygun (admissible) ideal denir (Kostyrko et al.
2000).

Bu calismadaki biitiin idealler uygun ideal olarak kabul edilecektir

Tamim 2.12 x = (x;) bir dizi olsun. Eger her € > 0 i¢in
A(e)={keN:|x;, —L| =€} €T
oluyorsa, x = (x) dizisi L reel sayisina J-yakinsaktir denir ve
J—limx =L

bigiminde gosterilir (Kostyrko et al. 2000).

Simdi J-yakinsaklik ile ilgili 6rnekler verelim (Kostyrko et al. 2000).

(i) I, = {0} alalm. J,, N de minimal idealdir. Bir x = (x;) dizisi sabit bir dizi ise

J-yakinsaktir. Bunu tersi de dogrudur.

(i) N dogal sayilar ciimlesinin tiim sonlu alt ciimlelerinin siifi J; olsun. Bu durumda,

J¢ uygun idealdir ve J¢-yakinsaklik alisiimis (adi) yakinsaklik ile cakisir.



(iii) s = {A c N: §(4) = 0} olsun. Bu durumda, 75 bir uygun idealdir ve Js-
yakinsaklik istatistiksel yakinsaklik ile ¢akisir.

(iv) @ # M c Nve M # N olmak iizere, 7, = 2™ idealini ele alalim. Bu durumda 7,
ideali bir proper idealdir. Bir x = (x;,) dizisi 7,,-yakinsaktir ancak ve ancak
x = (x) N/M fizerinde sabit dizidir, yani bir £ € R vardir 6yle kihern € N / M
icin x,, = £ dir. Ozel olarak M = @ alinirsa (i) deki ideal elde edilir.

Tamim 2.13 Bostan farkl1 bir F < 2N ailesi i¢in

. 0¢F,

ii. HerA,BEFicinANBETF,

iii. HerAe FveherB > AigcinB €F

sartlar1 saglaniyorsa, bu durumda F < 2N ailesine N de bir siizgeg ad1 verilir (Kostyrko
et al. 2000).

Eger 7, N de bir gergek ideal ise, bu durumda
F@ ={McN:(JA€T)(M =N\A)}

smifina N {izerinde 7 ideali ile birlesen siizge¢ denir (Kostyrko et al. 2000).

Tanim 2.14 x = (x;,) bir say1 dizisinin alalim. Eger, her € > 0 ve § > 0 igin,
1
{ne N: EI{kSn:lxk—LI > e} 26}67

sart1 saglaniyorsa, bu durumda x dizisi £ reel sayisina J-istatistiksel yakinsaktir (veya
S(J)-yakisaktir) denir. Bu durumda,

x, = L(S(3)) veya S(9) — limy o x = L
yazabiliriz (Das et al. 2011).

Tamim 2.15 0 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her € > 0 igin,

1
rEN:—Zka—LIZS €7
R,

kel
oluyorsa, x = (xy) dizisi L reel sayisina kuvvetli 7-lacunary yakinsaktir denir ve
xx = L(Ng(7))



bi¢iminde gosterilir (Das et al. 2011).

Tiim kuvvetli 7-lacunary yakinsak dizilerin sinifi Ny (J) ile gosterilir.

Tanim 2.16 6 = {k,.} bir lacunary dizi olsun. Eger her &6 > 0 igin
1
{r N[k €l Ix,— L] 2 e}l 2 5}e7
T

oluyorsa, x = (xy) dizisi £ reel sayisina J-lacunary istatistiksel yakinsaktir denir ve
xx = L(Se(7))
bigiminde gosterilir (Das et al. 2011).

Tiim lacunary J-istatistiksel yakinsak dizilerin sinifi Sy (J) ile gosterilir.

Simdi asimptotik denklik kavrami ve bu kavramla ilgili temel tanim ve 6zellikleri not
edecegiz. Oncelikle, denklik, kuvvetli Cesaro asimptotik denklik, kuvvetli asimptotik
lacunary denklik, asimptotik istatistiksel denklik, asimptotik lacunary istatistiksel

denklik ve kuvvetli asimptotik lacunary 7-denklik kavramlarinin tanimlarini verecegiz.

Tamm 2.17 x = (xy) Ve y = (i) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger,
x
lim =~ =1
k—oo yk

oluyorsa, x = (x) ve y = (y,) dizilerine asimptotik denktir denir ve x ~ y seklinde
gosterilir (Marouf 1993).

Tamim 2.18 p = (py) bir pozitif reel say1 dizisi olsun. x = (x;) ve y = (y,) negatif

olmayan iki dizi olmak {izere, eger

n

1 Pk
lim —
n-oon

k=1

Xk

Yk

=0

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine p dizisi i¢in £ kathh kuvvetli Cesaro
asimptotik denktir denir ve

a(p)
X ~y

bigiminde gosterilir. Eger £L = 1 ise, x = (x;) ve y = (yi) dizilerine kisaca p dizisi

i¢in kuvvetli Cesaro asimptotik denktir denir (Savas and Patterson 2008).



Tanmm 2.19 6 = {k,.} bir lacunary dizi, x = (x;) ve y = (y,) negatif olmayan iki dizi

olsun. Eger,

.1 Xk
hmh— Z |— —L|=0
T iEn Yk
oluyorsa, x = (x,) ve y = (y;) dizilerine £ katl kuvvetli asimptotik lacunary denktir

denir ve

Ng
X~y

bigiminde gosterilir. Eger £ =1 ise, x = (x;) ve y = (y) dizilerine kisaca kuvvetli

asimptotik lacunary denktir denir (Savas and Patterson 2008).

Tanmm 2.20 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve p = (py) bir pozitif reel say1 dizisi olsun.

x =x = (x) vey = (y,) negatif olmayan iki dizi olmak iizere, eger

i 2: Xk
llmh— — =L
T—00

rkelr Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine p dizisi igin £ kath kuvvetli asimptotik

Pk
=0

lacunary denktir denir ve

[N]g(zﬁ)
x ~y

bigiminde gosterilir. Eger £ = 1 ise, x = (x;) ve y = (y) dizilerine kisaca p dizisi

icin kuvvetli asimptotik lacunary denktir denir (Savas and Patterson 2008).

Tamm 2.21 x = (x,) ve y = (y,) negatif olmayan iki dizi olsun. Eger, her € > 0 i¢in

1
lim—|{kSn: =0

n-on

x—k—L > e}
Vi

oluyorsa, x = (x;) ve y = (yx) dizilerine £ katli asimptotik istatistiksel denktir denir

ve

SL
x =~y

bigiminde gosterilir. Eger £ = 1 ise, x = (x) ve y = (y;,) dizilerine kisaca asimptotik
istatistiksel denktir denir (Patterson 2003).



Tanmm 2.22 6 = {k,.} bir lacunary dizi, x = (x;) ve y = (y,) negatif olmayan iki dizi

olsun. Eger, her € > 0 i¢in

li !
im n

{kEIr:

Xk
S g s -0
Yk

oluyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ kath asimptotik lacunary istatistiksel

denktir denir ve

Se

X~y
bigiminde gosterilir. Eger £L=1 ise, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca p dizisi i¢in

asimptotik lacunary istatistiksel denktir denir (Patterson and Savas 2006).

Tanmm 2.23 6 = {k,.} bir lacunary dizi, x = (x;) ve y = (yx) negatif olmayan iki

dizi olsun. Her € > 0 i¢in,

k_rl>ebeq

EN_lzx
T i

rkelr Yk

oluyorsa, x = (x;) Vve y = (yy)dizilerine £ kathi kuvvetli asimptotik lacunary
J-denktir denir ve

7(1!9)

bigiminde gosterilir. Eger £ =1 ise, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca kuvvetli

asimptotik lacunary J-denktir denir.

Simdi de Nakona (1953) tarafindan tanimlanan modiiliis fonksiyonu ile ilgili tanimlari

ve bazi 6zellikleri verecegiz.

Tamim 2.24 [0,0) dan [0,c0) a tanimli bir f fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa
modiiliis fonksiyonu adin1 alir:

i. f(x)= 0ancak ve ancak x = 0 dur.

ii. Timx >0,y =0i¢in f(x+y) < f(x) + f(y) dir.

iii. f artandir.

iv. f, 0dasagdan stireklidir.

10



Lemma 2.1 f bir modiiliis fonksiyonu ve 0 < § < 1 olsun. Eger y # 0 igin (%) )

6)=56)

esitsizligi saglanir (Pehlivan and Fisher 1994).

ise,

Tanim 2.25 Bir f modiiliis fonksiyonunu alalim. Eger x = (x;,) dizisi i¢in
n
1
lim=>" f(lx, - L) = 0
=

esitligi saglanmiyorsa, x = (x;) dizisi L reel sayisina kuvvetli Cesaro toplanabilirdir
denir. Bu
Wf'limk X = L

ile gosterilir (Oztiirk and Bilgin 1994).

Tamim 2.26 f bir modiiliis fonksiyonu, x = (x;) ve y = (y,) negatif olmayan iki dizi

olsun. Eger

l f( . L‘|> 0
im — = =
k Yk
esitligi saglaniyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizileri £ kath f-asimptotik denktir denir

ve x j:y ile gosterilir. Eger £ =1 alinirsa, x = (x3) ve y = (y) dizilerine kisaca
f-asimptotik denktir denir (Bilgin 2011).

Tanmm 2.27 f bir modiiliis fonksiyonu, x = (x;) ve y = (y,) negatif olmayan iki dizi

1 Xk
(o) =
nn - Vi

esitligi saglaniyorsa, x = (x;) ve y = (y;) dizileri £ katli kuvvetli f-asimptotik denktir

olsun. Eger

denir ve
wr
X~y
ile gosterilir. Eger £ =1 alinirsa, x = (x3) ve y = (y,) dizilerine kisaca kuvvetli
f-asimptotik denktir denir (Bilgin 2011).

11



Tanim 2.28 f bir modiiliis fonksiyonu, 8 = {k,.} lacunary dizi, x = (x;) ve y = (yi)

negatif olmayan iki dizi olsun. Eger

it S (1) =0

esitligi saglaniyorsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ katli kuvvetli f-asimptotik

lacunary denktir denir ve

Ngf
x ~y

ile gosterilir. Eger £ =1 alinirsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca kuvvetli

f-asimptotik lacunary denktir denir (Bilgin 2011).

12



3. MODULUS FONKSIiYONU iLE TANIMLANAN ASIMPTOTiK LACUNARY
J-DENK DiZILER

Bu béliimde, Kumar ve Sharma (2012) tarafindan yapilan makaledeki tanim, teorem ve

lemmalari ispatlariyla birlikte not edecegiz.

Burada oncelikle, kuvvetli asimptotik 7-denklik, kuvvetli asimptotik lacunary J-denklik,
asimptotik lacunary istatistiksel 7-denklik, f-asimptotik J-denklik, kuvvetli f-

asimptotik 7-denklik ve kuvvetli f-asimptotik lacunary J7-denklik tanimlarini verecegiz.

Tanmm 3.1 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y,) dizilerini alalim. Eger, her € > 0

i¢in

1 - xk
nEN:—Z ——L| =€ €T
nk:l Yk

sartt saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ katli kuvvetli

asimptotik 7-denktir denir ve

I(w)
x ~y

bi¢giminde gosterilir. Eger, £ =1 alinirsa, x = (x;) ve y = (yy) dizilerine kisaca

kuvvetli asimptotik 7-denktir denir.

Tanmm 3.2 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y;) dizilerini ve bir 8 = {k,.} lacunary
dizisini alalim. Eger, her ¢ > 0 ve y > 0 igin
Xk

——L Ze|2y}eﬂ
Yk

sart1 saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ katli asimptotik

et
r "

r

k €l,:

lacunary istatistiksel 7-denktir denir ve

I(Sg)
x ~

bi¢iminde gosterilir. Eger, £ =1 almirsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca

asimptotik lacunary istatistiksel 7-denktir denir.

13



Tamim 3.3 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (yy) dizilerini ve bir 8 = {k,} lacunary

dizisini alalim. Eger, her € > 0 i¢in

1 = Xk
rEN:h—Z|——L =>er €]
rkEIT Yk

sartt saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ katli kuvvetli

asimptotik lacunary 7-denktir denir ve

I(Ng)
x ~

bi¢giminde gosterilir. Eger, £ =1 almirsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca

kuvvetli asimptotik lacunary 7-denktir denir.

Tanim 3.4 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y;) dizilerini ve f modiiliis fonksiyonu

alalim. Eger, her € > 0i¢in

{kEN:f(

Xk

i L|) = e} €J

Yk

sart1 saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ kath f-asimptotik

J-denktir denir ve

I
x =~y

bi¢iminde gosterilir. Eger, £L =1 almirsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca

f-asimptotik 7-denktir denir.

Tanmm 3.5 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y;) dizilerini ve f modiiliis fonksiyonu
alalim. Eger, her ¢ > 0 igin
n
1 Xk
nEN:—Zf(——L)ZS €J

néd Yk
sartt saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ katli kuvvetli
f-asimptotik 7-denktir denir ve

I(wf)
x ~y

bi¢giminde gosterilir. Eger, £L =1 almirsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca

kuvvetli f-asimptotik 7-denktir denir.

14



Tanmm 3.6 Negatif olmayan x = (x) ve y = (y,) dizilerini, f modiiliis fonksiyonunu

ve bir 8 = {k,.} lacunary dizisini alalim. Eger, her £ > 0 i¢in

reN: hz <|——£)Ze €7

sartt saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine £ katli kuvvetli
f-asimptotik lacunary J-denktir denir ve

Ih)
x ~y

bi¢giminde gosterilir. Eger, £ =1 aliirsa, x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca

kuvvetli f-asimptotik lacunary 7-denktir denir.

Asagidaki teorem kuvvetli asimptotik J-denklik ile kuvvetli f-asimptotik 7-denklik

kavramlar1 arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 3.1 Negatif olamayan x = (x,) ve y = (y,) dizilerini ve bir f modiilis

fonksiyonunu alalim. Bu durumda,

. 7 . I(wf .
(i) Eger,x (xv)y ise x “ )y dir.

9 7 .
(i) Eger, lim;_, f(t) =qa > 01ise,0zaman x (L”)y (vzf)y dir.

ispat:

J
)x 2y ve & >0 icin olsun. 0 <& < 1 secelim dyle ki 0 <t <1 igin f(t) < ¢

olsun. Bu durumda,

ORISR EP I

yazilabilir. Ayrica, f modiiliis fonksiyonunun tanimini kullanarak

S (e <o ()15

elde edilir. Boylece, her n > 0 i¢in

15



X
—5-L’2
Xk

2f(1)

{nEN:%kif(;—i—L)Zn}Q{nEN:%Z

=1

- 2)5}

7
kapsamasi saglanir. x w y oldugundan, yukaridaki kapsama ifadesinde sagdaki kiime

ve dolayisiyla da soldaki kiime J idealine aittir. Bu da
I(wf)
x ~y

oldugunu kanitlar.

(i) Eger limtqw@=a>0 ise, o halde tim t >0 igin f(t) = at olur.

7
Simdi x (M~’f)y oldugunu kabul edelim. Buradan,

n n n
1 Xk 1 Xk 1
XA I Yo I )
nk=1 Yk nk=1 Yk n

g
Yk
oldugundan, her bir € > 0 i¢in

1 < Xk 1 - Xk
nEN:—Z|——£|2£ c nEN:—Zf<|——L>2as
n Yk )k

k=1

7
kapsamasi gecerlidir. x (sz)y oldugundan, yukaridaki kapsama ifadesinde sagdaki

kiime ve dolayisiyla da soldaki kiime J idealine aittir. Bu da
I(wf)
x -y

oldugunu kanitlar. Boylece ispat tamamlanir.

Asagida kuvvetli f-asimptotik 7-denklik ile asimptotik J-istatistiksel denklik arasindaki

iliskiyi veren teoremi ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 3.2 Negatif olmayan x = (x,) ve y = (y,) dizilerini ve bir f modiilis
fonksiyonunu alalim. Bu durumda,

J (s
(i) Eger x (V~Vf)y ise, 0 zaman x (~)y dir.

. g . I(wf) s .
(i) Eger f sinirliise, 0 zaman x ~ "y & x ~ ydir.

16



ispat:

(i) Kabul edelim ki x ~f)y olsun ve € > 0 verilsin. Bu durumda,
IS
"= k=1 Yk
x—k—L =g
Yk
2@‘{kgn: x—k—L 2£}|
n Yk

dur ve sonug olarak, herhangi bir n > 0 i¢in

el snfy o2 o)l = ) o emegr (- <))

7
elde edilir. x (M:f)y oldugundan, Tanim 3.5 geregince yukaridaki kapsama ifadesinde

sagdaki kiime ve dolayisiyla da soldaki kiime 7 idealine aittir. Boylece,

9(5)
X ~y

olur.

(s
(if) Kabul edelim ki f simrh ve x (~)y olsun. f smirlt oldugundan bir M reel sayisi

vardir oyle ki sup < M olur. Ayrica, € > 0 igin

[ 1
o | = n |
SR PRI
et et
S%Kkﬁn %—L 28}|+f(e)

yazilabilir. Buradan da, € — 0 iken sonug (1) dekine benzer sekilde elde edilir.

Simdi kuvvetli f-asimptotik J-denklik ile kuvvetli f-asimptotik lacunary J-denklik

arasindaki iliskiyi veren teorem ve ispati verilecektir.

Teorem 3.3 Negatif olmayan x = (x;) ve y = (y,) dizilerini, bir f modiilis

fonksiyonunu ve 8 = {k,.} lacunary dizisini alalim. Eger, liminf.q,, > 1 ise, 0 zaman

I(wf) (Ng)
X ~yex ~y

elde edilir.

17



Ispat: Kabul edelim ki, liminf,q, > 1 olsun. Bu durumda, & > 0 vardir 6yle ki

olur. Bu da

7
olmasini saglar. x (sz)y alalim. Yeterince biiylik bir r degeri i¢in

LS d)et o)
()

T

(Fn S (o)

T

\%

esitsizligi elde edilir. Boylece, bir € > 0 igin,

eng g (i ef el eni Tl 4)21%

7
kapsamas1 yazilabilir. x o y oldugundan, yukaridaki kapsama ifadesinde sagdaki

kiime ve dolayistyla da soldaki kiime J idealine aittir. Dolayisiyla

)
x ~y

elde edilir.

Asagidaki teorem kuvvetli f-asimptotik lacunary J-denklik ile kuvvetli asimptotik

lacunary J7-denklik arasindaki iliskiyi vermektedir.

Teorem 3.4. Negatif olmayan x = (x,) ve y = (y,) dizilerini, bir f modiiliis
fonksiyonunu ve 8 = {k,.} lacunary dizisini alalim. Bu durumda,

L g INg)
(i) Eger x ~ "y ise,0zamanx ~ ydir.

) I(Ng) Ivh)

(i) Egerhmt_,oof( =qa>0ise,0zamanx ~ y e x ~ ydir.

18



Ispat: Ispat Teorem 3.1 in ispatina benzer sekilde yapilabilir.

Son olarak, kuvvetli f-asimptotik lacunary J-denklik ile asimptotik lacunary

J-istatistiksel denklik arasindaki iliskiyi veren teoremi inceleyecegiz.

Teorem 3.5. Negatif olmayan x = (x,) ve y = (y,) dizilerini, bir f modiilis
fonksiyonunu ve 8 = {k, } lacunary dizisini alalim. Bu durumda,

_ N 1Se) .
(i) Egerx ~ y ise, 0 zaman x (~9)y dir.

I . o7 1Se) .
(if) Eger f sinirliise, 0 zaman x ~ y e x ~ ydir.

ispat:

_ Iy

(i) Kabul edelimkix ~ yolsunve &> 0 alalim.
(e el) 2 2 (B - l) = g ffeens - o]
— — — = — — = = fle)— =L =¢
hrkelr Yk hrkelr Vi hr : Yk

oldugundan, y > 0 i¢in eger

1
A(gy) = {r € N:h—

T

{k €I,

etz e 2}
Yk

ve

B(g,y) =4 rE€ N:%qu%—llb > vyf(e)

kel

kiimelerini tanimlarsak bu durumda,

A(e,v) € B(&y)
I
olur.x ~ yoldugundan, B(g,y) € J olur. Boylece, ideal tanimi1 geregi A (g,y) € J ve

I(Se)
x ~

elde edilir.

(S,
(ii) Kabul edelim ki £ siirli ve x =y olsun. f smurl ise tiim x > 0 icin bir M pozitif

reel say1 vardir 6yle ki [f(x)| < M olur. Ayrica, bu gercegi kullanarak
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L)< Y () Y (o)

k€l €l €l
Zk_1|>e ’x—k—L’<E
LYk Yk
M X
L PO TR
hr Yk

olup, ispat Teorem 3.2 nin ispatinin 2. kismindan yararlanarak elde edilir.
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4. (f,p)-ASIMTOTIK LACUNARY J-DENK DIiZiLER

Bu béliimde Bilgin (2015) tarafindan yapilan makaledeki tanim, teorem ve lemmalari

ispatlartyla birlikte not edecegiz.

Oncelikle, kuvvetli asimptotik (f,p)-denklik ve kuvvetli asimptotik lacunary

(f, p)-denklik tanimlarini verecegiz.

Tamim 4.1 f bir modiiliis fonksiyonu ve p = (py) bir pozitif tam say1 dizisi olsun. Eger

{nEN:%Z[f(;C]—:—LD]pk ze}e 9

sart1 saglaniyorsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) say1 dizilerine 7 idealine gore L

her € > 0 i¢in,

katli kuvvetli (f, p)-asimptotik denktir denir. Bu

Jw P

ile gosterilir. Eger, £ = 1 alinirsa, bu durumda x = (x;) ve y = (y,) dizilerine kisaca

J idealine gore kuvvetli (f, p)-asimptotik denktir denir.

Iw P )
Eger, her x > 0 igin f(x) = x alimrsa, x ~ "y yerine

J(wP)

yazilabilir ve eger L = 1 ise, kisaca J idealine gore kuvvetli p-asimptotik denklik denir.

7(wP)y .
Eger p = py alinirsa, tim k € Ni¢in x  ~ "y yerine

7w(p)y

X y

yazilabilir.
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Tanim 4.2 f bir modiiliis fonksiyonu, 8 = {k,} bir lacunary dizi ve p = (py) bir pozitif

tam sayi dizisi olsun. Eger, her € > 0 igin,

rEN:hiZ[f(

Tk

X Pk
——LD] =>er €]
Yk

sart1 saglaniyorsa, bu durumda x = (x) ve y = (y,) sayi1 dizilerine J idealine gore L
katli kuvvetli (f, p)-asimptotik lacunary denktir denir. Bu

I(NgP)y

ile gosterilir. Eger, £ = 1 alinirsa, bu durumda x = (x) ve y = (yy) dizilerine kisaca

J idealine gore kuvvetli (f, p)-asimptotik lacunary denktir denir.

. IweYP) ,
Eger p = (py) alinirsa, tim k € Nigin x =~ "y yerine
INP)
x ~ Y
yazilabilir.
i g
Eger p = 1 alinirsa, x ~ 1y yerine
INS)
x ~y
yazilabilir. Boylece, bu sonu¢ Kumar and Sharma (2012) tarafindan elde edilen
INS)
x ~y
ile ayn1 olur.
. 1N ,
Ayrica, her x > 0 iginf (x) = x alinirsa, x ~ ~ "y yerine
I(Np)
x ~y
yazilabilir. Boylece, bu sonug Savas ve Glimiis (2013) tarafindan elde edilen
Né(p)(ﬂ)
x ~ )y

ile aynidir.
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Bu kisimda, 7 idealine gore kuvvetli (f, p)-asimptotik denklik ile kuvvetli p-asimptotik
denklik kavramlar1 arasindaki arasindaki iliskiyi veren asagidaki teorem ile

baslayacagiz.

Teorem 4.1 f bir modiiliis fonksiyonu ve
0<h=infkkaka5upkpk=H<oo

olsun. Bu durumda,

p) J(wFp)
i) Eger x e ise, 0 zaman x w2 dir.
g y y

T(wP T(wFp) ]
i) Egerlim Hm@— > 0 ise, 0 zaman x ok S x w2 dir.
g t y y
Ispat:

J(wP
i) x (VZ )y ve € > 0 olsun. 0 < u < § sartin1 saglayan her u i¢in f(u) < &€ olacak
sekilde 0 < § < 1 segelim. O halde,

(- =2 3 - Y [

——L <6 ——L >6

yazilabilir. Boylece, f fonk5|yonunun tanimindan

Z [f( |)] < max{e", e} + max{1, (2f(1)6~ L ]pk
elde edilir. Buradan da
ren iy (-] =
n X _ h gH
pemin e = i)

I(wP .
olur. x e y oldugundan, yukaridaki kapsama ifadesinde sagdaki kiime ve dolayisiyla
da soldaki kiime 7 ya aittir. Bu da

9w P
x ~

oldugunu ispatlar.
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. . wh) . IwUP) o 0 i g
(if) Yukaridaki ilk kissmda x ~ "y ise,x ~ "y oldugunu ispat ettik. Simdi de

bunun tersini ispat edersek ispat tamamlanmais olur.

)

(t) =B >0 ise, tim t > 0 i¢in f(t) = Bt olur. x o y oldugunu

Eger lim; o, —

kabul edelim. A(;lk olarak,

n
N AT
néd Yk
esitsizligi gergeklenir. Boylece, € > 0 igin

{n € N: Z H L”pk > e} c {n € N: %Zn: [f(|;c]—]; - L|)]pk > smin{ﬂk,ﬂH}}
k=1

L IwdP) : . .
elde edilir. x S )y oldugundan, yukaridaki kapsamada ikinci kiime ve dolayisiyla

> min{S¥,

T(wP
da birinci kiime 7 ya aittir. Buda x © )y oldugunu ispatlar.

Teorem 4.2 f bir modiiliis fonksiyonu, 6 = {k,.} bir lacunary dizi ve
0<h=infipx < pr < supgpry = H <
olsun. Bu durumda,

) f](Np) 7(Néf'p)) )
(i) Eger x ~ y ise,0zamanx ~ ydir.

:](Np) g(N(f:P)) )
(if) Eger lim;_, — f( =B > 0ise, 0 zaman x ~0 yex 2 y dir.

Ispat: Teoremin ispat: Teorem 4.1 in ispatina benzer oldugundan, ispat1 vermeyecegiz.

Bir sonraki teorem J idealine gore kuvvetli (f,p)-asimptotik denklik ve kuvvetli

(f, p)-asimptotik lacunary denklik arasindaki iligkiyi vermektedir.

Teorem 4.3 f bir modiiliis fonksiyonu, 8 = {k,.} bir lacunary dizi ve p = (p,) pozitif

reel say1 dizisi olsun. O zaman,

_ _ Ing P 7wFP)y

(i) Eger limsup,q, <oo ise, 0 zaman x ~ y olmasix ~ "y olmasim
gerektirir.

B . 7(wP)y J(Néf'p))

(i) Eger liminf,q,>1 ise, o0 zamanx ~ "y olmast x ~ y olmasim
gerektirir.
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. o . . 7(W(f.p)) J(Néf'p)) .
(iii) Eger 1 <liminf,q, < lim sup,q, < o ise,0zamanx ~ ‘y&x ~ ydir.

ispat:
(i) Eger limsup,.q,, < oo ise, bu durumda bir K > 0 vardir 6yle ki her r i¢in q, < K

I
olur. Simdi kabul edelimkix ~ yvee& > 0olsun.

A= reN:- Z[f<

alalim. Bdoylece, tiim j € A i¢in

Hy = hZ[f( D]

elde edilir. Herhangi bir n tamsayis1 alalim 6yle ki k, = n > k,_; olsun. Simdi

r"sk:_fzf[f@—:—wr"
3 (Al

k& —12 le[f@—i—ﬁ)]pk

)" <

Yk

= qrsupjea H < K. = ¢

) =

yazilabilir. Herhangi bir ¢’ > 0 i¢in

e il (-

e F()

dir 6yle ki bu

7(W(f ,p))
x =~y
olmasini saglar. Ciinkii herhangi bir A € F(J) kiimesi igin

U{n:kr_l <n<k,,reA}eF@)
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dir.

L IwUP) :
(i) x ~ "y veliminf.q, > 1 alalm. § > 0 vardir dyle ki tim r > 1 igin,

qr = (ky/kr—1) 21+ 6
olur. Yeteri kadar biiyiik r i¢in

(kr/hr) S s Ve kr 1/hr _6

elde edilir. € > 0 alalim ve

kr
1 Xk Pk
a=l et [r(Be o) <o
krk:l Yk

kiimesini tanimlayalim. O halde, A € F(J) dir. Her bir k, € A igin

OO (o R [l 9 (-0
S T e S (-
=N

< (1 + 6) o,
5 E=E€
olur. Buradan da, herhangi bir &’ > 0 igin

{r € N: —Zkar[ <| L|)]pk < s’} e F()

elde edilir ki bu da

7(Néf.p))
x ~ )y

olmasini saglar.
(iii) (i) ve (ii) den ispat elde edilir.
Simdi J idealine gore asimtotik istatistiksel denklik ve kuvvetli (f, p)-asimtotik denklik

arasindaki iliskiyi verecegiz. Ayrica, J idealine gdre asimptotik lacunary istatistiksel

denklik ve kuvvetli(f, p)-asimtotik lacunary denklik arasindaki iligkiyi verecegiz.
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Teorem 4.4 f bir modiiliis fonksiyonu, 8 = {k,.} bir lacunary dizi ve
0 < h=infypr < pr < supgpry = H < o

olsun. Bu durumda,

N dwTy OIS
(i) Eger x ~ "y ise,0zaman x ~ ydir.
. : 9(S) Jwey
(i) Eger f smirliise,0zamanx ~y & x ~ “ydir.
Ispat:
. . . IwP)
(i) Kabuledelimkix ~~ "y ve &> 0 olsun. Bu durumda,
n n
1 Xj Pk 1 Xj, Pk
a2 Gl =2 2, (=)
nk:l yk n k=1 yk
|x—k—L|2£
Yk

1 x
> min{f(e)", f(e)"}— |{k <n |—k — L| > s}|
n Yk
yazilabilir. Sonug olarak, herhangi bir y > 0 i¢in,

1
{n € N:—|{k <n:

X
= 28}|2V}

n Yk
n
1 X Pk ]
c nEN;—Z[f(——L)] >ymin{f(e)", f(e)i} €T
nk:l Yk
olur. Boylece,
7(S)
x ~y

elde edilir.

(s
(i) Kabul edelim ki f sinirli ve x (~)y olsun. f smirh oldugundan, bir T tam sayisi

vardir 6yle Ki tim x > 0 igin

lfG =T
dir.

Dahasi her € > 0 i¢in, toplam1 her k < n igin |;—k— L| > ve |§— L| < ¢ olacak
k k

sekilde iki pargaya ayirabiliriz. Bu durumda,
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Pk 1
—— LD] < max{T", TH}; ‘{k <n

yk
olur. SOl'luQ Olarak:

prew 2 (-4 =

1
c {nE N:—’{kﬁn:
n

X L‘ S g}’ | £—max {f(E)".f(S)H}} cy
Yk

max{T", TH}
yazilabilir. Boylece,

IwP)
x ~

elde edilir.

Teorem 4.5 f bir moduliis fonksiyonu, 6 = {k,} bir lacunary dizi ve
0 < h=infypy < pr < supgpy = H <

olsun. Bu durumda,

(fip)
. INg ™) (S .
(i) Egerx 2 y ise, 0 zaman x (~9)y dir.
e L . 7(Néf'p)) ISe) .
(i) Eger f sinirliise, 0 zamanx ~ y e x ~ ydir.

Ispat:

(i) € > 0 alalim. Bu durumda,

LS = 3, )

kel,
|x—k—L =&
Vi
. 1 Xk
> min{f ()", £} o [fh € s |2 - £] 2 o
h, Yk
ve boylece,
{eNl{keI . L|>}>}
hy " Yk
1 x Pk
cren— > [F(Z-o)| 2y mintrr. s
o kel Vi
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yazilabilir. Ideal tanimdan, yukaridaki kapsamada ikinci kiime ve dolayistyla da birinci
kiime 7 ya aittir. Sonug olarak,

I(Se)
x ~

yazilabilir.

(s
(if) Kabul edelim ki f smirli ve x (~9)y olsun. f sinirl oldugundan, bir T tam sayisi

vardir dyleki tiim x > 0 i¢in |f(x)| < T dir. O halde,

e | R e (L B
+max{f (e)", f ()"}
ve bdylece,
reng 2 (-] =
c {r € N;hlr {k €l i’; > g}| >2" m;zigi);g(gy]}} €7
yazilabilir. Sonug olarak,
7(Néf.p))
x ~ )y

elde edilir.

Tim k ve 0 <p <t ler igin p, = p Ve t, = t alalim. Bu durumda, asagidaki teoremi

verebiliriz.

Teorem 4.6 f bir moduliis fonksiyonu ve 6 = {k,} bir lacunary dizi olsun. Bu
durumda;

Iwygoy 7(N§fp)) _
X ~ yise,ozaman x ~ vy dir.

: )
Ispat: x ~ y alalim. Holder esitsizliginden,

LS (A (3

|
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ve boylece

1 Xk p 1 Xk
rewep) (o) zepeiremy Yy lr(fE-
rkeIT Yk TkEIT Yk

olur. Buradan,

£t
)] >epr €]

7(N§f ”))

X ~ Yy
elde edilir.

Simdi (py) ve (ty) dizilerinin sabit olmadigin diisiinerek asagidaki teoremi verelim:

Teorem 3.7 f bir modiiliis fonksiyonu, 8 = {k,.} bir lacunary dizi ve tiim k lar i¢in
0 < py <t ve (ty / i) smirh olsun. Bu durumda,

7(Néf't)) ) V(Néf'p)) ]
x ~ yise,ozamanx ~ ydir.

. W)
Ispat: x ~ yolsun.

Zx = [f(|;_i v Ll)]pk ve A, = (pk / ti)

alalim 6yle ki 0 < A < 4, < 1 olsun. u;, ve v, dizilerini asagidaki gibi tanimlayalim:

Zr = 1ligin;u, =z, vev, =0
ve

z, < 1igin; v, =z, veu, = 0.
Bu durumda,

Zx = Uy + Vs z M = WM+ vtk

elde edilir. Buradan da

vk’lk S U S Zg Ve vk’lk < v,ﬂ‘

olur. Boylece,

elde edilir.
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Simdi her r i¢in;

kel kel,
A
< (2G| ) (2|&)
kel o kel, o
A
<[ >
hr kel
ve
S (o || R S IR v
T b =/ k=3 ) Zet|— ) Vk
o kel Yk o kel o kel i kel
(1
h_ Zy Zy =>1
" kel,
= { 2
! > n+ - > <1
Lhr kel & hr kel Y
(1 -1
h kel,
<A A
1
2 h_z Zy y Zg <1
\ " kel,

elde edilir. Eger

ise, bu durumda

olur. Boylece,
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dir. Bu durumda,

elde edilir.
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