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Matematik Anabilim Dali

Danigsman : Dog¢. Dr. Ugur ULUSU

Bu tez caligmasi alt1 boliimden olugsmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alismada ele alinan konunun tarihi gelisiminden bahsedilmistir.
Ikinci boliimde, calismanin daha anlagihir olmast i¢in gerekli olan bazi temel kavram-
lar verilmistir. Ugiincii boliimde, 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakmsaklk ve
istatistiksel Cauchy dizi kavramlar1 tanitilarak bunlarin kendine 6zgi ozellikleri ve
bu kavramlar arasindaki iligkiler ornekler ve teoremlerle aciklanmigtir. Dordiinci
boliimde, 2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik ve Z-Cauchy dizi kavramlar: tamitilarak
bunlarin kendine 6zgi 6zellikleri ve bu kavramlar arasindaki iligkiler ornekler ve
teoremlerle agiklanmigtir.  Beginci boliimde, 2-normlu uzaylarda Z-istatistiksel
yakinsaklik ve Z-istatistiksel Cauchy dizi kavramlari tanitilarak bunlarin kendine
ozgl ozellikleri ve bu kavramlar arasindaki iligkiler 6rnekler ve teoremlerle agiklan-

migtir.

Son bolim olan altinca  boliimde ise, c¢aligma stliresince yararlanilan

literatiirdeki kaynaklar listelenmistir.
2019, v + 32 sayfa

Anahtar Kelimeler : 2-normlu uzay, Istatistiksel yakinsaklik, Z-yakimsaklik,
T-istatistiksel yakinsaklik, Cauchy dizi.
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This thesis study consists of six chapters.

In the first chapter, the historical development of the subject discussed in the study
is mentioned. In the second chapter, some basic notions necessary for a better
understanding of the study are given. In the third chapter, statistical conver-
gence and statistical Cauchy sequence notions in the 2-normed spaces are introduced
and their specific properties and relationships between these notions are explained
with examples and theorems. In the fourth chapter, Z-convergence and Z-Cauchy
sequence notions in the 2-normed spaces are introduced and their specific properties
and relationships between these notions are explained with examples and theorems.
In the fifth chapter, Z-convergence and Z-Cauchy sequence notions in the 2-normed
spaces are introduced and their specific properties and relationships between these

notions are explained with examples and theorems.

In the sixth section which is the last chapter, the sources in the literature used

during the study are listed.
2019, v + 32 pages

Keywords : 2-normed space, Statistical convergence, Z-convergence, Z-statistical

convergence, Cauchy sequence.
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SIMGELER DIZINI

Simgeler
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1 GiRis

Yakinsaklik kavrami, analiz ve fonksiyonlar teorisi bilim dalinin temel kavram-
larindan biridir. Yakinsaklik kavraminin bir genellestirmesi olan ve temeli dogal
sayilar kiimesi (N) nin altkiimelerinin dogal yogunlugu kavramina dayanan istatis-
tiksel yakinsaklik kavrami ise bu bilim dalindaki toplanabilme teorisinin 6nemli
konularindan biridir. Fast (1951) ve eg zamanli olarak Steinhaus (1951)’un istatis-
tiksel yakinsaklik kavramini tanitmalarindan bu yana bu kavram iizerine ¢aligmalar
basta Salat (1980), Fridy (1985) ve Tripaty (1988) olmak iizere bircok arastirmaci

tarafindan giintimiize kadar devam etmistir.

Istatistiksel yakimsakhk kavrammin bir genellestirmesi olan ve temeli dogal sayilar
kiimesi N nin altkiimelerinden olusan bir ideal kavramina dayanan Z-yakinsaklik
kavrami ise Kostyrko vd. (2000) tarafindan tanitilmigtir. Bu kavram tizerine de
bagta Kostyrko vd. (2005), Nabiev vd. (2007) ve Das ve Ghosal (2010) olmak iizere

bir¢ok aragtirmaci giinimiize kadar ¢aligmigtir.

Son zamanlarda Das vd. (2011), istatistiksel ve Z-yakinsaklik kavramlarmin dogal
kombinasyonu olan ve her iki kavrami daha da genellestiren Z-istatistiksel yakinsaklik
kavramim tanmtarak, bu kavramin bazi ozelliklerini incelemiglerdir. Ayrica Savas
ve Das (2011), herhangi bir reel normlu lineer uzayda Z-istatistiksel yakimsaklik

kavramini tanitmiglardir.

2-normlu uzay kavram ilk olarak Géhler (1963) tarafindan tanitilmasinin ardindan
bir ¢ok matematik¢inin ilgilendigi Onemli bir konu haline gelmistir.
2-normlu uzaylarda yakinsaklik tizerine yapilan ilk ¢aligmada Gunawan ve Mashadi
(2001), 2-normlu uzaylarda yakinsaklk ve Cauchy dizi kavramlarini tamtmiglardir.
Daha sonra Giirdal ve Pehlivan (2009), 2-normlu uzaylarda istatistiksel yakinsaklik
ve istatistiksel Cauchy dizi kavramlar1 tlizerine calismiglardir. Benzer sekilde,
2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik ve Z-Cauchy dizi kavramlar ile Z-istatistiksel
yakinsaklik ve Z-istatistiksel Cauchy dizi kavramlar da sirasiyla Sahiner vd. (2007)

ve Yamanci ve Giirdal (2014) tarafindan yapilan ¢aligmalarda verilmigtir. Ayrica,



Giirdal ve Pehlivan (2004) ve Giirdal ve Agik (2008) tarafindan da 2-normlu uzay-

larda benzer caligmalar yapilmigtir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde, dizi uzaylar1 ve toplanabilme alaninda énemli ve

caligmanin daha anlagilir olmasi icin gerekli olan baz1 temel kavramlar verilmigtir.

Ilerleyen boliimlerde, sirasiyla Giirdal ve Pehlivan (2009), Sahiner vd. (2007) ve
Yamanci ve Giirdal (2014) tarafindan yapilan ¢aligmalardaki temel tanim, 6rnek ve

teoremler analiz edilmigtir.

Son bolim olan altinct boliimde ise, calisma siiresince yararlanmilan literatiirdeki

kaynaklar listelenmigtir.



2 TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ¢alismanin daha anlagilir olmasi i¢in gerekli olan bazi temel kavramlar
verilmigtir. Bu kavramlar verilirken belirtilen referanslara ek olarak Kelley (1955),

Kuratowski (1958) ve Maddox (1970) a ait eserler de genel anlamda kullamlmigtir.

Tanim 2.1 Tanim kiimesi dogal sayilar kiimesi olan fonksiyona dizi denir. Eger
dizinin deger kiimesi reel sayilar kiimesi (R) ise, diziye reel terimli dizi veya reel
sayr dizisi ya da reel dizi denir. Yani reel terimli dizi f : N — R bic¢iminde bir

fonksiyondur (Balc1 2012).
Genel terimi x,, olan dizi (z,) = (21,2, ..., T, ...) biciminde gosterilir.

Tamim 2.2 (z,,) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her € > 0 i¢in n > ng
oldugunda |z,, — L| < & olacak sgekilde ¢ a bagh bir ny € N sayis1 varsa, (z,,) dizisi

L ye yakinsaktir denir ve limz,, = L veya z,, — L bi¢iminde gosterilir (Balc1 2012).

Tanim 2.3 (z,,) bir reel terimli dizi olsun. Eger her ¢ > 0 igin m,n > ny oldugunda
|zm — x,| < € olacak sekilde bir ng = ng(e) € N varsa, (z,,) dizisine bir Cauchy dizi

denir (Balc 2012).

Tanim 2.4 K C Nve K,, = {k € K : k < n} olsun. Bu durumda K kiimesinin

dogal yogunlugu,

K, 1
O(K) = lim i) = lim —

n—oo M, n—oom,

{k<nikeK}
bigiminde tanimlanir (Freedman and Sember 1981).
Burada |K,| ifadesi, K, kiimesinin eleman sayisini gostermektedir.

Dogal yogunluk kavramu ile ilgili birkag ozellik ve bazi ornekler agagidaki gibidir:

i. K C N sonlu ise, o zaman ¢6(K) = 0 dir.

|Kn|

ii. K =Nise, o zaman §(K) = lim,,_, = limy, ;o % = 1 dir.

|Kn|
n

1 .
=3 dir.

3 |1z
|

= lim,,_y o

iii. K ={2n:n € N} ise, o zaman 6(K) = lim,,_,

3



iv. K ={n?:n €N} ise, o zaman §(K) = lim,, o
v. Ky C K, ise, o zaman §(K;) < 0(K) dir.
vi. 0(N\ K) =1—-§(K) dur.

() bir reel terimli dizi olsun. (z,) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir kiime
harig diger biitiin n ler i¢in bir P 6zelligini saghyorsa, “(x,) dizisi hemen hemen her

n icin P oOzelligini sagliyor” denir ve bu durum h.h.n bi¢ciminde gosterilir.

Tanim 2.5 (zy) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger her ¢ > 0 igin
{keN:|z,— L] >¢}

kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani her ¢ > 0 igin

liml’{kgn:|xk—L|2€}‘:0

n—oo M

ise, (zy) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir ve st — limx, = L bigiminde

gosterilir (Fridy 1985).

Sonlu elemanh kiimelerin dogal yogunlugu sifir oldugundan yakinsak her dizi ayni
zamanda istatistiksel yakinsaktir, fakat istatistiksel yakinsak bir dizinin yakinsak

olmas1 gerekmez. Bu durum asagidaki ornekle agiklanabilir:

Genel terimi

1 , k=n*> (neN)
T —
0 , diger durumlarda

olan
(zx) = (1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,...)
dizisi gézoniine alindiginda; her ¢ > 0 i¢in K. = {k € N : |z, — 0] > ¢} kiimesinin

dogal yogunlugu sifir, yani her £ > 0 i¢in

K. .1 .1
d(K.) = lim | |: lim —’{k§n1|xk—0|25}‘§ lim —y/n =0

n—oo N n—oo M n—oo 1

oldugundan st — lim z;, = 0 dir. Fakat bu dizi yakinsak degildir.



Tanim 2.6 (zy) bir reel terimli dizi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
{keN: |z, —ay| >¢}
kiimesinin dogal yogunlugu 0, yani her € > 0 igin
6({k €N fz —an| > 2}) =0

olacak sekilde bir N = N(e) € N varsa, () dizisine istatistiksel Cauchy dizi denir
(Fridy 1985).

Tamim 2.7 Bir Z C 2V ailesinin N de bir ideal olmasi icin gerek ve yeter sart
i. 0eZ,
ii. Her A,B€ Zi¢cin AUB € T,
iii. Hor Ae Zve BC Aigcin BeZ

sartlarin saglamasidir (Kostyrko et al. 2000).

Eger N € 7 ise, Z ya bir gercek ideal denir. Ayrica Z bir gercek ideal ve her n € N
icin {n} € Z oluyorsa, Z idealine uygun ideal denir (Kostyrko et al. 2000).

Tanim 2.8 Z C 2% bir gercek ideal, (z,,) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger

her € > 0 i¢in
A(e)={neN: |z, —L| > ¢}

kiimesi Z ya ait oluyorsa, (x,) dizisi L ye Z-yakinsaktir denir ve Z — limz,, = L

bi¢iminde gosterilir (Kostyrko et al. 2000).

Eger T = Z; olarak almirsa; Iy, N de bir uygun idealdir ve bu durumda
Z-yakinsaklik ile Tanim 2.2 deki yakinsaklik kavrami ¢akigir.

Eger 7 = 175 olarak almirsa; Is, N de bir uygun idealdir ve bu durumda
T-yakinsaklik ile Tanim 2.5 deki istatistiksel yakinsaklik kavrami gakigir.



Tanmim 2.9 Z C 2V bir gercek ideal ve (z,,) bir reel terimli dizi olsun. Eger her
e > 0 i¢in

{neN: |z, —ay|>c} e

olacak gekilde bir N = N(e) € N sayis1 varsa, (z,,) dizisine Z-Cauchy dizi denir
(Nabiev et al. 2007).

Tanim 2.10 Z C 2N bir gergek ideal, (z;) bir reel terimli dizi ve L € R olsun. Eger

her € > 0,7 > 0 i¢in

{nEN:%‘{kSn:|xk—L|2£})27}

kilmesi Z ya ait oluyorsa, (wzy) dizisi L ye Z-istatistiksel yakinsaktir denir ve

Z — st —limxy, = L bi¢iminde gosterilir (Das et al. 2011).

Tanim 2.11 Z C 2" bir gercek ideal ve (x;) bir reel terimli dizi olsun. Eger her

e > 0,v >0 igin
1
{nEN:—’{kSn:|xk—xN|25}‘27}GI
n

olacak gekilde bir N = N(¢) € N sayis1 varsa, (z) dizisine Z-istatistiksel Cauchy
dizi denir (Das et al. 2011).

Tanim 2.12 L bog olmayan bir kiime ve F', reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

Eger her x,y,z € L ve o, f € F i¢in
i x+yel,
. x4+ (y+2)=(x+y)+z
iii. z 4+ 60 =60+ x = z olacak sekilde 6 € L var,
iv. z+4 (—x) = (—z) + = = 0 olacak sekilde —z € L var,
V. r+y=vy+zx,
vi. ar € L,

vil. a(z +y) = az + ay,



vill. (a+ f)r = ax + fx

ix. (af)r = a(fx),
X. lpz =2 (Burada 1p, F' cisminin birim elemanim gostermektedir)

sartlar1 saglamyorsa L ye F iizerinde bir lineer uzay (vektor uzayr) denir (Bayraktar

2006).

Tanim 2.13 L, F' cismi iizerinde bir lineer uzay ve S = {x1,2,...,2,} de L nin

sonlu bir altkiimesi olsun. «; € F' olmak tizere,

n
E o; Ty = 0
=1

olmasi her 7 i¢in «; = 0 olmasi gerektiriyorsa, S kiimesine veya xq,xs, ..., T,

vektorlerine (F iizerinde) lineer bagimsizdir denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.14 L, F' cismi lizerinde bir lineer uzay ve B, L nin bir alt kiimesi olsun.
B lineer bagimsiz ve B, L yi geriyorsa yani < B >= L ise B ye (F {izerinde) L nin
bir bazi (tabani) denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.15 N, bir lineer uzay olsun. Eger
I : N =R
fonksiyonu her z,y € N ve her « skaleri igin
i ||z||=0<2=0,
i, [zl = |of|lz],
i, 2+ yll < [l + lyll (Uggen esitsialig)

sartlarinm saghyorsa, ||.|| fonksiyonuna N {izerinde bir norm ve (N, || - ||) ikilisine de

bir normlu uzay denir (Bayraktar 2006).

Tanim 2.16 (z,), (N, ||.||) normlu uzaymnda bir dizi ve L € N olsun. Eger her
e > 0icin n > ngy oldugunda

|z, — L|| < e
olacak gekilde bir ng = ng(e) sayisi varsa, (x,,) dizisi x e yakinsaktir denir (Bayraktar

2006).



Tanim 2.17 (zy), (N, ].|]) normlu uzayinda bir dizi ve L € N olsun. Eger her
e > 0 i¢in
1
lim—){k <n:llzxg— Ll > 5}‘ =0

n—oo M

ise, (z1) dizisi = e istatistiksel yakinsaktir denir (Fridy 1985).

Tamim 2.18 Z C 2V bir gergek ideal ve (z,), (N, ||.]|) normlu uzaymda bir dizi ve

L € N olsun. Eger her ¢ > 0 icin
Ale)={neN: |z, - L| > ¢}
kiimesi Z ya ait oluyorsa, (x,) dizisi « e Z-yakinsaktir denir (Kostyrko et al. 2000).

Tanmim 2.19 Z C 2" bir gergek ideal ve (z3), (IV, ||.||) normlu uzayinda bir dizi ve

L € N olsun. Eger her € > 0,7 > 0 i¢in

1
{neN:—'{kgn:|]:L°k—LH26}’2’y}
n

kiimesi Z ya ait oluyorsa, (xy) dizisi L ye Z-istatistiksel yakinsaktir denir (Das and

Savag 2011).
Tanim 2.20 2 < d < oo olmak tizere X, d boyutlu bir reel lineer uzay olsun. Eger
|, : X x X —R

fonksiyonu her z,y, z € X ve her « skaleri i¢in

i. ||z,y|| =0 < z ve y lineer bagimhdir,

iz, yll = lly, [,

il [laz, y|| = lalllz, ],

iv. ||z, g+ z|| < ||z, y| + ||z, 2| (Ucgen esitsizligi)

sartlarini saghyorsa, ||., .|| fonksiyonuna X tizerinde bir 2—norm ve (X ||, .||) ikilisine

de 2-normlu uzay denir (Gunawan and Mashadi 2001).



Bu galigma siiresince, 2 < d < oo olmak iizere, X in d boyutlu bir 2-normlu uzay

oldugu kabul edilecektir.

2-normlu uzaymn standart bir 6rnegi 6 = (0,0),z = (21, 22),y = (y1,%2) € R? olmak
uzere

|z, y|| = “kdseleri 6, x ve y olan iiggensel bolgenin alani”

2-normu ile donatilmig R? dir (Gunawan and Mashadi 2001).

Herhangi bir (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda her z,y € X ve o € R i¢in
lz,yll =0 ve |z, y+ ozl = ||z, yll
ozellikleri saglanir. Ayrica x,y ve z lineer bagimh ise (6rnegin d = 2 i¢in), o zaman
2,y + 2l = llz, yll + o, 2l veya |,y = 2]l = ||z, y] + ||z, 2|
dir (Gunawan and Mashadi 2001).
(X, I, <) 2-normlu bir uzay ve u = {uy, us, ..., us} kilmesi de X igin bir baz olsun.
X tizerinde [|.||oo normu
[2]loe = max { ||z, wl| : i =1,2,...,d}

bigiminde tanimlanir (Gunawan and Mashadi 2001).

2-norm fonksiyonu ve u baz yardimiyla tiiretilen bu ||.||s normu ile iligkili olarak;
|z = ylloo = max {[|z —y,wl| : i =1,2,...,d}
olmak tizere x merkezli ¢ yarigaph B, (z,¢) (kapal) yuvarlar

Bu(z,e) = {y e =yl < 5}
bigiminde tanimlanir (Gunawan and Mashadi 2001).

Tanim 2.21 (z,), (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi ve L € X olsun. Eger her
bir z € X i¢in

lim ||z, — L,z|| =0
n—oo

ise, (z,,) dizisi L ye yakinsaktir denir ve lim,,_,o, x, = L bigiminde gosterilir. (Gu-

nawan and Mashadi 2001).



Tanim 2.22 (z,), (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her bir z € X
icin
lim ||xy, —zn, 2| =0

—00

m,n

ise, (z,,) dizisine Cauchy dizi denir (Raymond et al. 2001).
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3 2-NORMLU UZAYLARDA ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu boliimde, Giirdal ve Pehlivan (2009) tarafindan 2-normlu uzaylarda istatistiksel
yakinsaklik kavrami ile ilgili yapilan ¢aligmadaki temel tanim, ornek ve teoremler

verilecektir.

Tanim 3.1 (z), (X, |.,.]|) 2-normlu uzayinda bir dizi ve L € X olsun. Eger her

e > 0 ve sifirdan farkl her bir z € X icin
{keN:|z,—L,z| > ¢}
kiimesinin dogal yogunlugu sifir, yani
1
: — > = lim — <n: — > =
5({k€N ||z L,zH_e}) Ji}rgon‘{k_n | L,Z”_S}’ 0

ise, (xy) dizisi L ye istatistiksel yakinsaktir denir. Bu, ayni zamanda, her € > 0 ve
her bir z € X igin
|z, — L, 2| <e (h.h.k)

olmasi demektir. Bu durumda
st — lim ||z, z|| = || L, z]]
k—o0
yazilir.

Sonuc 3.2 (zy), (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda herhangi bir dizi ve L, X in herhangi

bir elemani olsun. Eger z = K ise, her £ > 0 i¢in |z — L, z|| = 0 # ¢ olacagimdan
{keN:|zy—L,z| >eVze X} =0
dir.

(X, ., .]]) 2-normlu uzaymdaki herhangi bir dizi yakinsak ise, ayn1 zamanda istatis-
tiksel yakinsaktir. Ciinkii herhangi bir sonlu kiimenin dogal yogunlugu sifirdir. Bu

iddianin tersi genelde dogru degildir. Bu durum agagidaki orneklerle agiklanabilir:
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Ornek 3.3 z = (x1,22) ve y = (y1,y2) olmak iizere

7, yll = fz1.y2 = z2.41
formiilii ile verilen 2-norm ile donatilmig X = R? uzay1 gozoniine ahnsi ve (X, ||, .||)
2-normlu uzaymda (zy) dizisi;

(1,k) , k=n?*(neN)

(1,=2) , diger durumlarda

bigiminde tanimlansin. Ayrica, burada L = (1,1) ve z = (21, 22) olsun. Eger z; =0

ise, o zaman her € > 0 ve her bir z € X i¢in
K={keN:|z,—L,z[| >e}=0

olup, 0(K) = 0 dir. Bu yiizden z; # 0 alinsin. Bu durumda da, her € > 0 ve her bir

z € X igin
|21

{k‘EN:k‘%nQ,nS—}

€
kiimesi sonludur ve boylece

{kEN:ka—L,sza}:{kEN:k:nQ,nZ i—1—1}U{sonlukiime}

|21
dir. Bundan dolay1 her € > 0 ve her bir z € X icin

1 1 1
—‘{kgn:ka—L,ZHZé?}‘:— {kﬁn:k:n2,n2 i—i—l}’U—O(l)
n n n

|21|

yazilabilir. Boylece her ¢ > 0 ve her bir z € X icin
6<{k: eN: |lap— L, 2| > g}) —0

dir, bu ise

st — lUm ||z, z|| = || L, z]]
k—o0

olmasi demektir. Fakat bu (xy) dizisi L ye yakinsak degildir.
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Ornek 3.4 (X,|.,.]|) 2-normlu uzaymda (z;) dizisi;

(0,k) , k=n?*(neN)
T =
(0,0) , diger durumlarda

bi¢iminde tanimlansin. Ayrica, burada L = (0,0) ve z = (z1, 22) olsun. O zaman

her € > 0 ve her bir z € X igin
{keN:|z,—L,z| >e} c {1,4,9,16,....k% ..}

dir. Bu kapsam ifadesine, sagdaki kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan, her

€ > 0 ve her bir z € X icin
§({keN:|zp—L,z| >¢})=0

dir, bu ise
st — im ||z, z|| = || L, z||
k—oo
olmasi demektir. Fakat bu (xy) dizisi L ye yakinsak degildir.
Istatistiksel yakimsak bir dizi simirh olmak zorunda degildir. Yukaridaki iki 6rnek bu

durumu aciklar. Istatistiksel yakinsak bir dizinin limitinin tekligi asagidaki teoremle

kanitlanmistir.
Teorem 3.5 (x1), (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda bir dizi ve L, L’ € X olsun. Eger
st — lim ||zg, 2| = | L, 2| ve st— lim |jay, z|| = ||L, 2|
k—o0 k—o0
ise, o zaman L = L’ diir.

Ispat: Kabul edilsin ki st — limy o0 |2, 2| = ||L, 2||, st — im0 ||k, 2|| = |2, 2|
ve L # L' diir. O zaman L — L' # ﬁ dir ve boylece L — L' ve z lineer bagimsiz
olacak sekilde bir z € X vardir (d > 2 oldugundan bdyle bir z vardir). Bundan
dolay1 € > 0 i¢in

IL— L', 2| =2

yazilabilir.
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O halde, tiggen esitsizligi yardimiyla
2¢ = ||L-L'z|
= (L =)+ (2 — L), 2|
< ok = Lo 2l + [lae — L', 2|
elde edilir. Boylece,
{keN: |z, —L,z| <e} C{keN:||lz,—L,z|| > ¢}

dur. Kabul geregi, yukaridaki kapsam ifadesinin sag tarafindaki kiimenin dogal

yogunlugu sifir oldugundan
S({k eN: ||z, — L',z <e}) =0

dir, fakat bu ifade

st — lim ||z, 2| = ||L, 2||
k—o0

olmasi ile geligir. Sonug olarak, L = L’ diir.

Teorem 3.6 (zx) ve (yx), (X, ||.,.]|) 2-normlu uzaynda birer dizi olsun. Eger (ys),
hemen hemen her k i¢in z = y; olacak sekilde yakinsak bir dizi ise, o zaman (xy)

istatistiksel yakinsaktir.
ispat: Kabul edilsin ki
S({keN:z, #yr}) =0 ve klg]élo vk, 2| = ||, =]
dir. O zaman her € > 0 ve her bir z € X i¢in
{keN:|oy—Lz|>e} C{keN:|lys — L, z[| > e} U{k € N:a) # yi}
yazilabilir. Bundan dolay1 her € > 0 ve her bir z € X i¢in

S({k eN:|lox—L,z[| > e}) <6({k eN:[lys—L, 2| > e})+6({k € N: 2 # s })
(3.1)
dir.
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Jim {lyg, [ = |1, 2]
—00
oldugundan her € > 0 ve her bir z € X i¢in
{keN:|y.—L,z|| > ¢}
kiimesi sonlu sayida eleman igerir. Boylece, her € > 0 ve her bir z € X i¢in
S({keN:|y,—L,z|| >e}) =0

dir. Burada, (3.1) esitsizligi de gozoniine alindiginda, her € > 0 ve her bir z € X
icin
S({k eN:||zxy — L,z|| > €}) =0

dir, bu ise

st — lim ||xg, 2| = || L, 2]
k—ro00

olmasi demektir.

Teorem 3.7 (xy) ve (yx), (X,].,.]|) 2-normlu uzaymda birer dizi, L,L" € X ve
a € R(a #0) olsun. Eger

st — lim ||zg, 2| = ||L, || ve st— lim ||yx,z]| = || L, 2|
k—oo k—o0
ise, o zaman

(i) st — klim lxr + yk, 2|| = [|[L+ L, || (sifirdan farkl her bir z € X igin),
—00

(ii) st — klim laxg, z|| = |la L, z|]| (sifirdan farkli her bir z € X igin)
—00
dir.
Ispat: (i) Kabul edilsin ki st — limy_,o0 ||z, 2| = ||, 2|| ve st — limy_uo ||ys, 2|| =

|L', z|| dir. O zaman her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in

j

Ky = Ki(e) = {k € N |jog = L, 2] >

DO ™

ve

Ky = Ka(e) = {k eEN:|lyn— L', 2| > g}
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olmak tizere 0(K;) =0 ve §(K3) = 0 dir. Simdi
K=K()={keN:|ag+y— (L+ L)z >¢}

olsun. Ispati tamamlamak icin 0(K) = 0 oldugu gosterilmelidir. Bunun icin de

K C KU K5 oldugunu gostermek yeterlidir. Kabul edilsin ki ky € K dir. O zaman
kao t Yko — (L + L/)a Z” > € (32)

dur. Eger kg ¢ K; U K, ise, o zaman ko ¢ K; ve kg ¢ Ky dir ve boylece her ¢ > 0

ve her bir z € X igin

15 9
||xk0 - L’ZH < 5 ve Hyko - L,7ZH < 5

olmaldir. Buradan, ti¢ggen esitsizligi yardimiyla

3

g
kao + Yko — (L+ L,),ZH < “mko r L’ZH + Hyko - L/’ZH < 5 + 9

=&

elde edilir ki bu durum (3.2) ile ¢eligir. O halde ky € K; U K> olup, sonug olarak
K C K1 U K2 dir.

(i) Kabul edilsin ki st —limy_ ||k, || = ||L, z|| ve a € R (a # 0) dir. O zaman,

her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in

5({k5€N: |z — L, 2| Zﬁ}) =0

dir. Burada, 2-norm fonksiyonunun tanimindan dolayi, her € > 0 ve sifirdan farkh

her bir z € X igin

{keN:|az, —aL,z| > ¢} {keN:|al|lzy — L, 2| > €}
- {k; EN: oy — L, z|| > i}

|al
egitligi yazilabilir. Kabul geregi, yukaridaki esitligin sag tarafindaki kiimenin dogal

yogunlugu sifir oldugundan, her € > 0 ve sifirdan farkh her bir z € X i¢in
6({k € N: |lazy —aL,z| > e}) =0

dir, bu ise
st — im |lazy — aL, z|| = ||laL, z||
k—o00

olmas: demektir.
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Tanim 3.8 (z), (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi olsun. Eger her ¢ > 0 ve

sifirdan farkli her bir z € X igin
S({k e N: ||y —an, 2] > €}) =0,

yani

|ler —zn, 2|| <€ (h.h.k)

olacak sekilde bir N = N(e, z) sayis1 varsa, (zy) dizisine istatistiksel Cauchy dizi

denir.
Teorem 3.9 (zy), (X, ]|.,.]|) 2-normlu uzaynda bir istatistiksel Cauchy dizi olsun.
O zaman, hemen hemen her k i¢in x; = y, olacak sekilde (X, ||.,.||) da yaknsak bir

(yx) dizisi vardir.

Ispat: Kabul edilsin ki (z;), (X, ||.|ls) uzaymda bir istatistiksel Cauchy dizidir.
Ilk olarak, “Bl = B,(zn,,1) kapali yuvar1 hemen hemen her k igin z; lar igerecek
sekilde” bir N; dogal sayst segilsin. Ardindan yine benzer sekilde, “B? = B, (zy,, %)
kapali yuvart hemen hemen her k icin xj lari icerecek sekilde” bir N, dogal sayisi
secilsin. Burada aym zamanda, B2 = B! N B2 nin de hemen hemen her k igin

lar1 igerdigi goriiliir. Boylece, bu siire¢ devam ettirilerek

1
mel

diam(B;") <
olacak gekilde igige kapali yuvarlarin bir (B}") dizisi elde edilir.

ﬁ B™=A
m=1

olsun. Hemen hemen her £ igin her bir B;" kapali yuvar: z;, lar igerdiginden, dogal

sayilarin kesin artan bir (75,) dizisi secilebilir, 6yle ki & > T, i¢in
1 1
—Hk<n: B < —
Yk < mg BYY <

dir. Tim m > 1 ler i¢in

Win={keN:k>T, 2, ¢ B} ve W=/[]|W,

m=1
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bi¢iminde ifade edilsin. Simdi

A, eger ke ise
Y =
xrr , diger durumlarda

bigimindeki (yx) dizisi tanimlansin. Burada limg_,o, yx = A oldugu goriiliir. Aslinda,
her € > 0 i¢in € > % > ( olacak gekilde bir m dogal sayisi secilebilir. O zaman, her

bir k > T, i¢in ya y, = A ya da y, = x, € B dir ve bu yiizden her iki durumda da

. m 1
o~ All < diam(BY) < o1
dir.
{keN:y, £} C{keN:z ¢ B}
oldugundan
l‘{k<n:xk7éyk}‘ <l‘{l{:<n:xk§éBm}‘ <l
n'- = Sn ' m

yazilabilir. Boylece,

dir. Bu yiizden (X ||.]|») uzaymda hemen hemen her k i¢in zy = y dir. {uq, ..., u,},

(X, |].]|lso) 2-normlu uzayi i¢in bir baz olsun. Ttim 1 < i < d ler igin
T = Al =0 ve [l — A, < 1y — Al
oldugundan her bir z € X igin
lim |lyx — A, 2|| =0
k—o00
dir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.10 (xx), (X, ||.,.]]) 2-normlu uzaynda bir dizi olsun. (xj) nin istatis-

tiksel yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart istatistiksel Cauchy dizi olmasidir.

Ispat: Kabul edilsin ki st — limy_,o ||2x, 2|| = ||L, 2| dir. Bu durumda, her ¢ > 0
ve her bir z € X icin
oy — L, 2| < g (h.h.k)
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dir. Burada N = N(g, z) sayisi, her £ > 0 ve her bir z € X i¢in

€

lax = L2 < 5

olacak gekilde secilirse, o zaman

lee —an, 2l < llew = Ly 2l + 1L — 2, 2

—¢ (h.hk)

DO M

elde edilir. Boylece, (xy) istatistiksel Cauchy dizidir.

Tersine, (zj) nm bir istatistiksel Cauchy dizi oldugu kabul edilsin. O halde
Teorem 3.9 gozoniine alindiginda, hemen hemen her £ icin x; = y; olacak sekilde,
(X, ., .]]) 2-normlu uzayinda yakinsak bir (yj) dizisi vardir. Ayrica, burada Teorem

3.6 da gozoniine alinirsa,

st — lUm ||zg, z|| = || L, z||
k—o00
oldugu gortiliir.
Teorem 3.11 (z), (X, ||, .]|) 2-normlu uzaymda bir dizi olsun. Eger,
st — lim ||xg, z|| = || L, 2]
k—ro0
ise, o zaman
hm kamZH = HL,Z”
1—00

olacak gekilde (zj) nin bir (xy,) altdizisi vardir.
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4 2-NORMLU UZAYLARDA IDEAL YAKINSAKLIK

Bu béliimde, Sahiner vd. (2007) tarafindan 2-normlu uzaylarda Z-yakinsaklik kav-

rami ile ilgili yapilan calismadaki temel tanim, ornek ve teoremler verilecektir.

Tamim 4.1 Z C 2N bir gergek ideal ve (), (X, |.,.]]) 2-normlu uzaymda bir dizi

ve L € X olsun. Eger her ¢ > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X igin
Ale)={neN: |z, —L,z|| > ¢}
kiimesi Z ya ait oluyorsa, (x,) dizisi L ye Z-yakinsaktir denir. Bu durumda
Z— lim ||z, — L,z|| =0 veya Z— lim ||z,,z2| =L,z
n—oo n—oo
yazilir.

Simdi bazi ideal 6rnekleri ve bunlarla alakali olarak Z-yakinsaklik ornekleri verile-

cektir:

(i) Z = Z; olarak almirsa; Z;, N de bir uygun idealdir ve bu durumda
Zs-yakinsaklik ile Gunawan ve Mashadi (2001) tarafindan verilen aligilmig

yakinsaklik kavramlar: cakigir.

(i) Z = Zs olarak alnwrsa; Zs;, N de bir uygun idealdir ve bu durumda
Zs-yakinsaklik ile Giirdal ve Pehlivan (2009) tarafindan verilen istatistiksel

yakinsaklik kavramlar: cakigir.

Ornek 4.2 T = T; alnsm ve (X, ., .||) 2-normlu uzaymda (z,,) dizisi;

0,n) , n=k* (keN)
Ty =
(0,0) , diger durumlarda

bigiminde tanimlansin. Ayrica, burada L = (0,0) ve z = (z1, z2) olsun. O zaman

her € > 0 ve her bir z € X i¢in

{neN:|z,— L,z >¢c} c{1,4,9,16,....n° ...}
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dir. Bu kapsam ifadesinde, sagdaki kiimenin dogal yogunlugu sifir oldugundan

her € > 0 ve her bir z € X icin
5({neN:|z,—L,z[| >¢e}) =0,

yani

{neN:|z,—L,z| >¢e} €L

dir, bu ise

Is — lim ||z, — L,z|| =0
n— oo
olmasi demektir. Fakat bu (x,,) dizisi L ye aligilmig manada yakimsak degildir.

Teorem 4.3 Z C 2" bir uygun ideal olsun. (z,) ve (y,), (X,].,.]]) 2-normlu
uzaymda birer dizi, L, L’ € X ve a € R (a # 0) olsun. Eger

T — lim ||z, 2| = ||L, z|| ve Z— lim ||y, 2| = ||L,z||
n—oo n—o0
ise, o zaman
(i) Z —lim,oo |0 +yn, 2|| = ||L+ L', 2|,
(il) Z — lim, 0 ||azy, 2|| = ||aL, 2|,
dir.

Ispat: (i) Kabul edilsin ki Z — lim ||z, z|| = ||L, || ve Z — lim ||y, z|| = ||, 2|
n—oo n—oo

dir. O zaman, her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X igin

K, =K(e) = {nEN: |zn — L, 2| 2;

|
H—/

ve

KQ = K2(€> = {TL eN: Hyn—L/,ZH Z c

O |
——

olmak tizere Ky, Ky € Z dir. Simdi
K=K() = {n eN: |[(xp+uyn) — (L+ L), 2] > E}

olsun. Bu durumda K C K; U K, dir ki bu da K € Z olmasi demektir. Boylece

ispat tamamlanir.
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(ii) Kabul edilsin ki Z — lim,, o0 |20, 2|| = || L, 2|| ve @ € R (a # 0) dir. O zaman,

her € > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X ic¢in

{neN:Hxn—L,zﬂzﬁ}eI
a

dir. Burada 2-norm fonksiyonunun tanimindan dolayi, her € > 0 ve sifirdan farklh

her bir z € X igin

{neN: |lax, —aL,z| > 5}:{”€N3H$n—L,ZH Zﬁ}
a

esitligi yazilabilir. Kabul geregi, yukaridaki egitligin sag tarafindaki kiime Z idealine

ait oldugundan, her £ > 0 ve sifirdan farkl her bir z € X i¢in

{neN:|az, —al,z| > e} €Z

dir, bu ise
Z — lim |laz,,z|| = ||aL, z||
n—o0
olmas1 demektir.
u = {ug,us, ..., uq} kitmesi (X, ||.,.||) 2-normlu bir uzay1 i¢in bir baz olmak iizere

agagidaki lemma verilebilir:

Lemma 4.4 7 C 2" bir uygun ideal olsun. Bir (z,,) € X dizisinin L € X noktasina

T-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her ¢+ = 1,...,d igin
Z— lim ||z, — L] =0
n—oo
olmasidir.

||-]|s0, 2-norm fonksiyonu ve u bazi yardimiyla tiiretilen norm olmak {izere agagidaki

lemma verilebilir:

Lemma 4.5 Z C 2" bir uygun ideal olsun. Bir (z,,) € X dizisinin L € X noktasina

Z-yakinsak olmasi icin gerek ve yeter sart
Z— lim ||z, — L||oc =0
n—oo

olmasidir.
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Bu(L,¢), ||.]lcc normu yardimiyla tanimlanan L merkezli € yarigapli yuvar olmak

lizere agagidaki lemma verilebilir:

Lemma 4.6 Z C 2" bir uygun ideal olsun. Bir (z,,) € X dizisinin L € X noktasina

Z-yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Ale)={neN:z, ¢ B,(L,e)} €T
olmasidir.

Tamm 4.7 Z C 2" bir gergek ideal ve (z,,), (X, ||.,.]]) 2-normlu uzaynda bir dizi

olsun. Eger her € > 0 ve sifirdan farkh her bir z € X i¢in
{neN: |z, —an, 2| >} €T
olacak gekilde bir N = N(e, z) sayis1 varsa, (z,) dizisine Z-Cauchy dizi denir.

Teorem 4.8 Z C 2V bir uygun ideal olsun. X de |.,.| veya ||.||cc normlarindan

herhangi birine gore Z-Cauchy dizi olan (z,,) dizisi i¢in agagidakiler denktir:
(1) (zn), (X,].,.]]) uzaymnda Z-yakinsaktir.

(i) (zn), (X, ].]|eo) uzayinda Z-yakinsaktir.

Ispat: (xn), (X,||.,.]]) 2-normlu uzayinda herhengi bir dizi olsun. Lemma 4.5
goz ontine alindiginda; (x,,) dizisinin 2-normdaki Z-yakimsakligi, ||.||.c normundaki

Z-yakinsakligina denktir. Yani,
Z—-lim ||z, — L,z =07 — lim ||z, — L||ec =0
n—oo n—oo
dir. Ispat icin
“(x,), 2-norma gore Z-Cauchy dizidir < (), ||| normuna gére Z-Cauchy dizidir”

onermesinin dogru oldugunu gostermek yeterlidir.
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5 2-NORMLU UZAYLARDA Z-ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Bu béliimde, Yamanci ve Giirdal (2014) tarafindan 2-normlu uzaylarda Z-istatistik-
sel yakinsaklik kavrami ile ilgili yapilan caligmadaki temel tanim, ornek ve teoremler

verilecektir.

Tamim 5.1 Z C 2V bir gergek ideal ve (x), (X, ].,.]]) 2-normlu uzaymda bir dizi

ve L € X olsun. Eger her ¢ > 0,v > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X igin
1
{nEN: —‘{k:gn: |lzx — L, 2| 25}‘ 27} €T
n

veya denk bir ifade ile

An(e)={k<n:|lay—L,z|| > e} ve 0,(An(e)) =

olmak tlizere

5I(An(5)) =7 —limé, (An(é‘)) =0
ise, (xy) dizisi L ye Z-istatistiksel yakimsaktir denir. Bu durumda
Z—st— lim ||jzx — L,z|| =0 veya Z — st — lim ||zg, 2| = ||L, z||
k—o0 k—o0
yazilir.

Sonuc 5.2 (zy), (X, ||.,.||) 2-normlu uzaymda herhangi bir dizi ve L, X in herhangi

bir elemani olsun. Eger z = T ise |z — L, z|| = 0 # ¢ olacagimdan
1
{nEN:—‘{kgn: ek — L, || 25}‘ 27} =
n
dir.

1 = Iy olarak almirsa; Zy, N de bir uygun idealdir ve bu durumda Z-istatistiksel
yakinsaklik kavrami ile 3. bolimde tanimlanan istatistiksel yakinsaklik kavrami ga-

kigir.

Teorem 5.3 Z C 2N bir uygun ideal ve (z3), (X, ||.,.]]) 2-normlu uzaynda bir dizi
ve L,/ € X olsun. Eger

T —st— lim ||zg, 2| = ||L, 2| ve Z—st— lim |z, 2| =|L, 2|
k—o0 k—o0
ise, o zaman L = L' diir.
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Ispat: Kabul edilsin ki Z — st — limy_,o0 |5, 2| = || L, 2||, Z — st — limy_oe ||, 2|| =
L', z|| ve L # L' diir. O zaman L — L' # T dir ve boylece L — L' ile z lineer
bagimsiz olacak gekilde bir z € X vardir (d > 2 oldugundan bdyle bir z vardir).

Bundan dolay1 € > 0,y > 0 i¢in
1 /
—‘{k <n:|L-Lz| 25}) =2y
n
yazilabilir. O halde, iiggen esitsizligi yardimiyla
2y = —|{k<n:|lL-L 2| 28}’

(k<n:|[(L-z)+ (zx— L), 2| 26}‘

<

Sl 3l 3|+

1

{k<n:|z,—L, 2| 26}‘ —i——‘{/{:ﬁn: |xx — L, z|| 25}‘
n

elde edilir. Boylece,

1
{nGN:E’{kSn: |lzw — L', 2| Ze}' <7}

g{nEN:%‘{kzgnzﬂxk—L,sze}‘27}

dir. Kabul geregi, yukaridaki kapsam ifadesinin sag tarafindaki kiime Z idealine ait
oldugundan

1
{nGN:—‘{kﬁn:||xk—L’,z||28}‘<7}EI
n

dir, fakat bu ifade

T — st — lim |law, 2| = | I/, 2]
k—o0

olmas ile ¢eligir. Sonug olarak, L = L’ diir.
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Teorem 5.4 T C 2N bir uygun ideal, (x;) ve (y), (X,].,.||) 2-normlu uzayinda
birer dizi, L, L’ € X ve a € R (a # 0) olsun. Eger

T —st— lim ||zg, 2|| = ||L, 2| ve T —st— lim |y, z|| = ||L, 2|
k—o0 k—o0
ise, 0 zaman

i) T — st — klim |lex +ur, 2| = [|[L+ L, 2|,
—00

i) Z—st— lim |laxy, z|| = |laL,z|
k—o00
dir.
Ispat: (i) Kabul edilsin ki Z—st—limy_,o |4, z|| = || L, z|| ve T—st—limy_,o0 ||ys, 2|| =

|L, z|| dir. O zaman her € > 0,7 > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in
Ky = Ki() = {neN: %‘{kﬁn: lzx — L, 2| zg}‘ > %}
ve
Ky = Ky(e) = {nGN: %‘{k:gn: lyw — L', 2| 25}‘ > %}
olmak iizere K1, Ky € Z dir. Simdi

K:K(a):{neN:%‘{kSn: |(zx +yx) — (L+ L), 2| Z&?}‘ Z’V}

olsun. Bu durumda K C K; U K, dir, bu ise K € Z olmasi demektir. Boylece ispat

tamamlanir.

(ii) Kabul edilsin ki Z — st — limg_,o0 ||k, 2]| = || L, 2|| ve @ € R(a # 0) dir. O

zaman, her ¢ > 0,~v > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X i¢in
1 €
{neN:—){kgn: |lzk — L, z]| > —}‘ 27} el
n |al
dir. Burada, 2-norm fonksiyonunun tanimindan dolay1
laxy, — aL, z[| = |al[|z, — L, 2|
oldugundan, her € > 0,7 > 0 ve sifirdan farkh her bir z € X icin

1
{nEN: —‘{k‘ﬁn:”a:pk—aL,zH 25}’ 27}
n

1
:{nEN:—‘{kSnszk—L,zH Zi}’ 27}
n |al
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esitligi yazilabilir. Kabul geregi, yukaridaki esgitligin sag tarafindaki kiime Z idealine

ait oldugundan her € > 0,y > 0 ve sifirdan farklh her bir z € X igin

1
{nEN:—‘{kSn: |laxy —al,z|| 25}‘ 27} €T
n

dir, bu ise
T — st — lim ||lazy, || = ||aL, z||
k—o0
olmas1 demektir.
w = {ug,ug, ..., uq} kilmesi (X, ||.,.|]|) 2-normlu bir uzay1 i¢in bir baz olmak iizere

asagidaki lemmalar verilebilir:

Lemma 5.5 Z C 2" bir uygun ideal olsun. Bir (z3) € X dizisinin L € X noktasina

T-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart her i = 1,...,d icin
Z—st— lim ||z — Lyl =0
k—oo
olmasidir.
Ispat: Eger her i = 1,...,d icin Z — st — limy_,e0 |xx — L,u;|| = 0 ise, o zaman
Z — st — limgyo0 ||z — L, z|| = 0 oldugunu gostermek ispat igin yeterlidir. Kabul

edilsin ki her : = 1,...,d i¢in
Z—st— lim ||z — L,u|| =0
k—o0

dir. Her z € X i¢in z = aquy + agug + -+ - + aqug (oq, o, ..., aq € R) bigiminde
yazilabileceginden, tiggen esitsizligi yardimiyla ve 2-norm fonksiyonunun tanimindan,

tim £ € N ler igin
lew = L, 2| < laalllar — L] + [azlllew — Ly ugll + - -+ + |aal 2, — L, ud]
elde edilir. Boylece her € > 0,y > 0 ve sifirdan farkh her bir z € X i¢in

1
{nEN:—’{kgn: |lzr — L, 2| 25}‘ 27}
n
1 €
C {nGN:—‘{kgn: |lzk — L, uq | Z—}‘ 27}
n o |
1 €
U{nEN: —‘{kﬁn:”xk—L,uQH > —}‘ 27}
n ||

1
U---U{nEN:—‘{kﬁn: e — L, uql| zi}‘ 27}
n ||
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dir. Kabul geregi, yukaridaki kapsam ifadesinin sag tarafindaki kiimeler Z idealine

ait oldugundan, her £ > 0, > 0 ve sifirdan farkli her bir z € X igin
1
{nGN: —‘{kﬁn: |lzx — L, 2| 25}‘ 27} S
n

dir, bu ise

Z—st— lim ||z, — L,z|| =0
k—o0

olmas: demektir.

I|-]|s0, 2-norm fonksiyonu ve u bazi yardimiyla tiiretilen norm olmak {izere agagidaki

lemma verilebilir:

Lemma 5.6 Z C 2" bir uygun ideal olsun. Bir (z;) € X dizisinin L € X noktasima

T-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Z—st— lim ||z — Ll =0
k—o00
olmasidir.

Bu(L,¢), ||.|lcc normu yardimiyla tammlanan L merkezli ¢ yarigaphh yuvar olmak

lizere agagidaki lemma verilebilir:

Lemma 5.7 Z C 2" bir uygun ideal olsun. Bir (z3) € X dizisinin L € X noktasina

Z-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter sart
An(e)={k <n:zx ¢ Bu(L,e)}
olmak iizere, 07(A,(¢)) = 0 olmasidir.

Tanim 5.8 Z C 2V bir gergek ideal ve (z), (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda bir dizi

olsun. Eger her € > 0,7 > 0 ve sifirdan farkh her bir z € X icin
1
{nGN: —‘{/{:Sn: |lzk — xn, 2| 25}‘ 27} €T
n
veya denk bir ifade ile
5[({/€ <n:l|zp—an,z|| > 8}) =0,

olacak gekilde bir N = N (e, z) € N sayis1 varsa, (xy) dizisine Z-istatistiksel Cauchy

dizi denir.
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Teorem 5.9 Z C 2N bir uygun ideal olsun. (X, ||.,.||) 2-normlu uzayinda, herhangi
bir Z-istatistiksel Cauchy dizinin Z-istatistiksel yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter
sart ||.|[cc normuna goére herhangi bir Z-istatistiksel Cauchy dizinin Z-istatistiksel

yakinsak olmasidir.

Ispat: (z1), (X,|.,.|]) 2-normlu uzaymda herhangi bir dizi olsun. (z;) dizisinin
2-norma gore Z-istatistiksel yakinsakligi, ||.||.c normuna gore Z-istatistiksel yakin-

sakligina denktir. Yani
Z—st—lim |z, —L,z| =07 —st— lim ||z — L||ec =0
k—o0 k—o0

dir. Ispat icin

“(zg), 2-norma gore Z-istatistiksel Cauchy dizidir < (z), ||.||cc normuna gore

T-istatistiksel Cauchy dizidir”

onermesinin dogru oldugunu gostermek yeterlidir.
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