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genel bir literatiir bilgisi verilmistir. Ikinci boliimde, gerekli temel tanimlar ve
kavramlar tanitilmistir. Uciincii  boliimde, lineer olmayan gecikmeli diferensiyel
denklemlerin ¢Oztmlerinin salinimliligt incelenmistir. Dordincu bolumde, lineer
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This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to the introduction
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necessary basic concepts and definitions are introduced. In the third chapter, the
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1. GIRIS

Diferensiyel denklemler teorisi, dogada olusan ve olusabilecek gercek hayat
problemlerini formile eden en temel unsurlardan biridir. Ayn1 zamanda, mekanik, fizik

ve diger sosyal bilimlerde de yaygin bir kullanima sahiptir.

Bilim, dogada ve etrafimizda olusan olaylar1 incelerken ve bu olaylar hakkinda
ongorulerde bulunurken ilging yaklasim teorilerinde bulunur. Bazi olaylar
gozlemleyerek, gelecekte olusabilecek olaylar1 tahmin eder ve bunun i¢in ele aldigi
olgunun veya sistemin matematiksel bir modelini kurmayi amag edinir. Fakat birgok
uygulama alaninda , kurulan modelin, incelenen olgunun veya sistemin gelecekteki
durumunun ge¢misteki durumdan bagimsiz olarak hareket edecegi varsayilarak
hazirlanir. Uygulamalarin ¢ogunda ele alinan bir sistemin nedensellik ilkesi tarafindan
yonetildigi kabul edilir veya diistiniiliir. Yani, sistemin gegmise bagli konumuyla degil
de, sadece su anki konumu tarafindan idare edildigi disiiniilir. Bu durumun sonucu
olarak, olaya karsilik gelen denklem, olaymn su anki durumunu ve su anki durumunun
degisim orani ele alinirsa, bu duruma en guivenli yaklasim diferensiyel denklemlerdir.
Ayni zamanda, sistem konumun degisim orani ve konumunu igeren bir denklem
tarafindan ifade ediliyorsa sistemin modellemesi genellikle ya adi (bayagi) diferensiyel

denklemler ya da kismi diferensiyel denklemler ile ifade edilir.

Detayli bir arastirma yapildiginda, nedensellik ilkesinin sadece mevcut konum igin
dogru bir yaklasim oldugu ve genelde uygulamalarin ¢ogunda dogru olmadigi
diistiniilir. Bunun yerine daha gergek¢i bir yaklasim olan ve sistemin gegmisteki
konumunu igeren modellemeler yapilir.  Sistemin  ge¢misteki  konumunu

gormemezlikten gelmek sistemin modellemesini anlamsiz kilabilir.

Yukarida bahsettigimiz kuralin yalnizca bir ilk yaklasim oldugunu ve bu yaklagimda
ge¢mise doniik durumlarin da ele alinmas1 modellemenin daha saglikli olmasini saglar.
Ozellikle bazi problemlerde ge¢mise doniik durumlari modellemeye dahil etmemek
sistemi anlamsiz kilar. Normal sartlarda disaridan algilanan bilgiler diisiiniildiiglinde

etkiye kars1 tepki gosteren her sistemde ¢ok azda olsa bir gecikme olusur. Ciinkii;



disaridan alinan her etkiye karst olusturulan bir tepki, zamana bagli olarak olusur.
Yukarida anlatilan bu tepki matematiksel modellemede geg¢mise bagimliligin ortaya
ciktig1 en basit hal, durum degiskeninde ge¢mise bagimlilik olup tiirevinde boyle bir
bagimhiligim sdz konusu olmamasidir. Iste bu tir denklemlere gecikmeli diferensiyel
denklemler denir. Sonug¢ olarak, ister gecmise bagimlilik g6z Oniinde tutulsun ister
tutulmasin, bir ¢ok olayin matematiksel modeli kurulmaya calisilirken bir diferansiyel
denklemin olusturulmasi kagmilmazdir. Dolayisiyla gecikmeli  denklemlerin

incelenmesi bir¢ok bilim dal1 igin blylk 6nem arz etmektedir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler, fark denklemleri ve notr gecikmeli diferensiyel
denklemler ilk olarak 18. yiizyilda Volterra, Bernoulli, Laplace ve Condorcet gibi bilim

insanlari tarafindan ele alinmastir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi ile yapilan ilk caligmalar literatiire 1770
yilindan sonra girmis olsa da, gecikmeli diferensiyel denklemler ile ilgili yapilan
sistematik ve kayda deger caligmalar son 70 yilda ortaya konmustur. Gecikmeli
diferensiyel denklemler teorisi, teknoloji, fizik, ekonomi, biyoloji, ve fizyoloji (islev
bilim) gibi bilim bir¢ok bilim dalinda ¢ok fazla kullanim alanina sahiptir. Fakat;
literatiir ele alindiginda ve arastirildiginda bu kullanim alanlarinin ¢ok daha genis yeni

bilim alanina yayildigini gormek miimkiindiir.

Gecikmeli diferensiyel denklemler tip biliminde de kullanilmakta ve bu bilim i¢in
oldukg¢a biiyiikk bir 6nem tasimaktadir. Kanser hastaligi maalesef tiim diinyada ¢ok
yaygin olarak goriilen hastaliklarin baginda gelmektedir. Yalnizca Amerika'da her yil bir
milyonun {izerinde insan kansere yakalanmakta ve bunlarin 500.000'in tizerindeki kismi
kanser hastali§i dolayisiyla yasamini yitirmektedir. Dolayisiyla, tiim diinyada bilim
adamlarinin kanser hiicreleri ile ilgili matematiksel modelleme yapmalar1 ¢cok dogal bir
durumdur. Villasana ve Radunskaya (2003) c¢alismalarinda, kanser htcrelerinin
cogalmasi ve bagisiklik sisteminin hiicreleri ile bazi 6zel ilaglarin kanser hiicrelerinin
artmasi lizerindeki etkilerini arastiran matematiksel bir modelleme ortaya koymaktadir.
Yukaridaki ¢alismada, matematiksel modelleme yapilirken gecikmeli diferensiyel

denklem kullanilmistir ve bu durum bu ¢aligmay1 diger ¢alismalardan ayiran en biiyiik



ozellik olmustur. Bu nedenle; gecikmeli diferensiyel denklemler teorisi son yillarda

yapilan ¢alismalar nedeniyle gelismesi yoniinde pozitif bir ivme kazanmistir.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem, 7(t): R — R reel degerli bir fonksiyon, tlim (t) =

oo ve 7(t) < t kosullar1 saglanmak {izere

y'(t) = f(ty@®),y((t))

seklindedir. Goriildugii tizere y'(t) ‘nin degisim orani sadece y(t) degerine degil, ayni

zamanda y(t(t)) degerine de baghdir.
, 1
y'@© +y-2)-y(t-3) =0
3
x'(0) - 20 + 3% (e - 5) = 0

t
2"(8) — 32'(t — |sint]) — z(g) —0

denklemleri gecikmeli denklemlere 6rnek olarak verilebilir.

Bir gecikmeli diferensiyel denklem argiimanindaki sapmanin durumuna gore ileri,
kanigik tipli  (mixed type), gecikmeli (delay) diferansiyel denklemler olarak

adlandirilabilir. Ornegin,
xX@t)=x(t+2)—-t+1
diferensiyel denklemi bir ileri diferensiyel denklem,
y'(®) =3y(t—-1) - 2y(t+1)

diferensiyel denklemi ise, bir karisik tipli diferensiyel denklemdir.

Salimimlilik teorisi diferensiyel denklemleri igine alan modern teorinin énemli ve iyi

bilinen bir dalidir ve teknoloji , dogal ve sosyal bilimlerde uygulanan problemlerde



ortaya ¢ikan salimimlilik olaylar ile ilgili ¢alismalardir. Klasik salinimlilik teorisine,
teorik bir bakis agisi ile yaklastigimizda verilen denklemlerde veya sistemlerde salinimli
¢Oziimlerin var olup olmamasi ve bu tip ¢oziimlerin asimptotik tanimlarmin var
oldugunu diisiinebiliriz. Salinimhi ¢6zlimler, dinamik sistemlerin bir¢ogunun temel
ozelligidir. Dahasi, salinmli nonlineer denklemlerin ortaya c¢ikmasina da neden
olmustur. Bu sistemlerde gecikme terimi geri, ileri veya rastgele olabilir. Bu faktorler

orijinal sistemde ortaya ¢ikan salinmlilik yapisina zarar verebilmektedir.

Gegmisten gilinlimiize sistematik olarak arastirmacilarin konuya olan ilgisi giderek
artmakta ve hali hazirda bu konu hizli bir gelisim gostermektedir. Konuya ilgi gittikce
artmaktadir. Bu konuda, yayimlanmis bir¢ok bilimsel kitap ve makale bulunmaktadir.
Bu tip denklemlerin yaygin kullanim alanlar1 kontrol teorisi, matematiksel biyoloji,

matematiksel ekonomi, sistemler teorisi ve klasik analizdir .
2O +q®)z(z®))=0 , t=T (1.1)

lineer diferensiyel denklemini ele alalim. Burada, q(t) >0, t < T igin, t(t) <t ve

lim 7(t) = oo sartlar1 altinda Myhkis (1950), (1.1) denkleminin tum c¢dzimlerinin

t—>oo

saliniml1 olmasi i¢in

limsup[t — 7(t)] < o

t—ooo

ve

litrgglf[t — T(t)]litrgglfq(t) > (1/e)

seklinde gerek ve yeter kosul tanimlamistir. Bu ¢alisma, (1.1) seklindeki gecikmeli
diferensiyel denklemlerin salinimlilig1 i¢in yapilan ilk sistematik ¢aligma olarak kabul

edilmektedir.

Bunun disinda, Koplatazde ve Chanturija (1982), (1.1) denkleminin tim ¢6zimlerinin
salinimli olmast i¢in gerek ve yeter kosulun, 7(t) monoton olmayan yada azalmayan

olmak Uzere,



t
liminff q(s)ds <1/e
(1)

t—oo

sartinin saglanmasi oldugunu ispatlamiglardir. Diger taraftan, eger

t
f q(s)ds < 1/e
T(t)
ise (1.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢éziime sahip oldugunu gostermislerdir.

Daha sonra Gyori ve Ladas (1991),
z'(t) +qz(t—1) =0 (1.2)
denklemi igin g, 7 € R olmak Uzere,

(i) (1.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salinimlidur.

(i)gr > 1/e

ifadelerinin birbirine denk oldugunu géstermislerdir.

Fark denklemleri ile zamana bagli c¢esitli doga olaylarinin incelenmesinin, dogal bir
ifadesi olarak karsilasilmaktadir. Zamana baglh degiskenlerin kullanildig: olaylarin ¢ogu
ayrik (kesitli) oldugundan bu tir denklemler 6nemli matematiksel modelleri
olustururlar. Daha da oOnemlisi fark denklemleri, diferensiyel denklemler igin
ayriklastirma (discretization) metodlarinin incelenmesinde de karsimiza c¢ikar. Fark
denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara karsilik gelen
diferensiyel denklemlerin ayrik benzerleridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi,
buna karsilik gelen diferensiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Fark
denklemleri teorisinin uygulamalari, kontrol teorisinde kararlilik durumunun
incelenmesinde, biyolojide canli popiilasyon sayisinin arastirilmasinda, ekonomide
borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde hiicre hareketlerinin incelenmesinde ve

bir ¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir.



Son yillarda fark denklemlerinin ¢oziimlerinin davranisi ve 0zellikle salinimlilig: ile

ilgili bir cok calisma yapilmaktadir.

Erbe ve Zhang (1989), p,, negatif olmayan reel terimli dizi ve k € Z olmak lzere
Xn+1—xn + pnxn-k = 0; n =0,1,2, ... (1.3)

lineer, otonom olmayan, gecikmeli fark denkleminin butin c¢ozimlerinin saliniml

olmasi i¢in

kk

P> Gy pE

olmasi gerektigini ispatlamislardir.

Yine; Ladas, vd. (1989), yukarida verilen otonom olmayan fark denkleminin tim

¢cozimlerinin salimimlilig: icin yeter sart vermislerdir.

Ladas (1990), calismasinda p € R, k € Z olmak uzere
Xn+1— xn + pxn-k = 0,n =0,1,2, ... (1.4)

lineer, otonom fark denkleminin tim c¢ozimlerinin salimmliligi i¢in gerek ve yeter

sartin
(k=-1lisep <—1;

(ik=0isep = 1;

k

(k+1)k+1

(i) ke{..,—3,-2}u{1,2,..}isep >

ifadelerinin denk olmasi gerektigini gostermistir.



Diferensiyel denklemler ile bunlarin ayrik benzerleri olan fark denklemlerinin
cozlmlerinin salimmliliklar1 arasinda ilgi gekici benzerlikler vardir. Ancak, bu her

zaman gegerli olmayabilir. Ornegin;
X +poxt— k)= 0 (1.5)

gecikmeli diferensiyel denklemini ele alalim. (1.4) fark denklemi (1.5) diferensiyel

denkleminin ayrik benzeridir. k = 0 icin (1.5) diferensiyel denklemi

x(t) = x(to)exp <—j p(s)ds)

0

seklinde bir ¢cozime sahiptir ve bu ¢6zim hig bir zaman salinimli degildir. Fakat (1.3)

fark denklemi k = 0 icin

n-1
Xn = H(l—pj) Xn,

Jj=no

seklinde bir ¢oziime sahiptir. Dolayisiyla bu ¢6zlim Vj = ng igin 1 — p; < 0 oldugunda
salinimli ¢6ztime sahiptir. Daha sonraki yillarda, Yu vd. (1994), Tang ve Zhang (2001),
(1.3) fark denkleminin batin c¢ozumlerinin salimmmliligi igin yeni kriterler elde
etmislerdir. Bunun disinda, Yu vd. (1993), Yu ve Tang (2000), (1.3) fark denkleminde
p, Nin salimmli bir dizi olmas: durumunda bu denklemin bitun ¢ézumlerinin

salimimlilik durumunu incelemislerdir.

Yukarida verilen bilgilerin 1s18inda, bu ylksek lisans tez ¢alismasinda birinci
mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemler ve birinci mertebeden
lineer olmayan gecikmeli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimlilik davraniglari

incelenmistir.



2. TEMEL TANIMLAR ve LITERATUR BILGIiSi

2.1 Gecikmeli Diferensiyel Denklemler

Birinci mertebeden bir lineer gecikmeli diferensiyel denklem 1 <i <m,1;(t) <t ve

q;(t) € C[[to, o), R] olmak uzere

Z'(t) + i q:(Dz(t:(£)) = 0 (2.1)
denklemi ile tanimlanir.
m = 1icin (2.1) denklemi
2'(0) + q(®z(z(1)) = 0 (2.2)

seklinde ifade edilir.

Birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklem ise 1 <i <m,
7;(t) <t ve q;(t) € C[[to, ), R], f € C(R, R) olmak lizere

z'(t) + i q: () fi(z(r;(1))) = 0 (2.3)
=
seklinde tanimlidir.,
m = 1 icin (2.3) denklemi
2'(6) + q(O)f (z(z(©)) = 0 (2.4)

seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.1 7; € RY, 7;(t) =t — 7; Ve T = max{74, T,..., T} OlMak Uzere t > ¢t; igin

z, [t1,0) araliginda siirekli diferensiyellenebilir ve z, (2.1) denklemini sagliyorsa z €



C[[t; — T, ), R] fonksiyonuna (2.1) denkleminin bir ¢bzimudir denir ve bu ¢6zim

[t1, o) lizerinde bir ¢6ziim olarak adlandirilir (Ladde et al. 1987).

t; bir baslangic noktast olmak iizere, ¢ € C[[t; — 7,t;), R] seklinde bir baslangi¢

fonksiyonu verilmis olsun. Boylece, (2.1) denklemi t; — 7 <t < t; i¢in

z(t) = ¢(0) (2.5)

seklinde [t4, o0) araliginda bir tek z ¢6zimiine sahiptir.

Tamm 2.1.2 Bir diferensiyel denklemin agikar olmayan bir ¢oziimii z olsun. Eger z,

¢OzUmU sonsuz sayida sifira sahipse, yani; lim t, = oo olacak sekilde bir {t,} dizisi
n—-oo

vardir dyle ki z({t,}) = 0 ise z ¢dzimine salimmidir denir. Aksi taktirde salinimli
degildir denir. Salinimli olmayan bir ¢6ziim, ya erge¢ pozitif ya da erge¢ negatiftir.
Yani, Vt > t; icin z(t) # 0 olacak bicimde en az bir t; vardir. Eger denklemin her
¢Oziimii salinimli ise denklemin tiim ¢6ziimleri salinimhidir, salinimli olmayan en az bir

¢ozlimii varsa denklemin ¢oziimleri salinimli degildir denir (Ladde et al. 1987).

Tanmm 2.1.3 Asikar olmayan bir z ¢0zUmuU T herhangi bir say1 olmak iizere (T, )

araliginda isaret degistiriyorsa z ¢dziimiine salinimhidir denir (Ladde et al. 1987).
zZ"(@t)+z(t) =0

diferensiyel denklemi igin z,(t) = sin t salinimli bir ¢6ziim iken,
zZ"(t)—z(t)=0

denklemi igin z,(t) = et + e~* ¢6zUmi ise salimimli olmayan bir ¢ézimuUdar.

Bazi salinimlilik durumlari ise gecikme terimleri ile olusur. Ornegin;
Z(t)+z(t)=0

ve



zZ'"(t)—z(t)=0

diferensiyel denklemlerinin ¢oziimleri salinimli olmamasina karsin,

z'(t) +Z(t—g) =0
ve
zZ’(t)+z(t—-m) =0
gecikmeli diferensiyel denklemlerin ¢oziimleri sirasiyla z =sint ve z=cost

fonksiyonlar1 oldugundan bu ¢éziimler salinimlidir (Ladde et al. 1987).

Eger bir z ¢oziimi salinimli degilse, z ya erge¢ pozitif ya da erge¢ negatif olmak
zorundadir. Yani, t > T i¢in z(t) pozitif olacak sekilde T € R vardir ya da t > T igin
z(t) negatif olacak sekilde T € R vardir.

Eger bir gecikmeli diferensiyel denklemin salinimli olmayan pozitif bir z(t) ¢6zimi
var ise, buna karsilik gelen negatif bir —z(t) ¢6zimu de mevcuttur. Bu nedenle bir
gecikmeli diferensiyel denklem salinimli olmayan bir ¢éziime sahipse bu ¢oziim ya
pozitif bir ¢ozum ya da negatif bir ¢oziimdiir. Ayrica, (2.1) denkleminin tiim ¢ozlmleri
salinimli ise bu, her t; > t, baslangi¢c noktast ve her ¢ € C[[t; — 0,t1), R] baslangic
fonksiyonu i¢in, (2.1) ve (2.5) baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii olan z ¢6zUm
salinimlidir anlamina gelmektedir. Yani; z sonsuz ¢oklukta sifira sahiptir. Diger taraftan
(2.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢oziime sahip oldugunu ispatlamak
istedigimizde ise, (2.1) denkleminin pozitif ya da negatif bir z ¢dzimine sahip

oldugunu ispatlamamiz yeterlidir.

Gyori ve Ladas (1991), bazi gecikmeli diferensiyel denklemler icin asagidaki

salinimlilik kosullarini elde etmislerdir.

Teorem 2.1.1 q,7 € R olmak Uzere,

z'(t)+qz(t—1)=0 (2.6)
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gecikmeli diferensiyel denklemini goz Oniine alalm. Bu durumda, asagidaki ifadeler
birbirine denktir.

(i) (2.6) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir.

(if) gt > 1/e “dir.
(Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.2i =1,2,...,migin q;, t; € R* olmak lzere,

2@+ ) a®2(t-7) =0
i=1

denkleminin her ¢6ziimiiniin salinimli olmasi i¢in yeter kosul

m
1
Z Ut >4
i=1
olmasidir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.3 q € C[[to, ), R*],7 > 0 olmak Uizere
zZ'(t)+qz(t—1)=0, t=>t, (2.7)

gecikmeli diferensiyel denklemini g6z Oniine alalim. Eger

t 1
f q(s)ds > —
t—-T e
ise (2.7) denkleminin tiim ¢oztimleri salinimlidir.

Eger q € C[[to — g, ), R*],T > 0 olmak (izere

t 1
f q(s)ds < —
t-T €

ise (2.7) denklemi salinimli olmayan bir ¢oztime sahip olur (Gyori and Ladas 1991).
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Teorem 2.1.4 t = toicint(t) < tve tlimr(t) = oo Ve 7(t) azalmayan olmak lzere
—00

z'(0) + q(O)z(z(0)) = 0 (2.8)

gecikmeli diferensiyel denklemini géz Oniine alalim. Bu durumda

t
limsupf q(s)ds > 1
T(t)

t—oo

ise (2.8) denkleminin tiim ¢éziimleri salimimlidir (Ladas et al. 1972).

Teorem 2.1.5 t > t, icin 7(t) < t ve tlim‘[(t) = oo olsun. Bu durumda, t(t) monoton

olmayan bir fonksiyon olmak (izere

t
1
liminf q(s)ds > —
= S €

ise (2.8) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir.

Diger yandan

t
1

limsupj q(s)ds < —
. e

t—>oo (t)

ise (2.8) denklemi salinimli olmayan bir ¢éziime sahiptir (Koplatadze and Chanturija
1982).

2.2 Fark Denklemleri ve Gecikmeli Fark Denklemleri

n € N olmak {izere tek degiskenli x,, fonksiyonu icin 6teleme (shift) operatorii
Exn = Xn41

ve ileri fark operatori

12



Axp = Xpi1 — Xp
ile tanimlanir (Mickens 1990).
Buradan
Ekxn = Xn+k

oldugu kolayca gorilebilir. Ayrica; I 6zdeslik (birim) operatori olmak tGizere A = E — 1

ve E = A + [ dir. Buna gore,
A x, = (E — Dkx,
k

- S (e

=0
k

= Z(—l)i (T) E* Xnik—i

=0

ve benzer sekilde

olarak elde edilir (Mickens 1990).

Tamim 2.2.1 n € N bagimsiz degisken ve x,,, N iizerinde tanimli reel (veya kompleks)
degerli bir fonksiyon olsun. x,,, X4 1, ..., Xn4+ terimleri arasinda verilen bir fonksiyonel

bagintiya k. mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Bir fark denklemi k, o € N; olmak lzere,

F (N, Xy, Xpa1s oo s Xtk Xpe1s o) Xn—o) = Qn (2.9)

seklinde ifade edilir.

Tamim 2.2.2 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biyuk indis ile en kuguk

indis arasindaki farktir (Agarwal 2000).
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Teorem 2.2.1 A ve E operatorleri lineerdir. Yani a, b € R olmak (izere
(i) Alax, + by, ] = adx, + bAy,
(it) Elax, + by,] = aEx, + bEy,
esitlikleri saglanir (Elaydi 1999).
Lemma 2.2.1 ileri fark operatorii igin
(i) ZR2n, Axk = Xn — Xn,
(ii) A(ZR=3, k) = xn

ozellikleri saglanir (Elaydi 1999).

Lemma 2.2.2 ileri fark operatorii i¢in ¢arpim ve boliim kurali sirasiyla,

(l) A[xn-yn] = Exp. Ay + yn. Axy

x_n] — Yndxn—XnAyn
Yn YnEyn

(i) Af
seklinde tanimlidir (Mickens 1990).
Tanim 2.2.3. x € R ve k € Z* olmak Uzere

x® =x(x—1)..(x—k+1)

polinomuna "faktoriyel polinomu" denir (Elaydi 1999).

Lemma 2.2.3 x € R ve k € Z* bir sabit olmak Uzere
(i) AxTO) = fex k=D

(i) A"x® = k(k — 1) ... (k —n + Dx&™
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(iii) 4%x ™ = x®) = k1

esitlikleri saglanir (Elaydi 1999).

Tamim 2.2.4 Eger bir fark denklemi,

AinXn+i = by (2.10)

-

1=0

formunda verilirse bu fark denklemine k. mertebeden lineerdir denir. Eger en az bir n €
N igin b, sifirdan farkli ise, bu durumda (2.10) fark denklemine homogen olmayan,

lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Tamim 2.2.5 Eger fark denklemi,

AinXnsi =0 (2.11)

-

seklinde verilirse (2.11) fark denklemine homogen, lineer fark denklemi denir (Agarwal
2000).

p; ler sabitler ve p,, # 0 olmak (izere k. mertebeden
Xnsk T P1Xnk—1 + -+ Pexn =0 (2.12)

fark denklemini ele alalim. Bu denklemde A™ ¢6zim kabul edilip denklemde yerine

yazilirsa
4p it tp =0 (2.13)

denklemi bulunur. Buna (2.12) fark denkleminin karakteristik denklemi ve A’lara ise
(2.13) denkleminin karakteristik kokleri denir. (2.12) fark denkleminin ¢6zumi igin,

karakteristik denklemin koklerine bagli olarak ¢ozimler bulunur (Elaydi 1999).
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Tamm 2.2.6 Eger her pozitif N tamsayis1 ve n > N igin x,x,,; < 0 ise x, asikar
olmayan ¢ozimdne sifir etrafinda salinimlidir denir. Aksi halde x,, ¢c6zimiine salinimli
olmayan ¢6zim denir. Baska bir sekilde ifade edersek, eger bir x,, ¢6zumi belli bir
yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif ya da sadece negatif degilse sifir

etrafinda salinimlidir denir (Elaydi 1999).

Teorem 2.2.2 p € R, k € Z olmak (izere
Xnt1 — Xp +PXpp =0 (2.14)

(k + 1). mertebeden, otonom fark denklemini gozoniine alalm. Bu durumda (2.14)
fark denkleminin her ¢6zuminln salimmli olmasi icin gerek ve yeter sart asagidaki

ifadelerden birinin saglanmasidir.
k=-1lisep < —1;

(ik=0isep =1,

k
(k+1)k+1

(i) ke{..,—3,-2}u{1,2,..}isep >
(Ladas 1990, Gyori and Ladas 1991).
Teorem 2.2.3 Kabul edelim ki; i = 1,2, ..., migin

p; € (0,00) ve k; €{0,1,2,...}
veya
p; € (—»,0)vek; €{..,—2,—1}

sartlart saglansin. Bu durumda,

m (ki + 1)ki+1
Z Di T >1

=1
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saglaniyorsa,

m
Xn+1 — Xp t+ Z PiXn—g; = 0
i=1

fark denkleminin her ¢6zimu salinimhidir (Ladas 1990, Gyori and Ladas 1991).
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3. LINEER OLMAYAN GECiKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Bu bolimde, birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli

y'(®) +p®f (y(o()) =0 (3.1)

diferensiyel denkleminin ¢o6ziimlerinin salinmliligi ile ilgili yapilan ¢aligmalar

incelenecektir. Burada, p(t) = 0, o(t) =0 ve

t =>toigina(t) <tve tlima(t) = 00 (3.2)

feEC(RR)ve y#0icinyf(y)>0 (3.3)
dir. Bu bélimde, Fukagai ve Kusano (1984) ve Ocalan vd. (2017) temel kaynak olarak

alinmistir.

Ladde vd. (1987) c¢alismasinda, (3.1) denkleminin ¢oziimlerinin salinimiligi igin

asagidaki salimimlilik kriterlerini vermislerdir.

Teorem 3.1 (3.1) denklemi igin

(i) t e R, icin o(t) < t, 0 € C(R,, R) olsun. Ayrica a(t), R, Uzerinde kesin olarak

artan bir fonksiyon ve tlim o(t) = oo,

(i) p(t) fonksiyonu bolgesel olarak integrallenebilir ve p(t) = 0,

(i) f € C(R,R),y # 0igin yf(y) > 0, f artan bir fonksiyon ve

lim (=2

Goy =N <

sartlar1 saglansin. Bu durumda

t
limsupf p(s)ds > N
o(t)

t—>o0

ise (3.1) denkleminin tim ¢ozimleri salinimlidir.
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Sonug 3.1 Teorem 3.1, f fonksiyonunun hem lineer hem de yar1 lineer olma durumunu

igerir. N = 0 olursa f fonksiyonu yari lineer bir fonksiyon olur.

Tamim 3.1 Eger

Y
Moy =

ise f fonksiyonu genellestirilmis siiperlineer fonksiyon olarak adlandirilir (Ladde et al.
1987).

Teorem 3.2 (1), (ii) ve (iii) sartlart saglansin. Eger

L N
liminfj p(s)ds > 7

t—ooo O'(t)

oluyorsa (3.1) denkleminin tim ¢éztmleri salinimlidir (Ladde et al. 1987).

Ornek 3.1

VO = YWD =0 0<A<1

gecikmeli diferensiyel denklemi g6zoniine alalim. Buradan

t

ft (5)d f 2 p 2 S N
s)ds= | ————ds=—>—
a(t)p e (elnd)s e e

elde edilir. Boylece Teorem 3.2 geregince verilen denklemin tiim ¢6ziimleri salinimli
olur (Ladde et al. 1987).

Ladde vd. (1987), birinci mertebeden lineer olmayan gecikmeli diferensiyel

denklemlerin ¢oziimlerinin salinimlilig1 i¢in yukarida verilen salinimlilik kriterlerini

asagida belirtilen sonuca genigletmislerdir.
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Teorem 3.31 < i < m olmak Uzere,

() t € R, icin g; € C(R,, R) olmak Uzere g;(t) < t, o;(t) fonksiyonlar1 R, izerinde

kesin olarak artan ve tlim oi(t) = oo,
—00

(ii) p; (t) fonksiyonu bolgesel olarak integrallenebilir ve p;(t) = 0,

(iii) f; € C(R,R),y # 0 icin yf;(y) > 0, f; fonksiyonlar1 artan fonksiyonlar ve

1m(L =
y=0f(¥)
olsun. Eger
t e *
liminf f (Z pi(s)ds> >
t—ooo O'*(t) =
veya
t m
limsupf (Z pi(s)ds> >N*
t—ooo O—*(t) =1
oluyorsa

y'(©+ ) 5@ fi (y(a:()) = 0 eB)
i=1

denkleminin tim ¢6ziimleri salimmlhidir. Burada, o*(t) = max{o4(t),..., o, (t)} ve

N* = max{N4,..., Ny} seklinde tamimlanmigtir (Ladde et al. 1987).

Teorem 3.4 t > t, igin a(t) azalmayan bir fonksiyon, a(t) < t, gima(t) =oo,Vey #

0 icin yf(y) > 0, f surekli bir fonksiyon ve

6 = limsup

ly
M aTTenTS (3-5)

20



olsun. Eger

t
)
liminff p(s)ds > — (3.6)
a(t) €

t—ooo

ise (3.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir.

Ispat: Celiski icin kabul edelimki; y(t), (3.1) denkleminin bir erge¢ pozitif ¢oziimi
olsun. (3.6) sart1

L p@)de =

olmasin1 gerektirir. f;o[p(t)]dt < oo sartt (3.1) denkleminin bir sinirli salinimsiz

¢cOzlimiine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter sart oldugundan tlim y(t) = oo dur. Kabul

edelimki; 6 > 0 olsun. Bu durumda, (3.5) esitsizliginden t = T igin

1
fr®) = 55y®) (3.7)

olacak sekilde oldukea biiyiik T > «a segilebilir. Yeterince biyuk her t igin
o(t*) <t <t* olacak sekilde bir t* vardir dyleki

f;@*)[p(s)]ds >2 e N Tp(s)]ds >~ (3.8)

esitsizlikleri saglanir. t* > T olacak sekilde yeterince biiyiik bir t varolsun. (3.1)
denklemi [o(t*),t] ve [t,t*] Uzerinde integre edilip, (3.7) ve (3.8) esitsizlikleri

kullanilirsa,
t

y© -y(0@) =~ I PO (o) as
y(e)) —y®) = f t(t P& f (y(o(s)) ds

1

> a(t*)[ms)] y(o(s))ds

1
= 4—ey(a(t))
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ve

y() —y(@®) = —f 1 f (¥(o()))ds

t

ﬂ@—ﬂm=f O] (y(o())) ds

t

1 (v
255 ) [p()]y(a(s))ds

1
= @}’(U(t )

olur. Yukarida elde edilen bu iki esitsizlik birlikte diisiiniildiigiinde yeterince biiyiik
T, =T igin,

1 1
y(®) = =y(o(t)) = Wy(a(t))

veya
> ! >
y(®) = (4e)zy(a(t)), t>T,
elde edilir.
L y( (1))
0 = llgI_l)oo YO (3.9)

olsun. Bu durumda 1 < 6 < (4e)? oldugundan 6 sonludur.

Simdi, (3.1) denklemi y(t)’ ye bélunip [o(t), t] Gzerinde integre edilirse,

yo ot )
y(a(0)) " L(t)[p(S)] y(s) ds =

log

y© [t (ﬂdﬁnﬂﬁ@)
le@@D+Lmb®] O RR O
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elde edilir. Bu son esitligin her iki tarafinin alt limiti alinip (3.9), (3.6) ve (3.5) ifadeleri

kullanilirsa,
6
log6 = S (3.10)

elde edilir. Ancak, her x > 0 icin logx Sz oldugundan (3.10) esitliginin saglanmasi

miimkiin degildir. Bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla, (3.1) denklemi bir erge¢ pozitif ¢bziime

sahip degildir. Yani, (3.1) denkleminin tiim ¢éziimleri salinimlidir.

Teorem 3.5 (3.4) denkleminin bir 6zel formu olan

Y'(®) +p@®f@(o1(D),..., u(on(t)) =0 (3.11)

diferensiyel denklemini ele alalim. Burada 1 <i <m ve t > a igin p(t) ve o;(t)
fonksiyonlar1 [a, o) araligi iizerinde siirekli fonksiyonlar, p(t) = 0, o;(t) <t ve

tlima(t)=00, olsun. Ayrica R™ lzerinde 1<i<m ve y;y;>0 igin

Yif V1, Ym) > 0, surekli f(y4,...,yn) fonksiyonu ve negatif olmayan «; sabitleri
icin 3%, a; = 1 olmak Uzere,

. Lyl o |y [Fm
N = limsup
yi~0 |f(y. yml

1<ism

olsun. Diger yandan 1<i<m ve t>=a icin o;(t) <o"(t) < tolacak sekilde

azalmayan ¢*(t) fonksiyonu var ve

t N
liminf p(s)ds > —
= Jor(o) €

ise (3.11) denkleminin tiim ¢dztimleri salinimlidr.

Ocalan vd. (2017) calismalarinda, o (t) i¢in yukarida verilen (3.2) sart1 saglanmak iizere
o(t)’ nin non-monoton veya azalmayan olmasi durumunda, (3.1) denkleminin tim

¢Oziimlerinin salmimlilig i¢in asagidaki yeter sart1 vermislerdir.

k(t) :=supo(t), t =0 (3.12)

s<t

olsun. Burada, tim ¢t >0 igin a(t) < k(t) ve k(t)’ nin azalmayan bir fonksiyon
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oldugu agiktir. Bunun disinda kabul edelim ki; (3.1) denklemindeki f fonksiyonu igin

: y
limsup——=N, 0 < N< o (3.13
y-0 f(¥) )

sart1 saglansin.

Teorem 3.6 (3.2), (3.3) ve (3.13) saglansin. Eger

t—ooo

t
N
liminff p(s)ds > — (3.14)
a(t) e

ise (3.1) denkleminin tiim ¢6ziimleri salinimlidir.

Ispat: Celiski icin (3.1) denkleminin salmimli olmayan pozitif bir y(t) ¢oziimiine sahip
oldugunu kabul edelim. Bu durumda, her t > t; i¢in y(t), y(a(t)) > 0 olacak sekilde

t; = to mevcuttur. Ayrica (3.1) denkleminden,

y'(©) = —p®f (y(o®)) <0, t> 1,
elde edilir. Dolayisiyla, y(t) azalan bir fonksiyondur. y(t) azalan oldugundan negatif
olmayan sonlu bir limiti vardir. Yani; tlim y(t) = m = 0 mevcuttur. (3.14) sartindan

(o]

J p(t)dt = oo (3.15)

a

olur. Boylece (3.15) ifadesinin varhigi goz Oniinde bulunduruldugunda, (3.1.1)
denkleminin tiim salinimsiz ¢6ziimleri t — oo iken sifira yakinsadigindan Ladde et al.

(1987)’ daki Teorem 3.1.5” den, gimy(t) = 0 elde edilir. N > 0 olsun. Diger yandan,

(3.13) ifadesi yardimiyla

f®)=—=y®, t=t, (3.16)

olacak sekilde t, > t; segilebilir. Diger taraftan, Erbe vd. (1995)’ deki Lemma 2.1.1°

den
t t
ligninf fp(s)dsz ligninf Jp(s)ds (3.17)
a(t) k(t)
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dir. Boylece (3.1) denklemi, o(t) < 6(t) esitsizligi, y(t)’nin azalan bir fonksiyon

olmasi ve (3.16) esitsizligi yardimiyla

V') +5=p®)yk(t)) S0, t=t (3.18)

seklini alir. Ayrica (3.14) ve (3.17)’ den

t

N
f p(s)ds = 1> - t= t3>t, (3.19)

olacak sekilde [ > 0 sabiti vardir. Boylece (3.19)’ dan,

t* t
]()d >0 f()d SN 3.20
()ps s 0 ve p(s)ds P (3.20)
k(t t*

olacak sekilde t* € (k(t),t) bulunabilir. (3.18) esitsizligi, y(t) fonksiyonunun azalan

olmasi kullanilarak k(t) den t* ‘a integre edilirse,
)~y (k®) + 55 [ C () (k())ds <0
y y v ) PO <
veya
y() = y(k(D) + 5y (k(E) f p()ds < 0

k(t)

elde edilir. Boylece (3.20)’ den,

—y(k®) + 55 y(k(t ))— <0 (3.21)

bulunur. (3.18) esitsizligi, t* ‘dan t’ ye integre edilirse,

1
YO = y(t) + 5 P(S)y(k(s))ds <0

veya
y(®) -y + —y(k(t)) *p(s)ds <0

bulunur. (3.20) ifadesi yardimiyla,

—y(t") + —y(k(t))— <0 (3.22)
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olur. Boylece, (3.21) ve (3.22) esitsizlikleri birlestirildiginde,
2

1 1
y(t?) > y(k(t))g > y(k(t")) (E)

elde edilir ve

y(k("))

<(4e)? , t>t
y(t*) (4€) *

olur. Ayrica

k)

& (3.23)

olarak tammmlanirsa 1 < u < (4e)? oldugundan, u sirhdir. Diger taraftan (3.1)

denklemi y(t) ile boltinup k(t) den t ye integre edilirse,

ty’( y y(a(s)))
J "0) f ORI
k(t)

t

y(t) f(y(a(s))) (a(s))
“‘y(a(t))*f V66 v BT

ifadeleri elde edilir. y(t) azalan bir fonksiyon oldugundan

t

y© fp(s f(¥((s))y k)

In s<
y(k(1)) y(a(s))  y(s)

olur. Ayrica y,t = oo,y — oo iken k(t) < y < t olacak sekilde tanimlanirsa, k(t) — oo

olur. O halde son esitsizlik,

y(k(®) _  (/00) y (k)
y@® — y(e) vy

t
p(s)ds (3.24)
k(t)

In

olur. Buradan, (3.24) ifadesinin her iki tarafinin alt limiti alinirsa Inu > (u/e) bulunur.
Fakat, her x > 0 igin In x < (x/e) oldugundan bu imkansizdir. Bu bir ¢eligkidir. N = 0

olmasi durumu da ayn1 sekilde gosterilebilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Ornek 3.2

y'(6) + éy(G(t))ln(w +|y(e®)|) =0, t>0

(3.25)

birinci mertebe lineer olmayan gecikmeli diferensiyel denklemini g6zoniine alalim.

Burada, o (t) fonksiyonu,

t—1, t € [3k,3k + 1]
o(t)=4-3t+12k+3, te€[3k+13k+2] , k€N,
5t — 12k — 13, t € [3k + 2,3k + 3]

seklindedir. (3.12)’ den

t—1, t € [3k,3k + 1]
k(t) =supo(t) ={—-3t+12k+3, te€[3k+13k+2] , kEN,
- 5t —12k — 13, t € [3k + 2,3k + 3]

elde edilir. p(t) = (1/e) ve f(y) = yIn(10 + |y|) olarak alinirsa

N = limsup 4 = limsup 4 = !
y-0 f) 350 yIn(10+|y]) In10
ve
t
I .fj g _1>N_ 1
e P(s) T e e elnio

a(t)

elde edilir. Yani, Teorem 3.6’ nin tiim sartlar1 saglanir. Boylece (3.25) denkleminin tiim

cozlmleri salinimlidur.
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4. LINEER OLMAYAN GECiKMELI FARK DENKLEMLERININ
COZUMLERININ SALINIMLILIGI

Bu bdlumde,
Yn+1 — Vn + an(yn—k) = 0! n= 0'1'2' (41)

seklinde lineer olmayan gecikmeli fark denkleminin c¢ozimlerinin salinimlilig
incelenecektir ve temel kaynak olarak Tang ve Yu (2002) alinmistir. Burada, {q,}

negatif olmayan bir say1 dizisi, k bir pozitif tamsay1 ve

f € C(R,R), y # 0icinyf(y) >0 (4.2)

dir. (4.1) denkleminin lineerlestirilmis sekli ise;

Yn+1 — Yn + AnYn-k = 01 n= 0'1'2' (43)

ile tanimlidir. (4.1) denkleminin {y,} dizisinin terimleri ne tamamen negatif ne de
tamamen pozitif olmuyorsa {y,,} ¢c6ziimline salinimlidir, aksi halde ¢6ziim salinimsizdir

denir.

Erbe ve Zhang (1989), ¢calismalarinda

kk

mintan > Gy Dot

sartt saglaniyorsa (4.3) denkleminin tim ¢o6ziimlerinin salimmli  oldugunu

ispatlamiglardir.

Daha sonra, Ladas vd. (1989), yukarida verilen sart1 gelistirerek

1 k+1

o k
it ) 0> (755)

i=n—-k

sart1 altinda (4.3) denkleminin tiim ¢éziimlerinin salinimli olacagini belirtmislerdir.
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Tang (1998), calismasinda farkli teknikler kullanarak (4.3) denkleminin salinimlilig

icin yeterince buyuk n igin,

n-1 kAR
@ (57) (+4)
i=n—-k
ve
© 1 n-1 NS K
2, [17( @~ (7351 )] N (+5)
n=k i=n-k

sartlarini elde etmistir.

Bunun yani sira Tang ve Yu (1999a) ve Tang ve Yu (1999b), (4.3) denkleminin

saliimlilig i¢in verilen yukaridaki sart1 gelistirerek sirasiyla;

2 k1 & =
anT ZQi —1|=o
n=0

i=n+1
ve

0o n+k n+k n+k
an[Zqiln<Zqi+1—59ani>
n=0 i=n i=n i=n

n+k n+k n+k

— Z qiln<z qgi+1—sgn Z ql-)]:oo (4.6)
i=n+1 i=n+1 i=n+1

sartlar1 altinda (4.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salinimli oldugunu ispatlamislardir.

Tang ve Yu (2000c), (4.6) salinimlilik sartina karsit bir asagidaki ornegi vererek, (4.1)
lineer olmayan fark denklemi ile (4.3) lineerlestirilmis fark denkleminin

I f(x)
im—= =

x-0 X

1 (4.7)

sart1 saglansa bile farkli salinimlilik davranisi gosterdiklerini ispatlamigslardir.
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Ornek 4.1 Lineer olmayan gecikmeli

k* 1
Yn+1 — Vn + ((k + 1)k+1 + n+ 1)f(3’n—k) =0 , = 0'1;2'

fark denklemini gézoniine alalim. Burada,

Y
_] TR
)= Y 0<yl<1
Ll + ((k + D1 /ER)In(k/(k + 1)) /Inlk/(k + 1)k*1y|
0, y=0

n
dir. Buradan kolayca gorilebilir ki; (4.2) ve (4.7) saglanir ve denklem y, = ﬁ]

seklinde bir pozitif ¢oziime sahiptir. Ancak (4.4) ve (4.5) den bu denklemin

lineerlestirilmis denklemi olan

k* 1
Ynt1 = Yn ¥ ((k + 1)kH to 1) Yn-k =0, n=012,..

denkleminin her ¢6ziimii salinimhidir (Tang and Yu 2000c).

Yukaridaki Ornekten de goriilebilecegi gibi  (4.3) lineerlestirilmis denklemin
¢Oziumlerinin salimimlilik davranisindan, (4.1) lineer olmayan denklemin ¢ézumlerinin
salinimlilik davranigina ulagilamaz. Bu nedenle, lineer olamayan (4.1) denklemi igin

salinimlilik Kriterleri elde etmek oldukca 6nemli bir problemdir.
[k olarak, kabul edelim ki; (4.1) denklemindeki f (x) lineer olmayan fonksiyonu igin,

(A):

i. h(x), R* {izerinde azalmayandr,

ii. h(—x) = h(x) ve }Ci_r)r(l) h(x) =0,

ii. [} 22 dx < oo,
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iv. |%| <h(x),0< x| <¢g

olacak sekilde g5 > 0 ve bir h(x) € C(R, R*) fonksiyonu vardir.

Bunun diginda, S, ={q; >0:n—k<i<n-—1} ve S, kimesindeki elemanlarin

sayist da k,, ile gosterilsin. Buradan aciktir ki; 0 < k,, < k dir.

Lemma 4.1 (4.2) sart1 ve

i qn = ®© (4.8)
n=0

sartinin saglandigin1 kabul edelim. O halde, (4.1) denkleminin salinimli olmayan her

¢O0zUmu n — oo i¢in monoton olarak sifira yakinsar.

Lemma 4.2 (4.2), (4.8) ve (A) kabulii saglansin. Eger (4.1) denklemi bir saliniml
olmayan ¢6ziime sahip ise o halde, erge¢

dir.

Lemma 4.3 (4.2), (4.8) ve (A) kabulii saglansin. Eger {y,}, (4.1) denkleminin salinimli

olmayan bir ¢dzimi ise

n—-1
IxnISBl_[(l—%), n>N
i=N

olacak sekilde bir B > 0 reel sayis1 ve bir N tamsayis1 vardir.

Ispat. {y,} dizisinin ergec pozitif oldugunu kabul edelim. n > N igin y, > 0 olacak

sekilde bir N tamsayis1 vardir ve
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1
Yn+1 — Yn + EQnyn < 0'

dir. Buradan B = y, olmak lzere

n—-1
di
}GleAB (1.—'25),
=N
olur. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 4.4 (4.2) sart1 (A) kabulii ve
n-1
liminf q; >0
" i=n—k

n=>N

n>N

(4.9)

esitsizligi saglansi. Eger {y,}, (4.1) denkleminin salinimli olmayan bir ¢6ziimii ise o

Yn-k

zaman —— < m olacak sekilde bir reel m > 0 sayis1 vardir.

Yn

Ispat. Kabul edelim ki, {y,} erge¢ pozitif bir dizi olsun. n > N icin y, > 0 olacak

sekilde bir N tamsayis1 vardir ve

1
Yn+1 — Yn + 5 AnYn-k < O,

2

dir. Yu ve Zhang (1993) ‘deki Lemma 2. geregince

Yn—-k 16

n=N

limsup <

< oo

2
n-oow Yn (lirrlr_l)glfzglz_nl—k C“)

yazilabilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 4.1 Kabul edelim ki; (4.2) sart1, (A) kabulii, (4.7) sart1 ve

1

oo n+k sy
Z dn (kn + 1) ( Z qi) —ky|=o (4'10)
n=0

i=n+1
saglantyorsa (4.1) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat: Celiski icin kabul edelimki, (4.1) denklemi n > n, icin y, > 0 olacak sekilde
salimimli olmayan bir {y,,} ¢6zimine sahip olsun. Lemma 4.1, (4.9) ve (A) kabuliinden,
n =mnyicin Y1, q; > 0 olacak sekilde bir n; > n, tamsayisi ve &, (A) daki sekilde

tanimlanmis olmak {izere

0<y, <&, Y41 —Vn <0Vve O < h(y,_x) <1, n=ng
yazilabilir. Yukaridaki ifade ve (A) kabullinden

fOni) 2 (1= hOn-i))nk, n2my

elde edilir. Bu ifade (4.1) de yerine yazilirsa

Yn+1 = Yo + @nYn-k(1 = h(np)) <0, n2my (4.11)
olur. u, =1— %,n > n, alinirsa, 0 < p,, < 1dir. (4.11) den,

n-1

Un 2 dn 1_[ (1 _,ui)_l —Q4n

i=n—-k

Yn—-k

n

h(yn—k) ,n > nq + k

elde edilir. Lemma 4.4 ve aritmetik geometrik ortalama esitsizligi kullanilarak

-1

1 n
Un 2 qn 1—k—( ui) —mgnh(ypn_r) n=n, 2ny +k
n
k

I=n-

veyan = n, igin,
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n+k n+k 1 n-1 —kn n+k
Un Z ql-an<Z qi> 1—k—<z m) _an<z Qi>h(3’n—k)
n
k

i=n+1 i=n+1 i=n-— i=n+1

elde edilir. Lemma 4.2, Lemma 4.3 ve yukaridaki son esitsizlik goz 6niine alindiginda,

n = ns = maks{N,n,} i¢in

n+k n+k n—-1 —kn n—-k—-1
1 3 qi
un'z q; 2 qn Z q; 1_E | Ui —qunh B | (1—7)
i=n+1 i=n+1 i=n—-k i=N
bulunur.
. 1w 1
qi
[[(0-Pz1-3 2 azg nzm
i=n—-k i=n—-k
oldugundan n > nj igin
n—-k-1 q n q n q 1 n ;
1) — _n _n _ 4
(== [-D ][] (-3 =+][(0-3) @
=N i=N i=n—-k i=N

elde edilir. Burada,

ven > nz igin

En = 3mauh (BTG (1- %)) /2

olarak alalim.
4BﬁN*_1 < 1

olacak sekilde N* > n3 olsun. (4.12), h(x) fonksiyonunun azalmayan olmasindan ve
(A) kabuliiniin (iii) sikkindan
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alinirsa

=
S
gk
=
)
v
=
A/
gk
=
)
~
—_
|
:le
‘_/\
gl
AN
RS
~
|
:D'J

yazilabilir. Son esitsizlikten, r = 0 ve x < k,, i¢in
Y\ ~kn 1
r (1 — k_) >y + (k, + Drkatl) —
n

oldugundan n > nj igin

1

n+k n—1 n+k m
unzinQnZui+qn (kn+1)<z CIi) —kn|—En
i=n+1 i=n—-k i=n+1
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elde edilir. Bu esitsizligin N* dan T > N* + 2k ya toplami alinirsa,

T n+k T n—1
z HUn qi — Z an Z Hi
n=N* i=n+1 n=N* i=n—-k
T n+k (kn1+1) T
qun (kn+1)<z Qi> _kn - E,
n=N* i=n+1 n=N*
olur. Toplamin siras1 degistirilirse
T n—1 T-k n+k
Z an Hi = HUn z qi
n=N* i=n—-k n=N* i=n+1

bulunur. Son esitsizlik bir dnceki ifadede yerine yazilirsa,

1

n+k n+k Knt+1) T
y unqu_zwm(z )" |- Y

n=T-Kk+1 i=n+1 i=n+1

elde edilir. Burada 0 < u,, < 1 oldugundan bir dnceki esitsizlikten

1

T n+k T n+k (kn+1) T
> YazYafern(Ya) -bl- Y
n=T-k+1i=n+1 n=N* i=n+1 n=N*

yazilabilir. ¥ _\. E,, < oo oldugundan (4.10) ve bir 6nceki esitsizlikten

n+k

lim Z Z g; = oo (4.13)

n=T-k+1i=n+1

olur. Diger taraftan, Lemma 4.2 den,
n+k
Z Z 9 <7k

n=T-k+1i=n+1

elde edilirki, bu durum (4.13) ile ¢elisir. Boylece ispat tamamlanir.
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Hatirlatma 4.1 Teorem 4.1 ‘in ispatindan (4.3) lineer denklemi icin (4.9) kosulunun

gerekli olmadigi kolayca goriilmektedir. Bu yiizden asagidaki sonug verilebilir.

Sonug 4.1 Kabul edelimki (4.10) saglansin. Bu durumda, (4.3) denkleminin her ¢6ziimi

salinimlidir.

Teorem 4.2 (4.2) ve (4.7) saglansin ve kabul edelimki,

(a2 §
k. qi

i=n+1

liminf

n—-oo

>1 (4.14)

olsun. Bu durumda (4.1) denkleminin her ¢c6zimu salinimlidir.
Ispat: Celiski icin kabul edelimki, (4.1) denklemi n > n, icin y, > 0 olacak sekilde
salimimli olmayan bir {y, } ¢c6zlimine sahip olsun. (4.14) den n > n, igin

1

n+k Tntl
(kn+1)( Z (1—<p)qi> —knzo

i=n+1
olacak sekilde bir n; tamsayisi ve ¢ € (0,1) vardir. Buradan,

1

© n+k kp+1
ZQn (kn+1)<2(1—§0)q1'> —k,| =
n=0 i=n+1
yazilir. Sonug 4.1 den
Vo1~ Yn+ (1= @)quynr =0, n=012 .. (4.15)

denklemi yalnizca salinimli ¢dztiimlere sahiptir. Diger taraftan, (4.7) kullanilarak

fOnid _

(P’ n2n2
Vn-k

olacak sekilde bir n, > n; tamsayis1 vardir. Bu ifade (4.1) ile birlikte diistiniildiigiinde,
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Yn+1 — Yn + (1 - (p)Qnyn—k < 0' nz= n;

olur. Bu durum ise yukaridaki esitsizligin bir erge¢ pozitif ¢oziimiiniin oldugunu
gosterir. Sonug olarak, (4.15) denklemi de bir ergeg¢ ¢oziime sahiptir. Bu ¢eliskinin elde

edilmesiyle ispat tamamlanir.

Teorem 4.3 (4.2), (4.9), (4.10) saglansin ve
|f(x) — x| < M|x|"™, |x < &

olacak sekilde g5 > 0,7 > 0 ve M > 0 var olsun. Bu durumda, (4.1) denkleminin her

¢Ozimii salinimhidir.

Ispat: h(x) = M|x|” olsun. Bu durumda (A) kabuliiniin saglandig1 kolayca goriiliir.

Dolayisiyla, Teorem 4.1 den Teorem 4.3 saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.2 g3, = 0,q3n+1 = Gans2 = ;1 = 0,1,2, ... olmak Uizere

yn+1 - yn + Qnyn—3 = OF n= Olllzl e (4.16)

lineer gecikmeli fark denklemini g6zoniine alalim. n > 4 igin k,, = 2 ve

n+3

Z q; =2c¢c, n=0,1,2, ...

i=n+1

oldugu agiktir. Eger, ¢ > % ise

(kn + 1)
ky

olacaktir. Teorem 4.2 den (4.16) denkleminin her ¢6ziimii salinimlidir. Diger taraftan

liminf

n—-oo

eger, ¢ < ——ise Erbe ve Zhang (1989)’ a gore

Xn+1 — Xn +CYp_2 =0, n=20,12,..
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gecikmeli fark denklemi bir ergeg pozitif {x,,} ¢c6ziimine sahiptir.
Yan+1 = Y3n = Xon Yan+2 = Xon+1s n=012,..
olsun. Bu durumda,
Yan+1 — Y3n = 0 = q3nY3n-3
Yan+2 — Van+1 = X2n+1 — X2n = —CX2n-2 = —(q3n+1Y3n+1-3

V3n+3 — YV3n+2 = Xon+2 — Xon+1 = —CXon—1 = —q3n+2YV3n+2-3

olur ki, bu durumda {x,}, (4.16) denklemini saglar ve dolayisiyla {x,} ‘in, (4.16)

denkleminin bir ergeg pozitif ¢coziimii oldugu goriliir. O halde (4.16) denkleminin her
¢Oziimiinlin salinimli olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ¢ > 24—7 olmasidir.
C")rnEI( 4.3 dsn = qsn+1 — 0, dsn+2 = 95n+3 = Qsn+4 = C = 0.23,n = 0,1,2, ... V€

£(x) = {(J)C[l +(1+ lnzlxl)]_l’,;c :(())

olmak Uizere

Yn+1 — Yn + @nf n-x) =0, n=012.. (4.17)

lineer olmayan gecikmeli fark denklemini gozoniine alalim.

1 xl>1
h(x) ={(1 + In?|x)? 0 < |x| <1
0 ,x=20

olsun. Buradan gorulr ki, (4.2) ve Tang ve Yu (2000)’ nun ¢alismalarindaki (H) kabull

saglanir. Basit bir hesaplama ile,

kSn = 3' k5n+2 = 2'k5n+2 = (s5pn+3 = 1' Qsn+sa = 2' n= 0'1'2'

ve
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5n+4 i+3 (ki+1)

z qi[(ki+1) Z q Lc[(2«/2_c—1)+(2\/E—1)+(3\/E—2)]
i=5n l j=i+1 J

>0.0353, n=0,12,..

oldugu kolayca goriilebilir. Dolayisiyla,

1
n+3 (kp+1)

iCInI[(k +1) q,- —kn]|
4 J

= OO

n=>5

olur ki; Teorem 4.1 den (4.17) denkleminin her ¢oziimii salinimlidir.
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