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Riemann-Liouville kesirli fark denklemlerinin bazi salimmlilik kriterleri verilmistir.

Dordiincii boliimde, Caputo kesirli fark denklemleri i¢in yeni bir salinimlilik sart1 elde

edilmistir.
2020, v + 48 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli fark denklemi, Salinimlilik, Caputo tiirevi, Riemann-

Liouville tiirevi.



ABSTRACT
M.Sc. Thesis

OSCILLATION OF DELAY FRACTIONAL
DIFFERENCE EQUATIONS

Hiisniye OZ
Afyon Kocatepe University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Sermin OZTURK

This thesis consists of four chapters. The first chapter is devoted to introduction. In the
second chapter, necessary basic concepts and definitions are presented. In the third
chapter; some oscillation criterias of Riemann-Liouville fractional difference equations
are given. In the fourth chapter, a new oscillation criteria for Caputo fractional

difference equations is obtained.

2020, v + 48 pages

Keywords: Fractional difference equations, Oscillation, Caputo derivative, Riemann-

Liouville derivative.



TESEKKUR

Tez calismam siirecinde goriis ve Onerileriyle ¢alismalarima yon veren ihtiyacim
oldugunda sabir ve anlayis ile yardimlarin1 esirgemeyen bu arastirmanin konusu,
yiiriitiilmesi ve yazim agsamasinda yapmis oldugu biiyiik katkilarindan dolay1 degerli tez

danismanim Dog. Dr. Sermin OZTURK’ e tesekkiir ederim.

Bu tez calismasini, 18.FEN.BIL.67 numarali proje kapsaminda madden destekleyen
Afyon Kocatepe Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinasyon Birimi’ne

tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica her zaman ve her konuda bana destek olan sevgili esime ve kizima bana bu

stiregte gosterdikleri sabirdan dolay1 tesekkiir ederim.

Hiisniye OZ
Afyonkarahisar 2020



ICINDEKILER DiZiNi

Sayfa
OZET ..ottt ettt ettt bbbttt ettt i
ABSTRACT ettt e bbbt e e 1\
TESEKKUR ..ottt ettt ettt ettt n st ss et s s e iv
ICINDEKILER DIZINT.....cociiiiiiiieeecceeceee et Vi
SIMGELER DIZINI.....cociiiiiiiiiiiiiicceeeeeece et vii
L GIRIS oottt 1
2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER........cociiiiiiiieeeeee e 6
2.1 Fark OPeratOrii.......ccveireeiriiieiieiiiie e 6
2.2 Ayrik Hesap ve Adi Hesap Arasinda Bir Benzerlik ..., 7
2.3 Shift OPETAtOTT .....eeiuvieieeiiiieiee ettt e e r e nnnas 8
2.4 GaMMA FONKSTYONU .....couviuiiiiiiiiitisie ettt 8
2.5 Faktoriyel FONKSIYONU........coiiiiiiiiiiieiicie e 10
2.6 BelirSiz TOPIAM ...t 14
2.7 Fark Operatorii i¢in Carpim ve Boliim Kurallart ..., 16
2.8 Tamsay1 Mertebeden Toplamlar..........cocoviiiiniiie s 18
2.9 Kesirli Toplam Operatérii ve Kesirli Fark Tkinci Operatorii............cocevvevevevnnen. 19
2.9.1 Kesirli Toplamlar Igin Us Kurali........ccccovevevivcerieceiieeeseceeseee, 20
2.9.2 Ayrik Kesirli Hesap Igin Kuvvet FONKSIYONU...........cccevivivricverinnnnn. 22
2.9.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkin Degisme Ozelligi ............coocevevnne. 22
2.10 Fark Denklemleri ..o 23
2.11 Lineer Olmayan Fark DenKIemIri........cccooooiiiiiiiiiiiiceeee e 25
3. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLI FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI
........................................................................................................................................ 27
4 CAPUTO KESIRLI FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI................ 36
5. KAYNAKLAR ..ottt ettt e e s e steeteeseesseenseaneesaeeneeaneenseensens 43
IO/ €1 2101\, 1 13 48

Vi



SIMGELER DiZIiNi

Simgeler

A Fark Operatorii

,[ Integral Operatorii

> Toplam Operatorii

A% Riemann- Liouville Ayrik Kesirli Farki
fab Belirli Integral

r Gamma Fonksiyonu
t? Faktoriyel Fonksiyonu
I1 Carpim Operatorii

d ,

T Tlrev

€ Elemanidir

N Dogal Sayilar Kiimesi
R Reel Sayilar Kiimesi
lim Limit

lim sup Limit Supremum

lim inf Limit Infimum

Vil



1. GIRIS

Bir¢ok bilim dalinda yasanan gelismeler, matematiksel problemleri de beraberinde
getirmektedir. Bu problemlerin ¢oziimii fark denklemleri ile yapilmaktadir. Ciinkii;
kargilagilan problemlerde bagimsiz degiskenlerin siirekli olmadigt durumlarla

karsilasilabilir.

Fark denklemi; bir veya daha ¢ok degiskenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz
degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagmtidir. Diferansiyel denklemlere benzerlik
gosteren ve inceleme siireci yoniinden daha yeni olan fark denklemlerine fonksiyonel
denklemler de denir (Elaydi 2000).

Fark denklemleri ile zamana bagl c¢esitli doga olaylarinin incelenmesinin, dogal bir
ifadesi olarak karsilasilmaktadir. Zamana bagli degiskenlerin kullanildigi olaylarin ¢ogu
ayrik (kesitli) oldugundan bu tiir denklemler Onemli matematiksel modelleri
olustururlar. Daha da onemlisi fark denklemleri, diferansiyel denklemler igin
ayriklagtirma (discretization) metotlarinin incelenmesinde de karsimiza ¢ikar. Fark
denklemleri teorisinde elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara karsilik gelen
diferansiyel denklemlerin ayrik benzerleridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi,
buna karsilik gelen diferansiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Fark
denklemleri teorisinin uygulamalari, kontrol teorisinde kararlilik durumunun
incelenmesinde, biyolojide canli popiilasyon sayisinin arastirtlmasinda, ekonomide
borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde hiicre hareketlerinin incelenmesinde ve

bir ¢ok bilim dalinda kullanilmaktadir.

Diferansiyel denklemlerde fiziksel olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim
oranlar1 arasindaki denklemler ile gosteriliyordu. Fakat 20. yiizyilin baslarinda
radyasyondaki quanta ile biyolojide goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tim doga
olaylarinin siireklilik terimleri ile ifade edilemeyecegini gostermistir. Boylece, fark
denklemleri kullanilarak diferansiyel denklemlerde goriilen siireksizlik durumlar
kaldirilmak istenmistir. Giiniimiizde birgok alanda uygulanan fark denklemleri, daha

cok hareket analizinde devreleri matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide talep ve



arz denklemlerini olusturmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri

aciklamak i¢in yaygin olarak kullanilmaktadir (Tollu 2009).

Tirev ve integral operatorleri reel sayilar iizerinde tanimli adi hesabin iki temel
kavramidir. Benzer olarak fark ve toplam operatorleri de tam sayilar tizerinde tanimli
ayrik hesabin iki temel kavramidir. Genellikle n bir tam say1 olmak {izere tiirev ve fark
operatorleri n kez bir fonksiyona uygulanabilir. Bunlar da tiirev d"f(x)/dx", fark
A"f(x) seklinde tanimlanmistir. Aslinda Kesirli hesap, integral ya da tiirev
operatorlerinin mertebelerinin  keyfi sayilar olabilecegini gosterir. Ornegin; bir
fonksiyonun 1/2 —nci mertebeden tiirevi ya da v/3. mertebeden integrali hesaplanabilir.
Keyfi mertebeden tiirevler ve integraller ile ilgilenen kesirli hesap uygulamali

matematigin bir alanidir ve bu alanin uygulamalari, miihendislik, uygulamali
matematik, ekonomi ve birgok alanda goriiliir. Bilindigi lizere D = :—x operatorii iceren

diferansiyel hesabin 6zellikleri ve ileri fark operatorii olarak bilinen

Af(x) = flx+1) = f(x)

operatorili iceren ayrik hesabin 6zellikleri arasinda bir benzerlik vardir. Ayn1 benzerlik

kesirli ve ayrik kesirli analizin operatorleri arasinda da vardir (Sengul 2010).

Ik olarak 300 yil dnce, kesirli hesap, L’Hospital tarafindan Leibniz’e génderilen bir
mektupta, L’Hospital’in “n = 1/2 oldugunda d"y/d™x notasyonu ne anlama gelir?”
sorusuyla giindeme gelmistir. 30 Eyliil 1695 tarihli cevapta, Leibniz “Bu paradoksun
bir giin yararli sonuglari olacaktir.” diye yazmistir. Sonra, Leibniz, Johann Bernoulli ile
yazisarak, genel mertebenin tiirevlerinden bahsetti. 1/2 —nci mertebeden tiirevi d'/?y
notasyonunu kullanarak gosterdi. Daha sonra kesirli tirevlerden birgok kaynakta
bahsedilmistir. D*f kesirli mertebeden tiirev literatiirde yaygin olarak yer almasina
ragmen kesirli mertebeden farka daha az ilgi duyulmustur. Kesirli mertebeden fark ilk
kez Kuttner tarafindan 1957 yilindaki ¢alismasinda incelenmistir (Sengul 2010).

Kuttner, a,, kompleks sayilarin herhangi bir dizisi ve s herhangi bir reel sabit olmak

lizere, s- mertebeden farki



AZ,F Z?E:O(_s_nlfm) An+m (1.1)

seklinde tanimlamustir. Diaz ve Osler ise 1974 ‘de kesirli farki,

A f(x) = Tio(=D*(§) fx + a — k) (1.2)
ay I'a+1)
(k) T I'(a—k+1).k!

seklinde tanimlamislardir. Burada a herhangi bir reel ya da kompleks sayidir.

Miller vd. 1989 “da kesirli mertebeden toplam ve fark operatorlerini sirasiyla

x
I'(a)

ATCf(8) = ——= Y424t — 9 () V[ (s) (1.3)

A*f (1) = AATOF () = ArTs BV (e — oDV (s)  (14)

seklinde tanimlamiglardir. Burada; t = a(mod1) ve 0 < a < 1 ‘dir. Anastassiou ise

2009 yilinda Caputo ayrik kesirli farkini,

AT () = AMOATF () = LTI - o(s) DAL (s) (L)

seklinde tanimlamistir.

Kesirli tiirev ve integral kavrami, klasik tiirev ve integral kavramlarindan farkl olarak,
keyfi mertebeden tiirev ve integrallerin uygulamalarini ve arastirmalarin1 kapsayan ve
bundan dolayr klasik tiirev ve integral kavramlarina goére daha kapsamli olan
matematiksel bir kavramdir. Ayrica kesirli tiirev ve integrallerin tek bir tanimlari
yoktur. Bu ayricalik ise kesirli tiirev ve integral problemlerinin ¢oziimlerinin en iyi

sekilde elde edilmesini saglar. Bu kesirli tiirev ve integral kavramlarindan baslicalar



Griinwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo ve Weyl seklinde siralanabilir. Bu

tanimlarin en biiyiik farklar1 baglangi¢ kosullarinin fiziksel yorumlaridir.

Kesirli analiz ilk olarak, klasik tiirevin Leibnitz tarafindan ilk tanimi yapildiktan sonra,
L’Hospital’in 1695 yilinda Leibnitz’e tam sayr mertebeden tiirevin, tam say1r olmayan
mertebeli tlireve genellenip genellenemeyecegini sormasiyla baglamistir. 1730 yilinda
Euler kesirli tiirev ve integral hesaplamalarinda biiylik 6neme sahip olan Gamma
(Euler-Gamma) fonksiyonunu tanimlamistir. 1819 yilinda da Lacroix, bu Gamma
fonksiyonunu kullanarak / fonksiyonunun tiirevini hesaplayarak, kesirli tiireve ilk katki
yapan matematik¢ilerden biri olmustur. Devam eden siire¢ igerisinde Laplace ve
Fourier’in ¢caligsmalarinin da ardindan, Abel 1823 yilinda kesirli hesaplamalar1 ilk olarak

Tautochrone probleminin

k = fo (x — O)Z f(t)dt

seklindeki integral denkleminin ¢oziimiinde kullanmistir. Abel’in bu ¢alismalarindan
sonra kesirli analiz {izerine yogunlasan Liouville, 1832-1837 yillar1 arasinda
yayimlanmis oldugu makalelerdeki kesirli tlirev ve integral tanimlari, o donem
matematikgileri tarafindan biiylik ilgi ve destek gormiistiir. Riemann ise 1847 yilinda
yazmis oldugu ancak vefatindan on yil sonra 1876 yilinda yayimlanan makalesinde
kesirli integral tanimi vermistir. Daha sonra ise Riemann tarafindan verilen bu tanim,

Liouville’nin tanimiyla birlestirilerek yaygin bir sekilde kullanilmaya baslanmigstir.

1967-1968 yillar1 arasinda Griinwald ve Letnikov kesirli mertebeden hesaplama igin
sonlu fark yaklasimini kullanarak kesirli tiirev ve integralin yaklasik hesaplamalari i¢in

yeni bir bakis agis1 gelistirmistir.

1967 yilinda da italyan matematik¢i Caputo, Riemann-Liouville tanimia benzeyen ve
fiziksel uygulamalarda daha c¢ok tercih edilen bir kesirli tlirev tanimi yapmustir. Gelisimi
giiniimiizde de halen devam eden ve daha bir¢ok matematik¢inin de {lizerinde calistigi

kesirli analiz kavraminin degisik uygulama alanlar1 vardir. Bunlardan baslicalari 1s1



transferi, viskoelastik, polimer fizik, sinyal isleme, elektromanyetik, elektrokimya,

akustik seklinde siralanabilir.

Teknolojinin de gelismesiyle birlikte uygulama alanlar1 giin gectikge artmaya devam
eden ve matematigin uygulamali dallarinda da biiytlik bir 6neme sahip olan kesirli analiz
ve kesirli diferansiyel denklemlerin analitik ¢ézlimleri oldukga gii¢ oldugundan bazi
sayisal yaklagim yontemleri ile bu sorunun iistesinden gelinmeye calisilmistir. Tek
adimli ve ¢ok adimli sayisal yaklagim yontemlerinin bu tip problemlere genellestirmesi
olan Kesirli Euler, Kesirli Trapezoid (yamuk), Kesirli Adams, Kesirli Runge-Kutta

metotlar1 bu yontemlere drnek olarak gosterilebilir.

Yukaridaki bilgilerin 15181 altinda hazirlanan bu tez ¢alismasi dort boliimden
olugsmaktadir. Birinci boliim giris kismina ayrilmis, konu ile ilgili kavramlarin tarihsel
gelisimi ve 6nemi ayrintili olarak incelenmistir. Ikinci boliimde tez ¢alismasi igin
onemli ve gerekli temel tanimlar ve kavramlar sunulmustur. Ugiincii béliimde;
Riemann-Liouville kesirli fark denklemlerinin bilinen bazi salinmlilik kriterleri
verilmistir. Dordiincii boliimde ise yiiksek mertebeden Caputo kesirli fark denklemleri

icin yeni bir salinimlilik sart1 elde edilmistir.



2. TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR
2.1 Fark Operatorii

Tanmm 2.1.1 N, ={a,a+1,a+2,..} ve y =N, - Rolsun. Bu durumda A fark

operatort,
Ay(t) =y(t+1) —y(t)
seklinde tanimlidir.

Yiiksek mertebeden farklar, fark operatoriiniin kendisine tekrarli olarak uygulanmasi ile

elde edilir (Kelley ve Peterson 2001).

Ikinci mertebeden fark,

A%y(t) = A(Ay(D))
=AQy(t+1) —y@®))
=Ay(t+1) —Ay(t)
=(E+2)-y(E+D) -+ —y®)
=y(+2)-2y(t+1)—-y@®)

seklindedir. Tiimevarim kullanilarak n -inci mertebeden fark,

Ay(t) =y(t+n)—ny(t+n—1) —%y(t+n—2)

ot (DO

= -1 (Z) y(t +n—k)
k=0

olarak elde edilir (Charoenphon 2014).



2.2 Ayrik Hesap ve Adi Hesap Arasinda Bir Benzerlik

Ayrik hesabin teorisi, adi hesabin teorisine paraleldir. Kavram olarak benzerlik
gostermelerine ragmen hesaplamada bazi farkliliklar vardir. Ornegin, diferansiyel
operatorii “D”, fark operatdrii “A” ile, integral operatorii [ 7, toplam operatorii <Y ile

benzerdir (Charoenphon 2014).

Asagida bu kavramlar arasindaki benzerligi gostermek amaciyla Teorem 2.2.1 ve

Lemma 2.2.1 verilmistir.

Teorem 2.2.1 (Analizin Temel Teoremi)

() [, df () = f(b) - f(@)
(i) d ([ F(®)dt) = f(x)

dir (Elaydi 2004).
Lemma 2.2.2 Asagidaki esitlikler saglanir.
(i)
n—-1
Z Ax(k) = x(n) — x(ny)
k=n0
(i)
n-1
A Z Ax(k) | = x(n)
k=Tl0
(Elaydi 2004).

Yukarida verilen Teorem ve Lemma ‘dan ayrik hesap ile adi hesap arasindaki benzerlik

acikca goriilmektedir.



2.3 Shift Operatorii
Tamm 2.3.1 n € N olmak iizere x,, fonksiyonu i¢in shift (kaydirma, 6teleme) operatorii
Exn = Xp41

seklinde tanimlanir (Goldberg 1958, Elaydi 2000 ve Agarwal 2000).

Teorem 2.3.1 E 6teleme operatorii cinsinden k -inc1 basamaktan
p(E) = agE* + a,E*™1 + - i1

polinomu verilsin. Burada, a, # 0, a4, ..., a; reel sabitler ve I birim operatordiir. Bu

durumda, b bir sabit ve g(n) herhangi bir fonksiyon olmak tizere,
p(E)b"™ = agh™* + a;p™* "1 + ... q, b™

= (agh* + a,b* 1 + --- a)b"

= p(b)b™
ve

p(E)(b"g(n)) = b™p(bE)g(n)

dir (Elaydi 2004).
2.4 Gamma Fonksiyonu
Gamma fonksiyonu I'(x) ile gosterilen 6zel bir transandantal fonksiyondur ve tamsay1
olmayan degerler icin faktoriyel genellestirmesi ilk kez Euler tarafindan yapilmistir

(Sengul 2010).

Tamm 2.4.1 T': (0, 0) — R fonksiyonu,



I'(x) =f t* le~tdt
0

seklinde tanimlanir. x = 1 i¢in,

[ee) Z
Z
r() = f e~tdt = lim | e7tdt = lim[—e™f] = lim(1—e7?) =1
Z—00 Z—00 0 Z—®©
0 0

dir (Diethelm 2010).

Teorem 2.4.2 (T icin Fonksiyonel Denklem) Eger x > 0 ise,

x[(x)=T(x+1)

dir (Diethelm 2010).

Ispat Gamma fonksiyonunun tanimindan,

Z—00,y—>0+ Z—00,y—>0+
0 y

[ee] Z Z
t=z
F(x+1)= f tYe"'dt = lim tXe"tdt= lim ([—e‘ttx]t_ + f tX‘le‘tdt>
y

= f t* e tdt =xI'(x)
0
elde edilir.
Teorem 2.4.3n € N igin, I'(n + 1) = n! “dir (Podlubny 1999).

ispat Matematiksel timevarim, I'(1) = 1 ve Teorem 2.3.1 kullanilirsa, x = 1,2,3, ...

i¢in,

re)=1r()=1=1



r(3)=2r@2)=21=2!
r4)=3.T(3) =3.2=3!

I'm+1)=nTHn) =nn-1)!=n!

I'(n + 1) = n! oldugu elde edilir.

Teorem 2.4.4n & Z ve k € N, olsun. Bu durumda,

(—Dfr(n—KIrk+1—n) =T(-n)(n + 1)

dir (Diethelm 2010).

Teorem 2.4.5 (T i¢in Yansima Formiilii) 0 < x < 1 olsun. Bu durumda,

FGOr - x) = —

sin mx
esitligi saglanir (Diethelm 2010).

Teorem 2.4.6 (T icin Gauss Carpim Formiilii) x € R, —x & N, olsun. Bu durumda,

X

; . nln
(x) = oo x(x + 1) (x + 2) ... (x +n)

dir (Diethelm 2010).

2.5 Faktoriyel Fonksiyonu

Her n > 0 tamsayisi i¢in kesirli faktoriyel fonksiyonu,

10



n-1
r 1
t = t(t—1)(t-2)..(t—(n—1)) = n(t —k) = —F(t(i T_)n)
k=0

ile tanimlanir. Burada, I', Gamma fonksiyonudur (Sengul 2010).
Teorem 2.5.1 lyi taniml1 faktériyel fonksiyonu igin

(i) A ileri fark operatorii olmak iizere At® = vt@=1 dir.
(ii) u € R olmak iizere (t — p)t®™ = t@+1 (dir,

(iii) 4 € R olmak iizere u™ =T'(u + 1) dir.

(iv) Herhangi v > ricint < rise t® < r® dir.

(V) Eger 0 < v < 1ise t(@) < (t@)®) dir.

(vi) t@+B) = (£ — B @B dir.

ozellikleri saglanir (Atic1 ve Eloe 2007).

Ispat

(1) Faktoriyel fonksiyonunun tanimindan,

At®) = (t+ 1)@ — O
=t+1DOEt-1D.t-v+2)-OEt-DEt-2)...t—v+2)(t—-v+1)
=)(t-1.t—-v+2)[(t+1D)—-(t—v+1)]

= ‘Ut(v_l)
elde edilir.

.. _ (W — _ r(t+1)

(i) (t =t = (¢ = ) e
. . r{t+1)
=(t-w I(t—p+1)

r't+1)
=({t-w
(t—wr—w

11



_ r(t+1)
CT(t+1-(u+1))
= t(u+1)

W — r'(u+1) — o
(iii) u TRrin I'(u + 1) oldugu tanmimdan agiktir.

(iv) Herhangi bir v > rigin t < r olsun. Euler’in sonsuz ¢arpimi,

seklindedir. ¢ < r oldugundan, —~ < % yazilabilir. O halde, Euler’in sonsuz ¢arpimi

t+1 ~ r

da kullanilarak,

y [t+1)
T T(t+1-v)
(1+1)t+1

1
el

t+1-v
1 o (@)
t+1_piin=1 1+(t+1—v)
n

_tHlovr (1+1) (1+227)

t+1 a2 n (1+%)

= 1
=(-mp] lavp -9

elde edilir.

(V) I € R lizerinde taniml1 f konveks fonksiyonu,
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flux + A —wy] <uf(x) + 1 -wf(y)
<O+ IFOITY xy €lveu€(01]

esitsizligini saglar. Buradan,

t+l1l—-av=t+1—av+vt—vt—v+v
=vt+v—av+t+1l—vt—v
=v(t+1—-a)+(t+1)(A—-v)

oldugundan;

sy —_TCE+D)
T I(t+1-av)

~ r(t+1)

T Tw(t+1-a)+ (t+ DA —v))

elde edilir. Gamma fonksiyonunun konvekslik 6zelligi kullanilarak,

IMvx+ (1 —v)y] < [TEOPITMFY,0<v<1

yazilabilir. Bu esitsizlikte, x =t + 1 — a ve y = t + 1 alindiginda,

Mv(t+1—-a)+(E+1DA-v)]<[TEt+1—-a)]’[T(t+ D]
1 1
Mvt+1-a)+(t+1D)A—-v)] [Tt+1—-a)]’[l(t+ D]V

v

olur. Bu esitsizlik I'(t + 1) ile ¢arpildiginda,

T'(t+1) - T(t+1)
FMv(t+1-a)+(t+1)A—-v)] [Tt+1-a)]’[l(t+ D]V
- re+1) 1°
- [F(t +1—a)

13



elde edilir. Boylece,

£@) = (p@y®)
elde edilmis olur ki, boylece ispat tamamlanir.

(vi) t@+B) = L&+ s ifadesi T(t — B + 1) ile garpilip bliiniirse,

rit+1—-a-

re+1 rit+1) )
F(t+1—a—ﬁ) F(t_ﬁ+1)_(t_ﬁ)( )t(ﬁ)

elde edilir. Boylece, t@*8) = (t — )@t B) esitliginin saglandigr ispatlanmus olur.

Not Her a > 0 reel sayisi igin, %t“ = at® ! ve ayrik hesapta At(® = qt*~1 dir.

Bundan dolayr adi hesaptaki x™ ile ayrik hesaptaki x(™ benzerlik gosterir (Sengul
2010).

2.6 Belirsiz Toplam

Tanmm 2.6.1 Reel degerli bir f(t) fonksiyonu igin, belirsiz toplam ), f(t) seklinde

olmak tizere,

A(> f®) =r®

esitligi saglanir (Charoenphon 2014).

Sonu¢ 2.6.2 a € R, olmak iizere F(t) fonksiyonu {a,a+1,..} kiimesinde

tanimlanmis olsun. f(t), F(t) ’nin belirsiz toplami1 ve C herhangi bir sabit olmak {izere,

ZF(t) =f(t)+C, AC =0

14



dir (Charoenphon 2014).

Teorem 2.6.3 a ve C birer sabit olmak tizere,.

t

i, Yat="4C,a=1

a-—1

(a+

.. o _ t@tD _
. Yt%= +C, a+—1

a-1

dir (Charoenphon 2014).

Teorem 2.6.4 F(t), f(t)’nin [a, b] aralig: ilizerinde belirli toplam1 ve C herhangi bir

sabit olmak tizere,
b
| b+1
Zf(t) =F© 1" T =Fb+D-F@+C,  AC=0
t=a

dir (Kelley ve Peterson 2001).

Ispat

b
Y FO=Fb+1D-F@

oldugu gosterilirse ispat tamamlanmis olur. A, Y2_, £(t) ‘ye uygulanirsa,

b b+1 b
SWICEDWICEDWIO
t=a t=a t=a
= fB+1)

elde edilir.
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Daha sonra, F(b + 1) — F(a) ‘ya A uygulanirsa

A(F(b+1) —F(a)) = AF(b + 1) — AF(a)
=AF(b+1)
=fb+1)

elde edilir. Bu durumda;
AY?_of(®) =AF(b+1) —F(a)

dir. Buradan,

b
Zf(t)zF(b+1)—F(a)+C, AC =0

elde edilir ki, bu durumda ispat tamamlanir.
2.7 Fark Operatorii i¢in Carpim ve Béliim Kurallar

Teorem 2.7.1 (Carpim Kural) A ileri fark operatorii, f(t), g(t) herhangi iki

fonksiyon ve a(t) =t + 1 olmak tizere,
Af(Dg®) = gOAf () + f(a(®)Ag() = g(a(®)) = g(a(®))Af(t) + f(D)Ag(t)
dir (Kelley ve Peterson 2001).

Ispat Tanim 2.1.1 kullanilarak,

A(f(Dg®) = ft+Dgt+1) — f(O)g(®)
=f+Dgt+1D)—-f+Dgl)+f(t+1)g(®) - f()g(t)
=ft+D(gt+1)—g@®)+g®OFE+1) —f()
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= f(e®)Ag(®) + g(OAf ()

seklinde ilk esitlik elde edilir. Yine, Tanim 2.1.1 ‘den

A(f(Dg®) = ft+Dg(t+1) — FDG®)
= ft+Dglt+1) — gt + D) + gt + DF® — fOg(@®)
=gt +D(fE+D - F©O)+ FO g+ 1) — g®)
= g(c(®)Af () + f(H)Ag(D)

elde edilir ki; boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 2.7.2 (Boliim Kurah) o(t) =t + 1 olmak iizere,

o (f (t)) gOAf () — f(D)Ag(D)
g(t)

EIGHICO)
dir (Kelley ve Peterson 2001).

Ispat Tanim 2.1.1 kullanilarak,

AJO_Fe+D  f@©
gy gt+1) g

_f+1Dg®) - g+ 1)
g®)g(t+1)

_fE+1Dg@)+fDg) - f()g) —f()gt+1)
- gg(t+1)

_gOAf () — f(©)Ag(D)

- g g(o(®)

elde edilir.

17



2.8 Tamsay1 Mertebeden Toplamlar

N, dogal sayilar kiimesi olmak tizere, N, = {a,a+ 1,a + 2, ...} (a € R) olmak iizere

f: N, = R bir fonksiyon olsun. Bu durumda, f fonksiyonunun n katl belirli integrali,

y() = f f f ...T]_zfm_l)(dfn_l wdyydr ds)
= [ E2 f(5)dy, ¢ € [a,0) 2.1)

a (n-1)!
seklinde tanimlansin. n-inci mertebeden baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

{yn(t) = f(b), t € [a, )
yd(@ =0 i=01,..,n-1

dir (Kisalar 2015).

Benzer olarak bir f ayrik fonksiyonunun n kez tekrarlanmis belirli toplamlari

y<t>=§ Z Z fn)

t—n [ (t=s-1~

J))
— 4Ss=a (n—1)! f(S)F te Na (2'2)

dir.

Ayrik n-inci mertebeden baslangic deger probleminin tek ¢6ziimii

{A”y(t) = f(®), t €N,
ADy(a) =0, i=01..n—1

dir. Bundan dolay1 (2.2) toplaminin ¢ekirdegi Ayrik Cauchy fonksiyonudur. Bu
cekirdek,
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n-1
(t—s—1)D =1_[(t—s—1—j)
j=0

seklinde tanimlanir.
y(a) = Ay(a) = - = A"""y(a) = 0
baslangi¢ sartlarindan yararlanilarak,
y@=yla+1)=-=yla+n—-1)=0

oldugu goriiliir. (2.2) toplamindan, f ’nin A "f ile gosterilen n-inci mertebeden

toplami

t-n _ {1
YO = N0 = ) oD, el

seklinde yazilabilir (Kisalar 2015).
2.9 Kesirli Toplam Operatorii ve Kesirli Fark Operatorii

Tammm 2.9.1 a herhangi bir reel say1 ve a herhangi bir pozitif reel sayr olsun. f

fonksiyonunun a-mci1 mertebeden kesirli toplamu,

AT f (1) = 1 Z626(t = o (NS (5) (23)

seklinde tanimlanir. Burada, f,s = a(mod1), AZ%f, t = a + a (mod1) ‘dir. Ozel
olarak Ny = {t,t + 1,t + 2, ... } olmak tizere A;*: N = N, ‘dir (Sengul 2010).

Not @ = 1 i¢in Tanim 2.9.1 ‘den ayrik toplam operatorii
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ICEDWIO

seklini alir (Sengul 2010).

Tanim 2.9.2 a herhangi bir reel sayi, m bir tamsay1 ve ¢, m — 1 < a < m araliginda

herhangi bir pozitif reel say1 olsun. f fonksiyonunun a-inc1 mertebeden kesirli farki,

AF() = AmA MO f(e) = AT oI = o ()TVE()  (24)

F(m
seklinde tanimlanir (Sengul 2010).
2.9.1 Kesirli Toplamlar i¢in Us Kural

Teorem 29.1.1 f reel degerli bir fonksiyon ve u,a>0 olsun. t=m+

a (mod1) olmak tizere, tim t ’ler igin,

TEARF()] = AEFOF(E) = AH[ATYf(0)]
dir (Atic1 vd. 2007).

Ispat Kesirli toplamin tanimindan

AH(AF (D) = oo ”Z(t — (@I f(r)

I'(a)
1 ~ s—a
= — (t - O'(S))(Ii—l) (S — O'(T))(a_l)f(r)
F(a)rm); ZO
t—=U s—a
F(a)rm)z D €= () “ (s = 0 (D)@ V()
=a r=0

yazilabilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilarak,
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t-(uta) t-u

B O) =t Z PR GONCRICE O LRI

s=r+a
elde edilir. x = s — (r + 1) alinirsa esitlik,

t—(uta) [t—o;(r)—u

AH(Af (1)) = W ; Z (t — o(r) — a(x)EVx@D | £(r)

x=a-1
seklini alir. Kesirli toplam operatoriiniin tanimdan,

t—(u+ta)

BB FO) = s Z (A = oD@ D) ()

t—(u+a)

()

5 D T € aEHIFR)

= A‘(‘”“)f(t)
elde edilir.
Not f, tamsayilar kiimesinde tanimlanmis reel degerli bir fonksiyon olsun. Ayrik

hesapta, AA™f = f “dir. Her pozitif reel a sayisi igin, bu esitlik ayrik kesirli hesapta da

gecerlidir. Ayrik kesirli farkin tanimindan, 0 < a < 1 olmak {izere
ACA™f(x) = AA~O-DA=F (x)
dir (Sengul 2010). Bundan dolay iis kurali kullanilarak Teorem 2.9.1.1 ‘den
AA* AU (x) = MM (x) = f (%)

yazilabilir (Kisalar 2015).
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2.9.2 Ayrik Kesirli Hesap Icin Kuvvet Fonksiyonu

Kuvvet fonksiyonu bir faktoriyel fonksiyonun @ -inc1 mertebeden kesirli toplamini ifade

eder (Sengul 2010).
Lemma 2.9.2.1

F'(u+1)

Aopw) — & 77
F'u+a+1)

tpta)

dir (Atict vd. 2007).

Not Her sabit ¢ i¢in, A%c sifir degildir. Toplam operatoriiniin lineerlik 6zelligi ve

kuvvet fonksiyonu kullanilarak, c sabitinin kesirli farki, 0 < a < 1 olmak iizere,

M- p__ S o ¢ o

—ama L
INVASE")) I'l-a)
dir (Sengul 2010).
2.9.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkin Degisme Ozelligi

Kesirli toplam ve kesirli farkin degisme 0zelligi, toplam ve fark operatorlerinin

mertebesinin yer degistirebilecegini ifade eder (Sengul 2010).
Teorem 2.9.3.1 a >0 i¢in

(t-a) @b

ATAF(E) = AATH(E) - s

f(a) (2.5)

esitligi saglanir. Burada, f, N, ‘da tanimlanmistir (Atict vd. 2007).

ispat Pargal1 toplam formiiliinden,
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Ag((t =) Vf(9) = (t = a(s) @ VAf(s) = (@ = D(t — a () If (s)
dir. Toplam kullanilarak,

t—9)Vfs) [t+1—a

Z(t—a(s))(“ 2 FO+ .

1 t—-a .
@;(t—a(s)r D 86 = Ty

e Z(t —o()@? f(3)

(@a—DEVft+1-a) (t-—a)e D

@ Tt @
1 t—(a—-1) (t _ a)(a—l)
el 2 (t = 06 f(5) = )
yazilabilir. Burada,
t—(a—1)

AA-F(t) = Z (t — 5() @2 £(s))

dir. Boylece, istenilen esitlik saglanir.
2.10 Fark Denklemleri

Tamim 2.10.1 n € N olmak lizere x,,, N lizerinde taimli reel (veya kompleks) degerli bir

fonksiyon olsun.

X Xn+1s 0 Xntk

ifadelerini kapsayan bir bagintiya (denkleme) k-inc1 mertebeden bir fark denklemi denir
(Agarwal 2000).
Tamm 2.10.2 Bir fark denkleminin mertebesi denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik
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indis arasindaki fark olarak tanimlanir (Agarwal 2000).

Tamim 2.10.3 Eger, k-inc1 mertebeden bir fark denklemi

AinXnsi = by

-

=0

seklinde verilirse bu fark denklemine lineerdir denir. Eger en az bir n € N igin b,
sifirdan farkli ise, bu durumda fark denklemi homojen olmayan lineer fark denklemi

adini alir. Eger,

AinXn4yi =0

!ITMPV
(=)

ise k-inc1 mertebeden fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal
2000).

Tanim 2.10.4 Eger, n = ny igin,

a]_fln + a2f2n+... +a-rf;-n = 0

olacak sekilde hepsi birden sifir olmayan a,,a,, ..., a, sabitleri var ise n > n, igin

fin fan, -, frn fonksiyonlarina lineer bagimhidir denir (Elaydi 2004).

Tamim 2.10.5 x,,x + PinXnik—1+- - +Pinxn = 0 denkleminin Kk tane lineer bagimsiz

¢ozlimlerinin kiimesine, temel ¢oztiimler kiimesi denir (Elaydi 2004).
Tanmm 2.10.6 {X1,, Xon, o) Xkn}r Xnak + PinXnik—17+--- +PinXn = 0 denkleminin

temel coziimler kiimesi olsun. Bu durumda a; ‘ler keyfi sabitler olmak iizere genel

¢Ozlim
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aiXin =0

-

ile verilir (Elaydi 2004).

Tanmm 2.10.7 Eger her pozitif n tamsayist ve n = ng i¢in x,, x,41 < 0 sartin1 saglayan
X, asikar olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salinimlidir denir. Aksi halde, x,, ¢coziimiine
salinimli olmayan ¢6ziim denir. Bagka bir sekilde ifade edersek, eger bir x,, ¢Ozlimii
belli bir yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif veya sadece negatif degilse

stfir etrafinda salinimlidir denir (Agarwal 2000).
2.11 Lineer Olmayan Fark Denklemleri

k€Z* ve N € Z* igin lineer olmayan fark denklemi

x(n+1)—x(n)+ p(n)f(x(n — k)) =0 (2.6)
seklinde gosterilir.
Teorem 2.11.1 Kabul edelim ki f fonksiyonu R iizerinde siirekli ve

i xf(x) >0,x+0,
fx)

ii. limx_)o lTlfT = L, O0<L<o

k

lii. p=Ilim_einfpm) >0 olmak lizere k > 1 ise pL > (chrI;W ve k=0

ise pL > 1 ‘dir.
sartlar1 saglansin. Bu durumda, (2.6) denkleminin her ¢oziimii salinimdir.
Ispat Kabul edelim ki, x(n), (2.6) denkleminin salimimli olmayan bir ¢dziimii olsun.
(2.6) ‘dan n = N igin x(n) azalandir. Dolayisiyla; lim,,_,,, x(n) = ¢ = 0 “dir. f(c) =0

oldugunan ve (2.6) denkleminin her iki tarafinin limiti alindiginda (i) sartindan dolay1

¢ =0 olur. Bundan dolay1 lim, ,,x(n) =0 dir. (2.6) denklemi x(n) ile
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boliindiigiinde ve z(n) = x(n)/x(n+ 1) = 1 alindiginda,

1
z(n)

—1—pm)z(n—1) ..z(n— k)~ f(f_‘,f))) 2.7)

elde edilir. Buradan, lim,,_,, infz(n) = r ‘dir. (2.7) denkleminin st limiti alinarak,

! <1-pLrk
T pEr
ya da
-1
L <7 (2.8)

elde edilir. Buradan kolaylikla gbriiliir ki; h(r) = (r — 1)/r**! fonksiyonu r = (k +
1) /k ‘da maksimum degerini alir. Bu deger, k* /(k + 1)**1 olur. Bdylece (2.8)

esitsizligi,

kk
L>—
P >(k+1)'<+1

olur ki; bu da (iii) ile ¢elisir (Elaydi 2004).
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3. RIEMANN-LIOUVILLE KESIRLi FARK DENKLEMLERININ
SALINIMLILIGI

Bu boliimde; Riemann-Liouville kesirli fark denklemlerinin salinimlilig1 incelenecektir.

Bu incelemede temel kaynak olarak; Li (2016) alinmustir.
(1+p®)A(A%x(®) + p(O)A%x(t) + £ (£, x(8)) = g(t), t € Ny (3.1)

kesirli fark denklemini A*~1x(t) |t=0 = x, baslangi¢ kosulu ile birlikte goz Oniine
alalim.a, 0 < a < 1 arasinda bir sabit, A®x; x ’in a. dereceden Riemann-Liouville

fark operatorii ve Ny = {0,1,2, ... } *dir. Ayrica, bu béliim boyunca kabul edelim ki;

(A) p(t) ve g(t) reel dizi, p(t) > —1,f: Ny X R - R ve t € N, igin x # 0 olmak
tizere x. f(t,x) > 0

olsun. (3.1) denkleminin bir x(t) ¢6ziimiine ne erge¢ pozitif ne de erge¢ negatif ise

salmimli, aksi halde; salinimli olmayan ¢6ziim denir.

Tamm 3.1 v > 0 olmak iizere f’nin v-inci kesirli toplam1

1

& Tizh(e —s = DEVF() (32)

AF(0) =

seklinde tanimlidir. Burada f fonksiyonu s =a (mod1), A7Yf ise t=(a+

r(t+1)

L ™ =
v) (mod 1) i¢in tanimhidir ve t T—1-v)

‘dir. ATYf kesirli toplam1 N, =

{a,a+1,a + 2, ...} tzerinde tanimli fonksiyonlart N, ={a+v,a+v+1l,a+v+

2, ... } tizerinde taniml1 fonksiyonlara doniistiiriir. Burada I', Gamma fonksiyonudur.

Tamim 3.2 Bir m pozitif tamsayisi igin m = [u] olmak izerem —1<u<mveu >0

olsun. Bu durumda, v = m — u olmak tizere v-inci kesirli fark

Af(E) = A™TPf(E) = ATATVF(8) (3.3)
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seklinde tanimlanir. Burada, [p] , p *niin tavan fonksiyonudur.

Lemma 3.1 f, N, iizerinde tanimli reel degerli fonksiyon ve w,v > 0 olsun. Bu

durumda,

ATV[ATEF(D)] = ATWIF (1) = ATH[ATVf(6)] (3.4)
ATAf () = 88 (1) — 2 f(a) 35)

esitlikleri saglanir.
Lemma 3.2 x(t), (3.1) denkleminin bir ¢oziimii ve
E(t) = Bt (t—s-1D0Dx(s)  teN, (3.6)
olsun. Bu durumda,
AE(t) = T(1 — a)A%x(t) (3.7)
esitligi saglanir.

Ispat Tanim 3.1 ve (3.6) kullanilirsa,

t-1+a t-(1-a)
E() = (t—s-1D"%x(s) = (t —s — D(-D-1)x(s)

= T'(1 - a)A~0Dx(t)

olur. Dolayisiyla,

AE(t) = T(1 — a@)AA~CDx(t) = T(1 — a)A%x(t)

elde edilir ki; Lemma 3.2 ‘nin ispati tamamlanmis olur.
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Lemma 3.3 u € R\{...,—2,—1} olsun. Bu durumda,

A — TEHD () (3.8)
r'(u+v+1)

dir.
Teorem 3.1 Kabul edelim ki t, € N, igin

: . _q (t=s-1)@D
lim,_, e mf{ gng

[M+Z5t 9(©.v(O)]} < 0 (3.9)

ve

—s—1)(@-1) r
lim, .o, sup {2426 25— [M + 2521, 9O V©)} > 0 (3.10)
olsun. Burada, M bir sabit ve
V() =152, (1 + p(s)) (3.11)

dir. Bu durumda, (3.1) denkleminin her x(t) ¢oziimii salinimlidir.

ispat Celiski i¢in kabul edelim ki; x(t), (3.1) denkleminin bir salinimli olmayan bir
¢oziimii olsun. Yani; x(t) ¢dziimii Ny, = {to,to +1,t +2, } ‘da bir sifira sahip
olmasin. Bu durumda, ¢t € Ny, i¢in x(¢t) > 0 veyax(t) < 0 ‘dir.

Durum 1: t € N, i¢in x(t) > 0 olsun. (A) kabulii ve (3.1) denkleminden,

(1+p@®)A(A%(t)) + p(O)€ A%x () = — f(t,x()) + g(t) < g(¢) (3.12)

elde edilir. Dolayisiyla, A’nin temel 6zelligini ve V (t) nin tanimini kullanarak,
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A ((2%x(®)V () = AA%x(6)) V(t + D+A%x(£)AV(E)

=AM %(D))(1 +p(®) V(D) + A% x(Dp(DV (L)
<g@V () (3.13)

yazilabilir. (3.13)’ iin her iki tarafi t, ’dan t — 1 ‘e kadar toplanirsa,

(AW (D) < (AxD))V o) + Y gV ) =M+ ) gV (S)

S=to S=to

elde edilir. Burada, M = (A%x(t,))V (to) ‘dir. Yani; esitsizligin her iki tarafi V(¢)’ye

boliniirse

A"x(6) < 55+ g Zesh 9OV () (3.14)

olur. (3.14) esitsizligine A~ operatdrii uygulanirsa

AAK(E) < A5+ = BEE g(s)V ()] (3.15)

vt | v(e)

elde edilir. Buradan, (3.15) ‘in sol tarafina Lemma 3.1 uygulanirsa,

A™AYX(t) = A®AA~ = Dx(t) (3.16)
(1-) (@™
= AA~OA-(-a —
x(t) M@ Xo
X0 (a-1)
=x(t) — t
x(t) )

yazilabilir. Diger taraftan, Tanim 3.1 kullanilarak (3.15)’ in sag tarafi diizenlenirse

m 1 t-1
A m + m ; g(S)V(S)

30



1

= LB - s - DO [ L s v (3.17)

elde edilir. (3.16) ve (3.17) birlestirilirse,

x(8) < ps e R — s = DOV [ 4 = B gV )] (3.18)

esitsizligine ulasilir. (3.18) denklemi t1=%T' () ile ¢arpilirsa,.

T(a) t1=*x(t) < xot@ D -«

FETOREE(E— s — DO [T 4o B g(OVE)] (3.19)
olur. Buradan, € > 0 i¢in

i O
£ I(t+¢)

=1, &>0

Stirling formiili kullanilarak,

rit+1)
l' t(a’—l) tl—a’ — l tl—a
e b [t+1—a+1)
tT(t)

= lim t'=*
GRt G+ l-art+ (1-a)

t  r@ettr
t+1-aT(t+(1-a))

= limye (3.20)

elde edilir. (3.20) den (3.19) ‘da t — oo igin limit alinirsa,

%im inf{t' " *x(t)} < —

elde edilir ki bu durum x(t) >0 olmasiyla ¢elisir. Bu durumda x(t) ¢oziimii

salinimlidir.
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Durum 2: t € Ny, i¢in x(t) < 0 olsun. (A) kabulii ve (3.1) denkleminden,

(1+p®))A(A%()) + p(OA*x(t) = — f(t,x(D) + g(t) > g(b) (3.21)

elde edilir. Dolayisiyla,

A (2% @)V () > g(OV(©) (3.22)

olur. (3.22)’ nin her iki tarafi ty‘dan t — 1 ‘e toplanirsa,

t—1 t—1
(82O (O) > AV (o) + ) gV () =M+ ) gV (S)

s=typ s=tp

yazilabilir. Burada, M = (A“x(to))V(tO) ‘dir. Yani; esitsizligin her iki tarafi V(t) ye

boliiniirse,

A“x() > 55+ o Zbeh, 9V (s) (3.23)

esitsizligi elde edilir. Durum 1 ’in ispatinda izlenen yol kullanilarak

T(a) t1%x(t) > xot@ D ¢l

FEOE - s - DED [y s ) (3.24)

sonucuna ulagilir. (3.20) ‘den, (3.24) ‘de t — oo igin limit alinirsa,

{im sup{t1~* x(t)} =

elde edilir. Bu da x(t) < 0 olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla x(t) ¢oziimiinii salinimlidir.

Boylece ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.2 Kabul edelim ki; t, € Ny igin M bir sabit ve V(t), (3.11) ’deki sekilde

tanimli olmak tizere,

lime-co inf {Z52E, 715 [M + 2828, 9. V@) = (3.25)

ve

limy oo sup {E52, 55 [M + 22, 9OV (©)]} = 0 (3.26)
olsun. Bu durumda, (3.1) denkleminin her x(t) ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat Celiski igin kabul edelim ki; (3.1) denklemi salinimli olmayan bir x(t) ¢dziimiine

sahip olsun. Bu durumda, t € N, igin x(t) > 0 veya x(t) < 0 ’dur.

Durum 1t € N, i¢in x(t) > 0 olsun. Teorem 3.1 ‘deki Durum 1 ’in ispatindaki gibi
(3.14) elde edilir. Lemma 3.2 “‘den (3.14) esitsizligi,

ri-a)

AE(t) < —— o)

{M+ %52, g (I ()} (3.27)
olur. (3.27)’ nin her iki tarafi t, dan t — 1 ‘e kadar toplanirsa,
E(D) < E(to) + T - ) Tizh =M + 5528 gV} (329)

elde edilir. (3.21) ‘den t — o igin E(t) > 0 olmasiyla geliski elde edilir.

Durum 2: t € Ny, i¢in x(t) < 0 olsun. Teorem 3.1 ‘deki Durum 2 ’nin ispatindan

(3.23) ’ii elde edilir. Lemma 3.2 ’den (3.23),

AE(t) > F(l “)

M+l g(s)V(s)) (3.29)
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olur. (3.29) ‘un her iki tarafi t, ’dan t — 1 ‘c kadar toplanirsa,

E@t) > E(tp) + T(1 —a) Xs= tom{M + X2, 9OV}

(3.30)

elde edilir. (3.30) ‘dan t — o i¢in E(t) < 0 olmasiyla bir ¢eliski elde edilir. Boylece,

Teorem 3.2 ’nin ispat1 tamamlanir.
Ornek 3.1

—A<A§x(t)> +(=2) #5x) + 3(tm))x( £ =2 (5), t €N,
kesirli fark denklemini

1
A73x(t) |, =0

baslangi¢c kosulu ile birlikte g6z Oniine alalim. Burada p(t) = —%,
F( )x(t) (t) = ;(z)olur Buradan kolayca goriilebilir ki;
361 () 9 yea g

o-feerr-{10-@)"

ve

3-2r(2)

>0
9

g) =

dir. Dolayisiyla, @ = éigin
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(3.31)

ftx®) =



(2

“(t—s— 1)(%
V(s)

) s—1
M+ Zg(f)V(E)

z@_s_n @) M+z3‘“ B >0

olur. Bu ise Teorem 3.1 “deki (3.9) kosulu ile gelisir. O halde verilen bu denklemin her

.. 2 . .
¢oziimi salinimli degildir. Ornegin; x(t) = t(3) bu denklemin salinimli olmayan bir

¢Ozliimiidiir. Ger¢ekten de, Lemma 3.3 kullanilirsa,

- %F (E) (3.32)

ve
A <A§x(t)> ~A (Aéx(t)t@) =0

yazilabilir. Diger taraftan,

x(®) = tE) = T _ oo (3.33)

F(t+1-3)  T(t+3)

2
elde edilir. (3.32) ve (3.33) birlestirilirse, x(¢) = tG) “nin (3.31) denkleminin bir

¢oziimii oldugu sonucu elde edilir.
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4. CAPUTO KESIiRLi FARK DENKLEMLERININ SALINIMLILIGI

Bu boliimde Caputo kesirli fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimliligi igin yeni bir

salinimlilik kriteri verilecektir.

(1+p@®)A(C A%% (D)) + p(&)€ A% (t) + f(t, x(t)) = g(t), t € Ny (4.1)

kesirli fark denklemini

Akx(t) |t=0 = Xg, k= 1,2, N (e 1 (42)

baslangi¢ kosulu ile birlikte g6z oniine alalim. Burada; @, n — 1 < a < n arasinda bir
sabit ¢ A%x, x ‘in a-inc1 dereceden Caputo fark operatérii ve N, = {0,1,2, ...} *dir. Bu

boliim boyunca;

(A) p(t) ve g(t) reel dizi, p(t) > —1,f: Ny XR - R ve t € N, i¢in x # 0 olmak
tizere x. f(t,x) > 0 ‘dir.

onermesi kabul edilecektir. (4.1) denkleminin bir x(t) ¢6zlimiine, ne erge¢ pozitif ne de

ergec negatif ise salinimli, aksi halde; salinimli olmayan ¢6ziim denir.

Tamim 4.1 Bir m pozitif tamsayist i¢in m = [u]la = m — p olmak izere m — 1 < u <

m ve pu > 0 olsun. Bu durumda, p-inci mertebeden Caputo kesirli fark operatori,

1

€ Ax(t) = A A (D) —

Zﬁ;g(t i 1)(a—1) (Amx) (s)» vVt € Na+v (43)

seklinde tanimlanir.
Lemma 4.1 Herhangi « € R ve m herhangi bir pozitif tamsay1 olmak iizere,

m-1 (t—a) (a—m+k)

k
1o COT (@) s (4.4

A% CA™x(t) = A™A%x(t) = Y,
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esitligi saglanir. Burada f, N, {izerinde tanimlhidir.

Yukaridaki denklemde m = « alinirsa;

(k)
A% CA%x(t) = A“A~%x(t) — Z ﬁﬂxm)

B B , t®
- x(t) ‘;(n 0 F(k+1) k (4'5)
elde edilir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki; t, € N, igin,

lim o inf {£42 S0 M+ 5528 g©V(]} < 0 (4.6)
ve
lim o sup {252 g%[M +352L 9@V} >0 4.7)

olsun. Burada, M keyfi bir sabit ve
V() =TI, (1 + p(s)) (4.8)
dir. Bu durumda, (4.1) denkleminin her x(t) ¢6ziimii salinimlidir.

Ispat Kabul edelim ki, x(t), (4.1) denkleminin salmimli olmayan bir ¢dziimii olsun
oyle ki. Ny, = {toto+1,tp,+2,..} ‘da hi¢ sifin bulunmasm. Bu durumda,t €

N, iginya x(t) > 0 yada x(t) < 0 olur.

Durum 1t € N, igin x(t) > 0 olsun. (A) kabuliinden ve (4.1) denkleminden,
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(1+p@®)A(C A%x (D) + p()¢ A% (t) = — f(t,x(D)) + g(©) < g(t) (4.9)

olur. Buradan, A ’nin temel 6zelligini ve V(t) *nin tanimi kullanilarak,

A((Ca%x @)V (D)) = A(C A% () V(¢ + 1) + € A%(D)AV (£)

=A(CA%x(®)(1+p®) V() + €A% x(Op(DV (L)
< gOV(©) (4.10)

yazilabilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin t, dan t — 1 ‘e toplam1 alinirsa

t—1 t—1
(€ A% (D)W (£) < (€ A% (te) )V (to) + Z g(s)V(s) = M + z g(s)V(s)

S=tg S=to

elde edilir. Burada, M = (C A“x(to))V(tO) ‘dir. Boylece esitsizligin her iki tarafi V(t)

ile boliinlirse

M 1 _
CA%x(t) < o tve Yt gV (s) (4.11)

olur. (4.11) esitsizliginde A~* kesirli operatorii uygulanirsa

— _ M 1 —
A=% CA%x(t) < A [% oo Z§=%0g(S)V(s)] (4.12)

elde edilir. (4.12) esitsizliginin sol tarafina Lemma 4.1 uygulanirsa,

m—-1_t®
k=0 r(k+1)

A= € A%x(£) = ATA=x(£) — ¥ Nex(i) |- (4.13)

bulunur. Bu esitsizlikte Tanim 4.1 kullanilarak, (4.12) ‘nin sag tarafi diizenlenirse

| m 1 t-1
A m+ng<s>ws>

S=tg
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oSt —s— D@D [EL 4 Lyl gV (4.14)

~ @ V(s) V(s)

olur. Buradan, (4.13) ve (4.14) birlestirilirse,

X() < TP e x4 B —s — DE D [PL 4 Lsit g@v©)]  (4.15)

k=0 T(k+1) Xk F(a) s= V(s) | V(s)
esitsizligine ulasilir. Bu esitsizligin her iki tarafi t1~™ ile carpilirsa

m-1 L0

e () < e zr(k+1)

tl—m 4 -1
i A8 Z(t—s—n( ot + 2 QUG

r(t+1)

1o esitligi yukaridaki esitsizlikte yerine yazilirsa

elde edilir. Buradan, t(® =

esitsizlik

1em r't+1) iem
EIORS ZF(t+1—k)F(k+1) i

= Tt —s - DOV [ 4S TEL g(OVE)]  (416)

F(a)
seklini alir. Ayrica,

re+Dt™™ () L q1-m
T(t+1-k)  T(t+1-k)

_tt—-DrE-1) |
O T(t+1-k)

_t-D(E—-2)(t=3)..(t = (k—=1)I( - (k—1))

B I'(t— (k—1))tm-1

_ te=1(t=2)..(t=(k-1)) (4.17)

tm—1
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olup, yukaridaki ifadenin t — oo i¢in limiti alinirsa,

t(t—-1)(t=2)..(t—(k-1)) <1 O<k<m-—1 (4.18)

l t—oo tm-1

elde edilir. (4.18) ‘i kullanarak (4.16) esitsizliginin t — oo igin limiti alinirsa,

ST+ DE™ x,

. 1-m . K
HEt O 2 Ter -0k

M
+ %ll?o a )Z(t—s—l)( - [V(s) 0] Z g(f)"(f)]

t—
Xk o
<+ lim F(a) Z(t —s—1DED—— V( >+ Z g(f)V(f)‘

olur. Buradan,
%llﬁlo inf{t!™ x(t)} < —o0
elde edilir. Bu da x(t) > 0 olmasiyla gelisir. Dolayisiyla, x(t) ¢6ziimii salinimlidir.
Durum 2 t € N, igin x(t) < 0 olsun .(A) kabuliinden ve (4.1) denkleminden,
(1+p®)A(CA%x(D) + p()C A% () = — f(t,x(D) + g(©) > g(©)  (4.19)
olur. Buradan,
A((Ca5x @)V (D)) > g(OV () (4.20)

elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin ¢, *dan t — 1 ‘e toplamu alinirsa,
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(AW () > (C A%V (t) + ) gV() =M+ ) g(V(s)

S=tg s=tp

elde edilir. Burada, M = (C A“x(to))V(tO) ‘dir. Buradan, bu esitsizligin her iki tarafi

V(t) ’ye bolliniirse

CA%(t) > — V(t) + % Yot g(s)V(s) (4.21)

olur. Durum 1 ’in ispatindaki yontem benzer olarak kullanilirsa,

ST+ DE™ xg

FTO> 2 Ter -0 Kk
Flim oo S TS =5 - DO L4 L3 V()] (422)

elde edilir. (4.18) ‘i kullanarak (4.22) ‘nin t = oo i¢in limiti alinirsa,

m—1
F(t+ D™ x,
1-m -
fm e () > lim L TE+1-1) K

+ lim r( )Z(t—s—l)(“ D £(s)

olur. Buradan,

%im sup{tI™™ x(t)} > F + 0 =+

elde edilir. Bu da x(t) < 0 olmasiyla ¢elisir. Dolayisiyla, x(t) ¢6ziimi salinimlidir.
Ornek 4.1

+=A%x(t) + 27 ) x(t) = 3

3 3 r(e-2
_A(Azcx@) y r(e-3) ., _4+3ra/m
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x(0) =0, Ax(0) =0

kesirli fark denklemini g6z oniine alalim. Burada p(t) = 1/2, f(t,x(t)) = %x(t),

g(t) = 2252 sekdindedir. Buradan,

V() = ﬁu +p() = ﬁ(3/2) )
5=0 s=0

elde edilir. Ayrica,

_4+3ra/2)

g(®) 3
oldugu aciktir. O halde @ = 3/2 i¢in
t-3/2 1 s—1
t-s-1E
e LEDWIGHO
s=0 &=0
t-3/2 s—1
1 2\ 4 +3r(1/2) 13\¢
= Y s (g) [we 3 TEEEE) | >0
s=0 &=0

olur. Bu ise Teorem 4.1 deki (4.7) kosulu ile ¢eligir. O halde verilen bu denklemin her
¢oziimii salimmli degildir. Ornegin x(t) = t©/2) bu denklemin salimmli olmayan bir

¢Oziimidiir. Gergekten de,

3 3 3)= I"<§+1) _EF(3>

22x(t) = 424G =
¢ ¢ 1"(34_1_2) 2

3
olup 4 (Azcx(t)) =0 dir. x(t) = t®/? denklemde yazilirsa denklemin bir ¢oziimii

oldugu kolaylikla gosterilebilir.
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