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1. GĠRĠġ  

 

Birçok bilim dalında yaĢanan geliĢmeler, matematiksel problemleri de beraberinde 

getirmektedir. Bu problemlerin çözümü fark denklemleri ile yapılmaktadır. Çünkü; 

karĢılaĢılan problemlerde bağımsız değiĢkenlerin sürekli olmadığı durumlarla 

karĢılaĢılabilir. 

 

Fark denklemi; bir veya daha çok değiĢkenli bir fonksiyonun sonlu farklar ile bağımsız 

değiĢkenleri arasındaki cebirsel bir bağıntıdır. Diferansiyel denklemlere benzerlik 

gösteren ve inceleme süreci yönünden daha yeni olan fark denklemlerine fonksiyonel 

denklemler de denir (Elaydi 2000). 

 

Fark denklemleri ile zamana bağlı çeĢitli doğa olaylarının incelenmesinin, doğal bir 

ifadesi olarak karĢılaĢılmaktadır. Zamana bağlı değiĢkenlerin kullanıldığı olayların çoğu 

ayrık (kesitli) olduğundan bu tür denklemler önemli matematiksel modelleri 

oluĢtururlar. Daha da önemlisi fark denklemleri, diferansiyel denklemler için 

ayrıklaĢtırma (discretization) metotlarının incelenmesinde de karĢımıza çıkar. Fark 

denklemleri teorisinde elde edilen pek çok sonuç hemen hemen bunlara karĢılık gelen 

diferansiyel denklemlerin ayrık benzerleridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi, 

buna karĢılık gelen diferansiyel denklemler teorisinden daha zengindir. Fark 

denklemleri teorisinin uygulamaları, kontrol teorisinde kararlılık durumunun 

incelenmesinde, biyolojide canlı popülasyon sayısının araĢtırılmasında, ekonomide 

borsa hareketlerinin izlenmesinde, tıp biliminde hücre hareketlerinin incelenmesinde ve 

bir çok bilim dalında kullanılmaktadır. 

 

Diferansiyel denklemlerde fiziksel olayların matematiksel modeli, sürekli değiĢim 

oranları arasındaki denklemler ile gösteriliyordu. Fakat 20. yüzyılın baĢlarında 

radyasyondaki quanta ile biyolojide görülen genetik olaylardaki geliĢmeler, tüm doğa 

olaylarının süreklilik terimleri ile ifade edilemeyeceğini göstermiĢtir. Böylece, fark 

denklemleri kullanılarak diferansiyel denklemlerde görülen süreksizlik durumları 

kaldırılmak istenmiĢtir. Günümüzde birçok alanda uygulanan fark denklemleri, daha 

çok hareket analizinde devreleri matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide talep ve 
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arz denklemlerini oluĢturmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri 

açıklamak için yaygın olarak kullanılmaktadır (Tollu 2009). 

 

Türev ve integral operatörleri reel sayılar üzerinde tanımlı adi hesabın iki temel 

kavramıdır. Benzer olarak fark ve toplam operatörleri de tam sayılar üzerinde tanımlı 

ayrık hesabın iki temel kavramıdır. Genellikle n bir tam sayı olmak üzere türev ve fark 

operatörleri n kez bir fonksiyona uygulanabilir. Bunlar da türev           , fark 

       Ģeklinde tanımlanmıĢtır. Aslında kesirli hesap, integral ya da türev 

operatörlerinin mertebelerinin keyfi sayılar olabileceğini gösterir. Örneğin; bir 

fonksiyonun     –nci mertebeden türevi ya da √ . mertebeden integrali hesaplanabilir. 

Keyfi mertebeden türevler ve integraller ile ilgilenen kesirli hesap uygulamalı 

matematiğin bir alanıdır ve bu alanın uygulamaları, mühendislik, uygulamalı 

matematik, ekonomi ve birçok alanda görülür. Bilindiği üzere   
 

  
 operatörü içeren 

diferansiyel hesabın özellikleri ve ileri fark operatörü olarak bilinen 

 

                  

 

operatörü içeren ayrık hesabın özellikleri arasında bir benzerlik vardır. Aynı benzerlik 

kesirli ve ayrık kesirli analizin operatörleri arasında da vardır (Sengul 2010).  

 

Ġlk olarak 300 yıl önce, kesirli hesap, L‟Hospital tarafından Leibniz‟e gönderilen bir 

mektupta, L‟Hospital‟in          olduğunda         notasyonu ne anlama gelir?” 

sorusuyla gündeme gelmiĢtir. 30 Eylül 1695 tarihli cevapta, Leibniz  “Bu paradoksun 

bir gün yararlı sonuçları olacaktır.” diye yazmıĢtır. Sonra, Leibniz, Johann Bernoulli ile 

yazıĢarak, genel mertebenin türevlerinden bahsetti.     –nci mertebeden türevi       

notasyonunu kullanarak gösterdi. Daha sonra kesirli türevlerden birçok kaynakta 

bahsedilmiĢtir.     kesirli mertebeden türev literatürde yaygın olarak yer almasına 

rağmen kesirli mertebeden farka daha az ilgi duyulmuĢtur. Kesirli mertebeden fark ilk 

kez Kuttner tarafından 1957 yılındaki çalıĢmasında incelenmiĢtir (Sengul 2010). 

 

Kuttner,    kompleks sayıların herhangi bir dizisi ve   herhangi bir reel sabit olmak 

üzere,  - mertebeden farkı  
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  ∑ (      

 
) 

                                                      (1.1) 

 

Ģeklinde tanımlamıĢtır. Diaz ve Osler ise 1974 „de kesirli farkı, 

 

                                           ∑      ( 
 
) 

                                               (1.2) 

 

(
 

 
)  

      

           
 

 

Ģeklinde tanımlamıĢlardır. Burada   herhangi bir reel ya da kompleks sayıdır. 

 

Miller vd. 1989 „da kesirli mertebeden toplam ve fark operatörlerini sırasıyla  

 

          
 

    
∑                     

                                                (1.3) 

 

                        
 

      
∑                        

             (1.4) 

 

Ģeklinde tanımlamıĢlardır. Burada;           ve         „dir. Anastassiou ise 

2009 yılında Caputo ayrık kesirli farkını, 

 

                     
 

      
∑                           

               (1.5) 

 

Ģeklinde tanımlamıĢtır. 

 

Kesirli türev ve integral kavramı, klasik türev ve integral kavramlarından farklı olarak, 

keyfi mertebeden türev ve integrallerin uygulamalarını ve araĢtırmalarını kapsayan ve 

bundan dolayı klasik türev ve integral kavramlarına göre daha kapsamlı olan 

matematiksel bir kavramdır. Ayrıca kesirli türev ve integrallerin tek bir tanımları 

yoktur. Bu ayrıcalık ise kesirli türev ve integral problemlerinin çözümlerinin en iyi 

Ģekilde elde edilmesini sağlar. Bu kesirli türev ve integral kavramlarından baĢlıcaları 
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Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville, Caputo ve Weyl Ģeklinde sıralanabilir. Bu 

tanımların en büyük farkları baĢlangıç koĢullarının fiziksel yorumlarıdır. 

 

Kesirli analiz ilk olarak, klasik türevin Leibnitz tarafından ilk tanımı yapıldıktan sonra, 

L‟Hospital‟in 1695 yılında Leibnitz‟e tam sayı mertebeden türevin, tam sayı olmayan 

mertebeli türeve genellenip genellenemeyeceğini sormasıyla baĢlamıĢtır. 1730 yılında 

Euler kesirli türev ve integral hesaplamalarında büyük öneme sahip olan Gamma 

(Euler-Gamma) fonksiyonunu tanımlamıĢtır. 1819 yılında da Lacroix, bu Gamma 

fonksiyonunu kullanarak ⁄ fonksiyonunun türevini hesaplayarak, kesirli türeve ilk katkı 

yapan matematikçilerden biri olmuĢtur. Devam eden süreç içerisinde Laplace ve 

Fourier‟in çalıĢmalarının da ardından, Abel 1823 yılında kesirli hesaplamaları ilk olarak 

Tautochrone probleminin 

 

  ∫      
  

       
 

 

 

 

Ģeklindeki integral denkleminin çözümünde kullanmıĢtır. Abel‟in bu çalıĢmalarından 

sonra kesirli analiz üzerine yoğunlaĢan Liouville, 1832-1837 yılları arasında 

yayımlanmıĢ olduğu makalelerdeki kesirli türev ve integral tanımları, o dönem 

matematikçileri tarafından büyük ilgi ve destek görmüĢtür. Riemann ise 1847 yılında 

yazmıĢ olduğu ancak vefatından on yıl sonra 1876 yılında yayımlanan makalesinde 

kesirli integral tanımı vermiĢtir. Daha sonra ise Riemann tarafından verilen bu tanım, 

Liouville‟nin tanımıyla birleĢtirilerek yaygın bir Ģekilde kullanılmaya baĢlanmıĢtır. 

 

1967-1968 yılları arasında Grünwald ve Letnikov kesirli mertebeden hesaplama için 

sonlu fark yaklaĢımını kullanarak kesirli türev ve integralin yaklaĢık hesaplamaları için 

yeni bir bakıĢ açısı geliĢtirmiĢtir. 

 

1967 yılında da Ġtalyan matematikçi Caputo, Riemann-Liouville tanımına benzeyen ve 

fiziksel uygulamalarda daha çok tercih edilen bir kesirli türev tanımı yapmıĢtır. GeliĢimi 

günümüzde de halen devam eden ve daha birçok matematikçinin de üzerinde çalıĢtığı 

kesirli analiz kavramının değiĢik uygulama alanları vardır. Bunlardan baĢlıcaları ısı 
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transferi, viskoelastik, polimer fizik, sinyal iĢleme, elektromanyetik, elektrokimya, 

akustik Ģeklinde sıralanabilir. 

 

Teknolojinin de geliĢmesiyle birlikte uygulama alanları gün geçtikçe artmaya devam 

eden ve matematiğin uygulamalı dallarında da büyük bir öneme sahip olan kesirli analiz 

ve kesirli diferansiyel denklemlerin analitik çözümleri oldukça güç olduğundan bazı 

sayısal yaklaĢım yöntemleri ile bu sorunun üstesinden gelinmeye çalıĢılmıĢtır. Tek 

adımlı ve çok adımlı sayısal yaklaĢım yöntemlerinin bu tip problemlere genelleĢtirmesi 

olan Kesirli Euler, Kesirli Trapezoid (yamuk), Kesirli Adams, Kesirli Runge-Kutta 

metotları bu yöntemlere örnek olarak gösterilebilir. 

 

Yukarıdaki bilgilerin ıĢığı altında hazırlanan bu tez çalıĢması dört bölümden 

oluĢmaktadır. Birinci bölüm giriĢ kısmına ayrılmıĢ, konu ile ilgili kavramların tarihsel 

geliĢimi ve önemi ayrıntılı olarak incelenmiĢtir. Ġkinci bölümde tez çalıĢması için 

önemli ve gerekli temel tanımlar ve kavramlar sunulmuĢtur. Üçüncü bölümde; 

Riemann-Liouville kesirli fark denklemlerinin bilinen bazı salınımlılık kriterleri 

verilmiĢtir. Dördüncü bölümde ise yüksek mertebeden Caputo kesirli fark denklemleri 

için yeni bir salınımlılık Ģartı elde edilmiĢtir. 
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2. TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR 

 

2.1 Fark Operatörü 

 

Tanım 2.1.1    {           } ve        olsun. Bu durumda   fark 

operatörü, 

 

                  

 

Ģeklinde tanımlıdır. 

 

Yüksek mertebeden farklar, fark operatörünün kendisine tekrarlı olarak uygulanması ile 

elde edilir (Kelley ve Peterson 2001). 

 

Ġkinci mertebeden fark, 

 

                                                            (     ) 

                                       

                                     

                                                                                             

                                                           

 

Ģeklindedir. Tümevarım kullanılarak   -inci mertebeden fark, 

 

                                                         
      

  
         

                                                                            

   ∑     (
 

 
)

 

   

         

 

olarak elde edilir (Charoenphon 2014). 
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2.2 Ayrık Hesap ve Adi Hesap Arasında Bir Benzerlik 

 

Ayrık hesabın teorisi, adi hesabın teorisine paraleldir. Kavram olarak benzerlik 

göstermelerine rağmen hesaplamada bazı farklılıklar vardır. Örneğin, diferansiyel 

operatörü “ ”, fark operatörü “ ” ile, integral operatörü “ ∫  ”, toplam operatörü “∑” ile 

benzerdir (Charoenphon  2014). 

 

AĢağıda bu kavramlar arasındaki benzerliği göstermek amacıyla Teorem 2.2.1 ve 

Lemma 2.2.1 verilmiĢtir. 

 

Teorem 2.2.1 (Analizin Temel Teoremi) 

 

(i) ∫     
 

 
            

(ii)  (∫       
 

 
)       

 

dir (Elaydi 2004). 

 

Lemma 2.2.2 AĢağıdaki eĢitlikler sağlanır. 

 

(i) 

∑              

   

    

    

(ii) 

 ( ∑      

   

    

)       

(Elaydi 2004). 

 

Yukarıda verilen Teorem ve Lemma „dan ayrık hesap ile adi hesap arasındaki benzerlik 

açıkça görülmektedir. 
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2.3 Shift Operatörü 

 

Tanım 2.3.1     olmak üzere    fonksiyonu için shift (kaydırma, öteleme) operatörü 

 

         

 

Ģeklinde tanımlanır (Goldberg 1958, Elaydi 2000 ve Agarwal 2000). 

 

Teorem 2.3.1 öteleme operatörü cinsinden   -ıncı basamaktan 

 

        
     

         

 

polinomu verilsin. Burada,              reel sabitler ve   birim operatördür. Bu 

durumda,   bir sabit ve      herhangi bir fonksiyon olmak üzere, 

 

          
       

          
  

                                                        
     

         
                                               

                                                                  

 

ve 

 

    (      )              

 

dir (Elaydi 2004). 

 

2.4 Gamma Fonksiyonu 

 

Gamma fonksiyonu      ile gösterilen özel bir transandantal fonksiyondur ve tamsayı 

olmayan değerler için faktöriyel genelleĢtirmesi ilk kez Euler tarafından yapılmıĢtır 

(Sengul 2010). 

 

Tanım 2.4.1           fonksiyonu, 
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     ∫          

 

 

 

 

Ģeklinde tanımlanır.     için, 

 

     ∫      

 

 

    
   

∫       

 

 

   
   

[    ]
 

 
    

   
          

 

dir (Diethelm 2010). 

 

Teorem 2.4.2 (  için Fonksiyonel Denklem) Eğer     ise, 

 

             

 

dir (Diethelm 2010). 

 

Ġspat Gamma fonksiyonunun tanımından, 

 

       ∫        

 

 

    
        

∫         

 

 

   
        

([      ]
   

   
 ∫          

 

 

) 

                                                 ∫           

 

 

      

 

elde edilir. 

 

Teorem 2.4.3     için,            „dir (Podlubny 1999). 

 

Ġspat  Matematiksel tümevarım,        ve Teorem 2.3.1 kullanılırsa,           

için, 
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          olduğu elde edilir. 

 

Teorem 2.4.4     ve      olsun. Bu durumda, 

 

                               

 

dir (Diethelm 2010). 

 

Teorem 2.4.5 (   için Yansıma Formülü)       olsun. Bu durumda, 

 

           
 

     
 

 

eĢitliği sağlanır (Diethelm 2010). 

 

Teorem 2.4.6 (  için Gauss Çarpım Formülü)    ,       olsun. Bu durumda, 

 

        
   

    

                 
 

 

dir (Diethelm 2010). 

 

2.5 Faktöriyel Fonksiyonu 

 

Her     tamsayısı için kesirli faktöriyel fonksiyonu, 
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                 (       )  ∏      
      

        

   

   

 

 

ile tanımlanır. Burada,  , Gamma fonksiyonudur (Sengul 2010). 

 

Teorem 2.5.1 Ġyi tanımlı faktöriyel fonksiyonu için 

 

(i)   ileri fark operatörü olmak üzere                dir. 

(ii)     olmak üzere                    dir. 

(iii)     olmak üzere              dir. 

(iv) Herhangi      için       ise           dir. 

(v) Eğer          ise                 dir. 

(vi)                     dir. 

 

özellikleri sağlanır (Atıcı ve Eloe 2007). 

 

Ġspat  

(i) Faktöriyel fonksiyonunun tanımından, 

 

                    

                                                       

                    [             ]       

                   

 

elde edilir. 

 

(ii)                                  
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(iii)      
      

        
        olduğu tanımdan açıktır. 

 

(iv) Herhangi bir      için       olsun. Euler‟in sonsuz çarpımı, 

 

     
 

 
∏

   
 

 
  

  (
 

 
)

 

   

 

 

Ģeklindedir.       olduğundan, 
  

   
 

 

   
 yazılabilir. O halde, Euler‟in sonsuz çarpımı 

da kullanılarak, 

 

  
      

        
 

                   

 

   
∏

   
 

 
    

  (
   

 
)

 
   

 

     
∏

   
 

 
      

  (
     

 
)

 
   

 

                                             
     

   
∏(  

 

 
)
 (  

     

 
)

(  
   

 
)

 

   

 

                                                        (  
 

   
)∏   

 

 
  

 

   

(  
 

     
) 

                                                                  (  
 

   
)∏(  

 

 
)
  

   

(  
 

     
)        

                   

 

elde edilir. 

 

(v)      üzerinde tanımlı   konveks fonksiyonu,  
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                                [         ]                  

                                                                      [    ]  [    ]   ,                [   ] 

 

eĢitsizliğini sağlar. Buradan, 

 

                        

                                       

                                            

 

olduğundan; 

 

          
      

         
 

                                                     
      

                      
 

 

elde edilir. Gamma fonksiyonunun konvekslik özelliği kullanılarak, 

 

 [         ]  [    ] [    ]   ,       

 

yazılabilir. Bu eĢitsizlikte,         ve       alındığında, 

 

 [                   ]  [        ] [      ]    

 

 [                   ]
 

 

[        ] [      ]   
 

 

olur. Bu eĢitsizlik        ile çarpıldığında, 

 

      

 [                   ]
 

      

[        ] [      ]   
 

                                       [
      

        
]
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elde edilir. Böylece, 

 

                

 

elde edilmiĢ olur ki, böylece ispat tamamlanır. 

 

(vi)        
      

          
 ifadesi           ile çarpılıp bölünürse, 

 

      

          
 

      

        
              

 

elde edilir. Böylece,                     eĢitliğinin sağlandığı ispatlanmıĢ olur. 

 

Not Her     reel sayısı için, 
 

  
         ve ayrık hesapta             „dir. 

Bundan dolayı adi hesaptaki    ile ayrık hesaptaki      benzerlik gösterir (Sengul 

2010). 

 

2.6 Belirsiz Toplam 

 

Tanım 2.6.1 Reel değerli bir      fonksiyonu için, belirsiz toplam ∑     Ģeklinde 

olmak üzere, 

 

 (∑    )       

 

eĢitliği sağlanır (Charoenphon 2014). 

 

Sonuç 2.6.2       olmak üzere      fonksiyonu {       } kümesinde 

tanımlanmıĢ olsun.     ,      ‟nin belirsiz toplamı ve   herhangi bir sabit olmak üzere, 

 

∑                 



15 

dır (Charoenphon 2014). 

 

Teorem 2.6.3   ve   birer sabit olmak üzere,. 

 

i. ∑   
  

   
        

 

ii. ∑    
      

   
         

 

dir (Charoenphon 2014). 

 

Teorem 2.6.4     ,     ‟nin [   ] aralığı üzerinde belirli toplamı ve   herhangi bir 

sabit olmak üzere, 

 

∑          
   

 
      

 

   

              

 

dır (Kelley ve Peterson 2001). 

 

Ġspat  

∑          

 

   

       

 

olduğu gösterilirse ispat tamamlanmıĢ olur.    ∑      
     „ye uygulanırsa, 

 

 ∑     

 

    

 ∑      

   

    

 ∑     

 

    

 

 

        

 

elde edilir. 
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Daha sonra,             „ya   uygulanırsa 

 

 (           )                

                                                                                          

                                                                               

 

elde edilir. Bu durumda; 

 

 ∑      
                   

 

dır. Buradan, 

 

∑     

 

    

                     

 

elde edilir ki, bu durumda ispat tamamlanır. 

 

2.7 Fark Operatörü Ġçin Çarpım ve Bölüm Kuralları 

 

Teorem 2.7.1 (Çarpım Kuralı)   ileri fark operatörü,     ,      herhangi iki 

fonksiyon ve          olmak üzere, 

 

 (        )             (    )       (    )   (    )                

 

dir (Kelley ve Peterson 2001). 

 

Ġspat Tanım 2.1.1 kullanılarak, 

 

 (        )                        

                                                                   

                             (           )                    
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                         (    )                      

 

Ģeklinde ilk eĢitlik elde edilir. Yine, Tanım 2.1.1 „den  

 

 (        )                         

                                            

       (           )                   

  (    )                                                               

 

elde edilir ki; böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 

 

Teorem 2.7.2 (Bölüm Kuralı)           olmak üzere, 

 

 (
    

    
)   

                   

           
 

 

dir (Kelley ve Peterson 2001). 

 

Ġspat Tanım 2.1.1 kullanılarak, 

 

                        
    

    
 

      

      
 

    

    
 

 

                                     
                     

          
 

 

               
                                       

          
 

                                     
                   

           
 

 

elde edilir. 
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2.8 Tamsayı Mertebeden Toplamlar 

 

   doğal sayılar kümesi olmak üzere,    {           }        olmak üzere 

       bir fonksiyon olsun. Bu durumda,   fonksiyonunun   katlı belirli integrali, 

 

     ∫  

 

 

∫  

 

 

∫  

  

 

 ∫              
           

    

 

 

                                         ∫  
        

      

 

 
         [                                              (2.1) 

 

Ģeklinde tanımlansın.  -inci mertebeden baĢlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

{
                       [                

                                
 

 

dir (Kısalar 2015). 

 

Benzer olarak bir   ayrık fonksiyonunun    kez tekrarlanmıĢ belirli toplamları 

 

     ∑ 

   

   

∑  

   

    

 ∑         

      

      

 

 ∑
∏             

   

      
   
                                        (2.2) 

 

dir. 

Ayrık  -inci mertebeden baĢlangıç değer probleminin tek çözümü 

 

{
                                                   

                                         
 

 

dir. Bundan dolayı (2.2) toplamının çekirdeği Ayrık Cauchy fonksiyonudur. Bu 

çekirdek, 
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             ∏        

   

   

  

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

                        

 

baĢlangıç Ģartlarından yararlanılarak, 

 

                          

 

olduğu görülür. (2.2) toplamından,   ‟nin   
    ile gösterilen  -inci mertebeden 

toplamı  

 

        
        ∑

          

      

   

   

           

 

Ģeklinde yazılabilir (Kısalar 2015). 

 

2.9 Kesirli Toplam Operatörü ve Kesirli Fark Operatörü 

 

Tanım 2.9.1   herhangi bir reel sayı ve   herhangi bir pozitif reel sayı olsun.    

fonksiyonunun  -ıncı mertebeden kesirli toplamı, 

 

                                         
       

 

    
∑                                                     

   (2.3) 

 

Ģeklinde tanımlanır. Burada,            ,   
    ,              „dir. Özel 

olarak    {           } olmak üzere   
          „dir (Sengul 2010). 

 

Not      için Tanım 2.9.1 „den ayrık toplam operatörü 
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       ∑    

   

   

                                                           

 

Ģeklini alır (Sengul 2010). 

 

Tanım 2.9.2   herhangi bir reel sayı,   bir tamsayı ve  ,          aralığında 

herhangi bir pozitif reel sayı olsun.   fonksiyonunun  -ıncı mertebeden kesirli farkı,  

 

                        

      
∑                            

             (2.4) 

 

Ģeklinde tanımlanır (Sengul 2010). 

 

2.9.1 Kesirli Toplamlar Ġçin Üs Kuralı 

 

Teorem 2.9.1.1    reel değerli bir fonksiyon ve        olsun.     

          olmak üzere, tüm   ‟ler için, 

 

   [      ]                 [       ] 

 

dir (Atıcı vd. 2007). 

 

Ġspat Kesirli toplamın tanımından  

 

   (       )  
 

    
   ∑                                           

   

   

 

                                               
 

        
∑              ∑                    

   

   

 

   

   

 

                                               
 

        
∑  ∑                                 

   

   

 

   

   

 

 

yazılabilir. Burada gerekli düzenlemeler yapılarak, 
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   (       )  
 

        
∑  ∑                                  

   

     

 

       

   

 

 

elde edilir.            alınırsa eĢitlik, 

 

   (       )  
 

        
∑  ( ∑                            

         

     

)     

       

   

 

 

Ģeklini alır. Kesirli toplam operatörünün tanımdan, 

 

   (       )  
 

    
∑  (                )     

       

   

 

                                         
 

    
∑

    

      
                     

       

   

 

                                                                   

 

elde edilir. 

 

Not  , tamsayılar kümesinde tanımlanmıĢ reel değerli bir fonksiyon olsun. Ayrık 

hesapta,         „dir. Her pozitif reel   sayısı için, bu eĢitlik ayrık kesirli hesapta da 

geçerlidir. Ayrık kesirli farkın tanımından,       olmak üzere 

 

                          

 

dir (Sengul 2010). Bundan dolayı üs kuralı kullanılarak Teorem 2.9.1.1 „den 

 

                              

 

yazılabilir (Kısalar 2015). 
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2.9.2 Ayrık Kesirli Hesap Ġçin Kuvvet Fonksiyonu 

 

Kuvvet fonksiyonu bir faktöriyel fonksiyonun   -ıncı mertebeden kesirli toplamını ifade 

eder (Sengul 2010). 

 

Lemma 2.9.2.1 

 

        
      

        
       

 

dir (Atıcı vd. 2007). 

 

Not Her sabit   için,     sıfır değildir. Toplam operatörünün lineerlik özelliği ve 

kuvvet fonksiyonu kullanılarak,   sabitinin kesirli farkı,            olmak üzere, 

 

           
 

      
       

 

      
      

 

dir (Sengul 2010). 

 

2.9.3 Kesirli Toplam ve Kesirli Farkın DeğiĢme Özelliği 

 

Kesirli toplam ve kesirli farkın değiĢme özelliği, toplam ve fark operatörlerinin 

mertebesinin yer değiĢtirebileceğini ifade eder (Sengul 2010). 

 

Teorem 2.9.3.1    >0 için  

 

                 
          

    
                                                                  (2.5) 

 

eĢitliği sağlanır. Burada,      „da tanımlanmıĢtır (Atıcı vd. 2007). 

 

Ġspat Parçalı toplam formülünden, 
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  (              )                                             

 

dir. Toplam kullanılarak, 

 

 

    
∑               

   

   

       
   

    
∑                   

              

    
 
     

 
 

   

   

 

 

      
   

    
∑                   

   

   

 

 

                                  
                  

    
 

          

    
     

 

                                                      
 

       
∑                    

          

    
     

       

   

 

 

yazılabilir. Burada, 

 

         ∑                     

       

   

 

 

dir. Böylece, istenilen eĢitlik sağlanır. 

 

2.10 Fark Denklemleri 

 

Tanım 2.10.1     olmak üzere   ,   üzerinde taımlı reel (veya kompleks) değerli bir 

fonksiyon olsun. 

 

               

 

ifadelerini kapsayan bir bağıntıya (denkleme)  -ıncı mertebeden bir fark denklemi denir 

(Agarwal 2000). 

Tanım 2.10.2 Bir fark denkleminin mertebesi denklemdeki en büyük indis ile en küçük 
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indis arasındaki fark olarak tanımlanır (Agarwal 2000). 

 

Tanım 2.10.3 Eğer,  -ıncı mertebeden bir fark denklemi  

 

∑          

 

   

 

 

Ģeklinde verilirse bu fark denklemine lineerdir denir. Eğer en az bir     için    

sıfırdan farklı ise, bu durumda fark denklemi homojen olmayan lineer fark denklemi 

adını alır. Eğer,  

 

∑         

 

   

 

 

ise  -ıncı mertebeden fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal 

2000). 

 

Tanım 2.10.4 Eğer,      için, 

 

                        

 

olacak Ģekilde hepsi birden sıfır olmayan            sabitleri var ise      için 

              fonksiyonlarına lineer bağımlıdır denir (Elaydi 2004). 

 

Tanım 2.10.5                            denkleminin k tane lineer bağımsız 

çözümlerinin kümesine, temel çözümler kümesi denir (Elaydi 2004). 

 

Tanım 2.10.6 {             },                            denkleminin 

temel çözümler kümesi olsun. Bu durumda    „ler keyfi sabitler olmak üzere genel 

çözüm 
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∑       

 

   

 

ile verilir (Elaydi 2004). 

 

Tanım 2.10.7 Eğer her pozitif n tamsayısı ve      için           Ģartını sağlayan 

   aĢikar olmayan çözümüne sıfır etrafında salınımlıdır denir. Aksi halde,    çözümüne 

salınımlı olmayan çözüm denir. BaĢka bir Ģekilde ifade edersek, eğer bir    çözümü 

belli bir yerden (n değerinden itibaren) sonra sadece pozitif veya sadece negatif değilse 

sıfır etrafında salınımlıdır denir (Agarwal 2000). 

 

2.11 Lineer Olmayan Fark Denklemleri 

 

      ve        için lineer olmayan fark denklemi 

 

                 (      )                                 (2.6) 

 

Ģeklinde gösterilir. 

 

Teorem 2.11.1 Kabul edelim ki   fonksiyonu   üzerinde sürekli ve  

 

i.            ,       

ii.          
    

 
            

iii.                      ak ü  r      ise    
  

         ve     

ise      ‘dir. 

 

Ģartları sağlansın. Bu durumda, (2.6) denkleminin her çözümü salınımdır. 

 

Ġspat Kabul edelim ki,     , (2.6) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun. 

(2.6) „dan     için      azalandır. Dolayısıyla;                „dır.        

olduğunan ve (2.6) denkleminin her iki tarafının limiti alındığında (i) Ģartından dolayı 

    olur. Bundan dolayı                dır. (2.6) denklemi       ile 
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bölündüğünde ve                       alındığında, 

 

                             
 

     
                    

 (      )

       
                          (2.7) 

 

elde edilir. Buradan,                 „dir. (2.7) denkleminin üst limiti alınarak, 

 

 

  
        

 

ya da 

 

                                                                      
   

                                                                (2.8) 

 

elde edilir. Buradan kolaylıkla görülür ki;                   fonksiyonu      

        „da maksimum değerini alır. Bu değer,               olur. Böylece (2.8) 

eĢitsizliği, 

 

   
  

        
 

 

olur ki; bu da (iii) ile çeliĢir (Elaydi 2004). 
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3. RIEMANN-LIOUVILLE KESĠRLĠ FARK DENKLEMLERĠNĠN 

SALINIMLILIĞI 

 

Bu bölümde; Riemann-Liouville kesirli fark denklemlerinin salınımlılığı incelenecektir. 

Bu incelemede temel kaynak olarak; Li (2016) alınmıĢtır. 

 

(      ) (      )                                                (3.1) 

 

kesirli fark denklemini                 baĢlangıç koĢulu ile birlikte göz önüne 

alalım. ,         arasında bir sabit,    ;   ‟in  . dereceden Riemann-Liouville 

fark operatörü ve    {       } ‟dır. Ayrıca, bu bölüm boyunca kabul edelim ki; 

 

           ve      reel dizi,                     ve       için     olmak 

üzere             

 

olsun. (3.1) denkleminin bir      çözümüne ne ergeç pozitif ne de ergeç negatif ise 

salınımlı, aksi halde; salınımlı olmayan çözüm denir. 

 

Tanım 3.1     olmak üzere  ‟nin  -inci kesirli toplamı  

 

         
 

    
 ∑                      

                                             (3.2) 

 

Ģeklinde tanımlıdır. Burada f fonksiyonu            ,      ise      

           için tanımlıdır ve      
      

        
 „dir.      kesirli toplamı    

{           } üzerinde tanımlı fonksiyonları      {              

   } üzerinde tanımlı fonksiyonlara dönüĢtürür. Burada  , Gamma fonksiyonudur. 

 

Tanım 3.2 Bir m pozitif tamsayısı için       olmak üzere         ve     

olsun. Bu durumda,       olmak üzere  -inci kesirli fark 

 

                                                                          (3.3) 
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Ģeklinde tanımlanır. Burada,     ,   ‟nün tavan fonksiyonudur. 

 

Lemma 3.1      üzerinde tanımlı reel değerli fonksiyon ve       olsun. Bu 

durumda, 

 

   [       ]                 [       ]                                   (3.4) 

                  
          

    
                                                  (3.5) 

 

eĢitlikleri sağlanır. 

 

Lemma 3.2     , (3.1) denkleminin bir çözümü ve 

 

      ∑                                                   
     
              (3.6) 

 

olsun. Bu durumda, 

 

                                                                   (3.7) 

 

eĢitliği sağlanır. 

 

Ġspat Tanım 3.1 ve (3.6) kullanılırsa, 

 

      ∑                  ∑        (       )      

       

    

        

     

    

 

                                                                                                                                

 

olur. Dolayısıyla, 

                                                                      

 

elde edilir ki; Lemma 3.2 „nin ispatı tamamlanmıĢ olur. 

 



29 

Lemma 3.3     {       } olsun. Bu durumda,  

 

                               
      

        
                                                    (3.8) 

 

dir. 

 

Teorem 3.1 Kabul edelim ki       için 

 

          ,∑
            

    
[  ∑             

    
]   

   -                         (3.9) 

 

ve 

 

         ,∑
            

    
[  ∑             

    
]   

   -                      (3.10) 

 

olsun. Burada,   bir sabit ve  

 

     ∏            
                                             (3.11) 

 

dir. Bu durumda, (3.1) denkleminin her      çözümü salınımlıdır. 

 

Ġspat ÇeliĢki için kabul edelim ki;     , (3.1) denkleminin bir salınımlı olmayan bir 

çözümü olsun. Yani;      çözümü      {               } „da bir sıfıra sahip 

olmasın. Bu durumda,        için           veya          „dır.  

 

Durum 1:        için          olsun. (A) kabulü ve (3.1) denkleminden,  

 

  (      ) (      )          
                                          (3.12) 

 

elde edilir. Dolayısıyla,  ‟nın temel özelliğini ve     ‟nin tanımını kullanarak,  
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 ((      )    )   (      )                                                            

                                   =  (      )(      )                       

                                                                                                                         (3.13) 

 

yazılabilir. (3.13)‟ ün her iki tarafı    ‟dan     „e kadar toplanırsa, 

 

(      )     (       )      ∑         

   

    

   ∑         

   

    

 

 

elde edilir. Burada,   (       )      „dir. Yani; eĢitsizliğin her iki tarafı     ‟ye 

bölünürse 

 

       
 

    
 

 

    
 ∑            

                                    (3.14) 

 

olur. (3.14) eĢitsizliğine     operatörü uygulanırsa 

 

             *
 

    
 

 

    
 ∑            

    +                        (3.15) 

 

elde edilir. Buradan, (3.15) „in sol tarafına Lemma 3.1 uygulanırsa, 

 

                                                                                                                    (3.16) 

                                                            
      

    
   

                                                
  

    
       

 

yazılabilir. Diğer taraftan, Tanım 3.1 kullanılarak (3.15)‟ in sağ tarafı düzenlenirse  

 

   *
 

    
 

 

    
 ∑         

   

    

+                                  



31 

                   
 

    
 ∑             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    
+     

                (3.17) 

 

elde edilir. (3.16) ve (3.17) birleĢtirilirse, 

 

     
  

    
       

 

    
∑             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    
+                   

   (3.18) 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. (3.18) denklemi          ile çarpılırsa,. 

 

                   
           

      ∑             *
 

    
 

 

    
 ∑            

    
+                             

           (3.19) 

 

olur. Buradan,     için  

 

   
   

      

      
                                     

 

Stirling formülü kullanılarak, 

 

   
   

                
   

     
      

          
  

                                                   
   

     
     

                 
 

                                                                          
 

     

         

          
                        (3.20) 

 

elde edilir. (3.20) den (3.19) „da     için limit alınırsa, 

 

   
    

   {         }      

  

elde edilir ki bu durum        olmasıyla çeliĢir. Bu durumda      çözümü 

salınımlıdır.  
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Durum 2:       için        olsun.     kabulü ve (3.1) denkleminden, 

 

(      ) (      )                 (      )                     (3.21) 

 

elde edilir. Dolayısıyla, 

 

 ((      )    )                                              (3.22) 

 

olur. (3.22)‟ nin her iki tarafı   „dan     „e toplanırsa, 

 

(      )     (       )      ∑         

   

    

   ∑         

   

    

 

 

yazılabilir. Burada,   (       )      „dir. Yani; eĢitsizliğin her iki tarafı     ’ye 

bölünürse, 

 

       
 

    
 

 

    
 ∑            

                                          (3.23) 

 

eĢitsizliği elde edilir. Durum 1 ‟in ispatında izlenen yol kullanılarak 

 

                   
            

                           ∑             *
 

    
 

 

    
 ∑            

    
+                      

   (3.24) 

 

sonucuna ulaĢılır. (3.20) „den, (3.24) „de     için limit alınırsa, 

 

   
    

   {         }    

 

elde edilir. Bu da        olmasıyla çeliĢir. Dolayısıyla      çözümünü salınımlıdır. 

Böylece ispat tamamlanmıĢ olur. 
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Teorem 3.2 Kabul edelim ki;       için   bir sabit ve     , (3.11) ‟deki Ģekilde 

tanımlı olmak üzere, 

 

          ,∑
 

    
[  ∑             

    
]   

    -                          (3.25) 

 

ve 

 

         ,∑
 

    
[  ∑             

    
]   

    -                           (3.26) 

 

olsun. Bu durumda, (3.1) denkleminin her      çözümü salınımlıdır. 

 

Ġspat ÇeliĢki için kabul edelim ki; (3.1) denklemi salınımlı olmayan bir      çözümüne 

sahip olsun. Bu durumda,        için        veya        ‟dır.  

 

Durum 1        için           olsun. Teorem 3.1 „deki Durum 1 ‟in ispatındaki gibi 

(3.14) elde edilir. Lemma 3.2 „den (3.14) eĢitsizliği, 

 

      
       

    
{  ∑            

    }                                   (3.27) 

 

olur. (3.27)‟ nin her iki tarafı     ‟dan     „e kadar toplanırsa, 

 

                  ∑
 

    
{  ∑            

    
}   

                  (3.28) 

 

elde edilir. (3.21) „den     için        olmasıyla çeliĢki elde edilir. 

 

Durum 2:        için          olsun. Teorem 3.1 „deki Durum 2 ‟nin ispatından 

(3.23) ‟ü elde edilir. Lemma 3.2 ‟den (3.23), 

 

      
       

    
{  ∑            

    }                                      (3.29) 
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olur. (3.29) „un her iki tarafı    ‟dan     „e kadar toplanırsa, 

 

                  ∑
 

    
{  ∑            

    
}   

                        (3.30) 

 

elde edilir. (3.30) „dan     için        olmasıyla bir çeliĢki elde edilir. Böylece, 

Teorem 3.2 ‟nin ispatı tamamlanır. 

Örnek 3.1 

 

 
 .  

 

     /  ( 
 

 
)   

 

      
 (  

 

 
)

      
     

    (
 

 
)

 
                      (3.31) 

 

kesirli fark denklemini 

 

  
 

              

 

baĢlangıç koĢulu ile birlikte göz önüne alalım. Burada       
 

 
,  (      )  

 (  
 

 
)

      
    ,       

    (
 

 
)

 
 olur. Buradan kolayca görülebilir ki; 

 

     ∏(      )  ∏(
 

 
)  (

 

 
)
      

   

   

   

 

 

ve 

 

     
    (

 

 
)

 
   

 

dir. Dolayısıyla,   
 

 
 için 
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∑
       ( 

 

 
)

    
*  ∑        

   

   

+

  
 

 

   

 ∑       ( 
 

 
) (

 

 
)
   

*  ∑
    (

 

 
)

 
(
 

 
)
      

   

+

  
 

 

   

   

 

olur. Bu ise Teorem 3.1 „deki (3.9) koĢulu ile çeliĢir. O halde verilen bu denklemin her 

çözümü salınımlı değildir. Örneğin;       (
 

 
)
 bu denklemin salınımlı olmayan bir 

çözümüdür. Gerçekten de, Lemma 3.3 kullanılırsa, 

 

  

 

        

 

  (
 

 
)   (  

 
 

  (
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                        (
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  (
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)     ) 

  (
 

 
 (

 

 
)   )     

 
 

 
 (

 

 
)                                                              (3.32) 

 

ve 

 

 .  

 

     /   (  

 

      (
 

 
))    

 

yazılabilir. Diğer taraftan, 

 

      (
 

 
)  

      

      
 

 
 
 

     

    
 

 
 
                                      (3.33) 

 

elde edilir. (3.32) ve (3.33) birleĢtirilirse,       (
 

 
)
 „nin (3.31) denkleminin bir 

çözümü olduğu sonucu elde edilir. 
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4. CAPUTO KESĠRLĠ FARK DENKLEMLERĠNĠN SALINIMLILIĞI 

 

Bu bölümde Caputo kesirli fark denklemlerinin çözümlerinin salınımlılığı için yeni bir 

salınımlılık kriteri verilecektir. 

 

(      ) (   
       )         

                                            (4.1) 

 

kesirli fark denklemini 

 

                                                            (4.2) 

 

baĢlangıç koĢulu ile birlikte göz önüne alalım. Burada;  ,           arasında bir 

sabit   
    ,   „in  -ıncı dereceden Caputo fark operatörü ve    {       } ‟dır. Bu 

bölüm boyunca; 

 

           ve      reel dizi,                     ve       için     olmak 

üzere            „dır.  

 

önermesi kabul edilecektir. (4.1) denkleminin bir      çözümüne, ne ergeç pozitif ne de 

ergeç negatif ise salınımlı, aksi halde; salınımlı olmayan çözüm denir. 

 

Tanım 4.1 Bir m pozitif tamsayısı için            olmak üzere       

  ve     olsun. Bu durumda,  -inci mertebeden Caputo kesirli fark operatörü, 

 

  
                      

 

    
∑                                       

   
    (4.3) 

 

Ģeklinde tanımlanır. 

 

Lemma 4.1 Herhangi     ve    herhangi bir pozitif tamsayı olmak üzere,  

 

     
                    ∑

            

          
   
                                 (4.4) 
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eĢitliği sağlanır. Burada      üzerinde tanımlıdır. 

 

Yukarıdaki denklemde      alınırsa; 

 

     
                    ∑

    

      

   

   

                             

       ∑
    

      
   
                                                         (4.5) 

 

elde edilir. 

 

Teorem 4.1 Kabul edelim ki;       için, 

 

          ,∑
            

    
[  ∑            

    
]   

   -                         (4.6) 

 

ve 

 

         ,∑
            

    
[  ∑            

    
]   

   -                         (4.7) 

 

olsun.  Burada,   keyfi bir sabit ve  

 

     ∏            
                                                       (4.8) 

 

dir. Bu durumda, (4.1) denkleminin her      çözümü salınımlıdır. 

 

Ġspat Kabul edelim ki,     , (4.1) denkleminin salınımlı olmayan bir çözümü olsun 

öyle ki.      {               } „da hiç sıfırı bulunmasın. Bu durumda,   

     için ya          a  a          olur. 

 

Durum 1        için          olsun.     kabulünden ve (4.1) denkleminden,  
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(      ) (   
       )         

           (      )                   (4.9) 

 

olur. Buradan,   ‟nın temel özelliğini ve      ‟nin tanımı kullanılarak,  

 

 ((   
       )    )   (   

       )          
                              

                                      =  (   
       )(      )         

                 

                                                                                                                        (4.10) 

 

yazılabilir. Bu eĢitsizliğin her iki tarafının    ‟dan     „e toplamı alınırsa 

 

(   
       )     (   

        )      ∑         

   

    

   ∑         

   

    

 

 

elde edilir. Burada,   (   
        )      „dir. Böylece eĢitsizliğin her iki tarafı      

ile bölünürse  

 

  
                                         

 

    
 

 

    
 ∑            

                                       (4.11) 

 

olur. (4.11) eĢitsizliğinde     kesirli operatörü uygulanırsa 

 

                 
             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    +                          (4.12) 

 

elde edilir. (4.12) eĢitsizliğinin sol tarafına Lemma 4.1 uygulanırsa, 

 

      
                    ∑

    

      
   
                                      (4.13) 

 

bulunur. Bu eĢitsizlikte Tanım 4.1 kullanılarak, (4.12) „nin sağ tarafı düzenlenirse  

 

           *
 

    
 

 

    
 ∑         

   

    

+      
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 ∑             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    
+                  

         (4.14) 

 

olur. Buradan, (4.13) ve (4.14) birleĢtirilirse, 

 

     ∑
    

      
   
         

 

    
∑             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    
+    

        (4.15) 

 

eĢitsizliğine ulaĢılır. Bu eĢitsizliğin her iki tarafı      ile çarpılırsa 

 

                                           ∑
    

      

   

   

    

   
    

    
 ∑            *

 

    
 

 

    
 ∑         

   

    

+   

   

   

 

 

elde edilir. Buradan,      
      

        
  eĢitliği yukarıdaki eĢitsizlikte yerine yazılırsa 

eĢitsizlik  

 

                        ∑
      

              

   

   

          

   
    

    
 ∑             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    
+       

      (4.16) 

 

Ģeklini alır. Ayrıca, 

 

                           
          

        
 

     

        
          

 
            

        
                           

                                       
                                    

               
  

 
                     

                                                           (4.17) 
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olup, yukarıdaki ifadenin     için limiti alınırsa, 

 

      
                     

                                      (4.18) 

 

elde edilir. (4.18) „i kullanarak (4.16) eĢitsizliğinin     için limiti alınırsa, 

 

   
   

              
    

∑
           

        

   

   

    

  
                          

                 
      

    

    
∑            *

 

    
  

 

    
 ∑         

   

    

+    

   

   

      

                   
    

  
    

      

    

    
∑            *

 

    
 

 

    
 ∑         

   

    

+     

   

   

 

 

olur. Buradan, 

 

   
    

   {         }      

 

elde edilir. Bu da        olmasıyla çeliĢir. Dolayısıyla,      çözümü salınımlıdır. 

 

Durum 2        için        olsun .    kabulünden ve (4.1) denkleminden, 

 

        (      ) (   
       )         

           (      )                    (4.19) 

 

olur. Buradan, 

 

                                  ((   
       )    )                                              (4.20) 

 

elde edilir. Bu eĢitsizliğin her iki tarafının    ‟dan     „e toplamı alınırsa, 

 



41 

(   
       )     (   

        )      ∑         

   

    

   ∑         

   

    

 

 

elde edilir. Burada,   (   
        )      „dir. Buradan, bu eĢitsizliğin her iki tarafı 

     ‟ye bölünürse  

 

  
        

 

    
 

 

    
 ∑            

                                  (4.21) 

 

olur. Durum 1 ‟in ispatındaki yöntem benzer olarak kullanılırsa, 
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∑             *

 

    
 

 

    
 ∑            

    
+   

         (4.22) 

 

elde edilir. (4.18) „i kullanarak (4.22) „nin     için limiti alınırsa, 

 

   
   

              
    

∑
           

        

   

   

    

  

      
      

    

    
∑                                          

   

   

 

 

olur. Buradan, 

 

   
    

   {         }  
    

  
      

 

elde edilir. Bu da        olmasıyla çeliĢir. Dolayısıyla,       çözümü salınımlıdır. 

 

Örnek 4.1 
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kesirli fark denklemini göz önüne alalım. Burada         ,  (      )  
 (  

 

 
)

      
    , 

     
         

 
 Ģeklindedir. Buradan, 

 

     ∏         ∏      (
 

 
)
    

   

   

   

 

 

elde edilir. Ayrıca, 

 

     
         

 
   

 

olduğu açıktır. O halde       için 

 

∑
       (

 

 
)

    
*  ∑        

   

   

+

     

   

 ∑        
(
 

 
)
(
 

 
)
 

*  ∑
         

 
(
 

 
)
    

   

+

     

   

   

 

olur. Bu ise Teorem 4.1 deki (4.7) koĢulu ile çeliĢir. O halde verilen bu denklemin her 

çözümü salınımlı değildir. Örneğin             bu denklemin salınımlı olmayan bir 

çözümüdür. Gerçekten de, 

 

  

 

        

 

  (
 

 
)  

 (
 

 
  )

 (
 

 
   

 

 
)
 

 

 
 (

 

 
) 

 

olup  (  

 

     )    dır.             denklemde yazılırsa denklemin bir çözümü 

olduğu kolaylıkla gösterilebilir. 
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