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1 G·IR·IŞ

Geli̧sen ve de¼gi̧sen teknoloji ile birlikte mühendislik, �zik, kimya, biyoloji, genetik,

kuantum, ekonomi gibi bilim alanlar¬nda yaşanan geli̧smeler beraberinde matematik-

sel problemleri de getirmektedir. Bu problemlerin çözümü, genellikle fark denklemleri

ile yap¬lmaktad¬r. Çünkü; bu alanlarda kaŗs¬laş¬lan problemlerde ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin

sürekli olmad¬¼g¬durumlarla kaŗs¬laş¬labilir. Fark denklemi; bir veya daha çok de¼gi̧skenli

bir fonksiyonun sonlu farklar ile ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenleri aras¬ndaki cebirsel bir ba¼g¬nt¬d¬r.

Diferensiyel denklemlere benzerlik gösteren ve inceleme süreci yönünden daha yeni olan

fark denklemlerine, fonksiyonel denklemler de denir (Elaydi 2000).

Ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenin sürekli oldu¼gu durumda, y(x) ba¼g¬ml¬de¼gi̧skenin de¼gi̧simi y
0
(x),

y00(x), . . . türevleri yard¬m¬yla aç¬klanabilmektedir. Ancak, x �in ayr¬k (discrete) de¼ger-

ler almas¬durumunda de¼gi̧sim, türevler yard¬m¬yla aç¬klanamaz. Burada, içinde sonlu

farklar¬n bulundu¼gu fark denklemleri devreye girer.

Diferensiyel denklemlerde, �ziksel olaylar¬n matematiksel modeli, sürekli de¼gi̧sim oran-

lar¬ aras¬ndaki denklemler ile ifade edilebilirken; 20. yüzy¬l¬n başlar¬nda radyasyon-

daki quanta ile biyolojide görülen genetik olaylardaki geli̧smeler, tüm do¼ga olaylar¬n¬n

süreklilik terimleri ile ifade edilmeyece¼gini göstermi̧stir. Böylece fark denklemleri kul-

lan¬larak diferensiyel denklemlerde görülen süreksizlik halleri kald¬r¬lmak istenmi̧stir.

Günümüzde birçok alanda uygulanan fark denklemleri, daha çok hareket analizinde;

devreleri matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide; talep ve arz denklemlerini oluş-

turmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri aç¬klamada yayg¬n olarak

kullan¬lmaktad¬r (Tollu 2009).

Ard¬̧s¬k tekrar i̧slemi bir önceki ad¬mda bulunan de¼gerin bir sonraki ad¬mda kullan¬larak

yeni bir de¼ger elde edilmesidir. Fark denklemlerinde ise ard¬̧s¬k tekrar i̧slemleri kul-

lan¬larak istenilen bir terimin de¼geri bulunabilir. Ayr¬ca sadece kesikli (süreksiz) de¼ger-

ler kümesinde de¼gi̧sen baz¬de¼gi̧skenlere sahip problemler ard¬̧s¬k tekrar i̧slemlerinin de

yard¬m¬ ile fark denklemlerini içeren matematik modellerle ifade edilebilir. Örne¼gin,

ekonomide böyle bir de¼gi̧sken zamand¬r (Goldberg 1960).

Fark denklemleri ile zamana ba¼gl¬çeşitli do¼ga olaylar¬n¬n incelenmesinin do¼gal bir ifadesi
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olarak kaŗs¬laş¬lmaktad¬r, zamana ba¼gl¬ de¼gi̧skenlerin kullan¬ld¬¼g¬ olaylar¬n pek ço¼gu

ayr¬k (kesikli) oldu¼gundan bu tür denklemler önemli matematiksel modelleri oluştu-

rur. Daha da önemlisi, fark denklemleri, diferensiyel denklemler için ayr¬klaşt¬rma (dis-

cretization) metotlar¬n¬n incelenmesinde de kaŗs¬m¬za ç¬kar. Fark denklemleri teorisinde

elde edilen pek çok sonuç hemen hemen bunlara kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel denklemlerin

ayr¬k benzeridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi, kaŗs¬l¬k gelen diferensiyel

denklemler teorisinden daha zengindir.

Sonuç olarak, fark denklemleri teorisinin ilginç oldu¼gunu ve yak¬n gelecekte daha fazla

öneme sahip olaca¼g¬n¬söyleyebiliriz. Böylece, fark denklemleri teorisinin uygulamalar¬,

kontrol teorisinde kararl¬l¬k durumunun incelenmesinde, biyolojide canl¬ popülasyon

say¬s¬n¬n araşt¬r¬lmas¬nda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, t¬p biliminde

hücre hareketlerinin incelenmesinde ve birçok bilim dal¬nda kullan¬lmaktad¬r.

M.Ö. 450 �lerde daha aç¬k formda Pisagor �un üçgensel say¬lar çal¬̧smas¬nda; tn = tn�1+

n denklemi ve Sn = Sn�1 + n
2 tam kare say¬ denklemi fark denklemlerine katk¬lar

sa¼glam¬̧st¬r. Pisagor ayr¬ca Pell denkleminin, (x2 � 2y2 = 1)
p
2 civar¬ndaki çözümü

içinde fark denklemini kullanm¬̧st¬r.

M.S. 400-1200 y¬llar¬ aras¬matematik bilimi ad¬na sönük bir dönemdir. Avrupa�da

bu dönemde etkileyici bir çal¬̧sma olmam¬̧st¬r. Ortado¼gu �da yap¬lan çal¬̧smalarda öne

ç¬kan isim Ömer Hayyam olmuştur. Kesin olarak bilinmemekle birlikte 1000-1100 y¬llar¬

civar¬nda, Chia Hsien ve Omer Hayyam en eski fark denklemi örneklerinden olan;

bn+1;r = bn;r + bn;r�1

eşitli¼gi üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r (Lankshmikantham, Trigiante 2002).

Fark denklemlerinin kesin olarak olarak bilinmemekle birlikte bir çok kaynakta, ünlü

·Italyan matematikçi olan ve daha çok Fibonocci olarak bilinen Leonardo di Pisa taraf¬n-

dan, 1202 �de Liberabaci de yaz¬lan abaküs hakk¬ndaki bir kitab¬nda görülen ve tavşan

problemi olarak bilinen problemi, fark denklemlerinin başlang¬c¬olarak bilinir. Bu prob-

lemin çözümü olarak bilinen Fibonocci Dizisi çok ilgi çekici bir problemdir. Bu problem

aşa¼g¬daki şekilde ifade edilebilir:
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"Her yeni çift tavşan iki ayl¬k oldu¼gunda, her ay bir çift tavşan yavrulayabiliyorsa bir

y¬lda kaç çift tavşan üremi̧s olur?" Bu problem,

Aylar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Çiftler 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144

tablosu ile gösterilebilir. Burada, bu problemin matematik modellemesi yap¬l¬rsa;

y(n+ 2) = y(n+ 1) + y(n); y(0) = 1, y(1) = 2, 0 � n � 10

şeklinde ikinci mertebeden bir fark denklemi ortaya ç¬kar.

18. yy �da temel lineer fark denklemleri teorisini geli̧stiren matematikçiler Moivre, Euler,

Lagrange, Laplace, Simson, Cotes olmuştur. Yine bu dönemde, Riccati�nin çal¬̧smalar¬

olmuştur.

x(n+ 1) =
a+ bx(n)

c+ dx(n)

denklemi Riccati fark denklemi olarak bilinir. 1755�te Euler�in �Institutiones Calculi

Di¤erentials� eseri sonlu fark hesaplamas¬ile başlamaktad¬r. Kitapta; Euler�in sonlu

fark için ��" sembolünü kulland¬¼g¬görülmektedir. Bu da k¬saca�y(n) = y(n+1)�y(n)

eşitli¼gini yazma kolayl¬¼g¬n¬getirmi̧stir.

Diferensiyel denklemler iki yüz y¬l¬aşan bir sürede incelendi¼gi halde, fark denklemleri

yüzy¬ll¬k bir inceleme sürecinde sistematik hale gelmi̧stir.

Sonlu fark i̧slemleri ilk olarak, Newton ile yay¬lmaya başlam¬̧st¬r. Daha sonra Laplace,

fark denklemi üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. 1825 y¬l¬ndan önce do¼grusal fark denklemleri konusu

ele al¬nmamas¬na ra¼gmen, 1885 y¬l¬nda Poincaré ile do¼grusal fark denklem teorisine gir-

ilmi̧stir. Lagrange, do¼grusal diferensiyel denklemin sabit katsay¬l¬olmas¬durumunda

çözümünü elde ederken, Guichard 1887�de denklemin ikinci taraf¬ndaki fonksiyonun

polinom olmas¬ durumundaki çözümünü incelemi̧stir. Gelgrun ise bu tür denklem-

lerin, asimptotik çözümleri üzerine çal¬̧sm¬̧s, Birkho¤ ve Carmichael ise bu çal¬̧smalar¬

geni̧sletmi̧slerdir (Çatal, 2004).

Liouville ve Sturm, ikinci mertebeden selfadjoint do¼grusal diferensiyel operatörünün

üzerinde çal¬̧smalar yapm¬̧s ve kendi isimleri ile an¬lan; Sturm-Liouville fark denklem-

lerinin çözümünü ifade etmi̧slerdir. March Artznouni, de¼gi̧sken katsay¬l¬do¼grusal fark

denkleminin asimptotik üstel çözümlerinin özelliklerini geli̧stirmi̧stir. Popenda ise ikinci
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mertebeden fark denkleminin sal¬n¬ml¬ve sal¬n¬ms¬z durumlar¬ndaki teoremleri geli̧stir-

mi̧s ve çözümleri için baz¬at¬�arda bulunmuştur. Kaczorek, n -inci mertebeden ho-

mojen olmayan de¼gi̧sken katsay¬l¬do¼grusal fark denkleminin aç¬k formdaki çözümlerini

vermi̧stir.

1850 �li y¬llardan sonra, herhangi bir canl¬türünün gelecekteki durumuyla ilgili tahmin-

ler yap¬l¬rken, bu türün ço¼galmas¬n¬etkileyebilecek tüm iç, d¬̧s ve çevresel faktörlerin göz

önüne al¬nmas¬gerekli oldu¼gundan fark denklemlerinden yararlan¬lmaya başlanm¬̧st¬r.

1900 �lerde, ard¬̧s¬k denklemler baz¬matematiksel mucizeler oluşturmaya başlam¬̧st¬r.

Bunlar; düzlem doldurma e¼grileri ya da fraktallarla başlar. Bu e¼griler, hiçbir boşluk

b¬rakmadan düzlem dolduran e¼grilerdir. Bunun gibi e¼griler ilk olarak 1890 y¬l¬nda Peano

taraf¬ndan keşfedilmi̧stir. Fark denklemlerini düzlem doldurma e¼grileri ile kullanan

di¼ger matematikçiler; Hilbert ve Van Koch olmuştur. Düzlem doldurma e¼grilerinin ve

fraktallar¬n birçok uygulamas¬vard¬r. Bunlardan biri de adi diferansiyel denklemlerin

yaklaş¬k çözümleri için kapal¬ ve aç¬k yinelemeli yöntemler ailesinin önemli bir türü

olan Runge-Kutta yöntemidir. Böylece, art¬k fark denklemleri kullan¬larak diferensiyel

denklemlerin, nümerik çözüm yöntemlerine geçilmi̧stir.

Bu araşt¬rmalar, matematikçileri dinamik sistemler üzerinde yeni keşi�er yapmaya yönelt-

mi̧stir. Sonras¬nda ise elde edilen sonuçlar ekonomiden t¬pa birçok alanda uygulama

alan¬bulmaya başlam¬̧st¬r.

Diferensiyel ve fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬, bir çok araşt¬rmac¬n¬n ilgisini çek-

mi̧stir. Son y¬llarda gecikmeli diferensiyel denklemler ve fark denklemlerinin sal¬n¬ml¬

ve sal¬n¬ms¬z çözümleri ile ilgili birçok çal¬̧sma yap¬lmaktad¬r.

Yüksek mertebeden bir fark denklemi; (p(n))n�0 negatif olmayan reel say¬ dizisi ve

(�(n))n�0 tamsay¬lar dizisi olmak üzere

�mx(n) + p(n)x(�(n) = 0; n = 0; 1; :::: (1.1)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. Burada �; �x(n) = x(n + 1) � x(n) şeklinde tan¬ml¬ ileri fark

operatörüdür ve

�(n) � n� 1 ve lim
n!1

�(n) =1, n = 0; 1; 2; ::: (1.2)
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dir. Burada tan¬mlanan (1.1) denkleminin çözümü,

r = �min �(n)

pozitif bir tamsay¬olmak üzere (1.1) denklemini sa¼glayan fx(n)gn��r dizisidir.

E¼ger, (x(n)) dizisinin terimleri ne ergeç pozitif ne de ergeç negatif ise (1.1) fark denklem-

inin fx(n)gn��r çözümü sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi takdirde çözüme, sal¬n¬ml¬olmayan

çözüm denir.

E¼ger m = 1 ise (1.1) denklemi,

�x(n) + p(n)x(�(n)) = 0; n = 0; 1; :::: (1.3)

şeklinde yaz¬labilir. Özel olarak l > 0 için �(n) = n � l olmak üzere (1.3) denklemi

yeniden düzenlenirse

�x(n) + p(n)x(n� l) = 0 (1.4)

elde edilir. L. H. Erbe ve B. G. Zhang, 1989 �da yapt¬klar¬çal¬̧smada,

lim inf
n!1

p(n) >
ll

(l + 1)l+1
(1.5)

ve

lim sup
n!1

nX
j=n�l

p(j) > 1 (1.6)

şartlar¬ndan herhangi birinin sa¼glanmas¬n¬n (1.4) denkleminin her çözümünün sal¬n¬m-

l¬l¬¼g¬için yeter şart oldu¼gunu göstermi̧slerdir.

Yine, 1989 �da G. Ladas, Ch. G. Philos ve Y. G. S�cas

lim inf
n!1

"
1

l

nX
j=n�l

p(j)

#
>

ll

(l + 1)l+1
(1.7)

şart¬alt¬nda (1.4)denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬oldu¼gunu ispatlam¬̧st¬r.

1991 �de Ch. G. Philos, (1.7) sal¬n¬ml¬l¬k şart¬n¬daha da genelleştirerek, e¼ger (�(n))n�0

artan ise,

lim inf
n!1

"
1

n� �(n)

nX
j=n�l

p(j)

#
> lim sup

n!1

(n� �(n))n��(n)

(n� �(n) + 1)n��(n)+1
(1.8)
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şart¬n¬n (1.3) denkleminin tüm çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬için bir yeter şart oldu¼gunu

göstermi̧stir.

B. G. Zhang ve C. J. Tian, 1998 y¬l¬ndaki çal¬̧smalar¬nda, (�(n)) azalmayan bir dizi ise

lim
n!1

(n� �(n)) =1 (1.9)

ve

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) >
1

e
(1.10)

şart¬alt¬nda (1.3) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬oldu¼gunu ispatlam¬̧slard¬r.

Daha sonra, 1998 �de, yine B. G. Zhang ve C. J. Tian yapt¬klar¬çal¬̧smada (�(n)) �nin

azalmayan veya monoton olmamas¬durumunda,

lim sup
n!1

p(n) > 0 (1.11)

ve (1.10) şartlar¬sa¼glan¬yorsa (1.3) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬oldu¼gunu elde

etmi̧slerdir.

2008 �de ise G. E. Chatzarakis, R. Koplatadze ve I. P. Stavroulakis , (�(n)) azalmayan

veya monoton olmayan bir dizi, h(n) = maxs�n �(n) ve

lim sup
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) > 1 (1.12)

eşitsizli¼gi sa¼gland¬¼g¬nda, (1.3) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬ olaca¼g¬n¬belirt-

mi̧slerdir.

Yine ayn¬y¬l yapt¬klar¬farkl¬bir çal¬̧smada, (�(n)) azalmayan veya monoton olmayan

bir dizi, h(n) = maxs�n �(n);

lim sup
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) <1 (1.13)

ve (1.10) sa¼glan¬yorsa, (1.3) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬ oldu¼gunu göster-

mi̧slerdir.

W. Yan, Q. Meng , J. Yan �¬n 2006 y¬l¬nda yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬nda ise (�(n)) azalmayan

bir dizi olmak üzere

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) > 0 (1.14)
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ve

lim inf
n!1

p(j)
(j � �(j))j��(j)

(j � �(j) + 1)j��(j)+1
> 1 (1.15)

şartlar¬sa¼glan¬yorsa, (1.3) denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬oldu¼gu ispatlam¬̧slard¬r.

Yukar¬da yap¬lan çal¬̧smalar¬n ¬̧s¬¼g¬alt¬nda haz¬rlanan bu yüksek lisans tezi, beş bölüm-

den oluşmaktad¬r.

Birinci bölüm, giri̧s bölümü olup, literatürde bulunan çal¬̧smalara de¼ginilmi̧stir. ·Ik-

inci bölümde, konunun temelini oluşturan baz¬tan¬m ve kavramlar verilmi̧stir. Üçüncü

bölümde, birinci mertebeden fark denklemleri için daha önce verilen sal¬n¬ml¬l¬k kriter-

leri üzerinde durulmuştur. Dördüncü ve beşinci bölümlerde ise yüksek mertebeden fark

denklemleri için verilen sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri sunulmuştur.
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2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu bölümde, tezde ihtiyaç duyulacak olan, bilinen baz¬tan¬m, teorem ve lemmalar ver-

ilecektir. ·Ilk olarak; fark analizi ve fark denklemleri tan¬t¬lacak ve daha sonra fark den-

klemlerinin çözümleri hakk¬nda bilgiler verilecektir. Son olarak ise fark denklemlerinin

çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬hakk¬nda bilinen baz¬tan¬m ve teoremler hat¬rlat¬lacakt¬r.

2.1 Fark Analizi ve Genel Tan¬mlar

Tan¬m 2.1.1 n 2 N olmak üzere xn fonksiyonu için kayd¬rma (öteleme) operatörü

Exn = xn+1

ve ileri fark operatörü

�xn = xn+1 � xn

şeklinde tan¬mlan¬r (Goldberg 1958, Elaydi 1999 ve Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.2 n 2 N olmak üzere xn, N üzerinde tan¬ml¬reel (veya kompleks) de¼gerli

bir fonksiyon olsun.

xn; xn+1; ::::xn+k (2.1)

ifadelerini kapsayan bir ba¼g¬nt¬ya k -¬nc¬mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal

2000).

Tan¬m 2.1.3 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en büyük indis ile en küçük

indis aras¬ndaki fark olarak tan¬mlan¬r. Örne¼gin, xn+4 + 3xn+3 � xn+2 = 0 denklemi

ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.4 E¼ger (2.1) fark denklemi,

kX
i=0

ainxn+i = bn (2.2)

şeklinde verilirse, k -¬nc¬mertebeden (2.1) fark denklemine lineerdir denir.

E¼ger en az bir n 2 N için bn s¬f¬rdan farkl¬ ise, bu durumda (2.2) fark denklemine

homojen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).
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E¼ger (2.1) fark denklemi,
kX
i=0

ainxn+i = 0 (2.3)

şeklinde verilirse (2.3) fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

Tan¬m 2.1.5 Fark denklemlerinde, bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli ve gecikmeksiz

terimlerinin en yüksek mertebeden fark¬n¬ içeren denklemlere nötral (neutral) tipten

fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.6 n 2 N olmak üzere k -¬nc¬mertebeden

xn+k + p1xn+k + :::+ pknxn = 0 (2.4)

fark denklemine lineer homojen fark denklemi denir. E¼ger denklem

xn+k + p1xn+k + :::+ pknxn = gn (2.5)

şeklinde ise bu denklem homojen olmayan lineer fark denklemi olarak adland¬r¬l¬r. Bu-

rada; pin ve gn, n � n0 için tan¬ml¬reel de¼gerli fonksiyonlar ve n � n0 için pkn 6= 0

d¬r.(Agarwal 2000).

Tan¬m 2.1.7 E¼ger n � n0 için,

a1f1n + a2f2n + :::+ arfrn = 0 (2.6)

olacak şekilde hepsi birden s¬f¬r olmayan a1,a2;:::;ar sabitleri var ise n � n0 için f1n; f2n; :::; frn
fonksiyonlar¬na lineer ba¼g¬ml¬d¬r denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham and Trigiante

1988).

Tan¬m 2.1.8 (2.4) denkleminin k tane lineer ba¼g¬ms¬z çözümlerinin kümesine, temel

çözümler kümesi denir (Elaydi 1999, Lankshmikantham and Trigiante 1988).

Tan¬m 2.1.9 fx1n; x2n; :::; xkng (2:5) fark denkleminin temel çözümler kümesi olsun.

Bu durumda ai �ler key� sabitler olmak üzere (2.4) fark denkleminin genel çözümü

kX
i=1

aixin (2.7)

ile verilir (Elaydi 1999).
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Tan¬m 2.1.10 k -¬nc¬mertebeden,

x(n+ k) + p1x(n+ k � 1) + :::+ pk = 0 (2.8)

fark denklemini ele alal¬m. Burada pi �ler sabit ve pk 6= 0 d¬r. (2.8) denkleminden �n �i

çözüm kabul edip denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

�k + pi�
k�1 + :::+ pk = 0 (2.9)

denklemi elde edilir. Bu denkleme, (2.8) fark denkleminin karakteristik denklemi ve �

�lara ise (2.9) denkleminin karakteristik kökleri denir. (2.8) fark denkleminin çözümü

için, karakteristik denklemin köklerine ba¼gl¬olarak üç durum söz konusudur:

1. Durum: (2.9) karakteristik denkleminin �1;�2;:::;�k kökleri reel ve birbirinden farkl¬

ise, bu durumda f�n1 ; �n2 ; :::; �nkg ifadesi (2.8) fark denkleminin temel çözümler kümesi

olur ve (2.8) fark denkleminin genel çözümü, ai ler key� sabitler olmak üzere

x(n) =
kX
i=1

ai�
n
i (2.10)

şeklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

2. Durum: (2.9) karakteristik denkleminin �1; �2;:::; �k kökleri reel ve s¬ras¬yla

m1;m2; :::;mk katl¬ise (2.8) denklemini

(E � �1)m1(E � �2)m2 :::(E � �k)mkxn = 0 (2.11)

şeklinde yazabiliriz. (E � �i)mi = 0; 1 � i � r denkleminin temel çözümler kümesi

Gi = f�ni ; n�ni ; :::; nmi�1�ni g oldu¼gundan (2.11) �in temel çözümler kümesi G =
r[
i=1

Gi

olur ve (2.11) �in genel çözümü

x(n) =
rX
i=1

�ni (ai0 + ai1n+ ai2n2 + :::+ aimi�1n
mi�1) (2.12)

şekilinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

3. Durum: (2.9) karakteristik denklemi �1 = � + i�, �2 = a� i� kompleks köklerine

ve �3 6= �4 6= ::: 6= �k şeklindeki reel köklere sahip olsun. Bu durumda genel çözüm,

x(n) = c1(a+ i�)
n + c2(a� i�)n + c3(�3)n + c4(�4)n + :::+ ck(�k)n (2.13)
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şeklinde olur.

Burada; � = r:cos� , � = r:sin�, r = �2 + �2 , � = tan
�1(�

�
) olmak üzere

x(n) = rn[a1cos(n�) + a2sin(n�)] + c3(�3)
n + c4(�4)

n + :::+ ck(�k)
n (2.14)

olur ve (2.14) �de A =
p
a21 + a

2
2, a1 = c1 + c2, a2 = i(c1 � c2); w = tan�1(��)

x(n) = Arncos(n� � w) + c3(�3)n + c4(�4)n + :::+ ck(�k)n (2.15)

şeklinde yaz¬l¬r (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Örne¼gin; x(n + 3) � 4x(n + 2) + 5x(n + 1) � 2x(n) = 0 fark denklemi gözönüne al¬n-

s¬n. Burada; başlang¬ç de¼gerleri x(0) = 0, x(1) = 1 şeklinde verilen başlang¬ç de¼ger

probleminin çözümünü inceleyelim:

Bu denklemin karakteristik denklemi,

�3 � 4�2 + 5�� 2 = 0

şeklinde olup karakteristik denklemin kökleri;

(�� 1)2(�� 2) = 0

�1 = �2 = 1 ve �3 = 2 �dir. Bu durumda, denklemin genel çözümü,

x(n) = (a0 + na1)1
n + b12

n

şeklinde yaz¬labilir. Verilen başlang¬ç şartlar¬ denklemde yerine yaz¬l¬rsa; a0 = �1
2
,

a1 =
1
2
, b1 = 1

2
bulunur. Böylece problemin çözümü

x(n) =
1

2
(�1 + n+ 2n)

olur.

Tan¬m 2.1.11 8 2 n � n0 için pnk 6= 0 olmak üzere k -¬nc¬mertebeden lineer homojen

olmayan

x(n+ k) + p1x(n+ k � 1) + :::+ pknx(n) = g(n) (2.16)

fark denkleminin homojen çözümü x(cn) ve homojen olmayan k¬sm¬n¬n çözümü x(pn)

olmak üzere, (2.16) fark denkleminin genel çözümü x(n) = x(cn) + x(pn) şeklindedir.
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Teorem 2.1.1 (2.16) fark denkleminin genel çözümü

x(n) = x(pn) +
kX
i=1

aix(in)

dir. Burada; fx(1n); x(2n); :::; x(kn)g kümesi (2.16) fark denkleminin homojen k¬sm¬n¬n

temel çözümler kümesidir (Elaydi 1999).

Tan¬m 2.1.12 E¼ger her pozitif n tamsay¬s¬ve n � n0 için xnxn+1 � 0 şart¬n¬sa¼glayan

xn aşikar olmayan çözümüne s¬f¬r etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir. Aksi halde, xn çözümüne

sal¬n¬ml¬olmayan çözüm denir. Başka bir şekilde ifade edersek, e¼ger bir xn çözümü belli

bir yerden (n de¼gerinden itibaren) sonra sadece pozitif veya sadece negatif de¼gilse s¬f¬r

etraf¬nda sal¬n¬ml¬d¬r denir (Agarwal 2000, Gyori and Ladas 1991 ve Elaydi 1999).

Tan¬m 2.1.13 k -¬nc¬mertebeden bir fark denklem sisteminin bir fxngçözümü -

xn =
�
x1n; x

2
n; :::; x

k
n

�T
olsun. E¼ger her bir fxing bileşeni sal¬n¬ml¬ ise fxngçözümüne

sal¬n¬ml¬d¬r denir. Di¼ger durumda, yani; bir fxing bileşeni belli bir yerden sonra pozitif

veya negatif ise fxng çözümüne sal¬n¬ml¬olmayan bir çözüm denir. Burada n = 0; 1; 2; :::

için xn 2 Rr �dir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.2 k; l 2 N ve j = �k; :::; l için pj 2 R olmak üzere

x(n+ 1)� x(n) +
lX

j=�k

x(n+ j) = 0; n = 0; 1; 2; ::: (2.17)

fark denklemi göz önüne al¬ns¬n. Bu durumda aşa¼g¬daki durumlar birbirine denktir.

(i) (2.16) fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r

(ii)(2.16) fark denkleminin

�� 1 +
lX

j=�k

pj�j = 0

karakteristik denkleminin pozitif kökü yoktur (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.3 p 2 R ve k 2 Z için

x(n+ 1)� x(n) + px(n� k) = 0 (2.18)

şeklindeki (k + 1) -inci mertebebeden otonom fark denklemi göz önüne al¬ns¬n. Bu

durumda (2.18) fark denkleminin her çözümünün sal¬n¬ml¬olmas¬için gerek ve yeter

şart
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(i) k = �1 ise p � �1;

(ii) k = 0 ise p � 1;

(ii) k 2 f:::� 3;�2g [ f1; 2; :::g ise p > kk

(k+1)k+1

ifadelerinden herhangi birinin sa¼glanmas¬d¬r (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.4 fqng bir pozitif reel say¬dizisi ve l pozitif bir tam say¬olmak üzere

lim inf
n!1

n�1X
s=n�l

q(s) >

�
l

l + 1

�l+1
şart¬sa¼glan¬yorsa,

�v(n) + q(n)v(n+ 1) � 0 (2.19)

denklemi bir pozitif çözüme sahip de¼gildir (Thandapani, Arul and Raja 2002).

Teorem 2.1.5 fqng bir pozitif reel say¬dizisi ve k pozitif bir tam say¬olmak üzere

lim inf
n!1

1

k

n�1X
i=n�k

p(i) > (
k

k + 1
)k+1

ise

A(n+ 1)� A(n) + p(n)A(n� k) = 0; n = 0; 1; 2; (2.20)

fark denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (Ladas, Philos and S�cas 1986).

Teorem 2.1.6 0 � p � 1 ve 0 � a � 1 olsun. Bu durumda n = 0; 1; 2; : : : için

�(x (n)� px(n� 1)) + q(n)xa(n� k) = 0 (2.21)

denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r (Zhang 2002).

Lemma 2.1.1 1 � m � n�1 ve N(a) = fa; a+1; a+2; :::g üzerinde bir u(k) fonksiyonu

tan¬ml¬olsun. Bu durumda

(i) lim inf
k!1

�nu(k) > 0 ise, 1 � i � m� 1 olmak üzere lim
k!1

�iu(k) =1 �dur.

(ii) lim sup
k!1

�nu(k)<0 ise, 1 � i � m� 1 olmak üzere lim
k!1

�iu(k) = �1 �dur.

(Agarwal 2000).

·Ispat: ·Ilk olarak birinci durumu göz önüne alal¬m. Yani, lim inf
k!1

�nu(k) > 0 olsun.

Bu durumda, her k 2 N(k1) için �iu(k) � c > 0 olacak şekilde yeterince büyük bir

k1 2 N(a) vard¬r. Buradan,

�mu(l) = �(�m�1u(l))
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�mu(l) = �m�1u(l + 1)��m�1u(l)

denkleminin her iki taraf¬k1 �den k � 1 toplan¬rsa,

k�1X
l=k1

�mu(l) =
k�1X
l=k1

�
�m�1u(l + 1)��m�1u(l)

�
elde edilir. Sa¼g tarafta ki toplam aç¬l¬rsa,

k�1X
l=k1

�mu(l) = �m�1u(k)��m�1u(k � 1) + �m�1u(k � 1)��m�1u(k � 2)

+:::+�m�1u(k1 + 1)��m�1u(k1)
k�1X
l=k1

�mu(l) = �m�1u(k)��m�1u(k1)

olur. Burada, �m�1u(k) ifadesi yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

�m�1u(k) =
k�1X
l=k1

�iu(l) + �m�1u(k1) (2.22)

elde edilir. ·Ispat¬n baş¬nda kabul edilen �iu(k) � c > 0 eşitsizli¼ginin her iki taraf¬k1
�den k � 1 �e toplan¬rsa,

k�1X
l=k1

�iu(k) �
k�1X
l=k1

c

k�1X
l=k1

�iu(k) � c(k � k1) (2.23)

bulunur. Bulunan (2.23) eşitsizli¼gi (2.22) eşitli¼ginde yerine yaz¬l¬rsa,

�m�1u(k) � c(k � k1) + �m�1u(k1)

elde edilmi̧s olur. k !1 için limit al¬n¬rsa,

lim
k!1

�m�1u(k) � lim
k!1

�
c(k � k1) + �m�1u(k1)

�
lim
k!1

�m�1u(k) = 1

olur ki i = m�1 için ispat tamamlanm¬̧s olur. lim
k!1

�m�1u(k) =1 oluyorsa lim inf
k!1

�m�1u(k) >

0 �d¬r. Yukar¬daki ad¬mlar küçültülerek devam edilirse lim
k!1

�m�2u(k) = 1 elde edilir.

Bu ad¬mlar ard¬̧s¬k olarak tekrarland¬¼g¬nda (i) ifadesi ispatlanm¬̧s olur.
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(ii) Şimdi ise lim sup
k!1

�nu(k) < 0 olsun. Bu durumda, her k 2 N(k2) için�iu(k) � c < 0

olacak şekilde yeterince büyük k2 2 N(a) vard¬r. Birinci durumda oldu¼gu gibi

�mu(l) = �(�m�1u(l))

�mu(l) = �m�1u(l + 1)��m�1u(l)

eşitli¼ginin her iki taraf¬k1 den k � 1 �e toplan¬rsa,
k�1X
l=k1

�mu(l) =
k�1X
l=k1

�
�m�1u(l + 1)��m�1u(l)

�
elde edilir. Buradan, sa¼g taraf¬n toplam¬aç¬l¬rsa,

k�1X
l=k1

�mu(l) = �m�1u(k)��m�1u(k � 1) + �m�1u(k � 1)��m�1u(k � 2)

+:::+�m�1u(k1 + 1)��m�1u(k1)
k�1X
l=k1

�mu(l) = �m�1u(k)��m�1u(k1)

elde edilir. Bu son eşitlikte �m�1u(k) ifadesi yaln¬z b¬rak¬l¬rsa,

�m�1u(k) =
k�1X
l=k1

�mu(l) + �m�1u(k1) (2.24)

bulunur. ·Ispat¬n baş¬nda kabul edilen �iu(k) � c < 0 eşitsizli¼ginin her iki taraf¬k1

�den k � 1 �e toplan¬rsa,
k�1X
l=k1

�iu(k) �
k�1X
l=k1

c

k�1X
l=k1

�iu(k) � c(k � k1) (2.25)

elde edilir. (2.25) eşitsizli¼gi (2.24) �de yerine yaz¬l¬rsa,

�m�1u(k) � c(k � k1) + �m�1u(k1)

olur. k !1 için limit al¬n¬rsa,

lim
k!1

�m�1u(k) � lim
k!1

�
c(k � k1) + �m�1u(k1)

�
lim
k!1

�m�1u(k) = �1
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elde edilir. Bu durumda, i = m � 1 için ispat tamamlanm¬̧s olur. Bu durumda,

�m�1u(k) = 1 oluyorsa lim sup
k!1

�m�1u(k) < 0 eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Yukar¬daki ad¬mlar

küçültülerek devam edilirse lim
k!1

�m�2u(k) = �1 elde edilir. Bu ad¬mlar ard¬̧s¬k olarak

tekrarland¬¼g¬nda, (ii) ifadesi ispatlanm¬̧s olur.
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3 B·IR·INC·I MERTEBEDEN FARK DENKLEM-

LER·IN·IN SALINIMLILI¼GI

Bu bölümde, n = 0; 1; 2; ::: için (p(n))n�0 negatif olmayan bir reel say¬dizisi ve

�(n) � n� 1 ve lim
n!1

�(n) =1, n = 0; 1; 2; ::: (3.1)

olacak şekilde azalmayan veya monoton olmayan bir (�(n))n�0 tamsay¬dizisi olmak

üzere,

�x(n) + p(n)x(�(n)) = 0 (3.2)

şeklinde tan¬mlanan birinci mertebeden fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬

üzerinde durulacakt¬r. Bu bölümde temel kaynak olarak, Öcalan (2016) al¬nm¬̧st¬r.

Bu çal¬̧sma boyunca,

h(n) = max
s�n

�(n); n � 0 (3.3)

olarak kabul edilecektir. Burada, her n � 0 için h(n) azalmayan ve h(n) � �(n) oldu¼gu

aç¬kt¬r. Ayr¬ca, �(n) azalmayan ise n � 0 için h(n) = �(n) �dir.

Şimdi,

k(n) =

�
n� �(n) + 1
n� �(n)

�n��(n)+1
; n � 1 (3.4)

tan¬mlanm¬̧s olsun. �(n) � n� 1 ifadesinden,

k(n) �
�
n� (n� 1) + 1
n� (n� 1)

�n�(n�1)+1
k(n) �

�
n� n+ 1 + 1
n� n+ 1)

�n�n+1+1
k(n) � 4

k(n) � 4 bulunur. Yine, lim
n!1

�(n) =1, n = 0; 1; 2; ::: oldu¼gundan,

lim
�(n)!�1

k(n) = lim
�(n)!�1

�
n� �(n) + 1
n� �(n)

�n��(n)+1
yaz¬labilir. Limit hesapland¬¼g¬nda 1

1 belirsizli¼gi görülür. Buradan,

lim
�(n)!�1

�
n� �(n) + 1
n� �(n)

�n��(n)+1
= p
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yaz¬l¬p her iki taraf¬n logaritmas¬al¬n¬rsa,

ln

"
lim

�(n)!�1

�
n� �(n) + 1
n� �(n)

�n��(n)+1#
= ln b

lim
�(n)!�1

(n� �(n) + 1) ln
�
n� �(n) + 1
n� �(n)

�
= ln b

elde edilir. (n � �(n) + 1) ! 1 için
�
n��(n)+1
n��(n)

�
! 0 olur. Yani; 11 belirsizli¼gi 1:0

belirsizli¼gine dönüşür. Bunu çözmek için ise

lim
�(n)!�1

ln
�
n��(n)+1
n��(n)

�
1

(n��(n)+1)
= ln b

yaz¬l¬r ve n��(n)+1
n��(n) = u al¬n¬p L�Hospital kural¬uygulan¬rsa;

lim
�(n)!�1

n� �(n) + 1
n� �(n) = 1

elde edilir. Buradan,

lim
�(n)!�1

n� �(n) + 1
n� �(n) = 1 = ln b

b = e

olur ki e � k(n) sonucuna ulaş¬l¬r. O halde, e � k(n) � 4 oldu¼gu aç¬kça görülür.

Lemma 3.1 Kabul edelimki; p(n) � 0 ve (3.1) sa¼glans¬n. Bu durumda, k(n), (3.4)

deki şekilde tan¬mlanmak üzere.

m = lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) = lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

p(j)k(j) (3.5)

elde edilir.

·Ispat: h(n) azalmayan ve her n � 0 için h(n) � �(n) oldu¼gundan

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) �
n�1X
j=h(n)

p(j)k(j)

elde edilir. Bu nedenle,

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) � lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

p(j)k(j)
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yaz¬labilir. Kabul edelim ki; (3.5) şart¬sa¼glanmas¬n. Bu durumda, öyle bir m0 � 0 ve

l!1 için nl !1 olacak şekilde bir fnlg dizisi vard¬r öyleki;

lim
l!1

nl�1X
j=h(nl)

p(j)k(j) � m0 < m

olur. h(nl) := max
s�nl

�(s) tan¬m¬ndan h(n0l) = � (nl) olacak şekilde bir n
0
l � nl vard¬r. Bu

durumda,
nl�1X
j=h(nl)

p(j)k(j) =

nl�1X
j=�(n

0
l)

p(j)k(j) �
n0l�1X
j=�(n

0
l)

p(j)k(j)

yaz¬labilir. 8<:
n0l�1X
j=h(nl)

p(j)k(j)

9=;
1

l=1

dizisi s¬n¬rl¬bir dizi oldu¼gundan yak¬nsak bir alt diziye sahiptir. O halde, t!1 için

n
0
lt
�1X

j=�(n0
lt
)

p(j)k(j)! c � m0 < m

olur ki, bu da

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) � m0 < m

olmas¬n¬gerektirir. Bu ifade, (3.5) ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlanm¬̧s olur.

Lemma 3.2 Kabul edelim ki, (p(n)) negatif olmayan bir reel say¬dizisi ve

lim inf
n!1

n�1X
i=n�k

p(i) > M (3.6)

olacak şekilde bir M > O say¬s¬var olsun. E¼ger x(n),

�x(n) + p(n)x(n� k) � 0 (3.7)

denkleminin bir pozitif bir çözümü ise yeterince büyük her n için öyle bir n� tamsay¬s¬

vard¬rki n� k � n� � n� 1 için

x(n� � k)
x(n�)

�
�
2

M

�2
dir.
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·Ispat: x(n), (3.7) eşitsizli¼ginin bir pozitif çözümü olsun.(3.6) �dan büyük n � n0 için
n�1X
i=n�k

p(i) > M

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r. Böylece, n � n + k için n � k � n� � n � 1 olacak şekilde bir n�

vard¬r öyle ki,
n�X

i=n�k

p(i) � M

2
ve

n�1X
i=n�

p(i) � M

2
(3.8)

eşitsizlikleri yaz¬labilir. (3.7) �den (x(n)) azalan oldu¼gundan

x(n� k)� x(n� + 1) =
n�X

i=n�k

(x(i)� x(i+ 1))

�
n�X

i=n�k

p(i)x(i� k)

�
 

n�X
i=n�k

p(i)

!
x(n� � k)

� M

2
x(n� � k) (3.9)

ve

x(n�)� x(n+ 1) =
nX

i=n�

(x(i)� x(i+ 1))

�
nX

i=n�

p(i)x(i� k)

�
 

nX
i=n�

p(i)

!
x(n� k)

� M

2
x(n� k) (3.10)

elde edilir. (3.9) ve (3.10) eşitsizlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

x(n�) � M

2
x(n� k) � M

2

M

2
x(n� � k)

x(n�) �
�
M

2

�2
x(n� � k)

x(n�)

x(n� � k) �
�
M

2

�2
x(n� � k)
x(n�)

�
�
2

M

�2
20



elde edilir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.1 Kabul edelimki (3.1) sa¼glans¬n ve ergeç p(n) � 0 olsun. Di¼ger taraftan;

k(n), (3.4) deki şekilde tan¬ml¬olmak üzere,

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) > 1 (3.11)

eşitsizli¼gi sa¼glans¬n. Bu durumda, (3.2) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için, (x(n)) �nin (3.2) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü oldu¼gunu

kabul edelim. n1 � �k bir tamsay¬olsun öyleki her n � n1 için x(n); x(�(n)) > 0

sa¼glans¬n. Buradan, (3.2) denkleminden

�x(n) + p(n)x(�(n)) = 0

�x(n) = �p(n)x(�(n))

�x(n) � p(n)x(�(n))

olur ki; bu durumda (x(n)) artmayan bir dizidir.

Genelli¼gi bozmaks¬z¬n, Lemma 3.1 �den kabul edelim ki, (�(n)) azalmayan olsun. Böylece

(3.11) dan bir n � n0 ve yeterince küçük bir pozitif "0 say¬s¬vard¬r öyleki;

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) � (1 + "0) = d > 1

yaz¬labilir. Lemma 3.2 �den tüm büyük n �ler için

x (� (n))

x (n)
� dk (3.12)

eşitsizli¼gi yaz¬labilir. Di¼ger tarafdan (3.11) �den

4
nX

j=�(n)

p(j) �
nX

j=�(n)

p(j)k(j) �
n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) � d � 1 (3.13)

elde edilir. Tüm büyük n �ler ve (3.13) �den

4
n�X

j=�(n)

p(j) � d

2
ve 4

nX
j=n�

p(j) � d

2
(3.14)
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olacak şekilde bir n� 2 (�(n); n) vard¬r. (�(n)) azalmayan ve (x(n)) artmayan oldu¼gun-

dan, (3.2) denklemi �(n) �den n� �a toplan¬rsa,.

n�X
j=�(n)

(�x(j) + p(j)x(�(j))) =
n�X

j=�(n)

0

n�X
j=�(n)

�x(n) +

n�X
j=�(n)

p(j)x(�(j)) = 0

x(n� + 1)� x(�(n)) +
n�X

j=�(n)

p(j)x (�(j)) = 0 (3.15)

elde edilir. Ayn¬zamanda, (3.2) denklemi n� �dan n �ye toplan¬rsa,

nX
j=n�

(�x(j) + p(j)x(�(j))) =

nX
j=n�

0

nX
j=n�

�x(j) +
nX

j=n�
p(j)x(�(j)) = 0

x(n+ 1)� x(n�) +
nX

j=n�

p(j)x (�(j)) = 0 (3.16)

bulunur. (3.15) ve (3.16) �de ilk terimler ihmal edilirse ve (3.13) eşitsizli¼gi kullan¬l¬rsa,

�x(�(n)) + x(�(n�))d
8
� 0

x(�(n�))
d

8
� x(�(n))

ve

�x(n�) + x(�(n))d
8
� 0

x(�(n))
d

8
� x(�(n�))

elde edilir. Buradan,

x(n�) � x(�(n))d
8
� x(�(n�))

�
d

8

�2
olur ve böylece

x(�(n�))

x(n�)
�
�
8

d

�2
yaz¬labilir. Bu, (3.12) ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlanm¬̧s olur.

Örnek 3.1

�x(n) +
1

e
x(n� 1) = 0; n = 0; 1; 2; :: (3.17)
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denklemi gözönüne al¬ns¬n. Burada; p(n) = 1
e
ve �(n) = n� 1 olur. Buradan,

lim inf
n!1

n�1X
i=n�1

p(j) =
1

e

olaca¼g¬aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla; daha önce verilen sal¬n¬ml¬l¬k kriterleri yard¬m¬yla (3.17)

denkleminin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬¼g¬hakk¬nda bir yorum yap¬lamaz. Ancak

m = lim inf
n!1

n�1X
i=n�1

p(j)k(j) =
4

e
> 1

olaca¼g¬ndan Teorem 3.1 �den (3.17) denkleminin tüm çözümleri sal¬n¬ml¬d¬r.
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4 YÜKSEKMERTEBEDENMONOTONOLMAYAN

ARGUMANLI FARKDENKLEMLER·IN·INÇÖZÜM-

LER·IN·IN SALINIMLILI¼GI

Bu bölümde,

�mx(n) + p(n)x(�(n)) = 0 (4.1)

şeklindekim -inci mertebeden fark denklemlerinin çözümlerinin sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬

incelenecektir. Temel kaynak olarak; Öcalan ve Özkan (2019) çal¬̧smas¬ndan yarar-

lan¬lm¬̧st¬r.

Lemma 4.1 (Ayr¬k Kneser Teoremi) n � n0 2 N için x (n) tan¬ml¬olsun. Burada,

n � n0 için �mx(n) sabit i̧saretli olmak üzere x (n) > 0 ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n.

Bu durumda; 0 � j � m olmak üzere �mx(n) � 0 için (m+ j) tek ve �mx(n) � 0 için

(m+ j) çift olacak şekilde bir j tamsay¬s¬vard¬r öyleki,

j � m� 1 ise (�1)j+i�ix(n) > 0, n � n0, j � i � m� 1 (4.2)

ve

j � 1 ise �ix(n) > 0, n � n0; 1 � i � j � 1 (4.3)

dir.

Özel olarak; n � n0 için �mx(n) � 0 ve (x(n)) s¬n¬rl¬ise her n � n0 için

(�1)i+1�m�ix(n) � 0, 1 � i � m� 1

ve

lim
n!1

�ix(n) = 0, 1 � i � m� 1 (4.4)

dir (Agarwal 2000).

·Ispat: ·Ispat için iki durum söz konusudur.

1. Durum: n � n0 2 N için �mx(n) � 0 olsun. ·Ilk olarak n � n0 2 N için

�m�1x(n) > 0 oldu¼gunu ispatlayal¬m. E¼ger bunun aksi düşünülürse N (n0) �da n1 � n0
say¬s¬vard¬r öyleki;

�m�1x(n) � 0
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d¬r. �m�1x(n) azalan oldu¼gundan N (n0) �da sabit olarak tan¬mlanamaz. Bu durumda;

bir n2 2 N (n1) vard¬r öyleki tüm n 2 N (n2) için

�m�1x(n) � �m�1x(n2) � �m�1x(n1) � 0

dir. Fakat Lemma 2.1.1 �den

lim
k!1

x (n) = �1

bulunur. Bu da, x (n) > 0 olmas¬ile çeli̧sir. Böylece, N (n0) �da �m�1x(n) > 0 �d¬r ve

yeterince küçük bir j say¬s¬vard¬r öyle ki m+ j toplam¬tek, 0 � j � m� 1 ve

(�1)j+i�ix(n) > 0, n � n0, j � i � m� 1

dir. Şimdi de j � 1 ve

�j�1x(n) < 0, n 2 N (n0)

olsun. Yine, Lemma 2.1.1 �den

�j�2x(n) > 0, n 2 N (n0)

bulunur. Bu iki eşitsizli¼gin sonucu olarak

(�1)j�2+i�ix(n) > 0, n � n0, j � 2 � i � m� 1

elde edilir. Bu da; j �nin tan¬m¬yla çeli̧sir. Böylece; �j�1x(n) < 0, n 2 N (n0) eşitsizli¼gi

yanl¬̧st¬r ve �j�1x(n) � 0 �d¬r.

(�1)j+i�ix(n) > 0, n � n0, j � i � m� 1

eşitsizli¼ginden �j�1x(n) azalmayand¬r ve böylece

lim
k!1

�j�1x(n) > 0

olur. E¼ger j > 2 ise Lemma 2.1.1 �den

lim
k!1

�ix(n) =1, 1 � i � j � 2

elde edilir. Böylece tüm büyük n 2 N (n0) ve 1 � i � j � 1 için

�ix(n) > 0
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dir. Böylece, ispat¬n birinci k¬sm¬tamamlan¬r.

2. Durum: n � n0 2 N için �mx(n) � 0 olsun. n3 2 N (n2) olsun öyle ki

�m�1x(n3) � 0

d¬r.Bu durumda, �m�1x(n) azalmayan oldu¼gundan sabit olarak tan¬lanamaz ve bir

n4 2 N (n3) say¬s¬vard¬r öyle ki tüm n 2 N (n4) �ler için

�m�1x(n) > 0

d¬r. Böylece

lim
k!1

�m�1x(n) > 0

bulunur ve Lemma 2.1.1 �den

lim
k!1

�ix(n) =1, 1 � i � j � 2

elde edilir. Böylece tüm büyük n 2 N (n0) ve 1 � i � j � 1 için

�ix(n) > 0

d¬r. Bu, m = j için teoremi sa¼glar. Tüm n 2 N (n0) için �m�1x(n) < 0 olmas¬

durumunda yine Lemma 2.1.1 �den tüm n 2 N (n0) için

�m�2x(n) > 0

bulunur. ·Ispat¬n buradan sonraki k¬sm¬1.durum �un benzeridir.

Lemma 4.2 n � n0 2 N için x(n) tan¬ml¬olsun ve �mx(n) � 0 olmak üzere x(n) > 0

olsun ve özdeş olarak s¬f¬r olmas¬n. Bu durumda yeterince büyük bir n1 � n0 2 N

vard¬r öyle ki,

x(n) � (n� n1)m�1

(m� 1)! �m�1x(2m�j�1:n), n � n1 (4.5)

dir. Burada j, Lemma 4.1 �deki gibi tan¬mlanm¬̧st¬r. Ayr¬ca; e¼ger x(n) artan ise

x(n) � 1

(m� 1)!

� n

2m�1

�m�1
�m�1x(n), n � 2m�1n1 (4.6)

dir (Agarwal 2000).
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·Ispat: Lemma 4.1 �den söyleyebiliriz ki; N (n0) �da j � i � m� 1 olmak üzere

(�1)j+i�1�ix(n) > 0, j � i � m� 1

olur ve tüm büyük n � n1 2 N (n0) için 1 � i � j � 1 olmak üzere

�ix(n) > 0

d¬r. Bu eşitsizlikleri kullanarak

��m�2x(n) = ��m�2x(1) +
1X
l=n

�m�1x (l)

�
2nX
l=n

�m�1x (l)

� �m�1x(2n)(n)(1)

��m�3x(n) = �m�3x(1)�
1X
l=n

�m�2x (l)

�
2nX
l=n

l(1)�m�1x (2l)

�
2nX
l=n

(l � n)(1)�m�1x (2l)

� �m�1(22n)
1

2!
(n)(2)

::: :::

�jx(n) � �m�1x(2m�j�1n)
1

(m� j � 1)!(n)
(j�m�1)

elde edilir. Buradan,

�j�1x(n) = �mx(n1) +
n�1X
l=n1

�mx (l)

�
n�1X
l=n1

1

(m� j � 1)!(l � n1)
(j�m�1)�m�1x(2m�j�1l)

� 1

(m� j)!(n� n1)
(j�m)�m�1x(2m�j�1n)

bulunur. Böylece, (j � 1) kez tekrardan sonra

x(n) � (n� n1)m�1

(m� 1)! �m�1x(2m�j�1n); n � n1
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elde edilir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki; (3.1) sa¼glans¬n ve k(n), (3.4) �deki şekilde tan¬ml¬olsun.

E¼ger (�(n)), azalmayan veya monoton olmayan bir dizi ve

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) > (m� 1)! (4.7)

ise (4.1) denkleminin her çözümü ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da

lim
n!1

x(n) = 0

d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için kabul edelim ki; (x(n)), (4.1) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü

ve lim
n!1

x(n) > 0 olsun. Bu durumda, her n � n1 için x(n),x(�(n)),x(h(n) > 0 olacak

şekilde n1 � n0 vard¬r. Böylece, (4.1) denkleminden

�mx(n) + p(n)x(�(n)) = 0

�mx(n) = �p(n)x(�(n)) � 0, n � n1 (4.8)

yaz¬labilir. Lemma 4.1 �den her i 2 f1; 2; 3; :::g için �ix(n) tek i̧saretlidir ve yeterince

büyük n için �m�1x(n) > 0 d¬r. Dolay¬s¬yla, �x(n) > 0 ve �x(n) < 0 olmak üzere iki

durum söz konusudur:

�x(n) > 0 Durumu: �x(n) > 0 oldu¼gundan x(n) artand¬r. Lemma 4.2 �den,

x(n) � 1

(m� 1)!

� n

2m�1

�m�1
�m�1x(n), n � n2

ve

x(�(n)) � 1

(m� 1)!

�
�(n)

2m�1

�m�1
�m�1x(�(n)), n � n2 (4.9)

olacak şekilde bir n2 � n1 vard¬r. y(n) = �m�1x(n) oldu¼gunu kabul edelim. Böylece

n � n2 için

y(n) > 0 ve y(�(n) > 0

olur ki buradan,

�mx(n) + p(n)x(�(n)) = 0

�
�
�m�1x(n)

�
+ p(n)x(�(n)) = 0

� (y(n)) + p(n)x(�(n)) = 0 (4.10)
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yaz¬labilir. Di¼ger taraftan, (4.9) eşitsizli¼gi ve lim
n!1

�(n) =1 oldu¼gundan

x(�(n)) � 1

(m� 1)!

�
�(n)

2m�1

�m�1
y(�(n)) (4.11)

x(�(n)) � 1

(m� 1)!y(�(n)), n � n3

olacak şekilde bir n3 � n2 tamsay¬s¬vard¬r. (4.11) eşitsizli¼ginden, (4.10) denklemi

1

(m� 1)!y(�(n)) � x(�(n))

1

(m� 1)!p(n)y(�(n)) � p(n)x(�(n))

�y(n) +
1

(m� 1)!p(n)y(�(n)) � �y(n) + p(n)x(�(n))

�y(n) +
1

(m� 1)!p(n)y(�(n)) � 0, n � n3 (4.12)

şeklini al¬r. y(n) artmayan ve h(n) azalmayan oldu¼gu, her n � 0 için �(n) � h(n)

oldu¼gu gözönüne al¬n¬rsa (4.11) �den

�y(n) +
1

(m� 1)!p(n)y(h(n)) � 0, n � n3

elde edilir. Bu son eşitsizlikte
�
p(n) = p(n)

(m�1)! al¬n¬rsa,

�y(n) +
�
p(n)y(h(n)) � 0, n � n3 (4.13)

olur ki, (4.11) eşitsizli¼gi bir ergeç pozitif çözüme sahiptir.

Di¼ger taraftan; h(n), (3.3) �deki şekilde tan¬ml¬olmak üzere Lemma 3.1 �den

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) = lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

p(j)k(j) (4.14)

dir. Bundan dolay¬, (4.7) şart¬ve (4.14) �den

lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

�
p(j)k(j) =

1

(m� 1)! lim infn!1

n�1X
j=h(n)

p(j)k(j) > 1 (4.15)

olur. Böylece, Teorem 3.1 den (4.13) denklemi bir ergeç pozitif çözüme sahip de¼gildir.Bu

bir çeli̧skidir.

�x(n) < 0 Durumu: Lemma 4.1 �den m nin çift olma durumu imkans¬zd¬r. Bu ne-

denle, m �nin sadece tek oldu¼gu durumu ele alaca¼g¬z. �x(n) < 0 durumunda x(n)
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azalan ve s¬n¬rl¬d¬r ve bu nedenle (x(n)) ; bir a sabitine yak¬nsar. Lemma 4.1 �den tüm

büyük n � n1 ve 1 � i � m� 1 için

(�1)i+1�m�ix(n) > 0 (4.16)

ve

lim
n!1

�m�1x(n) = 0 (4.17)

elde edilir. (4.17) �dan her " > 0 için

0 � �m�1x(n) � ", n � n4 (4.18)

n4 � n1 tamsay¬s¬vard¬r. Aç¬kt¬r ki, a > 0 �d¬r. Dolay¬s¬yla,

x(n) >
1

2
a, x(� (n)) >

1

2
a, n � n5 (4.19)

olacak şekilde bir n5 � n4 vard¬r. Böylece; (4.19), (4.1) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa,

�mx(n) + p(n)x(�(n)) = 0

�mx(n) +
a

2
p(n) � 0, n � n5 (4.20)

(4.20) eşitsizli¼ginin her iki taraf¬n5 �ten n �ye kadar toplan¬rsa

nX
s=n5

h
�mx(s) + p(s)

a

2

i
�

nX
s=n5

0

nX
s=n5

�
�
�m�1x(s)

�
+

nX
s=n5

p(s)
a

2
� 0

�m�1x(n+ 1)��m�1x(n) + :::

+�m�1x(n5 + 1)��m�1x(n5) + p(s)
Pn

s=n5
a
2

�
0

�m�1x(n+ 1)��m�1x(n5) +
a

2

nX
s=n5

p(s) � 0, n � n5 (4.21)

n!1 al¬n¬rsa yeterince büyük n �ler için

a

2

nX
s=n5

p(s) � " (4.22)

elde edilir. Di¼ger taraftan, (4.7) �den

n�1X
j=�(n)

p(s)k(s) >
(m� 1)!

2
, n � n6 (4.23)
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olacak şekilde bir n6 � n5 tamsay¬s¬vard¬r. n � 1 için k(n) � 4 oldu¼gundan (4.23) �den

yeterince büyük n �ler için

a

2

n�1X
j=�(n)

p(s) � a(m� 1)!
8

(4.24)

elde edilir ki, bu durum (4.24) ile (4.22) çeli̧sir. Böylece, ispat tamamlanm¬̧s olur.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki, m çift, k(n), (3.4) �deki şekilde tan¬ml¬ve (3.1) sa¼glans¬n.

E¼ger (�(n)) azalmayan veya monoton olmayan bir dizi ve

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

�m�1(j)p(j)k(j) > 2(m�1)
2

(m� 1)! (4.25)

ise (4.1) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için kabul edelim ki (x(n)), (4.1) denkleminin bir pozitif çözümü olsun.

Bu durumda, x(n),x(� (n)),x(h (n)) > 0 olacak şekilde n1 � n0 vard¬r. Teorem 4.1 �den

pozitif bir n1 tamsay¬s¬vard¬r öyle ki, (4.8) sa¼glan¬r. Lemma 4.1 �den

�x(n) > 0

olur ki, bu durum x(n) �nin artan olmas¬n¬gerektirir. Teorem 4.1 �de y(n) = �m�1x(n)

al¬n¬rsa,

x(�(n)) � 1

(m� 1)!

�
�(n)

2m�1

�m�1
�m�1x(�(n))

x(�(n)) � 1

(m� 1)!

�
�(n)

2m�1

�m�1
y(�(n)) (4.26)

elde edilir. Bundan dolay¬, (4.10) ve (4.26) �den

1

(m� 1)!p(n)
�
�(n)

2m�1

�m�1
y(�(n)) � p(n)x(�(n))

�y(n) +
1

(m� 1)!p(n)
�
�(n)

2m�1

�m�1
y(�(n)) � �y(n) + p(n)x(�(n))

�y(n) +
1

(m� 1)!

�
�(n)

2m�1

�m�1
p(n)y(�(n)) � 0, n � n2 (4.27)

elde edilir. Buradan y(n) artmayan, h(n) azalmayan ve her n � 0 için �(n) � h(n)

oldu¼gundan,(4.27) �den

�y(n) +
1

(m� 1)!

�
�(n)

2m�1

�m�1
p(n)y(h(n)) � 0, n � n3
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elde edilir. Bu son eşitsizlikte
�
p(n) = 1

(m�1)!

�
�(n)
2m�1

�m�1
al¬n¬rsa,

�y(n) +
�
p(n)y(h(n)) � 0 (4.28)

olur ki bu (4.28) eşitsizli¼ginin bir ergeç pozitif çözüme sahip oldu¼gu anlam¬na gelir.

Di¼ger taraftan; Lemma 3.1 �den

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j)k(j) = lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

p(j)k(j) (4.29)

dir. Bundan dolay¬, (4.29) ve (4.25),

lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

�
p(j)k(j) =

1

(m� 1)!
1

2(m�1)
2 lim inf
n!1

n�1X
j=h(n)

�m�1(j)p(j)k(j) > 1 (4.30)

olmas¬n¬ gerektirir. Bu nedenle, Teorem 3.1 �den (4.30) denklemi bir ergeç pozitif

çözüme sahip de¼gildir. Bu bir çeli̧skidir. Böylece ispat tamamlanm¬̧s olur.

Sonuç 4.1. Kabul edelim ki, (3.1) sa¼glans¬n. E¼ger (�(n)) azalmayan veya monoton

olmayan bir tamsay¬dizisi ve

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) >
1

e
(m� 1)! (4.31)

ise (4.1) denkleminin her çözümü ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da

lim
n!1

x(n) = 0

d¬r.

Sonuç 4.2 Kabul edelim ki, m çift ve (3.1) sa¼glans¬n. E¼ger (�(n)) azalmayan veya

monoton olmayan bir tamsay¬dizisi ve

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

�m�1(j)p(j) >
2(m�1)

2

e
(m� 1)! (4.32)

ise (4.1) denkleminin her çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Örnek 4.1

�(n) =

8<: n� 3, n çift ise

n� 1, n tek ise
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olmak üzere

�3x(n) +
3

e
x(�(n)) = 0, n � 0 (4.33)

fark denklemini gözönüne alal¬m. Burada (3.1) şart¬n¬n sa¼gland¬¼g¬aç¬kt¬r. (3.3) �den

h(n) = max
0�s�n

�(s) =

8<: n� 2, n çift ise

n� 1, n tek ise

oldu¼gu görülür. Buradan hesaplan¬rsa,

n�1X
j=�(n)

p(j) =

8<: 6
e
, n çift ise

3
e
, n tek ise

elde edilir. Böylece,

lim inf
n!1

n�1X
j=�(n)

p(j) =
3

e
>
1

e
(m� 1)! = 2

e

olur yani; Sonuç 4.1 �deki (4.31) şart¬ sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla, (4.33) denkleminin her

çözümü ya sal¬n¬ml¬ya da lim
n!1

x(n) = 0 �d¬r.
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5 YÜKSEK MERTEBEDEN GEC·IKMEL·I FARK

DENKLEMLER·IN·IN ÇÖZÜMLER·IN·IN SALI-

NIMLILI¼GI

Bu tez çal¬̧smas¬n¬n bu bölümünde;

�lx(n) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0, n = 0; 1; 2; ::: (5.1)

şeklinde l -inci mertebeden gecikmeli fark denkleminin çözümünün sal¬n¬ml¬l¬k davran¬̧slar¬

incelenecektir. Temel kaynak olrakak, Zhou (2006) kullan¬lacakt¬r.

i = 1; 2; ::: için ki pozitif tamsay¬, (pi(n)) �ler negatif olmayan reel say¬dizileri, �,

ileri fark operatörü ve l � 2 için �lx(n) = �l�1 (�x(n)) olmak üzere,

�lx(n) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0; n = 0; 1; 2; :::

gecikmeli fark denklemini ve bu denklemin birinci mertebeden eşitsizlik kaŗs¬l¬¼g¬olan

�x(n) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) � 0; n = 0; 1; 2; ::: (5.2)

eşitsizli¼gini gözönüne alal¬m.

Tan¬m 5.1 (5.1) veya (5.2) �nin bir çözümü; n � 0 olmak üzere (5.1) denklemini veya

(5.2) eşitsizli¼gini sa¼glayan ve aşikar olmayan bir (x(n)) reel say¬dizisidir.

Tan¬m 5.2 Bir (x(n)) çözümü, e¼ger ne ergeç pozitif ne de ergeç negatif ise sal¬n¬ml¬

çözüm, aksi halde; sal¬n¬ml¬olmayan çözüm olarak adland¬r¬l¬r.

Lemma 5.1 Kabul edelim ki,

lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

pi(s) > 1 (5.3)

veya

lim sup
n!1

mX
i=1

n+kiX
s=n

pi(s) > 1 (5.4)

olsun. Bu durumda, (5.2) eşitsizli¼gi ergeç pozitif çözüme sahip de¼gildir.
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Lemma 5.2 n � n0 için �lx(n) � 0 olacak şekilde bir x(n) > 0 dizisi var ve özdeş

olarak s¬f¬rdan farkl¬olsun.E¼ger xn artan ise

x(n) � 22�2l

(l � 1)!n
l�1�l�1x(n), 8n � 2ln1 (5.5)

olacak şekilde bir büyük n1 � n0 tamsay¬s¬vard¬r. Özel olarak, yeterince büyük n için

x(n) � �

(l � 1)!n
l�1�l�1x(n) (5.6)

d¬r. Burada, 0 < � < 1, lim
n!1

� = 1 ve her negatif olmayan t tamsay¬s¬ve n(0) = 1 için

n(t) = n: (n� 1) ::: (n� t+ 1) �d¬r.

Teorem 5.1 Kabul edelim ki,

lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

pi(s) > (l � 1)! (5.7)

olsun. Bu durumda, (5.1) denkleminin her (x(n)) çözümü ya sal¬n¬ml¬d¬r ya da n !

1 için x(n)! 0 d¬r.

·Ispat: Kabul edelim ki, (x(n)), (5.1) denkleminin bir ergeç pozitif çözümü olsun. Bu

durumda,

x(n) > 0, x(n� ki) > 0, i = 0; 1; 2; :::; n � N1 (5.8)

olacak şekilde bir pozitif N1 tamsay¬s¬vard¬r. Böylece,

�lx(n) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0

�lx(n) = �
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) � 0 (5.9)

ve

�lx(n) 6= 0

d¬r.

Lemma 4.1 �den her i 2 f1; 2; 3; :::; l � 1g için �ix(n), ergeç tek i̧saretlidir ve yeterince

büyük n için �l�1x(n) > 0 sa¼glan¬r. Burada; �x(n) > 0 ve �x(n) < 0 olmak üzere iki

durum vard¬r:
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1. Durum: �x(n) > 0 olsun. Bu durumda, x(n) artand¬r. k = max fk1;k2; :::kmg

olsun. Lemma 5.2 �den

x(n) � �

(l � 1)!n
l�1�l�1x(n), n � N2

ve i = 1; :::;m olmak üzere

x(n� ki) � �

(l � 1)! (n� ki)
l�1�l�1x(n� ki)

x(n� ki) � �

(l � 1)! (n� k)
l�1�l�1x(n� ki), n � N2 (5.10)

olacak şekilde bir N2 � max fk;N1g tamsay¬s¬vard¬r. Burada, 0 < � < 1 ve lim
n!1

� = 1

dir.

�l�1x(n) = y(n) olsun. Bu durumda, i = 0; 1; 2; :::m ve n � N2 için

y(n) > 0, y(n� ki) > 0

olr ki; bu durum

�lx(n) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0

�
�
�l�1x(n)

�
+

mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0

� (y(n)) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0, n � N2 (5.11)

olmas¬n¬gerektirir. (5.10) �den i = 0; 1; 2; :::m için

x(n� ki) � �

(l � 1)! (n� k)
l�1�l�1x(n� ki)

x(n� ki) � �

(l � 1)! (n� k)
l�1 y(n� ki)

x(n� ki) � �

(l � 1)!y(n� ki), n � N2 (5.12)

elde edilir. (5.12) eşitsizli¼gi (5.11) denkleminde yerine yaz¬l¬p düzenlenirse,

�(y(n)) + pi(n)
�

(l � 1)!y(n� ki) � 0, n � N2

bulunur. Burada,
�
pi(n) =

�
(l�1)!pi(n) olarak al¬n¬rsa

�(y(n)) +

mX
i=1

�
pi(n)y(n� ki) � 0, n � N2 (5.13)
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olurki bu da (5.13) eşitsizli¼gi bir ergeç pozitif çözüme sahiptir anlam¬na gelir. Di¼ger

taraftan, (5.7) şart¬

lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

�
pi (s)

= lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

pi(s)
�

(l � 1)!

= lim
n!1

inf
�

(l � 1)!

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

pi(s) > 1 (5.14)

olmas¬n¬gerektirir. Bu rurumda, Lemma 5.1 �den (5.13) bir ergeç pozitif çözüme sahip

de¼gildir. Bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla bu durum ispatlanm¬̧s olur.

2. Durum: �x(n) < 0 olsun. Bu rumda, Lemma 4.1 �den l �nin çift olmas¬imkans¬zd¬r.

Bu durumda l �nin yaln¬zca tek oldu¼gu durumu inceleyece¼giz. �x(n) < 0 oldu¼gundan,

x(n) monoton s¬n¬rl¬ve bu nedenle bir a sabitine yak¬nsakt¬r. Lemma 5.2 �den

(�1)i+1�l�ix(n) > 0, i = 1; 2; :::; l � 1, her büyük n � N1 (5.15)

ve

lim
n!1

�l�1x(n) = 0 (5.16)

elde edilir. (5.16) �dan herhangi bir " > 0 için

0 � �l�1x(n) � ", n � N3 (5.17)

olacak şekilde bir N3 � N1tamsay¬s¬vard¬r. Buradan, a � 0 oldu¼gu aç¬kt¬r. E¼ger a = 0

ise ispat aç¬kt¬r. Bu nedenle, a > 0 oldu¼gunu kabul edelim. O halde, i = 1; 2; :::;m için

x(n) >
1

2
a, x(n� ki) >

1

2
a, n � N4 (5.18)

olacak şekilde bir N4 � N3 tamsay¬s¬vard¬r. Böylece, (5.1) denkleminden

�lx(n) +
mX
i=1

pi(n)x(n� ki) = 0

�lx(n) +
mX
i=1

pi(n)
a

2
� 0

�lx(n) +
a

2

mX
i=1

pi(n) � 0; n � N4 (5.19)
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yaz¬labilir. (5.19) �nin her iki taraf¬N4 �den n �ye kadar toplan¬rsa,

nX
i=N4

 
�lx(n)+

a

2

mX
i=1

pi(s)

!
� 0

nX
i=N4

�lx(n)+
nX

i=N4

a

2

mX
i=1

pi(s) � 0

nX
i=N4

�
�
�l�1x(n)

�
+

nX
i=N4

a

2

mX
i=1

pi(s) � 0

�l�1x(n+ 1)��l�1x(n) + :::+�l�1x(N4+1)��
l�1x(N4)+

a

2

nX
i=N4

mX
i=1

pi(s) � 0

�l�1x(n+ 1)��l�1x(N4)+
a

2

nX
i=N4

mX
i=1

pi(s) � 0(5.20)

bulunur. n!1 için
a

2

nX
i=N4

mX
i=1

pi(n) � ", büyük n için (5.21)

elde edilir. Di¼ger taraftan, (5.7) �dan

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

pi (s) >
(l � 1)!
2

, n � N4

olacak şekilde bir N5 � N4 tamsay¬s¬n¬n var oldu¼gunu söyleyebiliriz.
�
ki+1
ki

�ki+1
� 2e

oldu¼gundan,

2e

mX
i=1

n+kiX
s=n+1

pi (s) >
(l � 1)!
2

mX
i=1

n+kiX
s=n+1

pi (s) >
(l � 1)!
4e

olur. Buradan bu son eşitsizli¼gin her iki taraf¬ a2 ile çarp¬l¬rsa,

a

2

mX
i=1

n+kiX
s=n+1

pi (s) >
a(l � 1)!
8e

(5.22)

elde edilir. Bu durum, (5.22) ve (5.21) ile çeli̧sir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.2 Kabul edelim ki;

lim sup
n!1

mX
i=1

n+kiX
s=n+1

pi(s) > (l � 1)! (5.23)
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olsun. Bu durumda, (5.1) denkleminin her x(n) çözümü sal¬n¬ml¬d¬r veya n !1 için

x(n)! 0 �d¬r.

Gerçekten, Teorem 5.1 �in ispat¬ gözönüne al¬nd¬¼g¬nda, (5.23) şart¬ (5.22) �in daima

sa¼glanmas¬n¬gerektirir ve (5.14) eşitsizli¼gi,

lim sup
n!1

mX
i=1

n+kiX
s=n+1

�
pi(s) > 1 (5.24)

eşitsizli¼gine dönüşür. Bu teoremin ispat¬Teorem 5.1 �in ispat¬na benzer şekilde yap¬la-

bilir.

Teorem 5.3 Kabul edelim ki, l çift ve

lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

sl�1pi(s) > (l � 1)! (5.25)

şart¬sa¼glans¬n. Bu durumda, (5.1) denkleminin her s¬n¬rl¬x(n) çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

·Ispat: Çeli̧ski için kabul edelim ki, x(n) (5.1) denkleminin bir ergeç pozitif s¬n¬rl¬

çözümü olsun. Teorem 5.1 �in ispat¬na göre bir N1 pozitif tamsay¬s¬vard¬r öyle ki, (5.8)

ve (5.9) sa¼glan¬r. Lemma 4.1 �den

�x(n) > 0

olur ki, bu durumda x(n) artand¬r.Teorem 5.4 �ün ispat¬ndan i = 1; 2; :::;m için

x(n� ki) �
�

(l � 1)! (n� k)
l�1 y(n� ki), n > N2 (5.26)

olacak şekilde bir N2 � N1 tamsay¬s¬vard¬r. Burada, k = max fk1;k2; :::kmg ve 0 <

� < 1 için limn!1 � = 1 �dir. Buradan,
�
pi(n) =

�
�

(l�1)!

�
(n� k)l�1, �l�1x(n) = y(n) ve

i = 1; 2; :::;m olmak üzere

�y(n) +

mX
i=1

�
pi(n)y(n� ki) � 0, n > N2 (5.27)

olur ki bu durumda (5.27) bir ergeç pozitif çözüme sahiptir. Di¼ger taraftan,(5.25) şart¬

lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

�
pi(s) > (l � 1)!

lim inf
n!1

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

sl�1pi(n)

�
�

(l � 1)!

�
(n� k)l�1 > (l � 1)!

lim inf
n!1

�

(l � 1)!

mX
i=1

�
ki + 1

ki

�ki+1 n+kiX
s=n+1

pi(s) (s� k)l�1 > 1 (5.28)
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olmas¬n¬gerektirir. Lemma 5.1 �den (5.27) eşitsizli¼gi bir ergeç pozitif çözüme sahip

olamaz. Bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla ispat tamamlan¬r.

Teorem 5.4 Kabul edelim ki, l çift ve

lim sup
n!1

mX
i=1

n+kiX
s=n

sl�1pi(s) > (l � 1)!

şart¬sa¼glans¬n. Bu durumda (5.1) denkleminin her s¬n¬rl¬x(n) çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.

Sonuç 5.1 Kabul edelim ki, l çift olsun. E¼ger (5.7) ve (5.23) şartlar¬sa¼glan¬yorsa (5.1)

denkleminin her s¬n¬rl¬çözümü sal¬n¬ml¬d¬r.
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