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Bu tez calismasinda amag; yiiksek mertebeden fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin
salinimliligi hakkinda bilgi vermektir. Tez, bes bélimden olusmaktadir. Birinci bolim
giris kismma ayrilmustir. Ikinci boliimde gerekli temel tanimlar ve kavramlar
sunulmustur. Uciincii boliimde, birinci mertebeden gecikmeli fark denklemlerinin
cozlimlerinin salinimlilig1 incelenmistir. Dordiincii boliim monoton olmayan arglimanli
yiksek mertebeden gecikmeli fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin salimmlilig: ile
ilgilidir. Son boliimde ise; yiiksek mertebeden fark denklemlerinin ¢6ziimlerinin

salimimlilig1 ve salinimli olmayan ¢6ziimleri incelenmistir.
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The aim of this thesis is to give information about the oscillation of the solutions of
higher order difference equations. This thesis consists of five chapters. The first chapter
is devoted to introduction. In the second chapter, necessary basic concepts and
definitions are presented. In the third chapter, the oscillation of solutions of first order
delay difference equations are investigated. Fourth chapter, deals with oscillation of
solutions of higher order delay difference equations with non-monotone arguments. In
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1 GIRIS

Geligen ve degigsen teknoloji ile birlikte miihendislik, fizik, kimya, biyoloji, genetik,
kuantum, ekonomi gibi bilim alanlarinda yasanan gelismeler beraberinde matematik-
sel problemleri de getirmektedir. Bu problemlerin ¢6ziimii, genellikle fark denklemleri
ile yapilmaktadir. Ciinkii; bu alanlarda karsilagilan problemlerde bagimsiz degiskenin
siirekli olmadigr durumlarla karsilagilabilir. Fark denklemi; bir veya daha c¢ok degiskenli
bir fonksiyonun sonlu farklar ile bagimsiz degiskenleri arasindaki cebirsel bir bagintidir.

Diferensiyel denklemlere benzerlik gosteren ve inceleme siireci yoniinden daha yeni olan

fark denklemlerine, fonksiyonel denklemler de denir (Elaydi 2000).

Bagimsiz degiskenin siirekli oldugu durumda, y(z) bagiml degiskenin degisimi 4 (z),
y"(z), ... tirevleri yardimyla agiklanabilmektedir. Ancak, x ’in ayrik (discrete) deger-
ler almas1 durumunda degisim, tiirevler yardimiyla agiklanamaz. Burada, i¢inde sonlu

farklarin bulundugu fark denklemleri devreye girer.

Diferensiyel denklemlerde, fiziksel olaylarin matematiksel modeli, siirekli degisim oran-
lar1 arasindaki denklemler ile ifade edilebilirken; 20. yiizyilin basglarinda radyasyon-
daki quanta ile biyolojide goriilen genetik olaylardaki gelismeler, tiim doga olaylariin
siireklilik terimleri ile ifade edilmeyecegini gostermigtir. Boylece fark denklemleri kul-
lanilarak diferensiyel denklemlerde goriilen siireksizlik halleri kaldirilmak istenmistir.
Giintimiizde bircok alanda uygulanan fark denklemleri, daha cok hareket analizinde;
devreleri matematiksel olarak ifade etmede, ekonomide; talep ve arz denklemlerini olus-
turmada, ekonomik dalgalanmalar veya devresel hareketleri agiklamada yaygin olarak

kullanilmaktadir (Tollu 2009).

Ardigik tekrar iglemi bir 6nceki adimda bulunan degerin bir sonraki adimda kullanilarak
yeni bir deger elde edilmesidir. Fark denklemlerinde ise ardigik tekrar iglemleri kul-
lanilarak istenilen bir terimin degeri bulunabilir. Ayrica sadece kesikli (siireksiz) deger-
ler kiimesinde degisen bazi1 degiskenlere sahip problemler ardigik tekrar islemlerinin de
yardimu ile fark denklemlerini iceren matematik modellerle ifade edilebilir. Ornegin,

ekonomide boyle bir degisken zamandir (Goldberg 1960).

Fark denklemleri ile zamana bagh ¢esitli doga olaylarinin incelenmesinin dogal bir ifadesi



olarak karsilagilmaktadir, zamana baglh degiskenlerin kullanildigi olaylarin pek ¢ogu
ayrik (kesikli) oldugundan bu tiir denklemler nemli matematiksel modelleri olustu-
rur. Daha da 6nemlisi, fark denklemleri, diferensiyel denklemler igin ayriklagtirma (dis-
cretization) metotlarimin incelenmesinde de kargimiza ¢ikar. Fark denklemleri teorisinde
elde edilen pek ¢ok sonu¢ hemen hemen bunlara karsilik gelen diferensiyel denklemlerin
ayrik benzeridir. Bununla birlikte, fark denklemler teorisi, karsilik gelen diferensiyel

denklemler teorisinden daha zengindir.

Sonug olarak, fark denklemleri teorisinin ilging oldugunu ve yakin gelecekte daha fazla
oneme sahip olacagini soyleyebiliriz. Boylece, fark denklemleri teorisinin uygulamalari,
kontrol teorisinde kararlilik durumunun incelenmesinde, biyolojide canli popiilasyon
sayisinin aragtirilmasinda, ekonomide borsa hareketlerinin izlenmesinde, tip biliminde

hiicre hareketlerinin incelenmesinde ve bircok bilim dalinda kullanilmaktadir.

M.O. 450 "lerde daha acik formda Pisagor "un ticgensel sayilar calismasinda; " = ¢~ +
n denklemi ve S, = S,_1 + n® tam kare say1 denklemi fark denklemlerine katkilar
saglamustir. Pisagor ayrica Pell denkleminin, (22 — 2y> = 1)v/2 civarmdaki ¢oziimi

icinde fark denklemini kullanmigtir.

M.S. 400-1200 yillar1 arasi matematik bilimi adina soniik bir dénemdir. Avrupa’da
bu donemde etkileyici bir ¢aligma olmamigtir. Ortadogu ’da yapilan caligmalarda 6ne
cikan isim Omer Hayyam olmustur. Kesin olarak bilinmemekle birlikte 1000-1100 yillar:

civarinda, Chia Hsien ve Omer Hayyam en eski fark denklemi ¢rneklerinden olan;
bn+1,r - bn,r + bn,rfl

esitligi tizerinde galigmiglardir (Lankshmikantham, Trigiante 2002).

Fark denklemlerinin kesin olarak olarak bilinmemekle birlikte bir cok kaynakta, {inlii
Italyan matematikci olan ve daha cok Fibonocci olarak bilinen Leonardo di Pisa tarafin-
dan, 1202 ’de Liberabaci de yazilan abakiis hakkindaki bir kitabinda goriilen ve tavsan
problemi olarak bilinen problemi, fark denklemlerinin baglangici olarak bilinir. Bu prob-
lemin ¢oziimii olarak bilinen Fibonocci Dizisi ¢ok ilgi ¢ekici bir problemdir. Bu problem

asagidaki sekilde ifade edilebilir:



"Her yeni cift tavsan iki aylik oldugunda, her ay bir ¢ift tavsan yavrulayabiliyorsa bir

yilda kag ¢ift tavsan iiremig olur?" Bu problem,
Aylar 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ciftler 1 2 3 5 8 13 21 34 55 89 144
tablosu ile gosterilebilir. Burada, bu problemin matematik modellemesi yapilirsa;

y(n+2) =y(n+1)+ym); y(0)=1, y(1)=2, 0<n<10

seklinde ikinci mertebeden bir fark denklemi ortaya cikar.

18. yy ’da temel lineer fark denklemleri teorisini gelistiren matematikgiler Moivre, Euler,
Lagrange, Laplace, Simson, Cotes olmustur. Yine bu dénemde, Riccati'nin caligmalar:

olmustur.
a+ bx(n)
1) = ——
#n+1) ¢+ dz(n)
denklemi Riccati fark denklemi olarak bilinir. 1755’ te Euler’in “Institutiones Calculi
Differentials” eseri sonlu fark hesaplamasi ile baglamaktadir. Kitapta; Euler’in sonlu
fark i¢in “A" semboliinii kullandig1 goriilmektedir. Bu da kisaca Ay(n) = y(n+1)—y(n)

esitligini yazma kolaylhigini getirmistir.

Diferensiyel denklemler iki yiiz yili agsan bir siirede incelendigi halde, fark denklemleri

yiizyillik bir inceleme siirecinde sistematik hale gelmistir.

Sonlu fark iglemleri ilk olarak, Newton ile yayilmaya baglamigtir. Daha sonra Laplace,
fark denklemi tizerinde ¢aligmigtir. 1825 yilindan énce dogrusal fark denklemleri konusu
ele alinmamasina ragmen, 1885 yilinda Poincaré ile dogrusal fark denklem teorisine gir-
ilmigtir. Lagrange, dogrusal diferensiyel denklemin sabit katsayili olmasi durumunda
¢oziimiinii elde ederken, Guichard 1887 de denklemin ikinci tarafindaki fonksiyonun
polinom olmasi durumundaki ¢oziimiinii incelemigtir. Gelgrun ise bu tiir denklem-
lerin, asimptotik ¢oziimleri tizerine galismig, Birkhoff ve Carmichael ise bu caligmalar:

genigletmislerdir (Catal, 2004).

Liouville ve Sturm, ikinci mertebeden selfadjoint dogrusal diferensiyel operatoriiniin
tizerinde caligmalar yapmig ve kendi isimleri ile anilan; Sturm-Liouville fark denklem-
lerinin ¢oziimiinii ifade etmislerdir. March Artznouni, degisken katsayili dogrusal fark

denkleminin asimptotik tistel ¢oziimlerinin 6zelliklerini gelistirmistir. Popenda ise ikinci
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mertebeden fark denkleminin saliniml ve salinimsiz durumlarindaki teoremleri geligtir-
mis ve ¢oziimleri i¢in bazi atiflarda bulunmustur. Kaczorek, n -inci mertebeden ho-
mojen olmayan degisken katsayili dogrusal fark denkleminin acik formdaki ¢oziimlerini

vermistir.

1850 ’li yillardan sonra, herhangi bir canl tiirtiniin gelecekteki durumuyla ilgili tahmin-
ler yapilirken, bu tiiriin gogalmasini etkileyebilecek tiim ig, dig ve gevresel faktorlerin goz
oniine alinmasi gerekli oldugundan fark denklemlerinden yararlanilmaya baslanmistar.
1900 ’lerde, ardisik denklemler bazi matematiksel mucizeler olugturmaya baglamistir.
Bunlar; diizlem doldurma egrileri ya da fraktallarla baglar. Bu egriler, hicbir bosluk
birakmadan diizlem dolduran egrilerdir. Bunun gibi egriler ilk olarak 1890 yilinda Peano
tarafindan kesfedilmistir. Fark denklemlerini diizlem doldurma egrileri ile kullanan
diger matematikciler; Hilbert ve Van Koch olmustur. Diizlem doldurma egrilerinin ve
fraktallarin bir¢ok uygulamasi vardir. Bunlardan biri de adi diferansiyel denklemlerin
yaklagik ¢oziimleri i¢in kapali ve acik yinelemeli yontemler ailesinin énemli bir tiirii
olan Runge-Kutta yontemidir. Boylece, artik fark denklemleri kullanilarak diferensiyel

denklemlerin, niimerik ¢oziim yontemlerine gecilmistir.

Bu aragtirmalar, matematikgileri dinamik sistemler tizerinde yeni kesifler yapmaya yonelt-
mistir. Sonrasinda ise elde edilen sonuglar ekonomiden tipa bircok alanda uygulama

alan1 bulmaya baglamigtir.

Diferensiyel ve fark denklemlerinin salinimliligi, bir ¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ek-
migtir. Son yillarda gecikmeli diferensiyel denklemler ve fark denklemlerinin salinimh

ve salimmsiz ¢oziimleri ile ilgili bir¢ok ¢aligma yapilmaktadir.

Yiiksek mertebeden bir fark denklemi; (p(n)),-, negatif olmayan reel say1 dizisi ve

(7(n)),>o tamsayilar dizisi olmak tizere
A"z(n) 4+ p(n)z(r(n) =0, n=01,... (1.1)

seklinde tammmhdir. Burada A; Az(n) = z(n + 1) — x(n) seklinde tanimh ileri fark

operatoriidiir ve

T(n) <n-—1ve lim7(n) =00, n=0,1,2,.. (1.2)

n—oo



dir. Burada tanimlanan (1.1) denkleminin ¢tziimii,
r = —minT(n)

pozitif bir tamsay1 olmak tizere (1.1) denklemini saglayan {z(n)},, _, dizisidir.

Eger, (z(n)) dizisinin terimleri ne erge¢ pozitif ne de ergeg negatif ise (1.1) fark denklem-
inin {z(n)},>_, ¢oziimii sahmmhdir denir. Aksi takdirde ¢oziime, salimmh olmayan

¢oziim denir.

Eger m =1 ise (1.1) denklemi,
Ax(n) +p(n)x(r(n)) =0, n=0,1,.... (1.3)

seklinde yazilabilir. Ozel olarak | > 0 i¢in 7(n) = n — [ olmak {izere (1.3) denklemi

yeniden diizenlenirse
Az(n) +pn)z(n—1)=0 (1.4)
elde edilir. L. H. Erbe ve B. G. Zhang, 1989 ’da yaptiklar1 ¢alismada,

ll

liminfp(n) > ——— 1.5
n—00 p( ) (l+ 1)l+1 ( )
ve
lim sup Z p(j)>1 (1.6)
[y S

sartlarmdan herhangi birinin saglanmasimin (1.4) denkleminin her ¢oztimiiniin salinim-

lilig1 icin yeter sart oldugunu gostermislerdir.

Yine, 1989 ’da G. Ladas, Ch. G. Philos ve Y. G. Sficas

T R .
lim inf [7 > ()

j=n—l1

ll

> m (1.7)

sart1 altinda (1.4)denkleminin tiim ¢6ziimlerinin salimml oldugunu ispatlamigtir.

1991 "de Ch. G. Philos, (1.7) salmmlilik sartini daha da genellestirerek, eger (7(n)),,>,
artan ise,

(n—7(n)" "

n—oo (n—7(n)+ 1)n*T(n)+1 (1.8)




sartinin (1.3) denkleminin tiim ¢oziimlerinin salimmliligi i¢in bir yeter sart oldugunu

gostermigtir.

B. G. Zhang ve C. J. Tian, 1998 yilindaki ¢aligmalarinda, (7(n)) azalmayan bir dizi ise

lim (n —7(n)) = o0 (1.9)
ve
n—1 1
lim inf ' - 1.1
im in j;n)p(J) > = (1.10)

sart1 altinda (1.3) denkleminin her ¢ziimiiniin salinimhi oldugunu ispatlamiglardir.

Daha sonra, 1998 ’de, yine B. G. Zhang ve C. J. Tian yaptiklar1 ¢ahsmada (7(n)) 'nin

azalmayan veya monoton olmamasi durumunda,

lim supp(n) > 0 (1.11)

ve (1.10) sartlar saglaniyorsa (1.3) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimhi oldugunu elde

etmiglerdir.

2008 ’de ise G. E. Chatzarakis, R. Koplatadze ve 1. P. Stavroulakis , (7(n)) azalmayan

veya monoton olmayan bir dizi, h(n) = max<, 7(n) ve

n—1
lim sup Z p(y) >1 (1.12)

esitsizligi saglandiginda, (1.3) denkleminin her ¢oziimiiniin saliniml olacagini belirt-

mislerdir.

Yine aym yil yaptiklar: farkh bir caliymada, (7(n)) azalmayan veya monoton olmayan
bir dizi, h(n) = maxs<, 7(n),

n—1
lim sup Z p(j) < o0 (1.13)
j=7(n

n—oo
)

ve (1.10) saglaniyorsa, (1.3) denkleminin her ¢oziimiiniin salmiml oldugunu goster-

mislerdir.

W. Yan, Q. Meng , J. Yan 'in 2006 yilinda yaptiklar: galigmalarinda ise (7(n)) azalmayan

bir dizi olmak iizere

n—1
lim inf > pli)>0 (1.14)

j=7(n)

6



ve .
S () TU

lim infp(j) b =70) —

n—o0 (G—70)+ 1)J*T(J)+

sartlar1 saglaniyorsa, (1.3) denkleminin her ¢oziimiiniin salinimli oldugu ispatlamiglardir.

(1.15)

Yukarida yapilan ¢aligmalarin 15181 altinda hazirlanan bu yiiksek lisans tezi, bes boliim-

den olusmaktadir.

Birinci boliim, giris boliimii olup, literatiirde bulunan calismalara deginilmistir. Ik-
inci boliimde, konunun temelini olusturan bazi tanmim ve kavramlar verilmistir. Uciincii
boliimde, birinci mertebeden fark denklemleri i¢in daha 6nce verilen salinimlilik kriter-
leri iizerinde durulmustur. Dérdiincii ve beginci boliimlerde ise yiiksek mertebeden fark

denklemleri i¢in verilen salimimlilik kriterleri sunulmustur.



2 TEMEL TANIMLAR ve KAVRAMLAR

Bu boliimde, tezde ihtiyac duyulacak olan, bilinen bazi1 tanim, teorem ve lemmalar ver-
ilecektir. Ilk olarak; fark analizi ve fark denklemleri tanitilacak ve daha sonra fark den-
klemlerinin ¢oziimleri hakkinda bilgiler verilecektir. Son olarak ise fark denklemlerinin

¢oziimlerinin salinimliligi hakkinda bilinen bazi1 tanim ve teoremler hatirlatilacaktir.

2.1 Fark Analizi ve Genel Tanimlar
Tanim 2.1.1 n € N olmak iizere x,, fonksiyonu i¢in kaydirma (Steleme) operatorii
Ex, =x,41
ve ileri fark operatorii
Az, = Tpi1 — Ty
seklinde tanimlanir (Goldberg 1958, Elaydi 1999 ve Agarwal 2000).

Tanim 2.1.2 n € N olmak iizere z,,, N iizerinde tanimh reel (veya kompleks) degerli
bir fonksiyon olsun.

Ty Typs 1y oo Ttk (2.1)

ifadelerini kapsayan bir bagintiya & -inc1 mertebeden bir fark denklemi denir (Agarwal

2000).

Tanim 2.1.3 Bir fark denkleminin mertebesi, denklemdeki en biiyiik indis ile en kiigiik
indis arasindaki fark olarak tamimlanir. Ornegin, Tnaa + 3Tpi3 — Tpio = 0 denklemi

ikinci mertebeden bir fark denklemidir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.4 Eger (2.1) fark denklemi,

k
=0

seklinde verilirse, £ -inc1 mertebeden (2.1) fark denklemine lineerdir denir.

Eger en az bir n € N i¢in b, sifirdan farkl ise, bu durumda (2.2) fark denklemine

homojen olmayan lineer fark denklemi denir (Agarwal 2000).



Eger (2.1) fark denklemi,
k

> it =0 (2.3)

1=0

seklinde verilirse (2.3) fark denklemine homojen lineer fark denklemi denir (Agarwal

2000).

Tanim 2.1.5 Fark denklemlerinde, bilinmeyen fonksiyonun gecikmeli ve gecikmeksiz
terimlerinin en yiiksek mertebeden farkim igeren denklemlere nétral (neutral) tipten

fark denklemi denir (Agarwal 2000).

Tanim 2.1.6 n € N olmak {izere k£ -inc1 mertebeden
Tntk + P1Tptk T+ oo+ PrnTp = 0 (24)
fark denklemine lineer homojen fark denklemi denir. Eger denklem

seklinde ise bu denklem homojen olmayan lineer fark denklemi olarak adlandirilir. Bu-
rada; p;, ve gn, n > ng igin tamimh reel degerli fonksiyonlar ve n > ng i¢in pg, # 0

dir.(Agarwal 2000).

Tamim 2.1.7 Eger n > ny icin,
alfln —+ (lgfgn 4+ ...+ arfrn = 0 (26)

olacak gekilde hepsi birden sifir olmayan aq,a, . a, sabitleri var ise n > ng igin fi,, fon, s frn

-----

fonksiyonlarina lineer bagimhdir denir (Elaydi 1999, Lakshmikantham and Trigiante
1988).

Tanim 2.1.8 (2.4) denkleminin % tane lineer bagimsiz ¢oziimlerinin kiimesine, temel

¢oziimler kiimesi denir (Elaydi 1999, Lankshmikantham and Trigiante 1988).

Tanim 2.1.9 {x1,, T2, ..., Tk} (2.5) fark denkleminin temel ¢oziimler kiimesi olsun.
Bu durumda a; ’ler keyfi sabitler olmak iizere (2.4) fark denkleminin genel ¢oziimii

k

Z ;i Tin, (2.7)

=1

ile verilir (Elaydi 1999).



Tanim 2.1.10 £ -inc1 mertebeden,
zn+k)+px(n+k—1)+...+p, =0 (2.8)

fark denklemini ele alalim. Burada p; ’ler sabit ve p; # 0 dir. (2.8) denkleminden \" ’i

¢oziim kabul edip denklemde yerine yazilirsa,
Mo p XNt g =0 (2.9)

denklemi elde edilir. Bu denkleme, (2.8) fark denkleminin karakteristik denklemi ve A
lara ise (2.9) denkleminin karakteristik kokleri denir. (2.8) fark denkleminin ¢oziimii

icin, karakteristik denklemin koklerine bagh olarak ti¢ durum stz konusudur:

1. Durum: (2.9) karakteristik denkleminin \; Ao Ay kokleri reel ve birbirinden farklh

-----

ise, bu durumda {A7, ], ..., A} ifadesi (2.8) fark denkleminin temel ¢oziimler kiimesi

olur ve (2.8) fark denkleminin genel ¢oziimii, a; ler keyfi sabitler olmak iizere

z(n) = Z A\ (2.10)

seklinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

2. Durum: (2.9) karakteristik denkleminin Ay Ag..., Ay kokleri reel ve sirasiyla

my Ma, ..., my kath ise (2.8) denklemini
(E—X\)™(E = X)™ . (E — X\)™ 2, =0 (2.11)

seklinde yazabiliriz. (E — ;)™ = 0, 1 < ¢ < r denkleminin temel ¢oziimler kiimesi
G = {A\I'nA\l, ... ,n™ N} oldugundan (2.11) ’in temel goziimler kiimesi G = UGi

i=1
olur ve (2.11) ’in genel ¢oziimii

x(n) = Z /\?(aig + a;n + ai2n2 + ...+ (Iimi_lnmi_l) (212)
i=1

sekilinde verilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

3. Durum: (2.9) karakteristik denklemi \; = o + i3, Ay = a — i3 kompleks koklerine
ve \3 # A\ # ... # X\ seklindeki reel koklere sahip olsun. Bu durumda genel ¢oziim,

x(n) =ci(a+i8)" + cala — i) + c3(A3)" + ca(Ag)" + ... + cu(Ap)" (2.13)

10



seklinde olur.

Burada; oo = r.cosf , f =r.sinf, r =as+ 85 , 0 = tcm_l(g) olmak {izere
z(n) = r"[a;cos(nf) + agsin(nb)] + cs(A3)" + ca(Aa)" + ... + cu(Ap)" (2.14)
olur ve (2.14) 'de A = \/a? + a, a1 = 1 + ¢2, az = i(c1 — ¢2), w = tan"(2)
z(n) = Ar'cos(nf — w) + c3(A3)" + ca(Ag)" + ... + c(Ag)" (2.15)

seklinde yazilir (Goldberg 1958, Elaydi 1999).

Ornegin; z(n + 3) — 4z(n + 2) + 5z(n + 1) — 22(n) = 0 fark denklemi gézoniine alin-
sin. Burada; baslangic degerleri x(0) = 0, z(1) = 1 geklinde verilen baglangic deger

probleminin ¢6ziimiinii inceleyelim:
Bu denklemin karakteristik denklemi,
A -4V +50—2=0
seklinde olup karakteristik denklemin kokleri;
A—=1)>*N-2)=0
A1 = Ay =1 ve \3 = 2 'dir. Bu durumda, denklemin genel ¢oziimii,
z(n) = (ap + nay)1" 4 b;2"

seklinde yazilabilir. Verilen baslangic sartlari denklemde yerine yazilirsa; ay = —%,

a; = %, by = % bulunur. Boylece problemin ¢oziimii
1
z(n) = 5(—1 +n+2")

olur.

Tanmim 2.1.11 V € n > ng igin p, # 0 olmak iizere k -inc1 mertebeden lineer homojen
olmayan

x(n+k)+pix(n+k—1)+ ... 4+ peax(n) = g(n) (2.16)

fark denkleminin homojen ¢oziimii z(cn) ve homojen olmayan kismimin ¢oziimii x(pn)

olmak tizere, (2.16) fark denkleminin genel ¢oziimii z(n) = x(cn) + x(pn) seklindedir.

11



Teorem 2.1.1 (2.16) fark denkleminin genel ¢oziimii

z(n) = z(pn) + Z a;x(in)

dir. Burada; {z(1n), z(2n), ..., x(kn)} kiimesi (2.16) fark denkleminin homojen kisminimn

temel ¢oziimler kiimesidir (Elaydi 1999).

Tanmim 2.1.12 Eger her pozitif n tamsayis1 ve n > ng i¢in x,x,.1 < 0 sartin1 saglayan
x,, agikar olmayan ¢oziimiine sifir etrafinda salimimlhidir denir. Aksi halde, x,, ¢éziimiine
saliniml olmayan ¢oziim denir. Bagka bir sekilde ifade edersek, eger bir x,, ¢oziimii belli
bir yerden (n degerinden itibaren) sonra sadece pozitif veya sadece negatif degilse sifir
etrafinda salinimlidir denir (Agarwal 2000, Gyori and Ladas 1991 ve Elaydi 1999).

Tanim 2.1.13 k -mnc1 mertebeden bir fark denklem sisteminin bir {x,, }¢oziimii -

T, = [a:,ll,a:i, ,xfl] " olsun. Eger her bir {z/} bilegeni salimmh ise {z, }¢6ziimiine
salmmlidir denir. Diger durumda, yani; bir {z¢ } bilegeni belli bir yerden sonra pozitif
veya negatif ise {x,, } ¢dziimiine sahmimli olmayan bir ¢6ziim denir. Buradan =0, 1,2, ...
icin x,, € R” ’dir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.2 k,l € Nve j = —k,...,l i¢cin p; € R olmak tizere

r(n+1)—az(n)+ Y _ x(n+j)=0, n=012.. (2.17)

fark denklemi gtz oniine alinsin. Bu durumda agagidaki durumlar birbirine denktir.
(1) (2.16) fark denkleminin her ¢oziimii salimmhidir

(74)(2.16) fark denkleminin

l
A=14) p¥ =0

j=—k

karakteristik denkleminin pozitif kokii yoktur (Gyori and Ladas 1991).
Teorem 2.1.3 p € R ve k € Z i¢in
z(n+1)—x(n)+px(n—k) =0 (2.18)

seklindeki (k 4 1) -inci mertebebeden otonom fark denklemi goz oniine alinsin. Bu
durumda (2.18) fark denkleminin her ¢oziimiiniin salinimh olmasi igin gerek ve yeter

sart

12



(i) k=—-1lisep < —1;
(ii) k =01ise p > 1;
(i) k € {.. =3, =2} U{1,2, ..} ise p > s
ifadelerinden herhangi birinin saglanmasidir (Gyori and Ladas 1991).

Teorem 2.1.4 {q,} bir pozitif reel say1 dizisi ve | pozitif bir tam say:1 olmak iizere

n—1 I I+1
it 3 00> (1)

s=n—I
§&I‘t1 Saglanlyorsa,

Av(n) +q(n)v(n+1) >0 (2.19)
denklemi bir pozitif ¢oziime sahip degildir (Thandapani, Arul and Raja 2002).

Teorem 2.1.5 {q,} bir pozitif reel say1 dizisi ve k pozitif bir tam say1 olmak iizere

y 2 k

" : kt1
P i i;kp(l) > 57
ise
An+1)— A(n) +p(n)A(n — k) =0, n=0,1,2, (2.20)

fark denkleminin her ¢oziimii salimmhdir (Ladas, Philos and Sficas 1986).

Teorem 2.1.6 0 <p<1ve0<a<1olsun. Budurumdan =20,1,2,... icin
Az (n) —px(n—1))+q(n)z*(n—k)=0 (2.21)
denkleminin her ¢oziimii salimmhdir (Zhang 2002).

Lemma 2.1.11 <m <n—1veN(a) = {a,a+1,a+2, ...} tizerinde bir u(k) fonksiyonu
tamimli olsun. Bu durumda
(7) lim inf A™u(k) > 0ise, 1 <i < m — 1 olmak iizere lim Alu(k) = oo 'dur.

k—o0

(73) limsupA™u(k)<0 ise, 1 <7 < m — 1 olmak iizere klim A'u(k) = —oo ’dur.
k—o0 —©

(Agarwal 2000).

Ispat: Ilk olarak birinci durumu goz oniine alalim. Yani, lilgn inf A"u(k) > 0 olsun.
Bu durumda, her k € N(k) i¢in A'u(k) > ¢ > 0 olacak sekilde yeterince biiyiik bir

k1 € N(a) vardir. Buradan,
A™u(l) = AA™ (D))
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A"Mu(l) = A™ u(l + 1) — A™ (1)

denkleminin her iki tarafi k; ’den k£ — 1 toplanirsa,

i AMu(l) = i [A™ u(l 4 1) — A™ u(l)]

elde edilir. Sag tarafta ki toplam agilirsa,

k—1
Y A1) = A" Mu(k) = A" u(k = 1)+ A" u(k — 1) — A"k - 2)
=k

o+ A (R + 1) — A" (k)

k-1
Z AMu(l) = A" tu(k) — A" u(ky)
I=k:

olur. Burada, A™ 'u(k) ifadesi yalniz birakilirsa,

A" (k) = 2 A'u(l) + A™ (k) (2.22)

l=k1

elde edilir. Ispatin baginda kabul edilen Au(k) > ¢ > 0 esitsizliginin her iki tarafi k;

‘"den k£ — 1 ’e toplanirsa,

i Au(k) > i c
i Au(k) > ek — k) (2.23)

I=Fk1

bulunur. Bulunan (2.23) egitsizligi (2.22) esitliginde yerine yazilirsa,
A" (k) > e(k — k) + A™ u(ky)
elde edilmis olur. £ — oo i¢in limit alinirsa,

lim A" u(k) > lim [e(k — ki) + A" (k)]

k—oo k—oo
lim A" tu(k) = oo
k—o0

olur ki ¢ = m—1 i¢in ispat tamamlanmisg olur. klim A™ 1y (k) = oo oluyorsa lilgn inf A"y (k) >

0 ’dir. Yukaridaki adimlar kiigiiltiilerek devam edilirse lim A™ 2u(k) = oo elde edilir.

k—o0

Bu adimlar ardigik olarak tekrarlandiginda (i) ifadesi ispatlanmig olur.

14



(47) Simdi ise lim supA™u(k) < 0 olsun. Bu durumda, her k € N(k,) icin Alu(k) < c < 0
k—o0

olacak gekilde yeterince biiyiik ko € N(a) vardir. Birinci durumda oldugu gibi
A"u(l) = AA™ u(l))

A"Mu(l) = A™ u(l + 1) — A™ (1)

egitliginin her iki tarafi k; den k — 1 ’e toplanirsa,

i Amy(l) = i [A™ (1 + 1) — A™ ()]

elde edilir. Buradan, sag tarafin toplami acilirsa,

ki AMu(l) = A" tu(k) — A" ru(k — 1) + A" u(k — 1) — A" (k- 2)

1=k
o+ A (kg + 1) — A" (k)
k—1
doAMu(l) = A" u(k) — A" u(k)
=k

elde edilir. Bu son esitlikte A™ 1u(k) ifadesi yalmz birakilirsa,
k1
A" (k) =" Amu(l) + A u(ky) (2.24)
1=k

bulunur. Ispatin baginda kabul edilen Afu(k) < ¢ < 0 esitsizliginin her iki tarafi k;

‘"den k£ — 1 ’e toplanirsa,

g
>
/E
=
A
[
o

=k =k

k—1

> Alu(k) < ek — k) (2.25)
=k

elde edilir. (2.25) esitsizligi (2.24) ’de yerine yazilirsa,
A" (k) < ek — k1) + A™ tu(ky)
olur. £ — oo i¢in limit alinirsa,

lim A" (k) < lim [e(k — ki) + A" (k)]

k—oo k—o0
lim A" tu(k) = —o0
k—oo
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elde edilir. Bu durumda, ¢ = m — 1 i¢in ispat tamamlanmig olur. Bu durumda,

A™ (k) = oo oluyorsa lim supA™ u(k) < 0 esitsizligi saglanmir. Yukaridaki adimlar
k—o0

kiigiiltiilerek devam edilirse klim A™ 2y (k) = —oo elde edilir. Bu adimlar ardigik olarak

tekrarlandiginda, (i) ifadesi ispatlanmig olur.
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3 BIRINCI MERTEBEDEN FARK DENKLEM-
LERININ SALINIMLILIGI

Bu béliimde, n = 0, 1,2, ... igin (p(n)), -, negatif olmayan bir reel say1 dizisi ve

T(n) <n—1ve lim7(n) =00, n=0,1,2,... (3.1)

n—oo

olacak sekilde azalmayan veya monoton olmayan bir (7(n)),., tamsay1 dizisi olmak

lzere,

Az(n) + p(n)x(r(n)) =0 (3.2)

seklinde tanimlanan birinci mertebeden fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimlilig

{izerinde durulacaktir. Bu boliimde temel kaynak olarak, Ocalan (2016) alinmistir.

Bu ¢alisma boyunca,

h(n) =max7(n), n>0 (3.3)

s<n
olarak kabul edilecektir. Burada, her n > 0 i¢in h(n) azalmayan ve h(n) > 7(n) oldugu

aciktir. Ayrica, 7(n) azalmayan ise n > 0 i¢in h(n) = 7(n) 'dir.
Simdi,

k(n) = (”;i<—f2ﬂjl)nmm, n>1 (3.4)

tamimlanmig olsun. 7(n) < n — 1 ifadesinden,

o = (8
k(n) < (%)“nﬂﬂ
k(n) < 4

k(n) < 4 bulunur. Yine, lim 7(n) = oo, n =0,1,2, ... oldugundan,

n—o0

n— 7_(77/) + 1)n7(n)+1

lim k(n)= lm < -

7(n)——o00 7(n)——o00

yazilabilir. Limit hesaplandiginda 2> belirsizligi goriiliir. Buradan,

o n—7(n)+1
lim (%) .

T(n)——o0 n — T('n,)
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yazilip her iki tarafin logaritmasi alinirsa,

B n—7(n)+1
In!| Ilim (%) — Inb
7(n)——o00 n— T(n)

lim (n—7(n)+1)ln (%) — Inb

7(n)——o00 n — T(TL)

elde edilir. (n — 7(n) + 1) — oo igin (%) — 0 olur. Yani; £ belirsizligi co.0

n—r7(n)

belirsizligine doniigiir. Bunu ¢ézmek i¢in ise

n (n;i(nzl—l-l)
I OV N

lim T
R T )
yazilir ve % = u alimip L’Hospital kural uygulanirsa;
— 1
m TR FL
r(n)——oc0 N — T(N)
elde edilir. Buradan,
— 1
Tk ) e R
T(n)—>—0c0 N — T(n)
b = e

olur ki e < k(n) sonucuna ulagilir. O halde, e < k(n) < 4 oldugu agikca goriiliir.

Lemma 3.1 Kabul edelimki; p(n) > 0 ve (3.1) saglansin. Bu durumda, k(n), (3.4)

deki sekilde tanimlanmak iizere.

= lim inf Z = liminf Z (3.5)
elde edilir.

Ispat: h(n) azalmayan ve her n > 0 icin h(n) > 7(n) oldugundan

S k) < 3 p0IkG)
j=7(n) Jj=h(n)

elde edilir. Bu nedenle,
lim inf Z ) < liminf Z k(j)
j=h(n)
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yazilabilir. Kabul edelim ki; (3.5) sart1 saglanmasi. Bu durumda, dyle bir m’ > 0 ve
[ — o0 igin n; — oo olacak sekilde bir {n,;} dizisi vardir 6yleki;
TLl—l

lim > p(i)k(j) <m' <m

l—00

J=h(m)

olur. h(n;) := max7(s) tanimindan h(n)) = 7 (n;) olacak sekilde bir n; < n; vardir. Bu

s<ny
durumda,
n;—1 n;—1 n;*]-
> pkG) = D plEG) = > (k)
J=h(n) j=7(n;) j=T(ny)
yazilabilir.
nj—1 >
> (k)
Jj=h(n) =1

dizisi sinirli bir dizi oldugundan yakinsak bir alt diziye sahiptir. O halde, ¢t — oo igin

olur ki, bu da
n—1
lim inf Z p(Nk(G) <m'<m
j=7(n)
olmasini gerektirir. Bu ifade, (3.5) ile gelisir. Dolayisiyla ispat tamamlanmig olur.

Lemma 3.2 Kabul edelim ki, (p(n)) negatif olmayan bir reel say1 dizisi ve

n—1
liminf > p(i) > M (3.6)

i=n—Fk

olacak gekilde bir M > O sayis1 var olsun. Eger z(n),
Az(n) +pn)x(n —k) <0 (3.7)

denkleminin bir pozitif bir ¢éziimii ise yeterince biiyiik her n i¢in 6yle bir n* tamsayisi

vardirkin — k <n* <n —1 i¢in

dir.
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Ispat: 2(n), (3.7) esitsizliginin bir pozitif ¢oziimii olsun.(3.6) *dan biiyiik n > ng icin

”z_: p(i) > M

i=n—k
esitsizligi saglanir. Boylece, n > n + k icin n — &k < n* < n — 1 olacak sekilde bir n*

vardir oyle ki,

n* ‘ M n—1 ' M
PIFUES SRS WIES (33)

esitsizlikleri yazilabilir. (3.7) ’den (z(n)) azalan oldugundan

n*

r(n—k)—x(n*+1) = > (x(i) —2(i+1))

i=n—k

v
=
=5
=

|
N

AV
VRS
]
=
=
~—
By
=
*
|
=

v
|
&

(n* — &) (3.9)

ve

z(n’) —z(n+1) = Z(w(i) —z(i+1))

v
3
>
8
)
|
=

> (Z p(’i)) w(n — k)
> %x(n k) (3.10)

z(n*) > —x(n—Fk)> —%x(n* — k)

z(n*) >

v

K

S

¥ | —

=

3\_/

WV
7N N N
SIS SN
N N
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elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 3.1 Kabul edelimki (3.1) saglansin ve erge¢ p(n) > 0 olsun. Diger taraftan;
k(n), (3.4) deki sekilde tanimh olmak iizere,

n—1
liminf Y~ p(j)k(j) > 1 (3.11)
)

j=7(n
esitsizligi saglansin. Bu durumda, (3.2) denkleminin tiim ¢oziimleri salimimlidir.
Ispat: Celiski icin, (z(n)) nin (3.2) denkleminin bir erge¢ pozitif ¢oziimii oldugunu
kabul edelim. n; > —k bir tamsay1 olsun 6yleki her n > ny igin z(n),z(r(n)) > 0

saglansin. Buradan, (3.2) denkleminden

Az(n) +p(n)z(r(n)) = 0
Az(n) = —p(n)z(r(n))
Ax(n) < p(n)(r(n))

olur ki; bu durumda (z(n)) artmayan bir dizidir.

Genelligi bozmaksizin, Lemma 3.1 ’den kabul edelim ki, (7(n)) azalmayan olsun. Boylece
(3.11) dan bir n > ng ve yeterince kiigiik bir pozitif ¢y sayis1 vardir syleki;

n—1

S pkG) = (L te) =d>1

j=7(n)

yazilabilir. Lemma 3.2 ’den tiim biiyiik n ’ler icin

z(r(n) _
o ) > d (3.12)

esitsizligi yazilabilir. Diger tarafdan (3.11) ’den

Y o)z S k) 2 S k) 2 d > 1 (3.13)
Jj=7(n) Jj=7(n) Jj=7(n)

elde edilir. Tiim biiyiik n ’ler ve (3.13) ’den

(3.14)
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olacak gekilde bir n* € (7(n),n) vardir. (7(n)) azalmayan ve (z(n)) artmayan oldugun-

dan, (3.2) denklemi 7(n) ’den n* ’a toplanrsa,.

> (Ax() +p(Na(r() = D0
Jj=7(n) Jj=7(n)
> Ax(n)+ Y p(a(r() = 0
j=7(n) j=7(n)
e+ 1) —2(r(n)+ > p(ilz(r(j)) = 0 (3.15)
Jj=7(n)

elde edilir. Aym zamanda, (3.2) denklemi n* ’dan n ’ye toplanirsa,

n

> (Ax() +p(a(r() = 70

Z Az(j) + Z p()z(r(j)) = 0
z(n+1) —z(n*) + Z p()z(r(j)) = 0 (3.16)

bulunur. (3.15) ve (3.16) ’de ilk terimler ihmal edilirse ve (3.13) esitsizligi kullanilirsa,

—a:(7(n))+x(7(n*))c—i < 0

8
r(r(n)§ < (o)
—x(n*)—i—x(r(n))g < 0
r(r()§ < a(r(n®)

elde edilir. Buradan,
olur ve boylece

yazilabilir. Bu, (3.12) ile geligir. Dolayisiyla ispat tamamlanmig olur.

Ornek 3.1
1
Az(n) + gq:(n —-1)=0, n=0,1,2,. (3.17)
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denklemi gozoniine almsmn. Burada; p(n) = X ve 7(n) = n — 1 olur. Buradan,

n—1
1
lim inf O B

i=n—1
olacagi agiktir. Dolayisiyla; daha once verilen salinimhlik kriterleri yardimiyla (3.17)
denkleminin ¢oziimlerinin salimmmliligi hakkinda bir yorum yapilamaz. Ancak

4

n—1
m = liminf Y p(j)k(j) = - >1

i=n—1

olacagindan Teorem 3.1 ’den (3.17) denkleminin tiim ¢oziimleri salimmhdur.
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4 YUKSEK MERTEBEDEN MONOTON OLMAYAN
ARGUMANLI FARK DENKLEMLERININ COZUM-
LERININ SALINIMLILIGI

Bu boliimde,
A"z (n) 4+ p(n)z(r(n)) =0 (4.1)
seklindeki m -inci mertebeden fark denklemlerinin ¢oziimlerinin salinimlilik davraniglar

incelenecektir. Temel kaynak olarak; Ocalan ve Ozkan (2019) calismasindan yarar-

lanilmigtar.

Lemma 4.1 (Ayrik Kneser Teoremi) n > ny € N icin z (n) tamimh olsun. Burada,
n > ng igin A™x(n) sabit igaretli olmak iizere x (n) > 0 ve 6zdes olarak sifir olmasin.
Bu durumda; 0 < j < m olmak iizere A™z(n) < 0 igin (m + j) tek ve A™x(n) > 0 i¢in

(m + 7) ¢ift olacak sekilde bir j tamsayisi vardir Syleki,
j<m—1lise (=17 Az(n) >0, n>ny, j<i<m-—1 (4.2)
ve
j>1lise Ala(n) >0,n>ng, 1<i<j—1 (4.3)
dir.
Ozel olarak; n > ng icin A™z(n) < 0 ve (z(n)) smirh ise her n > ng icin
(=) AT (n) >0, 1<i<m-—1

ve

lim A’z(n) =0, 1<i<m-—1 (4.4)

n—oo

dir (Agarwal 2000).
Ispat: Ispat icin iki durum soz konusudur.

1. Durum: n > ny € N icin A™z(n) < 0 olsun. Ilk olarak n > ny € N icin
A™ 1x(n) > 0 oldugunu ispatlayalm. Eger bunun aksi diigiiniiliirse N (ng) ’da n; > ng
sayist vardir oyleki;

A" x(n) <0
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dir. A™ !z(n) azalan oldugundan N (ng) ’da sabit olarak tanimlanamaz. Bu durumda;

bir ny € N (ny) vardir dyleki tiim n € N (ng) icin
A™ tr(n) <A™ a(ng) < A™a(ng) <0
dir. Fakat Lemma 2.1.1 'den

klim z(n) =—o0

bulunur. Bu da, z (n) > 0 olmas: ile gelisir. Boylece, N (ng) 'da A™ 'x(n) > 0 'dir ve

yeterince kiiciik bir j sayis1 vardir dyle ki m + j toplami tek, 0 < 7 <m — 1 ve
(=1 Alz(n) >0, n>ng, j<i<m-—1

dir. Simdi de j > 1 ve
A lx(n) <0, n € N(ng)

olsun. Yine, Lemma 2.1.1 ’den
A'22(n) >0, n € N(ng)
bulunur. Bu iki esitsizligin sonucu olarak
(=177 Alz(n) >0, n>ny, j—2<i<m-—1

elde edilir. Bu da; j 'nin tammiyla celisir. Boylece; A’~'z(n) < 0, n € N (ng) esitsizligi

yanligtir ve A7 tz(n) > 0 dir.
(—1)j+i A'z(n) >0, n>ng, j<i<m-—1
egitsizliginden A7~!z(n) azalmayandir ve boylece
kll_)lglo A x(n) >0

olur. Eger j > 2 ise Lemma 2.1.1 ’den

klim Alz(n) =00, 1<i<j—2
elde edilir. Boylece tiim biiyiikk n € N(ng) ve 1 <i < j —1 igin

Alz(n) >0
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dir. Boylece, ispatin birinci kismi tamamlanir.

2. Durum: n > ng € N i¢in A™z(n) > 0 olsun. ng € N (ny) olsun oyle ki
A" 1x(ng) >0

dir.Bu durumda, A™ 'z(n) azalmayan oldugundan sabit olarak tanilanamaz ve bir

ny € N (n3) sayis1 vardir 6yle ki tiim n € N (ny) ’ler i¢in
A"z (n) >0

dir. Boylece

lim A" 'a(n) >0

k—o0

bulunur ve Lemma 2.1.1 'den

lim Alz(n) =00, 1<i<j—2

k—o0

elde edilir. Boylece tiim biiyiik n € N(ng) ve 1 <i < j — 1 igin
Alz(n) >0

dir. Bu, m = j igin teoremi saglar. Tiim n € N(ng) igin A" 'z(n) < 0 olmasi

durumunda yine Lemma 2.1.1 ’den tiim n € N (ny) i¢in
A" 2z(n) >0

bulunur. Ispatin buradan sonraki kismi 1.durum 'un benzeridir.

Lemma 4.2 n > ny € N igin z(n) tamml olsun ve A™z(n) < 0 olmak iizere z(n) > 0
olsun ve 6zdeg olarak sifir olmasin. Bu durumda yeterince biiyiik bir n; > ng € N

vardir oyle ki,
(n—ny)""
(m—1)!

dir. Burada j, Lemma 4.1 ’deki gibi tanimlanmigtir. Ayrica; eger z(n) artan ise

z(n) > A" lp(2m ), >y (4.5)

x(n) > ! ( " )mlAm_lx(n), n

> gm—1 4.
(m — 1)l \gm—1 " (4.6)

dir (Agarwal 2000).
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Ispat: Lemma 4.1 'den soyleyebiliriz ki; N (ng) ’da j < i < m — 1 olmak iizere
(=T Az(n) >0, j<i<m-—1

olur ve tiim biiyiik n > n; € N(ng) i¢in 1 <7 < j — 1 olmak iizere

Alz(n) >0
dir. Bu esitsizlikleri kullanarak
—A"2x(n) = —A"z(c0) + > A"z (l
2n

> Y A"z

l=n

> A" 12(2n)(n)V

[e.9]

—~A"3z(n) = A™32(00) — Z A" 2 (1)

l=n
2n
> 3 1WA (21)

2n

> > (1—n)WAm Tz (20)

l=n

> Am_1(22n)%(n)(2)

1

Ajw(n) > Am71$(2m7j71n) m

(n)(jfmfl)

elde edilir. Buradan,
n—1
AN lz(n) = A™x(ng) + Z A"z (1)

= 1 (I — nl)(j’m’l)Amflx(Qm’jfll)
1 A
> —— (n—ny)UTA Iy (2m iy,
N T i ( 1) ( )

bulunur. Boylece, (j — 1) kez tekrardan sonra

(n—mny)™"

(m —1)!

Am (2™ 1n);, n>ny

x(n) >
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elde edilir.

Teorem 4.1 Kabul edelim ki; (3.1) saglansin ve k(n), (3.4) ’deki sekilde tanimli olsun.

Eger (7(n)), azalmayan veya monoton olmayan bir dizi ve
liminf Y~ p(j)k(j) > (m —1)! (4.7)

ise (4.1) denkleminin her ¢oziimii ya sahmmhdir ya da

lim z(n) =0

dur.
Ispat: Celiski icin kabul edelim ki; (z(n)), (4.1) denkleminin bir erge¢ pozitif ¢oziimii

ve lim z(n) > 0 olsun. Bu durumda, her n > n; i¢in x(n),z(7(n)),x(h(n) > 0 olacak

n—oo

sekilde ny > ng vardir. Boylece, (4.1) denkleminden
A"z(n) + p(n)xz(r(n)) = 0
A"x(n) = —pn)z(r(n)) <0, n>n (4.8)
yazilabilir. Lemma 4.1 ’den her i € {1,2,3,...} igin A’z(n) tek isaretlidir ve yeterince

bityiik n igin A" 'z(n) > 0 dir. Dolayisiyla, Az(n) > 0 ve Az(n) < 0 olmak iizere iki

durum s6z konusudur:

Ax(n) > 0 Durumu: Az(n) > 0 oldugundan x(n) artandir. Lemma 4.2 ’den,

x(n) > ! ( " )ml A" x(n), n>ny

(m — 1) \2m-1 -
2(r(n)) > (mil)! (;fﬁ)l)m_ A" Va(r(n)), n > ny (4.9)

olacak sekilde bir ny > ny vardir. y(n) = A™ 'x(n) oldugunu kabul edelim. Boylece
n > no igin

y(n) >0 ve y(r(n) >0

olur ki buradan,

A(y(n)) +p(n)z(r(n)) = 0 (4.10)



yazilabilir. Diger taraftan, (4.9) esitsizligi ve lim 7(n) = oo oldugundan

n—oo

o) 2 ot (5) vtet (4.11)
1

z(r(n)) > my(T(”))v n > ng

olacak gekilde bir ng > ny tamsayisi vardir. (4.11) esitsizliginden, (4.10) denklemi

) < (o)
) < pma(r(n)

Ay(n) + T gpmy(r() < Ay(n) +p(m)a(r(n)

Ay(n) + gp)y(r() < 0. n = (412

seklini alir. y(n) artmayan ve h(n) azalmayan oldugu, her n > 0 igin 7(n) < h(n)
oldugu gozoniine alimirsa (4.11) 'den

1
(m— 1Y

elde edilir. Bu son esitsizlikte p(n) = ( - (_”i)! alinirsa,

Ay(n) + (n)y(h(n)) <0, n > ng

~

Ay(n) + p(n)y(h(n)) <0, n=ns (4.13)
olur ki, (4.11) esitsizligi bir ergeg pozitif ¢dziime sahiptir.
Diger taraftan; h(n), (3.3) ’deki sekilde tanimli olmak iizere Lemma 3.1 ’den

hﬁ&tﬁf Z —h,?i%}.}f Z (4.14)

J=7(n)

dir. Bundan dolayi, (4.7) sart1 ve (4.14) ’den

n—1
. ~ g 1 . N
lim inf > p(J)k(J)thggc}f > p(ik(j) > 1 (4.15)
i=h(n) : j=h(n)

olur. Boylece, Teorem 3.1 den (4.13) denklemi bir erge¢ pozitif ¢ziime sahip degildir.Bu
bir celigkidir.

Ax(n) < 0 Durumu: Lemma 4.1 ’den m nin ¢ift olma durumu imkansizdir. Bu ne-

denle, m ’'nin sadece tek oldugu durumu ele alacagiz. Axz(n) < 0 durumunda z(n)
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azalan ve simirhdir ve bu nedenle (z(n)), bir a sabitine yakinsar. Lemma 4.1 ’den tiim

biiyiik n > n; ve 1 <7 <m — 1 igin

(=) A™ i (n) > 0 (4.16)
ve
lim A" z(n) =0 (4.17)

elde edilir. (4.17) ’dan her € > 0 i¢in
0< Am_lx(n) <e, n>ny (4.18)
ng4 > ny tamsayist vardir. Agiktir ki, a > 0 ’dir. Dolayisiyla,
1
z(n) > =a, x(r(n)) > 3% > ns (4.19)
olacak sgekilde bir ns > n4 vardir. Boylece; (4.19), (4.1) denkleminde yerine yazilirsa,
A™(n) + pm)(r(n)) = 0

A™z(n) + gQD(n)

Spn) < 0, 0z (4.20)

(4.20) esitsizliginin her iki tarafi ny ten n ’ye kadar toplanirsa

n

> [amats) +p(9)3] < S0

2 <
;A (A" x(s)) +S;n5p<8)2 <0
A" ly(n+1) — A™ z(n) + ... <
+A™p(ns + 1) — A a(ns) +p(s) >0, 5 — 0
A" g(n+ 1) — A" a(ng) + g Z p(s) < 0, n>ns (4.21)

s=ns
n — oo aliirsa yeterince biiyiik n ’ler i¢in
a n
3 Z p(s) <e (4.22)
s=ns

elde edilir. Diger taraftan, (4.7) 'den

S plo)k(s) > D!

j=7(n)

n > ng (4.23)
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olacak sekilde bir ng > n; tamsayisi vardir. n > 1 i¢in k(n) < 4 oldugundan (4.23) ’den
yeterince biiyiik n ’ler i¢in
n—1
a —1)!
- —_— 4.24
5 > (s 8 (4.24)

]’T?’L

elde edilir ki, bu durum (4.24) ile (4.22) ¢eligir. Boylece, ispat tamamlanmig olur.

Teorem 4.2 Kabul edelim ki, m ¢ift, k(n), (3.4) ’deki sekilde tanimli ve (3.1) saglansin.

Eger (7(n)) azalmayan veya monoton olmayan bir dizi ve

lim inf Z Vk(j) > 207D (1, — 1)) (4.25)
(n)

ise (4.1) denkleminin her ¢oziimii salimmhdur.

Ispat: Celiski icin kabul edelim ki (x(n)), (4.1) denkleminin bir pozitif ¢tziimii olsun.
Bu durumda, x(n),z(7 (n)),x(h (n)) > 0 olacak sekilde n; > ng vardir. Teorem 4.1 ’den

pozitif bir n; tamsayis1 vardir 6yle ki, (4.8) saglanir. Lemma 4.1 ’den
Az(n) >0

olur ki, bu durum z(n) 'nin artan olmasim gerektirir. Teorem 4.1 ’de y(n) = A™ 'z(n)

alinirsa,

o(r(n) > (2m )" vt (4.26)

elde edilir. Bundan dolayi, (4. 10) e (4.26) ’den

e (22) wtrto)

Ayl + o p) (53] () < Aun) + plaa(r(o)

a0+ ot (o) pstr) < 0wz ng (4.27

elde edilir. Buradan y(n) artmayan, h(n) azalmayan ve her n > 0 igin 7(n) < h(n)
oldugundan,(4.27) ’den

IA
=
S
8
N
S




Ay(n) +p(n)y(h(n)) <0 (4.28)

olur ki bu (4.28) esitsizliginin bir erge¢ pozitif ¢oziime sahip oldugu anlamina gelir.

Diger taraftan; Lemma 3.1 ’den

n—1 n—1
liminf Y p(j)k(j) =liminf Y p(j)k(j) (4.29)
Jj=7(n) j=h(n)

dir. Bundan dolayi, (4.29) ve (4.25),

n—1 n—1

.. ~ g 1 1 4 Y

liminf ) p(J)k(J)Z(m_l),Q(m_Uzhgg}f§ T Gp(GEG) > 1 (4.30)
j=h(m) ' j=hn)

olmasini gerektirir. Bu nedenle, Teorem 3.1 ’den (4.30) denklemi bir erge¢ pozitif

¢oziime sahip degildir. Bu bir geligkidir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.1. Kabul edelim ki, (3.1) saglansin. Eger (7(n)) azalmayan veya monoton

olmayan bir tamsay1 dizisi ve

n—1
1
lim inf ' —(m —1)! 4.31
im in j_E(n)p(J) > —(m—1) (4.31)

ise (4.1) denkleminin her ¢oziimii ya sahmimhdir ya da

lim z(n) =0

n—oo
dir.

Sonug 4.2 Kabul edelim ki, m ¢ift ve (3.1) saglansm. Eger (7(n)) azalmayan veya

monoton olmayan bir tamsay1 dizisi ve

n—1
liminf Y " (j)p(j) > (m —1)! (4.32)
j=7(n)

ise (4.1) denkleminin her ¢oziimii salimmhdur.

Ornek 4.1
n—3, n cift ise
7(n) =
n—1, n tek ise
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olmak iizere
3

APz(n) + Zx(r(n)) =0, (4.33)

n>0

fark denklemini gozoniine alahm. Burada (3.1) sartimin saglandig agiktir. (3.3) ’den

n—2, n cift ise

h(n) = max 7(s) =
0<s<n n—1, n tekise

oldugu goriiliir. Buradan hesaplanirsa,
ot 8 ncift ise
> pl) =

; 3; n tek ise

Y

elde edilir. Boylece,

n—1
31
lim inf N=2>(m-1)="2
gggolé()p(ﬁ > —(m=1l= -
j=7(n

olur yani; Sonug 4.1 ’deki (4.31) sart1 saglamir. Dolayisiyla, (4.33) denkleminin her

¢Oziimii ya salmimh ya da lim z(n) = 0 dir.

n—oo

33



5 YUKSEK MERTEBEDEN GECIKMELI FARK
DENKLEMLERININ COZUMLERININ SALI-
NIMLILIGI

Bu tez calismasinin bu boliimiinde;
Alz(n) + sz(n)x(n —k)=0, n=0,1,2,.. (5.1)
i=1

seklinde [ -inci mertebeden gecikmeli fark denkleminin ¢oziimiiniin salinimlilik davranslar:
incelenecektir. Temel kaynak olrakak, Zhou (2006) kullanilacaktur.
i =1,2,... i¢in k; pozitif tamsayi, (p;(n)) ’ler negatif olmayan reel say1 dizileri, A,
ileri fark operatorii ve [ > 2 icin Alz(n) = A= (Az(n)) olmak iizere,
Alz(n) + Zpl(n):c(n —k)=0, n=0,1,2,..
i=1
gecikmeli fark denklemini ve bu denklemin birinci mertebeden esitsizlik kargiligi olan

Ax(n) + Xm:pz(n)x(n — k) <0, n=0,1,2,.. (5.2)

esitsizligini gozoniine alalim.

Tanim 5.1 (5.1) veya (5.2) 'nin bir ¢oziimii; n > 0 olmak iizere (5.1) denklemini veya

(5.2) esitsizligini saglayan ve agikar olmayan bir (x(n)) reel say1 dizisidir.

Tamim 5.2 Bir (x(n)) ¢oziimii, eger ne ergeg pozitif ne de ergeg negatif ise salimimh

¢oziim, aksi halde; saliniml olmayan ¢oziim olarak adlandirilir.

Lemma 5.1 Kabul edelim ki,

" (k1
lim inf Z ( ]:_
i=1 i

ki+1 ntk;
) Z pi(s) > 1 (5.3)

s=n-+1
veya
m n+k;
lim supz Z pi(s) > 1 (5.4)
OO =1 s=n

olsun. Bu durumda, (5.2) esitsizligi erge¢ pozitif ¢oziime sahip degildir.
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Lemma 5.2 n > ng icin Alz(n) < 0 olacak sekilde bir z(n) > 0 dizisi var ve dzdes
olarak sifirdan farkl olsun.Eger z,, artan ise

2272l

) 2

n'tAT 2 (n), Wn > 2n, (5.5)

olacak sekilde bir bityiik n, > ng tamsays1 vardir. Ozel olarak, yeterince biiyiik n icin

6

) 2 7

n'tATz(n) (5.6)

dir. Burada, 0 < # < 1, lim # = 1 ve her negatif olmayan ¢ tamsayisi ve n(®) = 1 icin

n—oo

n® =n.(n—1)...(n—t+1) d.

Teorem 5.1 Kabul edelim ki,

“ 1
lim inf Z <kz]:_
i=1 i

olsun. Bu durumda, (5.1) denkleminin her (x(n)) ¢6ziimii ya sahmmhdir ya da n —

) S pls) > (- 1) (5.7)

s=n-+1

oo i¢in z(n) — 0 dir.

Ispat: Kabul edelim ki, (x(n)), (5.1) denkleminin bir erge¢ pozitif ¢oziimii olsun. Bu
durumda,

z(n) >0, z(n—Fk)>0, i=0,1,2,...n >N (5.8)

olacak gekilde bir pozitif N; tamsayis1 vardir. Boylece,

Alz(n) + sz(n):z;(n —k) =0

Az(n) = = pin)z(n—k) <0 (5.9)

=1
ve

Alz(n) #0
dir.

Lemma 4.1 "den her i € {1,2,3,...,] — 1} i¢in A’z(n), ergeg tek isaretlidir ve yeterince
bityiik n icin Al"lz(n) > 0 saglanir. Burada; Az(n) > 0 ve Az(n) < 0 olmak tizere iki

durum vardar:
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1. Durum: Az(n) > 0 olsun. Bu durumda, z(n) artandir. k = max {ky ko, ...k}

olsun. Lemma 5.2 ’den

ntAP 2 (n), n> N,

ve i = 1,...,m olmak {izere

w(n—k) > (n— k)" AT w(n — k)

(=1
0

> -
- (-1
olacak gekilde bir Ny > max {k, N1} tamsayisi vardir. Burada, 0 < 6 <1 ve limf =1

n—oo
dir.

z(n —k;) (n—k)"""Ae(n— k), n>N, (5.10)

A7lz(n) = y(n) olsun. Bu durumda, i = 0,1,2,...m ve n > N, igin
y(n) >0, y(n—=~k)>0

olr ki; bu durum

m

Alz(n) + sz(n)x(n —k) =0
A (A 'z(n)) + sz(n):c(n —k) = 0
Ay(n) +> piln)a(n—k) = 0, n> N, (5.11)

=1

olmasini gerektirir. (5.10) ’den ¢ = 0,1, 2, ...m i¢in

dn=k) 2 g (=B A aln — k)
x(n - kl) > (l — 1)| (n - k)l_l y<n - kl)
x(n—Fk) > 0 fl)!y(n —k;), n> N (5.12)

elde edilir. (5.12) esitsizligi (5.11) denkleminde yerine yazilip diizenlenirse,
0
A (y(n)) +Pi(n)my(n — ki) <0, n=>N;

bulunur. Burada, p;(n) = ﬁpi(n) olarak alinirsa

m

Alyn) + S pimyn —k) <0, n =N, (5.13)

=1
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olurki bu da (5.13) egitsizligi bir erge¢ pozitif ¢oziime sahiptir anlamina gelir. Diger

taraftan, (5.7) sart:

ligriiorolfz < ]:_ ) Z pi ()
=1 v s=n+1
= liminf < k, ) 2 pils) (—1)
i=1 s=n+1
= nli_)noloinf = < /;L ) Z pi(s) >1 (5.14)
Ti=1 ¢ s=n+1

olmasini gerektirir. Bu rurumda, Lemma 5.1 ’den (5.13) bir ergeg pozitif ¢6ziime sahip

degildir. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla bu durum ispatlanmis olur.

2. Durum: Az(n) < 0 olsun. Burumda, Lemma 4.1 ’den [ 'nin ¢ift olmas: imkansizdir.
Bu durumda [ ’nin yalnizca tek oldugu durumu inceleyecegiz. Az(n) < 0 oldugundan,

x(n) monoton smirh ve bu nedenle bir a sabitine yakinsaktir. Lemma 5.2 ’den

(=)™ Aig(n) >0, i=1,2,...,1 —1, her biiyiik n > N, (5.15)
ve
lim A™'2(n) =0 (5.16)

elde edilir. (5.16) 'dan herhangi bir £ > 0 i¢in
0<Az(n) <e, n> Ny (5.17)

olacak gekilde bir N3 > Njtamsayis1 vardir. Buradan, a > 0 oldugu aciktir. Eger a =0

ise ispat aciktir. Bu nedenle, a > 0 oldugunu kabul edelim. O halde, i = 1,2, ...,m igin
1 1
x(n) > 5% x(n —k;) > 3% > N, (5.18)

olacak gekilde bir N, > N3 tamsayisi vardir. Boylece, (5.1) denkleminden
Alz(n) + Zpl(n)x(n —k) = 0
i=1

Al ()L <
x(n)+;p1(n)2 < 0

Alx(n)—l—gZpi(n) < 0, n>N, (5.19)

=1
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yazilabilir. (5.19) 'nin her iki tarafi N, ’den n ’ye kadar toplanirsa,

Z(A%(n)%—me(s)) < 0

i=Ny
> A+ 8 sz <0
i=Ny i= N4
> A (A z(n) + Z 52}%(8) <0
=Ny =Ny
Ao 1) = A7) 4+ AN 1) = ATV )ES DD pils) <0
=Ny i=1
Az(n +1) — Al lx(N4)—|—g S S nils) <(8.20)
=Ny 1=1
bulunur. n — oo igin
% Z Z ) < g, biiyiik n i¢in (5.21)
=Ny i=1
elde edilir. Diger taraftan, (5.7) 'dan
T+ 1\ R (1—1)!
S5 a5 e
=1 s=n+1
k‘i-i-l
olacak sgekilde bir N5 > N, tamsayisinin var oldugunu soyleyebiliriz. %) < 2e
oldugundan,
m  ntk;
z (1)
2 :
53D PITIENC
i=1 s=n+1
m  ntk;
Z (-1
S5 e -
i=1 s=n+1
olur. Buradan bu son egitsizligin her iki tarafi £ ile ¢arpilirsa
m  ntk
a l a(l —1)!
i=1 s=n+1
elde edilir. Bu durum, (5.22) ve (5.21) ile celigir. Boylece ispat tamamlanir.
Teorem 5.2 Kabul edelim ki;
m  ntk;
hmsupz Z pi(s) > (1 —1)! (5.23)
OO =1 s=n+1
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olsun. Bu durumda, (5.1) denkleminin her z(n) ¢oziimii salimmhidir veya n — oo i¢in

z(n) — 0 ’dir.

Gergekten, Teorem 5.1 ’in ispat1 gozoniine alindiginda, (5.23) sarti (5.22) ’in daima

saglanmasini gerektirir ve (5.14) esitsizligi,

m  n+k;

limsupz Z pi(s) >1 (5.24)

N0 =1 s=n+l

esitsizligine dontigiir. Bu teoremin ispati1 Teorem 5.1 ’in ispatina benzer sekilde yapila-
bilir.

Teorem 5.3 Kabul edelim ki, [ ¢ift ve

m k + 1 k;+1 n+k;
limian( ’k > > s pi(s) > (- 1)! (5.25)
i=1 ‘

s=n+1
sart1 saglansin. Bu durumda, (5.1) denkleminin her sinirh z(n) ¢oztimii salimmhdir.

Ispat: Celiski icin kabul edelim ki, 2(n) (5.1) denkleminin bir erge¢ pozitif smirh
¢oziimii olsun. Teorem 5.1 ’in ispatina gore bir N7 pozitif tamsayis1 vardir 6yle ki, (5.8)

ve (5.9) saglanir. Lemma 4.1 'den
Az(n) >0
olur ki, bu durumda z(n) artandir.Teorem 5.4 ’iin ispatindan i = 1,2, ..., m i¢in

x(n —k;) > ﬁ (n—k)""y(n—k), n>N, (5.26)

olacak sekilde bir No > N; tamsayisi vardir. Burada, k = max {ky ko, ..k} ve 0 <
0 < 1 igin lim,_. @ = 1 ’dir. Buradan, p;(n) = (ﬁ) (n— k)™, Al=lz(n) = y(n) ve
1t =1,2,...,m olmak iizere

Ay(n) + Z pi(n)y(n — k) <0, n> N, (5.27)

olur ki bu durumda (5.27) bir erge¢ pozitif ¢oziime sahiptir. Diger taraftan,(5.25) sarti

m k+1 ki+1 n+k;
limian( - ) > pils) > (1-1)
i=1 L

s=n+1

)ki+1 % s 1pi(n) <ﬁ) m—k)"" > (-1

s=n+1

= ki1
i S (%
i=1 v

k;+1 n+k;

ligglf(l_(gl)! ; (kljl) Y opils)(s—k)T > 1 (5.28)

s=n+1
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olmasini gerektirir. Lemma 5.1 'den (5.27) esitsizligi bir ergeg pozitif ¢oziime sahip

olamaz. Bu bir geligkidir. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

Teorem 5.4 Kabul edelim ki, [ ¢ift ve
m n+k;

lim supz Z s pi(s) > (1 —1)!

n—oo
=1 s=n

sart1 saglansin. Bu durumda (5.1) denkleminin her smirh z(n) ¢oziimii salinimhdur.

Sonug 5.1 Kabul edelim ki, / ¢ift olsun. Eger (5.7) ve (5.23) sartlar1 saglaniyorsa (5.1)

denkleminin her siirh ¢oziimii salimmmhdir.
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