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OZET

Carpimsal Modiiller

Bu tezin ana amaci birimli ve degismeli bir halka tizerindeki ¢carpimsal modiilleri ve bunlarin asal
alt modiillerini ¢alismaktir.

Bu amagla, oncelikle bir modiiliin carpimsal olmasi i¢in baz1 gerek ve yeter kosullar verilmistir.
Daha sonra asal idealler i¢in verilen bazi1 sonuglarin, ¢arpimsal modiillerin asal alt modiilleri i¢in de
saglanip saglanmadigi arastirilmistir. Ayrica, 6zel olarak ¢arpimsal modiillerin sonlu tiretilmis olma
durumu incelenmistir.

Son olarak da, bir garpimsal modiiliin iki alt modiiliiniin garpimi kavrami tanitilarak, ¢arpimsal

modiillerin asal alt modiilleri karakterize edilmistir.

04,2009 Cemile NUR



ABSTRACT

Multiplication Modules

The main objective of this thesis is to study multiplication modules and the prime submodules of
such modules over a commutative ring with identity.

To this end, we first gave some necessary and sufficient conditions for a module to be
multiplication. Then we investigated whether some results on prime ideals also hold for prime
submodules of multiplication modules. Furthermore we examined in particular when such modules are
finitely generated.

Finally, by introducing the notion of product of two submodules of such modules, we

characterized the prime submodules of a multiplication module.

04,2009 Cemile NUR



T.C.
MARMARA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

KABUL ve ONAY BELGESI

Cemile NUR ’un ‘CARPIMSAL MODULLER’ baslikli Lisansiistii tez calismasi, M.U.
Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun 27.04.2009 tarih ve 2009/11-04 sayili karart ile

olusturulan jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali Teorik Matematik Programinda
YUKSEK LISANS Tezi olarak Kabul edilmistir.

Danisman : Dog¢.Dr. Unsal TEKIR Marmara Universitesi
1. Uye : Prof.Dr. Fethi CALLIALP Dogus Universitesi
2. Uye : Prof.Dr. Ahmet DERNEK Marmara Universitesi

Tezin Savunuldugu Tarih : 05.06.2009

ONAY

M.U. Fen Bilimleri Enstitiisii Yonetim Kurulu’nun 29.06.2009 tarih ve 2009/15-40

say1li karar1 ile Cemile NUR ’un Matematik Anabilim Dali Teorik Matematik Programinda
Y.Lisans (MSc.) derecesi almasi onanmustir.

Fen Bilimleri Enstitisu Muduru

Prof. Dr. Sevil UNAL



SEMBOL LIiSTESI

ann (M) : M nin sifirlayicist
Cek f : f nin ¢ekirdegi
det C : C matrisinin determinanti
7] : I € L(R) nin denklik siifi
VI : I idealinin radikali
J (R) : R nin Jacobson radikali
L(R) : R nin ideallerinin latisi
L (M) : M nin alt modiillerinin latisi

M —rad N : M nin N alt modiiliiniin M —radikali

Pr(N) : M nin N alt modiiliiniin biitiin sunus ideallerinin kiimesi
Q : Rasyonel sayilar kiimesi

rad M : M nin radikali

Z : Tam sayilar kiimesi

T (M) : M nin biikiilme(torsion) alt modiilii
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I GIRIS VE AMAC

I.1 GIRIS

Matematik disiplininde modiil teorisi, ¢ok ¢alisilan alanlardan biridir. Biz bu tezde
ozel olarak carpimsal modiilleri inceleyecegiz.

H. Ibrahim Karakas 1972 yilinda halkalar icin bilinen Cohen Teoremini modiillere
genigletmis ve Cohen Teoremini, ispatladigi teoremin sonucu olarak vermistir.[1] Bu
calismada, H. Ibrahim Karakas'm sonlu iiretilmis modiiller igin ispatladigi teoremin
carpimsal modiiller i¢in de saglandigim1 gosterecegiz.

1981 yilinda A. Barnard carpimsal modiillerin temel 6zelliklerini vermig ve
Nakayama Lemma’daki sonlu tiretilmiglik sarti yerine ¢arpimsal modiil olma sartini
koyarak yeniden ispat yapmugtir.[2]

Carpimsal modiiller ile ilgili temel tanim ve teoremleri ise 1988 yilinda Z. Abd
El-Bast ve P. F. Smith vermistir. Bu makalede Z. Abd El-Bast ve P. F. Smith,
degismeli halkalar tizerindeki modiillerin ¢arpimsal olmasi i¢in gerek ve yeter kosullari
vermiglerdir. 3]

Yine 1988 yilinda P. F. Smith, bu teoremlerin bazilarini farkl tekniklerle yeniden
ispatlamigtir.[4]

M. Majid Ali, Z. Abd El-Bast ve P. F. Smith’in ispatladig1 bir teoremi kullanarak,
bir idealin radikali i¢in bilinenen karakterizasyona benzer bir karakterizasyonu, sonlu
tiretilmis bir ¢arpimsal modiiliin alt modiiliiniin M —radikali i¢in vermistir.[5]

R. Ameri, yine ayn1 teoremi kullanarak ve bir ¢arpimsal modiiliin iki alt modiiliiniin
carpimi kavramini tanitarak, bir ¢arpimsal modiiliin asal alt modiillerini ve bir alt
modiiliiniin M —radikalini karakterize etmistir.[6]

Bu tezde, halkanin idealleri ile ¢arpimsal modiillerin alt modiilleri arasindaki

benzerlikler incelenmis ve Cebirdeki 6nemli teoremlerin farkli versiyonlar: verilmigtir.



II GENEL BILGILER

I1.1 CEBIiRDEKIi ON KAVRAMLAR

ve NOTASYONLAR

Yar.Teorem I1.1 (Zorn Lemmasi) (A, =), bos olmayan kismi siraly bir kiime olsun.

Eger A nin her zincirinin bir ist siniry varsa, o zaman A bir maksimal eleman icerir.[7]

Tanim I1.1 (A, <), bos olmayan kismi siraly bir kiime olsun. Her a,b € A i¢in {a,b}
kiimesinin hem en biyik alt sinire hem de en kiigtik st sinwre varsa, (A, =) kiimesine

bir latis denir.

Tanim I1.2 R bos olmayan bir kiime olsun. (+) ve (-) ikili islemi i¢in, asagdaki

ozellikleri saglayan (R, +,-) tglisine bir halka denir.
(1) (R,+) abelyen bir grup;
(17) Va,b,c € Rigin (a-b)-c=a- (b-c) (carpimin birlesme 6zelligi);

(1ii) a-(b+c¢)=a-b+a-cve(a+b)-c=a-c+b-c (¢arpimin toplama {izerine soldan

ve sagdan dagilma ozelligi).
Ek olarak;
(w) Ya,be Rigina-b=">b-a
ise R ye degismeli halka denir.
(v) Vae Riginlg-a=a-1g=a

olacak gekilde R nin bir 1z elemam varsa, R ye birimli halka denir.

Buradan itibaren a - b = ab olarak alinacaktir.



Tanim IL.3 R bir halka ve a € R olmak tizere ab = 0 olacak bigimde bir b € R\ {0}

varsa, a elemanmina bir sufur bolen denir.

Tanim I1.4 R birimli bir halka ve a € R olsun. ca = 1g (ab = 1g) olacak sekilde
c€ R (b€ R) varsa a elemamina sol (sag) tersinir denir. a elemans hem sol hem de

sag tersinir ise, a ya tersinir veya birtmsel denir.

Tanim II.5 R birimli ve degigmeli bir halka ve 1gr # 0 olsun. Eger R nin sifir boleni

yoksa, R ye bir tamlik bolgesi denir.

D birimli bir halka ve 1p # 0 olmak {iizere, D nin sifirdan farkli her elemani
birimsel ise D halkasina bir bolen halkasi denir.

Degismeli bolen halkasina ise cisim adi verilir.

Tanmim I1.6 R ve S ki halka olsun. Her a,b € R i¢in

fla+b)=f(a)+[f(b) ve f(ab) = [(a)f(b)
kosullarine saglayan f : R — S fonksiyonuna bir halka homomor fizmast denir.

1-1 homomorfizmaya monomor fizma; 6rten homomorfizmaya epimor fizma; hem
1-1 hem de ¢rten homomorfizmaya ise izomor fizma adi verilir.

Cek f={r € R: f(r) =0} kiimesine f nin ¢ekirdegi denir.

Tanim I1.7 R bir halka ve S, R nin toplama ve ¢arpma islemleri altinda kapali, bos
olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger S bu islemler altinda kendi basina bir halka ise, o

zaman S ye R nin bir alt halkasy denir.

Tanim I1.8 I, R nin bir alt halkas: olsun. r € R ve x € I i¢inrz € I (xr € 1) ise, o
zaman I ya R nin bir sol (sag) ideali denir. Eger I, R nin hem sol hem de sag ideali

1se, 0 zaman I ya R nin bir idealt denir.



R halkasi kendi bagina bir idealdir. Yalnizca sifir elemanindan olugan 0 idealine
asikar ideal denir.
Eger R nin bir [ ideali sifirdan ve R den farklh ise, o zaman [ ya R nin bir has

(veya 6z) ideali ady verilir.

Teorem I1.1 I, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. I min sol (sag) ideal olmasi

1¢in gerek ve yeter kosul

(1) Ya,be Iigina—b e I; ve

(i) a€ I,r € Riginra €I (ar € I)
olmasidur. [7]

Teorem I1.2 f: R — S bir halka homomorfizmast olsun. Bu durumda f nin ¢ekirdegi
R nin bir idealidir. Tersine I, R nin bir ideali ise, w (r) = r+1 ile verilenm : R — R /1

dontigtimi, ¢ekirdegi I olan bir halka epimorfizmasidr. [7]

Sonug I1.1 (Birinci lzomorfizma Teoremi). Eger f : R — S bir halka homomorfiz-

mast ise, o zaman R/ Cek f = f(R).[7]

Tanim I1.9 P, R halkasinin bir ideali ve P # R olmak tizere, R nin herhangi A veB
1deali 1¢in,
ABCP = ACPuveya BCP

gercekleniyorsa, P ye R nin bir asal ideali denir.
Teorem I1.3 P, R halkasimn bir ideali ve P # R olmak tizere, Ya,b € R i¢in,
abe P = a € P veyabe P (I1.3)

saglamyorsa, o zaman P asaldir. Tersine P asal ve R degismeli ise, o zaman P, I1.3

kosulunu saglar.[7]



Teorem I1.4 R birimli ve degismeli bir halka ve 1 # 0 olsun. R nin bir P ide-
alinin asal olmast i¢in gerek ve yeter kosul R,/ P bolim halkasinin bir tamlik bolges:

olmasidar. [7]

Tanmim I1.10 M, R halkasinin bir ideali ve M # R olsun. R nin M C N C R
kosulunu saglayan her N ideali i¢in, ya N = M ya da N = R gercekleniyorsa M ye R

nin bir maksimal ideali denir.

R birimli ve degismeli bir halka ise, R nin her maksimal ideali ayn1 zamanda

asaldir.

Teorem I1.5 Sifirdan farkl ve birimli her R halkasi bir maksimal ideal icerir. Aslnda,

R nin kendisi digindaki her ideali, bir maksimal ideali tarafindan kapsanar.[7]

Tanim II.11 R halkasinin tek bir maksimal ideali varsa, o zaman R ye local (yerel)

halka denir.

Teorem I1.6 R birimli ve degismeli bir halka olsun. Bir M idealinin maksimal olmasi

icin gerek ve yeter kosul R,/ M béliim halkasiin bir cisim olmasidar.[7]

Tanmim I1.12 R degigmeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. O zaman, I 1y kap-
sayan R nin biitin P asal ideallerinin kesisimine, I mn radikali denir ve /1 ile

gosterilir.
V0 idealine R nin nil radikali veya asal radikali ad1 verilir.

Teorem I1.7 R degismeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. O zaman,

VI = {r € R:r" €I olacak sekilde n > 0 vardur.}

[7]



Tanmim I1.13 R halkasinin biitiin maksimal ideallerinin kesisimine R nin Jacobson

radikali denir ve J (R) ile gosterilir.

Teorem I1.8 r € J(R) olmas: i¢in gerek ve yeter kosul, her a € R i¢in 1 — ra mn

birtmsel olmasidar.

Ispat. 7 € J(R) olsun. En az bir a € R igin 1 — ra mmn birimsel olmadigim
varsayalim. Bu durumda 1 — ra € P olacak bicimde R nin bir P maksimal ideali

vardir. r € J (R) oldugundan
l=(1-ra)+raeP

geligkisi elde edilir. O halde 1 — ra birimseldir.

Tersine, € R olmak iizere, her a € R i¢in 1 — ra birimsel olsun. r ¢ J (R) olsun.
Bu durumda r ¢ @ olacak bigimde R nin bir () maksimal ideali vardir. Buradan,
@ + (r) = R olur ve x 4+ ra = 1 olacak bi¢imde x € @) vardir. O halde x =1 —ra € Q)

olur, geligkidir. Boylece r € J (R) elde edilir. =

Teorem I1.9 (Cin Kalan Teoremi) n > 2 olmak tzere I, 1Is,...,I,, R halkasinin

idealleri olsun. Heri # j i¢in I; +1; = R (i,j =1, ...,n) ise
f<7ﬂ) = (T+Ila 7T+[n)

ile tanimlanan

f:R—R/I x..xR/I,

homomorfizmasy ortendir.

;I = R dir.

Ispat. Heri # jigin I; + I; = R (i,j = 1,...,n) oldugundan I; +
Buradan, heri,j = 1,...,ni¢in r; = a;+b; olacak bicimde r; € R,a; € I ve b; € ﬂ#j I;
vardir. O halde, r; = b; (mod I;) ve x = by +...+b, i¢in x = b; = r; (mod I;) yazilabilir.
Boylece (b_l, e ,E) €ER/N1X..xR/I,icin f (x) = (b_l, o ,E) olacak bicimde = € R

mevcuttur ve f ortendir. m



I1.2 MODULLER

Tanmim I1.14 R bir halka ve (M,+) bir abelyen grup olsun. (r,a) — ra ile tanvm-
lanan R X M — M fonksiyonu asagidaki ozellikleri saglyor ise M ye (sol) R — modiil

denir.
Vr,s € R ve m,n € M igin,
(1) T(m+n)=rm+rn;
(17) (r—+s)m =rm+ sm;
(1ii) r(sm) = (rs)m.
Eger R birimli ise ve
(iv) Ym € M igin 1gm =m

saglaniyor ise M ye birimsel (sol) R — modiil denir. Eger R bir bolen halkas ise,
o zaman birimsel R-modiil M ye (sol) vektor uzay: denir.

Benzer bicimde, (birimsel) sag R—modiil tanim,
(a,7) — ar

ile tamimlanan M x R — M fonksiyonu araciligiyla, yukaridaki kogullara uyarlanarak
verilebilir.

Eger R degismeli bir halka ise, her sol R—modil M, »r € R ve m € M igin
mr = rm tammu ile, bir sag R—modiil yapisi verebilir (R nin degismeli olmast (ii)
kogulunda gereklidir).

Buradan itibaren, aksi belirtilmedikce biitiin halkalar birimli ve degismeli; biitiin

modiiller birimsel kabul edilecektir.



Ornek I1.1 (a) Her halka kendi dizerinde bir modiildir. Bu yiizden, modiiller igin

verdigimiz tanim ve teoremleri dzel olarak R—modiil R i¢in diistinebiliriz.
(b) I, R halkasinin bir ideali ise R,I boliim halkasi bir R—modiildiir.

Tanim I1.15 M; ve Ms, R halkas: tizerinde ki modil olsun. m,n € My ver € R i¢in

f(m+mn)=f(m)+f(n) vef(rm)=rf(m)

kosullarini saglayan f : My — My fonksiyonuna bir R — modiil homomor fizmast

denir.

Eger R bir bolen halkasi ise, o zaman f ye bir lineer donisim adi verilir.
Modiiller i¢in monomorfizma, epimorfizma, izomorfizma, cekirdek tanimlar1 ve

izomorfizma teoremi, halkalardakine benzer bigimdedir.

Tanmim I1.16 M bir R—modiil ve N, M nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Asagi-

daki kosullary saglayan N kiimesine M nin bir alt modilii denar.
(1) Vni,ne € N igin ny +ng € N, ve
(i1) Yr € Rven € N igin rn € N.

M nin 0 ve kendisi digindaki her bir alt modiiliine, M nin has (veya 6z) alt modiilii

denir. Eger M nin has alt modiilii yoksa, o zaman M ye basit modil denir.
Tanmim I1.17 R bir tamlik bélgesi ve M bir R—modiil olsun.
T(M)={m € M :rm =0 olacak bi¢gimde r € R\ {0} wvardur.}

kiimesine M nin biikiilme (torsion) alt modilii denir. Eger 7 (M) = 0 ise M ye

biikiilmesiz (torsion — free) denir. 7 (M) = M ise, M ye biikiilme moduli denir.



7 (M), M nin alt modiiliidiir. Gergekten, my,ms € 7 (M) icin rym; = 0 ve

romg = 0 olacak bigimde 1,72 € R\ {0} var oldugundan
rire (my 4+ mg) =0

ve R bir tamlik bolgesi oldugundan 75 € R\ {0} dir. O halde m; +my € 7 (M) olur.

a € Rvem €1 (M) igin rm = 0 olacak bi¢cimde r € R\ {0} var oldugundan
r(am) = (ar)m =a(rm) =0
ve am € 7 (M) olur.

Onerme I1.1 M bir R—modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Bu durumda M /N

boliim modiili de bir R—modiildiir. [8]
Tanim I1.18 (i) I ve J, R halkasinan iki ideali olsun.
(I:J)={reR:rJCI}
kiimesini tanimlayalim.
(0:J)={a€ R:aJ =0}
ile tanamlanan kiimeye J nin sifirlayicisy denir ve ann(J) ile géosterilir.
(1) M bir R—modiil ve N, M nin alt modiilii olmak {izere
(0:M)={reR:rM =0}

ile tammlanan kiimeye de M nin sifurlayicise denir ve ann (M) ile gosterilir.

(N:M)={reR:rM C N}
kiimesinin ann (M N) ye egit oldugu agiktir.

9



(N : M), R nin bir idealidir. Gergekten de, a,b € (N : M) igin
(a+b) M =aM+bM C N
vea+be (N:M);re Rae (N:M)igin
(ra) M =r (aM) C N
ve ra € (N : M) dir.

Tanim I1.19 M bir R—modil olsun. ann (M) = 0 ise M ye giwenilir (faith ful)

denir.

Onerme I1.2 M bir R—modiil ve I, R nin I C ann (M) kosulunu saglayan bir ideali

olsun. Bu durumda M, R,/ I bolim halkas: izerinde de bir modiildiir.[8]

Yar.Teorem IL.2 (i) M bir R—modil ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda,

I Cann(M/IM) dir.
(1) M /IM, R/1I iizerinde bir modiildiir.
Ispat. (i) r € I olsun. Vm € M icin
r(m+IM)=rm+IM=1M

olur. O halde r € ann (M /IM) ve boylece I C ann (M /IM) gergeklenir.

(i) Onceki énermeden ve (i) den, agikardir. m

Yar.Teorem I1.3 [ ve J, R nin iki ideali ve M bir R—modiil olsun. Eger I C J ise

IM C JM dir.

ispat. x € IM olsun. Budurumdar; € I vem; € M igin x = Z:.L:l r;m; yazilabilir.

I C J oldugundan r; € J olur. O halde x € JM ve boylece IM C JM elde edilir. =
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Tanim I1.20 M bir R—modiil ve X, M nin bir alt kiimesi olsun. O zaman M nin, X

1 kapsayan biitin alt modiillerinin kesisimine, X tarafindan uretilen alt modil denir.

Eger X sonlu ve N modiiliinii iiretiyor ise, o zaman N ye sonlu tretilmis denir.
Eger X tek bir elemandan oluguyorsa, yani X = {m} ise, o zaman X tarafindan

tiretilen alt modiile devirli (alt) modiil adi verilir.

Yar.Teorem I1.4 (Genel Determinant Argimani) M sonlu diretilmis bir R—modiil ve
I, R nin bir ideali olmak tizere M = IM olsun. Bu durumda (1 —a)M = 0 olacak

bi¢imde bir a € I vardar.

Ispat. M = (my,...,m,) olsun. ai; €1 (i,j=1,...,n) icin,

mi; = apimi -+ aiomso + ...+ 1My
meo = Q91M1 + Qo9Mo + ...+ Aon My,
My = Gp1M1 + QoMo + ...+ QppMy,
yazilabilir.
aip — 1 a9 P QA1n
asq a9 — 1 . .. Qon,
C =

an1 QAn2 B |
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icin,

my
ma
C =0
my
olur. Buradan, L _
mq my
meo mao
Cc*C'| | =0vedetCc-I| | =0
my, my

elde edilir. O halde,

detC-m; = 0

detC’-mg =0

detC-m, = 0

ve boylece det C'- M = 0 elde edilir. Burada a € I olmak iizere, det C' = 1—a yazilabilir.

O halde (1 — a) M = 0 olacak bicimde bir a € I vardir. m
Onerme I1.3 M devirli bir R—modiil ise M = R /ann (M).[8]

Onerme I1.4 I, R halkasinin bir ideali ve M sonlu tretilmis bir R—modiil olsun Bu

durumda

Vann (M /IM) = \/ann (M) + 1
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gerceklenir.

Ispat. ann (M) + I C ann (M /IM) oldugundan

Vann (M) +1 C /ann (M /IM)

saglanir.

Tersine r € y/ann (M /IM) olsun. Budurumdar™ € ann (M /IM)ver"M C IM
olur. M = (my,...,m,) olsun. Genel determinant argiimanindan (" —a)M = 0
olacak bigimde a € I vardir. O halde ™ —a € ann (M) ve r € y/ann (M) + I elde

edilir. Boylece

Vann (M /IM) = \/ann (M) + I
olur. m
Onerme IL.5 I, R halkasinin bir ideali, M bir R—modiil ve K, M nin bir alt modiili

olsun. Bu durumda

I(K:M)C(IK : M)

gerceklenir.

Ispat. r € I (K : M) olsun. Bu durumda r = 3" | a;b; olacak bigimde a; € I ve

b; € (K : M) vardir. Buradan b;M C K ve

n

i=1

=1

olur. Boylece r € (IK : M) ve
[(K:M)C (K : M)

elde edilir. m

13



I1.3 ARTAN VE AZALAN ZINCIiR
KOSULLARI
Tanim I1.21 (i) M bir R—modiil olsun. M nin her
NiC N, CN;C ...

alt modiiller zinciri ve her i > n icin N; = N,, olacak bicimde bir n tamsayist mevcutsa

M ye artan zincir kosulunu saglar veya noetheriandir denir.
(7) M’ bir R—modiil olsun. M’ niin her
KiDKy; D K32 ...

alt modiiller zinciri ve her ¢ > m icin K; = K,,, olacak bicimde bir m tamsayisi mevcutsa

M' ne azalan zincir kosulunu saglar veya artiniandur denir.

Teorem I1.10 M bir R—modiil olsun. M min noetherian olmasi i¢in gerek ve yeter

kosul M nin her alt modiiliiniin sonlu tiretilmis olmasidar. [8]

Onerme I1.6 M bir noetherian R—modiil olsun. Bu durumda R, ann (M) noetherian

bir halkadur.[8]
Teorem I1.11 R, artinian bir halka ise, o zaman R halkasi ayni zamanda noetheriandur. [8]

Teorem I1.12 (Cohen Teoremi) R halkasinan biitin asal idealleri sonlu tretilmis ol-

sun. Bu durumda R noetheriandar.

Ispat. R nin her asal ideali sonlu tiretilmis olsun. R nin noetherian olmadigin

kabul edelim.

F={I<R: I, Rnin sonlu iretilmemis ideali}
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olsun. R noetherian olmadigindan F # () dir.
LCLC..CIL,C...

F' nin artan bir idealler zinciri olsun. I = |JI; olsun. [ ideali sonlu iiretilmemistir.
I ={ay,...,a,)ise, ay,...,a, € I; olacak bigimde I; € F vardir. Buradan, [; C I C I;
ve dolayisiyla I € F olur. Aldigimiz zincirin bir {ist sinir1 oldugundan Zorn Lemmasi’na,
gore F' nin en az bir maksimal elemani vardir. Bu maksimal elemana P diyelim. F' nin
her maksimal elemaninin asal ideal oldugunu gosterelim. a,b € Rigin a ¢ P, b ¢ P ve

ab € P olsun. Bu durumda P ; P + Ra ve P + Ra sonlu iiretilmigtir.
P+ Ra = (p1 +ra,...,px+rra)
olsun. ab € P C (P : a) oldugundan b € (P : a) dur.
PSS P+RbC(P:a)
ve (P : a) sonlu iiretilmigtir.
P=pR+...4+pR+(P:a)a

oldugunu gosterelim.

mR+...+pxR+(P:a)aC P

oldugu aciktir. Tersine, x € P olsun.
PG P+ Ra= (pi+ma,... pp+7ra)

oldugundan x € P + Ra ve ¢; € R i¢in

k k k
T = Zci (pi +130) = Zcipi + Z(Cﬂ“i)a
i=1 i=1 i=1

olur. Buradan
k

k
T — ch-pi = Z(cm)a epP
i=1

=1
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ve ¥ e € (P:a)olur. O halde z € pyR+ ...+ ppR+ (P :a)a ve
P=pR+...+peR+(P:a)a

elde edilir. Boylece P sonlu iiretilmis olur, bu bir ¢eligkidir. O halde ab ¢ P ve P asal
ideal olur. Hipotezden P sonlu iiretilmis olur. Bu celigki bize F' = () oldugunu verir.

Boylece R halkasi noetheriandir. m

Teorem I1.13 I, R halkasinin bir ideali ve M sonlu tretilmis bir R—modil olsun.

x € Rigin xM C IM ise (™ +y) M = 0 olacak bigimde y € I vardwr. (n > 0)

Ispat. M = (m4,...,m,) olsun. m; € M oldugundan, i = 1,...,n icin zm; €

xM C IM dir. O halde, y;; € I olmak {izere

n
rm; = E yijmj
Jj=1

seklinde yazilabilir. Genel determinant argiimanindan (z" + y) M = 0 olacak bigimde

y € I vardir. m

Sonug I1.2 I, R halkasinin bir ideali ve M sonlu tiretilmis bir R—modiil olsun. Bu

durumda, M = IM ise (1 +y) M = 0 olacak bigimde y € I vardar.

Ispat. Onceki teoremde z = 1 alalim. M = M C IM oldugundan (1 +y) M =0

olacak bicimde y € [ vardir. m

Yar.Teorem I1.5 (Nakayama Lemma) M sonlu tretilmis bir R—modil olsun. J, R
nin Jacobson radikali olmak tizere I C J olsun. Bu durumda M = IM olmasi M =0

olmasina gerektirir.

Ispat. Onceki sonuctan (14 y) M = 0 olacak bicimde y € I C J vardir. 1+
birimsel oldugundan
(1+y) " (1+y) M =0
ve boylece M = 0 elde edilir. m
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Tanim I1.22 R bir tambhk bolgesi ve K, R nin kesir cismi olsun. I, R—modil K nin
alt modiilii olmak tizere al C R olacak bi¢imde bir a € R varsa I ya R nin bir kesir

ideali denir.
Ornegin, R =7 ve K = Qicin I = %Z, Z nin bir kesir idealidir.

Tanmim I1.23 R bir tamlk bolgesi ve I, R nin bir kesir ideali olsun. 1J = R olacak

bicimde R min bir J kesir ideali varsa I ya R nin bir tersinir idealt denir.

Ornegin, R =7 ve K = Qic¢in I = %Z, Z nin bir tersinir idealidir ve J = 3Z dir.
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IIT CALISMALAR

III.1 CARPIMSAL MODULLER

Tanim II1.1 (i) M bir R—modil olsun. M nin her bir N alt modili i¢in N = IM

olacak bicimde R nin bir I ideali varsa, M ye carpimsal modil denir.

(74) A, R nin bir ideali olsun. B C A kogulunu saglayan R nin her bir B ideali igin
B = AC olacak bigimde bir C' ideali varsa A ya ¢arpimsal ideal denir.

O halde carpimsal idealler ayni zamanda carpimsal modiildiir.

Ornek II1.1 Her halka kendi iizerinde ¢arpymsal modildiir. Cinki, R halkasinan her

I ideali I = IR bigiminde yazilabilir.

Ornek II1.2 R nin tersinir idealleri carpimsal R—modildir. I, R nin tersinir bir
tdeali olsun. O zaman IJ = R olacak bi¢imde R nin J kesir ideali vardwr. N, I nin

bir alt modili olsun. Bu durumda
NIJ=NJI=NR=N

ve N < I oldugundan NJ < IJ = R olur. Boylece NJ, R nin bir idealidir ve I

carpimsal R—modiildiir.

Ornek I11.3 Devirli modiiller ¢arpymsal modiildir. M devirli bir R—modiil ve N, M
nin bir alt modili olsun. Bu durumda bir m € M i¢in M = Rm dir. n € N olsun. O

zaman n = rm olacak bicimde bir r € R vardr.
I={reR:rme N}
kiimesint disgtinelim. ry,r9 € I i¢cin

(ri+rog)m=rim+romée N
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ver € R, a €l i¢in

(ra)ym =r (am) € N

oldugundan I, R nin bir idealidir ve N = IM dir. Clinkii, her n € N i¢in n = rm
olacak bigimde bir r € R var oldugundan r € I ven =rm € IM dir. IM C N oldugu

da agiktir. O halde egitlik saglanar.

Yar.Teorem III.1 M bir ¢carpimsal modil ve N, M nin bir alt modiili olsun. Bu

durumda,

N = (ann (M /N)) M (I11.1)

gerceklenir.

Ispat. M bir carpimsal modiil oldugundan N = IM olacak bicimde R nin bir I

ideali vardir. I C ann (M /IM) oldugundan
N=1IM C (ann(M,/N)) M

elde edilir.
Tersine, r € ann (M /N) olsun. Ym € M i¢in r (m + N) = N ve buradan rm € N

olur. O halde rM C N ve boylece
(ann(M,/N))M C N
elde edilir. Dolayisiyla II1.1 saglanir. m

Onerme III.1 M bir R—modiil olsun. M nin ¢arpimsal modil olmasy icin gerek ve
yeter kosul her bir m € M i¢cin Rm = IM olacak sekilde R nin bir I idealinin var

olmasidar.

Ispat. Gereklilik agiktir. Tersine, her bir m € M ic¢in Rm = IM olacak sekilde

R nin bir [ idealinin oldugunu varsayalim. N, M nin bir alt modiili olsun. Her bir
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x € N icin Rx = I, M olacak sekilde R nin bir [, ideali vardir. I = er ~ 1o olsun.

Boylece N = IM olur. Gergekten, Her bir x € N i¢in
rEe€Rx=1,MCIM

oldugundan N C IM dir. IM C N oldugu da aciktir. O halde M bir carpimsal
modiildiir. m
Simdi Nakayama Lemma’da, M nin sonlu iiretilmis olma sart1 yerine carpimsal

modiil olma sartini koyalim:

Onerme IIL.2 M carpimsal bir R—modiil olsun. J, R nin Jacobson radikali olmak

tzere I C J olsun. Bu durumda M = IM olmasi M = 0 olmasim gerektirir.

Ispat. 2 € M olsun. M bir carpimsal modiil oldugundan Rz = AM olacak bicimde

R nin bir A ideali vardir. O halde,
Rx =AM = AIM = ITAM = Ix

ve buradan x = ax olacak bicimde bir a € [ vardir. 1 — a birimsel oldugundan x = 0

ve boylece M = 0 elde edilir. =

Teorem III.1 Bir ¢carpimsal modiilin her homomorfik gorintisi de ¢arpimsal mod-

uldiir.

Ispat. M bir R halkas: iizerinde carpimsal modiil, ¢ : M — M’ bir R—modiil
homomorfizmas: ve K = ¢ (M) olsun. k € K olsun. Bu durumda k& = ¢ (m) olacak
bigimde m € M vardir. M bir ¢arpimsal modiil oldugundan Rm = I M olacak bigimde

R nin bir [ ideali mevcuttur. O halde,
Rk = R¢(m) = ¢ (Rm) = ¢(IM) =1¢ (M) = IK

ve boylece K carpimsal bir R—modiil olur. m
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Sonug II1.1 M c¢arpimsal bir R—modiil ve N, M nin bir alt modili olsun. Bu du-

rumda M /N ¢arpimsal bir R—modiildiir.

Ispat. ¢ : M — M /N orten bir R—modiil homomorfizmasidir. O halde, yukari-
daki teoremden M N carpimsal bir R—modiil olur. m

M bir R—modiil ve P, R nin bir maksimal ideali olsun.

Tp(M)={meM: (1—p)m=0, pe P}

kiimesini tanimlayalim.
T, (M), M nin bir alt modiilidiir. Ciinkii, my,my € Tp (M) icin (1 —py)my =0

ve (1 — pa) my = 0 olacak bicimde py, ps € P vardir. p = p; + pa — p1p2 igin
(1 =p)(mi+mz) =0
ve my +mgy € Tp (M) olur. r € R, m € Tp (M) igin
(L=p)(rm)=r(1—-p)m=0

oldugundan rm € Tp (M) dir.

Tanim IIL.2 M bir R—modiil ve P, R nin bir maksimal idealt olsun.
(1—qg)M C Rm

olacak bi¢imde bir ¢ € P ve m € M wvarsa, M ye P — devirli denir.

Teorem II1.2 M bir R—modiil olsun. M nin carpimsal modiil olmasi i¢in gerek ve
yeter kosul R nin her P maksimal ideali i¢in, ya M = Tp (M) ya da M nin P—devirli

olmasidar.

Ispat. Once M nin bir ¢arpimsal modiil oldugunu kabul edelim. P, R nin bir

maksimal ideali olsun. M = PM oldugunu varsayalim. m € M olsun. O zaman,
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Rm = AM olacak sekilde R nin bir A ideali vardir. Boylece
Rm =AM = APM = PAM = Pm

ve Jdp € P igin m = pm olur. Buradan (1 —p)m = 0 ve m € Tp (M) elde edilir. O
halde M = Tp (M) olur. Simdi M # PM oldugunu varsayahm. En az bir x € M igin
x ¢ PM olur. M carpimsal oldugundan Rz = BM olacak sekilde R nin bir B ideali

vardir. B ¢ P dir. Ciinkii, B C P olsa
Rx=BM CPM

ve x € PM olurdu. P, R nin bir maksimal ideali oldugundan 1 — g € B olacak bi¢imde
q € P vardir. O halde

(1-¢)M C BM = Rz

ve boylece M, P—devirli olur.

Tersine, R nin her bir maksimal ideali igin, ya M = Tp (M) ya da M nin P—devirli
oldugunu kabul edelim. N, M nin bir alt modiilii ve I = ann (M /N) olsun. IM C N
oldugu acgiktir. y € N ve

K={reR:ryelIM}

olsun. 0 € K oldugundan K # () dir. K # R oldugunu varsayalim. O zaman K C Q
olacak bigimde R nin bir ) maksimal ideali vardir. M = Tp (M) ise (1 —s)y = 0
olacak bigimde s € @ vardir ve boylece 1 — s € K C (@ celigkisi elde edilir. O halde
hipotezden (1 —t) M C Rz olacak sekilde t € @ ve z € M vardir. Buradan (1 —¢) N

nin, Rz nin alt modiilii oldugu s6ylenebilir ve R nin
J={reR:rze(1—-t)N}

ideali i¢in (1 —t) N = Jz yazilabilir. Gergekten de, Jz C (1 —¢) N oldugu aciktir.

Tersine x € (1 —t) N ise z = (1 — t) s olacak bi¢imde s € N vardir. (1 —¢) N, Rz nin
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alt modiilii oldugundan x = az olacak bigcimde a € R vardir. Buradan,
r=az=(1—-t)se(l1—-t)N
ve a € J olur. O halde z € Jz ve boylece (1 —t) N = Jz saglanir. Dolayisiyla,
1-t)JM=J(1—-t)M CJzCN
ve boylece (1 —t) J C I elde edilir. Buradan
(1-t)’ye(l—-t>’N=>1-t)JzCIM

olur. Fakat bu durum (1 —t)* € K C Q celigkisini verir. O halde K = R ve y € IM

olur. Yar.Teorem III.1 den M bir ¢arpimsal modiil olur. m

Sonug III.2 M, bir R—modiil ve my € M (X € A) olmak dizere M = ), , Rm,
olsun. Bu durumda M nin bir ¢arpimsal modiil olmast i¢in gerek ve yeter kosul VA € A

i¢in Rmy = [haM olacak bi¢imde R nin I (A € A) ideallerinin var olmasidur.

Ispat. Gereklilik agiktir. Tersine, YA € A icin Rmy = I,M olacak bicimde R
nin I, (A € A) ideallerinin var oldugunu kabul edelim. P, R nin bir maksimal ideali
olsun. 3u € Aigin I, ¢ P oldugunu varsayalim. O zaman I, M = Rm,, olmasi, M nin
P—devirli oldugunu verir. Ciinkii I, ¢ P ve P maksimal ideal oldugundan R = I,,+ P

olur. Buradan 1 — ¢ € I, olacak sekilde ¢ € P mevcuttur.
(1—q)M§IAM:Rm,\

ve boylece M, P—devirli olur.

Simdi VA € A igin I, C P oldugunu varsayalim. Bu durumda
LM = Rm, C PM()\EA)

ve

M = ZRmA C PM
AEA
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olur. Boylece M = PM olur. Ama bu durum, herhangi bir A € A i¢in
Rm A = I )\M = Pm A

ve bir p € P igin (1 — p)my = 0 olmasim gerektirir. Boylece my € Tp (M) ve M =

Tp (M) elde edilir. Teorem II1.2 den M, bir ¢arpimsal modiil olur. m

Sonug II1.3 I, R halkasimin ¢carpimsal bir idealt ve M, bir ¢carpimsal R—modiil olsun.

O zaman M, bir ¢arpimsal R—modiil olur.

Ispat. P, R nin bir maksimal ideali olsun. Eger I = Tp (I) veya M = Tp (M) ise
IM = Tp (IM) dir. Ciinki,
Tp(I) = {rel:(1—p)r=0,p € P}
Tp(M) = {me&M:(1-p)m=0,p, € P}

Tp(IM) = {x => rmi:(L—p)z=0,p€ P}
i=1
dir. p = py + pa — p1p2 secilirse,

l-pz=0Q-p)rimi+..+1—=p)rym, =0

ve boylece IM = Tp (IM) olur. Simdi I # Tp (1) ve M # Tp (M) oldugunu varsay-
alim. Teorem II1.2 den (1 —¢1)I C Ra ve (1 —q) M C Rm gergeklenecek bicimde

1,92 € P,a € I vem € M vardir. ¢ = q1 + ¢o — q1q2 € P icin
(1—q)IM C R(am)
elde edilir. Gergekten,

I-(n+@e-—qaep)IM = 1-q@)IM-g(1-q)IM=>01-q)(1-q¢)IM

= (1-q)I(1—q)MC R(am).

Boylece Teorem II1.2 den I M bir ¢arpimsal R—modiildiir. =
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Sonug I11.4 J, R halkasinin Jacobson radikali ve M bir R—modiil olsun. Asagidaki
ifadeler i¢in (i) = (ii) == (iii) gergeklenir. Bununla birlikte, eger M sonlu

dretilmig ise (i1i) = (i) de saglanar.

(1) M bir ¢arpimsal modiildiir.

(1) M JM Dbir ¢arpimsal modiildiir.

(#4) R nin biitiin P maksimal idealleri i¢in M /PM devirlidir.

Ispat. (i) = (i) Agktir.

(i1) = (iti) R = R/Pve M' = M/ JM olsun. P, R nin bir maksimal ideali ve
P'= P J olsun. Bu durumda P’, R’ niin bir maksimal ideali olur. Teorem III.2 den
ya M’ = P'M’ (bu halde M = PM + JM = PM olur.) ya da M', P'—devirli olur.

Eger M', P'—devirli olursa, o zaman
(1-p)M C Rm+ JM C Rm+ PM

ve boylece M = Rm + PM olur. Her iki durumda da M /PM devirli olur.
(i4i) = (¢) M nin sonlu iiretilmis oldugunu kabul edelim. (), R nin bir maksimal

ideali olsun. R nin her P maksimal ideali icin M /PM devirli oldugundan
M,/ QM = (Rx + QM)
olacak bicimde x € M vardir. Buradan M = Rx + QM ve
M,/ Rx =@Q (M, Rx)
olur. M/ Rx sonlu iiretilmis oldugundan, genel determinant argiimanindan,
(1-¢q)(M/Rz)=0
olacak bi¢imde ¢ € () vardir. Boylece
(1-q)M C Rz
ve M, (Q—devirli olur. Teorem II1.2 den M bir ¢arpimsal modiildiir. =
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Onerme II1.3 I, (A € A), R nin bos olmayan idealler toplulugu ve M bir R—modiil

olsun. Bu durumda,

(Z IA> M=) (I,M)

AEA AEA
dir.

Ispat. I,M C (ZAeA I)\) M oldugundan

<Z IA> M2 (IL\M)

AEA AEA

dir. Tersine, (},cpax) m € (3,cx In) M igin

(Z aA) m = (Z a,\m> €Y (M)

A€A AEA AEA

oldugundan

<Z A) MC ) (LM)

AEA
dir. Boylece esitlik saglanir. m
Teorem II1.3 M giivenilir bir R—modil olsun. O zaman M nin bir ¢carpimsal modiil

olmast i¢in gerek ve yeter kosul

(7) R nin bog olmayan herhangi bir I, (A € A) idealler toplulugu i¢in

() (M) = (ﬂ IA> M (I11.3)

AEA AEA

ve

(79) M nin herhangi bir N alt modiilii ve N C AM kosulunu saglayan R nin A ideali

icin, B C A ve N C BM sartlarim saglayan bir B ideali vardir.

Ispat. (i) M nin bir carpimsal modiil oldugunu kabul edelim. I, (A € A), R nin
herhangi bir idealler toplulugu olsun. I = ﬂ)\eA I, olsun.

IM C () (IaM)
AEA
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oldugu agiktir. = € ﬂAGA (I\M) olsun.
K={reR:rxelIM}

olsun. K # R oldugunu varsayalim. O zaman, K C P olacak bigimde R nin bir
P maksimal ideali vardir. = ¢ Tp (M) dir. Ciinkii © € Tp (M) olsa, Ip € P igin
(1-p)z=0vel—pe K C P olurdu. M # Tp (M) oldugundan, Teorem III.2 den
M, P—devirli olur. Yani (1 —p) M C Rm olacak bicimde p € P ve m € M vardir. O

Zamar

(1=p)z e () (Ixm)

AEA
olur. Her bir A € A i¢in (1 — p) x = aym olacak bi¢imde a, € I, vardir. @ € A segelim.

Her bir A € A i¢in a,m = aym ve boylece (a, — ay) m = 0 olur. O halde,
(1—=p)(ag—ax) M =(ag, —ax) (1 —p) M C (ap —ay) Rm =0
olmasi, (1 —p) (@ — ay) = 0 olmasim gerektirir. Sonug olarak,
(1=plag=(1—p)ay €l (A€A)
ve boylece (1 — p)a, € I olur. O halde
(1—p)Y’z=(1—p)agm e IM

dir. Bu durum, (1 — p)2 € K C P olmasim gerektirir, bu bir celigkidir. Dolayisiyla

K = R ve x € IM olur. Boylece

() (M) € 1M
AEA

elde edilir ve ITI.3 saglanir.
(1) N, M nin bir alt modiilii ve A, R nin N C AM kosulunu saglayan bir ideali
olsun. N = C'M olacak bicimde R nin bir C' ideali vardir. B = AN C olsun. B C A

oldugu agiktir ve (¢) den

NCAMNCM =(ANC)M = BM
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olur.

Tersine (i) ve (i) nin saglandigimi varsayalim. N, M nin bir alt modiilii olsun.
S={I: I, Rninideali ve N C IM}

olsun. R € S oldugu aciktir. Iy (A € A), S deki ideallerin bogtan farkl bir toplulugu

olsun. (7) den

A=(LeSs
AEA
ve N C AM dir. N # AM oldugunu varsayalim. (i) den B C A ve N C BM olacak

bicimde bir B ideali vardir. Bu halde B € S olur ve bu durum A nin minimal olmast

ile geligir. O halde N = AM olur ve boylece M bir ¢arpimsal modiildiir. m

Onerme II1.4 M bir R—modiil ve R' = R/ (ann (M)) olsun. O zaman M nin
bir carpimsal modil olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin givenilir bir ¢arpimsal

R'—modiil olmasidar.
Ispat. M bir carpimsal R— modiil ise, M nin her N alt modiilii icin
N=IM=((I+ann(M)) ann(M)) M

oldugundan M ¢arpimsal bir R'—modiildiir. r + ann (M) € anng (M) olsun. O
zaman her m € M igin (r 4+ ann (M))m = 0 ve buradan r € ann (M) olur. O halde
M giivenilir bir ¢carpimsal R'—modiildiir.

Tersine, M giivenilir bir garpimsal R'—modiil olsun. M nin her N alt modiilii igin
N = (A/ann (M))M = AM

olacak bigimde ann (M) C A kogulunu saglayan R nin bir A ideali vardir. Boylece M,
carpimsal bir R—modiildiir. m

M carpimsal bir R—modiil ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda , Sonug ITI.1
den M /IM de carpimsal bir R—modiildiir. I C ann (M /IM) oldugundan Onerme

II1.4 ten M “IM, R /I iizerinde ¢arpimsal bir modiil olur.
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Boylece giivenilir carpimsal modiiller ile ilgili sonuglar kolayca giivenilir olmayan-

lara genisletilebilir. Ornegin, Teorem I11.3 asagidaki sonucu verir.

Sonug I11.5 M bir R—modiil olsun. M nin ¢arpimsal modil olmasy i¢in gerek ve

yeter kosul

(i) R nin bogtan farkli herhangi bir I, (A € A) idealler toplulugu i¢in

() (M) = (ﬂ [\ + ann (M)]) M (IIL.5)

AEA AEA

ve

(#4) M nin herhangi bir N alt modiilii ve N C AM kogulunu saglayan R nin A ideali

icin, B C A ve N C BM sartlarim saglayan bir B ideali vardir.

Ispat. M nin carpimsal bir R—modiil oldugunu varsayalim. O zaman R =
R/ (ann (M)) i¢in M giivenilir bir ¢arpimsal R'—modiildiir. R’nin bosgtan farkli her-
hangi bir Iy (A € A) idealler toplulugu icin {I) + ann (M)},.,, R niin bostan farkh
bir idealler toplulugu olur. O halde Teorem III.2 den,

() ([Ix + ann (M)] M) = (ﬂ [ + ann (M)]) M

AEA AEA

ve buradan III.5 saglanir. m

Tamim I11.3 M bir R—modil olsun. Ny (A € A), M nin alt modiillerinin bostan farkl
bir toplulugu ve ﬂ/\GA Ny = 0 olsun. Eger ﬂAGA, N, = 0 olacak bi¢imde A nin sonlu
bir A’ alt ciimlesi varsa M ye sonlu es uretilmig denir. Eger R halkast bir R—modiil

olarak sonlu eg iiretilmis ise R ye sonlu eg uretilmis denir.

Sonug I11.6 M giivenilir bir ¢carpimsal R—modiil olsun. O zaman M nin sonlu eg

tiretilmas olmast i¢in gerek ve yeter kosul R nin sonlu es tretilmis olmasidar.
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Ispat. M nin sonlu es tiretilmis oldugunu varsayalim. Iy (A € A), R nin ideallerinin
bostan farkli bir toplulugu ve ﬂAGA I, = 0 olsun. Bu durumda Teorem III.3 ten
ﬂAeA (InM) = 0 olur. M sonlu eg iiretilmis oldugundan ﬂ)\em (I M) = 0 olacak
bicimde A nmin sonlu bir A" alt ciimlesi vardir. Teorem II1.3 ten <ﬂ/\€A/ 1 A) M =0 ve
M giivenilir oldugundan m/\eA, I, = 0 olur. Boylece R sonlu eg iiretilmis olur.

Tersine, R nin sonlu es tiretilmis oldugunu varsayalm. N, (y €1I'), M nin alt
modiilerinin bogtan farkli bir toplulugu ve ﬂwer N, = 0 olsun. Her bir v € T" i¢in
N, = A, M olacak bicimde R nin bir A, ideali vardir.

(ﬂA,Y)M: () (A,M) =[N, =0
~er ~ver ~er

ve M giivenilir oldugundan m o A, = 0 olur. Hipotezden ﬂ A, = 0 olacak
gl

~yer

bigimde I min sonlu bir I alt ciimlesi vardir. Teorem III.3 ten

N, = ﬂ(AVM):<ﬂA7>M:O

e eIV yer’

ve boylece M sonlu eg iiretilmis olur. m

I11.2 CARPIMSAL MODULLERIN BAZI

OZELLIKLERI

I11.2.1 CARPIMSAL MODULLERIN MAKSIMAL

ALT MODULLERI

Yar.Teorem II1.2 M bir carpimsal modil ve X, ¢ : M — X & X epimorfizmast var

olacak bicimde bir R—modiil olsun. O zaman X = 0 dur.

Ispat. ¢ (z,y) = x ile tammlanan ¢ : X @ X — X doniistimii ve ¥ (z,y) = y

ile tanimlanan ¢ : X & X — X doniistimii birer epimorfizmadir. Ny =Cek (p o ¢) ve

30



Ny =Cek (¢ 0 ¢) icin,

M/N, 2 M/N, =X

gerceklenir.

f:M/N, — M /N,

izomorfizmasini

f(m+Ny)=m' 4+ N,
ile tanimlayalim. a € ann (M N;) olsun. Bu durumda, a (M N;) = 0 ve
af (M Np) =~ (a(M/Ng)) =0

olur. Buradan da a (M N,) = 0 ve dolayisiyla a € ann (M /' N,) elde edilir. Benzer

bi¢imde b € ann (M Ns) igin,
b(M, Na) =bf (M, Ny) = f(b(M,/N,)) =0
ve b(M,N;) =0 olur. O halde b € ann (M /N;) ve
(ann (M, Ny)) M = (ann (M N3)) M
elde edilir. M bir ¢arpimsal modiil oldugundan,
N1 = (ann (M Ny)) M = (ann (M, Ny)) M = N,

olur. x € X olsun. ¢ 6rten oldugundan ¢ (m) = (0, x) olacak bigimde m € M vardur.
¢ (0,2) = 0 oldugundan, ¢ o ¢ (m) = 0 ve m €Cek (¢ o ¢p) =Cek (¢ o ¢) elde edilir. O
halde ¢ o ¢ (m) =1 (0,2) = z = 0 ve dolayisiyla X =0 olur. =

Siradaki sonucu ifade etmeden ¢nce bazi notasyonlar: tamitalim. M, (A € A),
R—modiillerin bog olmayan bir toplulugunu ve A € A igin M, x M = @, Mynin

b i My, alt modiiliini gostersin. Bu durumda, her bir A € A i¢in M = M, @ M, ) dir.
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Teorem II1.4 R birimli ve degigmeli bir halka ve My (A € A), R—modiillerin bir toplu-
lugu olsun. O zaman M = @, , My mn carpymsal modiil olmast igin gerek ve yeter

kosul

(1) Her bir A € A igin M) nin ¢arpimsal modiil olmasi, ve

(73) Her bir A € Aigin A\M), = M), ve A AZ\/Z \» = 0 olacak bicimde R nin bir A, idealinin

var olmasidir.

Ispat. Once M nin bir carpimsal modiil oldugunu kabul edelim. O zaman
My = M /M,

bir ¢arpimsal modiil olur. A € A olsun. O zaman M), = A,M olacak bi¢cimde R nin
A, ideali vardir.

My = A\M = A\My & Ay M,
ve M, N ]/\J\A = 0 oldugundan,
A\M, € MyN My, =0

ve My = A, M, elde edilir.

Tersine, My (A € A) modiilleri (i) ve (i7) yi saglasin. P, R nin bir maksimal ideali
olsun. Eger My, =Tp (M) (A € A) ise, o zaman M = Tp (M) olur. 3o € A i¢in M, #
Tp (M,) oldugunu varsayalim. Teorem I11.2 den M,,, P—devirli olur. (1 — p) M, C Rm

olacak bicimde p € P ve m € M vardir. Buradan,
(1 _p)AaM: (1 _p)Ma C Rm
olur. Eger A, C P ise, o zaman

M, :AaMa C PM,
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ve (i) den M, = Tp (M,) olur, bu bir geligkidir. O halde (1 — p) A, C P ve boylece
M, P—devirli olur. Teorem III.2 den M bir carpimsal modiildiir. m

Teorem III.4, sonlu iiretilmis modiiller i¢in farkli bir bi¢imde ifade edilebilir. Eger
X sonlu ftiretilmig bir R—modiil ve I, R nin X = IX kogulunu saglayan bir ideali
ise, 0 zaman genel determinant argiimanindan (1 —a) X = 0 olacak bigimde a € [

mevcuttur. Boylece ilk olarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug IIL.7 M), (X € A), sonlu iiretilmis R—modiillerin bir toplulugu ve M = @, . My
olsun. O zaman M nin bir ¢carpimsal modiil olmast i¢in gerek ve yeter kosul her bir

A € A igin My min ¢arpimsal modiil olmasi ve
ann (M) + ann (]/\/[\,\> =R
olmasidar.

Ispat. M bir carpimsal modiil ve her bir A € A icin M, sonlu iiretilmis bir
R—modiil olsun. Bu durumda Teorem III.4 ten M, = I M, olacak bicimde R nin
I, ideali vardir. Genel determinant argiimanindan, her A € A igin (1 —ay) M, = 0
olacak bigimde a, € I, mevcuttur. Buradan, (1 —ay) € ann (M)) olur. Teorem I11.4
ten I,\]\/Z)\ =0ve I, Cann (]\/JA> olur. O halde her A € A icin a) € ann (]\70 olur.
Boylece

1=(1—-ay)+ay€ann(M,)+ann (]/\/[\,\)

ve

ann (M) + ann (M,\> =R
elde edilir.

Tersine,

ann (M) + ann (M,\> =R
ise, ann (]\//.7,\> My = M, ve ann (]\/4\,\> ]\/ZA = 0 oldugundan, Teorem II1.4 ten M bir
carpimsal modiil olur. m
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Ozel olarak A nm sonlu olma durumu ilgingtir. Eger M; (1 <14 < n), carpimsal

R—modiillerin sonlu bir toplulugu ise, o zaman
M=M©®&...®M,
nin ¢arpimsal modiil olmasi igin gerek ve yeter kogul her 1 < i # j < n igin
ann (M;) + ann (M;) = R
olmasidir. Gergekten de, her 1 < i # j < n i¢in,
ann (]\/4\1) = ann (@ Mj> = ﬂann (M)
oldugundan ve yukaridaki sonuctan
ann (M;) + ann (M;) = R
elde edilir.
Sonug ITI.8 M; (1 < i < n), devirli R—modiillerin sonlu bir toplulugu ve
M=M©®&...®M,

olsun. O zaman M nin bir ¢arpimsal modil olmast i¢in gerek ve yeter kosul M nin

devirli olmasidar.

ispat. Yukarida ifade edildigi gibi, devirli modiiller carpimsal modiillerdir. Tersine,
M bir ¢arpimsal modiil olsun. A; = Ann (M;) (1 <i <n) olsun. Sonug IIL.7 den,
biitiin 1 <1i # j <nicin A, + A; = R dir. Her 7 i¢gin M; = R “Ann (M;) oldugundan

ve Cin Kalan Teoremi'nden
M2 (R/AAN)®...&(R/A) 2R/ (A1N...NA,)

ve boylece M devirli olur. m
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Tanim II1.4 K, M nin has bir alt modili olmak tizere, K C N C M olmas: ya
K = N ya da N = M olmasim gerektiriyorsa, K ye M nin bir maksimal alt modiili

denir.

Teorem III.5 R birimli ve degigsmeli bir halka ve M sifirdan farkly ¢arpimsal bir

R—modiil olsun. O zaman,

(1) M nin her has alt modiilii, M nin bir maksimal alt modiiliinde kapsanir.

(77) K nin bir maksimal alt modiil olmasi i¢in gerek ve yeter kogul K = PM # M

olacak bicimde R nin bir P maksimal idealinin var olmasidir.

ispat. (1) N, M nin has bir alt modiilii olsun. O zaman M /N, sifirdan farkli bir
carpimsal modiildiir. O halde, sifirdan farkli herhangi bir M ¢arpimsal modiiliiniin bir
maksimal alt modiil icerdigini gostermek yeterlidir. Gergekten, K /N, M /N iginde
maksimal alt modiil ise, N C K+ N C M ve K + N, M’nin maksimal alt modiilii

olur. 0 #m € M olsun. O zaman
I={reR:rm=0}

R nin has bir idealidir ve buradan I C P olacak bicimde R nin P maksimal ideali
vardir. Eger M = PM ise, o zaman Rm = Pm (Teorem III.2 nin kamtina bakiniz) ve
buradan (1 — p) m = 0 olacak bigimde p € P vardir. Fakat bu durum 1 —p e I C P
olmasimi gerektirir, bu bir c¢eligkidir. O halde M # PM dir. Buradan M PM,
R/ P cismi iizerinde bir vektor uzay1 olur. M carpimsal bir R—modiil oldugundan,
M/ PM, R/ P cismi iizerinde ¢arpimsal olur. R P cisminin idealleri yalnizca 0 ve
kendisi oldugundan, M /PM nin alt modiilleri yalmzca 0 ve kendisi olur. Boylece
PM, M nin bir maksimal alt modiilii olur ve (i) saglanir.

(i) Eger P, R nin bir maksimal ideali ve M # PM ise, (i) den PM, M nin

bir maksimal alt modiiliidiir. Diger taraftan K, M nin bir maksimal alt modiilii ise,
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Q = ann (M /K), R nin bir maksimal idealidir. Gergekten de, eger @), R nin bir
maksimal ideali degilse () C P olacak bigimde R nin bir P maksimal ideali vardir.
Bu durumda en az bir p € P igin p ¢ @ ve buradan pM ¢ K olur. K maksimal

oldugundan, pM + K = M ve boylece
M=pM+QM=(Rp+Q)M C PM

elde dilir. Teorem III.2 den her m € M igin (1 — p) m = 0 olacak bigimde p € P vardur.

Ozel olarak « € M\ K secelim. Bu durumda Rz + K = M dir. O halde
(I-pRe+(1-pK=(1-pM

ve buradan
(l-pM=(1-p)QMCQM =K

elde edilir. Boylece 1l —p € (K: M) =@ ve Rp+ @ = R C P olur. Bu durum P nin

maksimal olmasiyla celigir. O halde () maksimal ideali icin K = QM elde edilir. =

Tanim ITL.5 M bir R—modil olsun. O zaman M nin radikali, eger mevcut ise M
nin maksimal alt modiillerinin kesigimi; diger durumda M olarak tamamlanir. rad M

ile gosterilir.

Sonug I11.9 M bir R—modil ve N, M nin M = N + rad M kosulunu saglayan bir

alt modiili olsun. O zaman M = N dir.

Ispat. M # N oldugunu varsayalim. Teorem IIL.5 ten N C K olacak bicimde M
nin bir KX maksimal alt modiilii vardir. Bu durumda M = N + rad M C K olur, bu

bir geligkidir. O halde M = N dir. =

Tanim II1.6 M bir R—modiil ve w € M olsun. w, M nin herhangi bir maksimal alt

modiliinde kapsanmiyorsa u ya birimsel denir.
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Teorem II1.6 M carpimsal bir R—modiil olsun. uw € M nin birimsel olmasi i¢in gerek

ve yeter kogul (u) = M olmasidar.

Ispat. uw € M birimsel ve (u) # M olsun. Teorem IIL5 ten (u), M nin bir
maksimal alt modiiliinde kapsanir. Fakat bu durum tammla geligir. O halde (u) = M
dir.

Tersine, v € M igin (u) = M olsun. Bu halde u € (u), M nin hi¢ bir maksimal alt

modiiliinde kapsanmaz. Dolayisiyla tanimdan w birimseldir. m

Teorem IIL.7 M bir R—modil ve uw € M birimsel olsun. Bu durumda m € rad M

olmast i¢in gerek ve yeter kosul, her r € R i¢in u — rm nin birimsel olmasidar.

Ispat. u € M birimsel ve
m € radM = ﬂ {K : K, M nin maksimal alt modili}

olsun. Bu halde M nin her bir K maksimal alt modiilii i¢cin m € K olur. v — rm nin
birimsel olmadigini varsayalim. O zaman, u —rm € K olacak bi¢cimde bir K maksimal
ideali ve buradan v = rm + k € K olacak bicimde £ € K vardir. Bu durum u nun
birimsel olmasiyla celigir. O halde u — rm birimseldir.

Tersine, her r € R igin u — rm birimsel olsun. m ¢ rad M oldugunu varsayalm.
Bu halde, (m) + P = M = (u) olacak bigimde M nin bir P maksimal alt modiilii ve
m € M — P vardir. Buradan, R nin bir s elemani i¢in u — sm € P olur, geligkidir. O
halde m € rad M olur. =

M bir R—modiil olsun. M , R nin maksimal ideallerinin bir toplulugunu gostersin.
ﬁl(M):{PeJTJ:M7APM}

ve

pQ(M):{PGM:ann(M)QP}
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olsun. Burada P, (M) C P, (M) dir. Eger Q € M ve ann (M) € Q ise, o zaman
R = ann (M) + @ ve boylece M = QM olur. Eger M sifirdan farkl bir garpimsal

modiil ise, o zaman Teorem IIL.5 ten P (M) bogtan farkhidir. Simdi,

Ty ={P: PeP ()}
ve
To (M) = {p: PeE(M)}
olsun.
JC Ja (M) C Jy (M)
oldugu aciktir. Burada J, R nin Jacobson radikalidir. Eger M giivenilir ise J = J (M)

dir.

Teorem III.8 R birimli ve degismeli bir halka ve M bir ¢arpimsal R—modiil olsun.
O zaman,

rad M = J, (M)M = Jo (M) M.
Ispat. M # 0 oldugunu varsayalim. Sonug IIL5 ve Teorem IIL5 ten,

rad M = ({PM: PM#M}:ﬂ{PM: Peﬁl(M)}

- (ﬂ{p+ann(M) . PeP (M)}) M = J, (M)M 2 Jo (M) M
olur. Bununla birlikte, Sonug I11.5
J}(M)M:(]{PM: Pe]%(M)}

oldugunu da verir. () € b, (M) olsun. Eger M = QM ise, rad M C QM = M dir.
M # QM ise, o zaman ) € P (M) ve boylece rad M C QM olur. O halde her

durumda rad M C QM ve buradan rad M C Jo (M) M elde edilir. m

Teorem II1.9 R birimli ve degismeli bir halka ve M, sadece sonlu sayida maksimal

alt modiilii olan bir ¢carpimsal R—modil olsun. O zaman M devirlidir.
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Ispat. M/ (rad M), basit modiillerin ve dolayisiyla Sonug I11.4 ten devirlilerin

sonlu bir direkt toplamidir. Yani,

M/ (rad M) =M/ (VKi= M/Ky &...8 M/K,

i=1
dir. Sonug II1.8 den M / (rad M) devirli olur ve buradan M = Rm + rad M olacak

bicimde m € M vardir. Boylce Sonug II1.9 dan M devirli olur. =
Sonug II1.10 Artinian ¢arpimsal modiiller devirlidir.

iIspat. S , M nin maksimal alt modiillerinin sonlu kesigimleri olan alt modiillerinin
bir toplulugu olsun. Hipotezden S nin bir minimal elemamn vardir. Teorem IIL5 ten bu
minimal eleman, P; (1 < < n) maksimal idealleri igin P,M N ... N P, M bigimindedir
ve M # PM (1 <i<n)dir. K, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. Teorem II1.5

ten K = PM olacak bicimde R nin bir P maksimal ideali vardir. Agiktir ki,
PMN..NPM=PMn..NP,MNPM

ve boylece

olur. Eger

A=pPnN...NP,¢P

ise, o zaman R = A + P ve buradan
M =AM+ PM C PM =K

olur, bu bir celigkidir. O halde A C P ve boylece 1 < i < n i¢in P, C P olur. Bu
durum P; = P olmasim gerektirir ve K = P;M olur. Buradan M nin yalnizca sonlu

sayida maksimal alt modiilii vardir. Teorem II1.7 den M devirli olur. m

Teorem III.10 R bir halka ve M c¢arpimsal bir R—modil olsun. Bu durumda R

noetherian( artinian) ise, M de noetheriandur( artiniandar).
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ispat.

Ny C Ny C.o

M nin alt modiillerinin artan bir zinciri olsun. Bu durumda
(N1 : M) S (No: M) C ..
R nin ideallerinin artan bir zinciri olur. R noetherian oldugundan
(N : M) = (Niy1: M)
olacak bicimde k € N vardir. M garpimsal modiil oldugundan
Ny = (Ng:M)M = (Ngyq: M) M = Ny

ve boylece M noetherian olur. m

Eger R bir artinian halka ise, o zaman herhangi bir ¢carpimsal R—modiil de artinian
ve Sonug II1.10 dan devirli olur. M, R halkas: iizerinde bir artinian ¢arpimsal modiil
olsun. Sonug II1.10 dan M devirlidir ve buradan R “ann (M) = M olur. Boylece
R, ann (M) halkas: artinian olur. Ozel olarak, giivenilir bir artinian ¢arpimsal modiilii
olan halka artiniandir. Bununla birlikte eger R, ann (M) artinian ise ayni zamanda
noetheriandir ve buradan M noetherian olur. O halde artinian ¢arpimsal modiiller
noetherian ve boylece sonlu uzunluga sahip olurlar.

Bir ¢arpimsal modiiliin maksimal alt modiilleri ile halkanin baz maksimal idealleri

arasinda bir benzerlik kuruldu. Simdi dikkatimizi asal ideallere ¢evirelim.

I11.2.2 CARPIMSAL MODULLERIN ASAL

ALT MODULLERI

Tanmim IIL.7 M bir R—modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. K # M olmak tzere,
herr € R, m € M i¢inrm € K ikenr € (K : M) veyam € K gergekleniyor ise K ya

M nin asal alt modili, denir.
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Ornek IIL.4 R nin her asal ideali, R—modil R nin asal alt modiliidir. P, R nin
asal bir ideali olsun. r,a € R i¢in ra € P ve a ¢ P olsun. P, R nin asal ideali
oldugundan r € P C (P : R) olur. O halde P, R—modil R nin asal alt modiilidiir.
Tersine R—modil R nin bitin asal alt modiiller:, R halkasinin asal idealleridir. K,

R nin asal bir alt modiili ve a,b € R i¢in ab € K, a ¢ K olsun. K asal oldugundan
be (K :R) ve

bRC(K:R)R=K

olur. Dolayisiyla b € K ve K, R nin asal bir ideali olur.

Ornek IIL5 7 (M) # M ise, o zaman 7 (M), M nin asal bir alt modilidir. v € R
vem € M i¢inrm € (M) ver ¢ (7 (M) : M) olsun. Bu durumda, a (rm) = 0 olacak

bi¢imde a € R\ {0} vardwr ve rM ¢ 7 (M) dir
0#a(rM) = (ar)M
oldugundan r # 0 olur. O halde
(ar)ym =a(rm) =
ve ar € R\ {0} dwr. Boylece m € 7 (M) olur.

Teorem III.11 M bir R—modiil ve K, M nin bir alt modiilii olsun. Asagidaki ifadeler

saglanar.

(i) K nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P = (K : M) idealinin R nin bir asal

ideali ve M /K nin biikiilmesiz R, P—modiil olmasidir.

(17) (K : M), R nin bir maksimal ideali ise K, M nin asal bir alt modiiliidiir.

Ispat. (i) K nin, M nin bir asal alt modiilii oldugunu kabul edelim. z,y € R icin

xy € (K :M)vey ¢ (K : M) olsun. O zaman, zyM C K yani Vm € M igin xym € K
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olur. R degigmeli bir halka oldugundan zym =y (xm) € K dir. K asalvey ¢ (K : M)
oldugundan Vm € M igin xm € K olur. O halde z € (K : M) ve boylece (K : M), R
nin bir asal ideali olur. m+K € 7 (M /K) olsun. O zaman 3 (r + P) € (R/P)\ P i¢in
(r+P)(m+ K) = K olur. Buradan rm + K = K ve r ¢ P olur. K, M nin bir asal
alt modiilii oldugundan m € K olur. Boylece M K biikiillmesiz R, P—modiildiir.

Tersine, P = (K : M) idealinin, R nin bir asal ideali ve M /K nin biikiilmesiz
R,/ P—modiil oldugunu varsayalm. r € R ve m € M ic¢in rm € K ve r ¢ (K : M) ol-
sun. O zaman (r + P) (m+ K) = K yanim+ K € 7 (M /K) olur. M /K biikiilmesiz
oldugundan m € K ve boylece K, M nin bir asal alt modiilii olur.

(#4) Simdi (K : M) nin, R nin bir maksimal ideali oldugunu varsayalm. r € R
ve m € M igin rm € K ver ¢ (K:M) olsun. P, R nin bir maksimal ideali
oldugundan R~ P bir cisim ve M /K, R/ P—vektor uzayi olur. rm € K oldugundan

(r+ P)(m+ K) = K ve buradan,

(r+P)"'(r+P)(m+K)=K
olur. O halde m € K ve boylece K, M nin bir asal alt modiilii olur. m
Onerme IIL.5 M bir R—modiil olsun. M nin her maksimal alt modiili asaldur.

Ispat. N, M nin bir maksimal alt modiilii olsun. = € M ve r € R i¢in rz € N ve

x ¢ N olsun. Bu durumda N + Rz = M ve
rM =r(N+ Rx) CrN+ Rre CN

olur. Boylece r € (N : M) ve N asaldir. =
M bir R—modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. s € R i¢gin agagidaki kiimeyi
goz oniine alalim.
N(s)={x e M:sxe N}
kiimesi, M nin bir alt modiiliidiir ve N C N (s) dir. Ayrica N asal ise, N (s) de

asaldir.[1]

42



Yar.Teorem IIL.3 P bir R halkasinin asal bir idealt ve M giivenilir bir ¢arpimsal
R—modiil olsun. a € R ve x € M olmak tizere ax € PM olsun. O zaman a € P veya

x € PM dir.
Ispat. a ¢ P oldugunu varsayalim.
K={reR:rze PM}

olsun. K # R oldugunu kabul edelim. O zaman K C @ olacak bigimde R nin bir @
maksimal ideali vardir. = ¢ Ty (M) oldugu agiktir. Teorem II1.2 den M, Q—devirlidir,
yani (1 —q) M C Rm olacak sekilde m € M, ¢ € Q mevcuttur. Ozel olarak, 3s € R

ve p € Pigin (1 — q)x = sm ve (1 — q) ax = pm dir. Buradan (as — p) m = 0 olur.
(1 = g)ann (m)] M =0
olmasi, M giivenilir oldugundan (1 — ¢) ann (m) = 0 olmasim gerektirir ve boylece
(I-qas=(1—-qpeP
olur. Fakat, P C K C () ve buradan s € P ve
(1—¢q)z=sme PM

olur. Boylece 1 — ¢ € K C @ olur, bu bir celigkidir. O halde K = R ve x € PM elde
edilir. m

P C (PM : M) oldugundan, Yar.Teorem III.3 yeniden su sekilde ifade edilebilir:
Eger M giivenilir bir ¢arpimsal modiil ve P, R nin M # P M kosulunu saglayan asal bir
ideali ise, o zaman PM , M nin asal alt modiiliidiir. Ayrica, Yar.Teorem I11.3 agagidaki

acik sonucu verir.

Sonug I11.11 M c¢arpimsal bir R—modil ve N, M nin has bir alt modiilii olsun. Bu

durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir.
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(1) N asaldir.
(17) ann (M /N), R nin asal bir idealidir.
(i73) ann (M) C P kosulunu saglayan R nin P asal idealleri i¢in N = PM dir.

Ispat. (i) = (i) Teorem II1.9 dan asikardr.
(1)) = (iti) P = ann (M /N), R nin asal bir ideali olsun. M g¢arpimsal modiil
oldugundan

PM =ann(M/N)M =N

olur. ann (M) C P oldugu agikardir.
(4ii) == (i) Onerme I11.3 ten M giivenilir bir carpimsal R “ann (M) —modiildiir.

P/ ann (M), R/ ann (M) nin asal bir ideali oldugundan ve Yar.Teorem II1.3 den
(P/ann (M))M = PM = N
ve N asaldir. m

Sonug I11.12 A, R halkasinin bir ideali ve M ¢arpimsal bir R—modil olsun. P, R

nin asal bir ideali ve ann (M) C P olmak fizere,
AM C PM = AC P veya M = PM
gerceklenar.

Ispat. AM C PM ve A ¢ P oldugunu varsayalim. Bu durumda, a € AN\ P olacak

bigimde a € R vardir. Buradan a + ann (M) ¢ P, ann (M) ve her m € M igin
(a+ann(M))m =am € AM C PM = (P/ann (M)) M
elde edilir. M giivenilir bir R,“ann (M) —modiil oldugundan
m € (P/ann(M)) M = PM

ve dolayisiyla M = PM olur. m
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Onerme II1.6 M carpimsal bir R—modiil ve P, M nin asal bir alt modiilii olsun. Bu

durumda M nin Ny ve Ny alt modiilleri i¢in
NiNNy, CP — Ny C P oveya Ny CP
gerceklenir.
Ispat. NyN N, C Pise (N, NNy : M) C (P : M) ve buradan
(Ny: M)N(Ny: M)= (NN Ny: M)C (P: M)
olur. O halde

(N1 : M)(Ny: M) C (Ny:M)N(Ny: M)

C (P:M)

elde edilir. (P : M), R nin asal ideali oldugundan, (N; : M) C (P : M) veya (N : M) C

(P : M) olur. M ¢arpimsal oldugundan
Ny=(N,: M)MC (P:M)=P

veya

Ny=(No: MYMC (P:M)M =P

elde edilir. m

Bu 6nerme, carpimsal olmayan modiiller i¢in her zaman dogru degildir.

Ornek I11.6 R = Z ve M = 7Z x Z i¢in N; = Zx {0} ve Ny = {0} x Z olsun. Bu

durumda N1 N Ny = (0,0) ve P = (0,0) asal oldugu halde, Ny ¢ P ve Ny & P dir.

Onerme IIL.7 M carpimsal bir R—modiil ve T (M) # M olsun. I ve J, R nin iki

1dealt olmak tizere asagqdaki ifadeler saglanar.

(1) IM = JM olmas igin gerek ve yeter kogul I = J olmasidur.
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(i) (IM: M) =1 du.

Ispat. (i) 2 € M\ (M) olsun. Bu durumda Rz = KM olacak bigimde R nin bir

K ideali vardir. Buradan

Ir = IRx=IKM =KIM =KJM

= JKM = JRx =Jx

olur. O halde her bir a € I i¢in, ax = ) ., bz olacak bigimde b, € J vardir.
(a=>" b))z =0vex ¢ 7(M)oldugundan a — Y ;' ; b; = 0 elde edilir. Boylece
a=Yy b€ JvelCJolur. Benzer sekilde J C I oldugu da goriiniir.

(73) M bir carpimsal modiil ve IM = (IM : M) M oldugundan (i) den I = (IM : M)

elde edilir. =

Yar.Teorem II1.4 R bir tamlik bolgesi ve M ¢arpimsal bir R—modiil olsun. Bu du-

rumda T (M) # M olmasu igin gerek ve yeter kosul M nin giivenilir olmasidar.

Ispat. M =0ise 7 (M) = M ve ann (M) = R # 0 olur. O halde 7 (M) =M #0
oldugunu varsayalim. 0 # m € 7 (M) olsun. Bu durumda rm = 0 olacak bigimde
0 # r € R vardir. M carpimsal modiil oldugundan Rm = IM olacak bigimde R
nin sifirdan farkli bir 7 ideali vardir. Boylece 0 = Rrm = rIM. R tamlik bolgesi
oldugundan 0 # " € [ i¢in 0 # rr’ € ann (M) olur.

Tersine, ann (M) # 0 ise aM = 0 olacak bicimde 0 # a € R vardir. O halde

7(M) = M saglanir.[9] =
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I11.3 SONLU URETILMIS MODULLER

I11.3.1 NOETHERIAN MODULLER

Onerme IIL.8 M bir R—modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger N + sM ve
N (s) modiillerinin ikisinin de sonlu tretilmis olmasin saglayan s € R varsa, o zaman

N de sonlu retilmistir.[1]

Onerme IIL.9 M sonlu dretilmis bir R—modil ve N, M nin bir alt modiilii olsun.

Eger M asagdaki (*) kosulunu saglhyorsa, noetheriandar.

(*) N + Rz sonlu iiretilmis olacak bi¢imde x € M varsa, o zaman N alt modiilii de

sonlu iiretilmigtir.[1]

Onerme IIL.10 M sonlu iretilmis bir R—modil ve N, M nin asal bir alt modiilii

olsun. Eger M asagidaki (*p) kosulunu saglyorsa, noetheriandar.

(*p) N + Rz sonlu iiretilmis olacak bicimde = € M varsa, o zaman N asal alt modiilii

de sonlu {iretilmigtir.[1]

Teorem II1.12 M bir R—modiil olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denk-

tar.

(1) M noetheriandur.

(1) M sonlu iiretilmistir ve (*) kogulunu saglar.

(737) M sonlu iiretilmistir ve (*p) kogulunu saglar.

(tv) M ve M nin her asal alt modiilii sonlu iiretilmigtir.[1]

Sonug II1.13 R halkasimin noetherian olmasi i¢in gerek ve yeter kosul R min her asal

idealinin sonlu tiretilmis olmasidur. (Cohen Teoremi)[1]
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I11.3.2 SONLU URETILMIiS CARPIMSAL MODULLER

Teorem II1.13 R birimli ve degismeli bir halka ve M giivenilir bir ¢carpimsal R—modiil

olsun. O zaman asagidaki ifadeler birbirine denktir.

(1) M sonlu iiretilmigtir.

(1) A ve B, R nin AM C BM kogulunu saglayan idealleri ise, o zaman A C B

gerceklenir.

(74i) M nin her bir N alt modiilii i¢gin N = I M olacak bi¢imde R nin tek bir I ideali

vardir.
(7v) R nin herhangi bir A has ideali igin M # AM dir.

(v) R nin herhangi bir P maksimal ideali igin M # PM dir.

Ispat. (i) = (ii) M nin sonlu tiretilmis oldugunu varsayalim. A ve B, R nin

AM C BM kosulunu saglayan idealleri olsun. a € A ve
K={reR:rac B}

olsun. K # R oldugunu kabul edelim. O zaman K C P olacak bi¢cimde R nin bir
P maksimal ideali mevcuttur. M = PM oldugunu varsayalim. M sonlu iiretilmisg
oldugundan, genel determinant argiimanindan, (1 —p) M = 0 olacak bigimde p € P
vardir. Buradan p = 1 olur, bu bir ¢eligkidir. O halde M # PM olur ve Teorem III.2
den (1 —q) M C Rm olacak bicimde m € M ve ¢ € P elemanlar1 mevcuttur. Ozel
olarak,

(1-qgame(l1—q)BM =B(1—q)M C Bm

ve boylece

[(1—¢)a—bm=0
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olacak bicimde b € B vardir. Fakat,
(1 —-g)ann(m) Cann (M) =0

ve buradan
1-q)[(1-qg)a=b=0

olur. Bu durum (1 — ¢)*a € B ve boylece (1 — ¢q)* € K C P olmasm gerektirir. Bu
bir celigkidir. Boylece K = R ve a € B elde edilir. Buradan A C B gergeklenir.

(1i) = (i1i) N =1IM = JM ise (ii) den I = J olur.

(1i1) = (iv) N = AM = RM ise (iii) den A = R olur. O halde R nin herhangi
bir A has ideali icin M # AM dir.

(v) = (v) Agiktur.

(v) = (i) R nin her P maksimal ideali i¢in M # PM oldugunu varsayalim. @,

R nin bir maksimal ideali olsun. m € M, m ¢ QM olsun. M carpimsal oldugundan
Rm = (ann (M /Rm)) M
dir. ann (M /Rm) C Q ise
Rm = (ann (M /Rm)) M C QM
olur. Bu durum m ¢ QM olmasi ile celisir. O halde ann (M, Rm) ¢ Q olmahdir.

I= Z ann (M /Rm)

meM

ve I C R olsun. Bu durumda I C P olacak bi¢cimde R nin bir P maksimal ideali vardir.

O halde her m € M igin ann (M, Rm) C P olur. Bu bir ¢eligkidir. Boylece

R= Z ann (M /Rm)

meM

elde edilir. O halde 1 =r; +...7, olacak bigcimde bir pozitif n tam sayisi, m; € M ve

r; € ann (M /Rm;) elemanlar: mevcuttur.

ann (M, Rm;) M = Rm;
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oldugundan her z € M igin,
r=rr+...mmx € Rm+... Rm,

olur ve buradan

elde edilir. =

Sonug I11.14 A ve B, R halkasimn iki ideali ve M sonlu tretilmis bir carpimsal
R—modiil olsun. Bu durumda AM C BM olmasi i¢in gerek ve yeter kosul A C B +

ann (M) olmasidar.
Ispat. Yeterlilik agiktir. Tersine, AM C BM oldugunu varsayalim. R’ = R (ann (M)),
A" = (A+ann (M)) / (ann (M))

ve

B'= (B +ann(M)) / (ann (M))

olsun. Bu durumda A’M C B’M olur. M giivenilir bir R'—modiil oldugundan Teorem
3.1 den A’ C B’ gergeklenir. Boylece A C B+ ann (M) olur. =

R halkasinin biitiin asal idealleri sonlu iiretilmis ise, Cohen Teoremi’'nden R
noetheriandir. Fakat M bir R—modiil iken, M nin her asal alt modiiliiniin sonlu

tiretilmis olmasi, M nin noetherian olmasini gerektirmez.

Ornek II1.7 Q rasyonel saylar cismini Z—modiil olarak disinelim. N, Q nun asal
bir alt modiili ve P = (N : Q) olsun. Bu durumda P, Z nin asal bir ideali ve PQ C N
olur. N # Q oldugundan P = (0) dur. N = (0) oldugunu gésterelim. N # (0) oldugunu
varsayalym. Bu durumda ab™' € N olacak bicimde sifirdan farkl a ve b tam sayilar
meveuttur. a ¢ (N : Q) = (0) ve N asal oldugundan b=' € N olur. Buradan 1 € N

ve Z C N elde edilir. N # Q oldugundan a~" ¢ N olacak bicimde sifirdan farkh o
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ve 8 tam saylar vardir. Buradan faf™t = o € Z C N olur, bu durum N nin asal

olmaswyla ¢eligir. O halde N = (0) olur.

Boylece Q nun tek asal ideali (0) dir fakat Q, Z tizerinde sonlu iiretilmemistir.

Dolayisiyla Q noetherian degildir.

Teorem II1.14 R bir halka ve M c¢arpimsal bir R—modiil olsun. M nin her asal alt

modiilii sonlu tretilmis ise M noetheriandar.

Ispat. M # {0} oldugunu kabul edebiliriz. M carpimsal oldugundan, Teorem IIL.5
ten M nin bir L maksimal ideali vardir. L maksimal oldugundan M = L 4+ Rz olacak
bigimde bir x € M vardir. Her maksimal alt modiil ayn1 zamanda asal oldugundan L
sonlu tiretilmistir. Dolayisiyla M de sonlu iiretilmis olur. M nin noetherian olmadigini
kabul edelim.

S ={N < M: N sonlu iiretilmemistir}

olsun. M noetherian olmadigmdan S # () ve M ¢ S dir. S yi kapsama bagintisina
gore siraladigimizda K = J NV, S nin bir iist sir1 olur. Zorn Lemmasi’na gore, S nin
bir maksimal elemani vardir, bu maksimal elemana N diyelim. M carpimsal modiil
oldugundan, I = (N : M) igin N = IM dir. I nimn asal oldugunu gosterelim. [ # R
oldugu agiktir. a,b € Ricin a ¢ I,b ¢ I ve ab € I olsun. Bu durumda aM ¢ N ve
bM ¢ N dir. Ozel olarak N + aM sonlu iiretilmistir. Bu yiizden,
N +aM = zn:R(ti—i—asi)
i=1

olacak bicimde t; € N ve s; € M vardir.
K={meM:ame N}

icin abm € N oldugundan N + bM C K dir ve K sonlu iiretilmistir. O halde

m

K =) Rk

j=1
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olacak bi¢imde k; € K vardir.
N = <t1, .. .tn,akl, c. Clkm>

oldugunu gosterelim.

(t1,...tn,aky, ... aky,) C N

oldugu aciktir. Tersine n € N olsun.
NGN+aM = ZR(ti—l—as,-)
i=1

oldugundan

=S b as) =Y ont S alns)
=1

i=1 i=1

ve buradan
n

n— zn:riti = GZ(US@') eEN
i=1 i=1
olur. Bu yiizden > " | (ris;) € K ve n € (t1,...tn,aky,...aky,) dir. Boylece N,
{t1,...tn,aky,...aky,} ile iiretilmis olur ve geligki elde edilir. O halde, I asal idealdir
ve anng (M) C I oldugundan N = I M asal modiildiir. Hipotezden N sonlu iiretilmig

olur ve yine celigki elde edilir. Boylece M noetherian olur. m

Tanim ITL.8 M sifirdan farkly bir R—modil ve N, M nin bir has alt modiili olsun. O
zaman N yi kapsayan M nin biitin asal alt modiillerinin kesigsimi, N nin M — radikali

olarak tanimlanir ve M — rad N ile gosterilir.

Eger A, R halkasiin bir ideali ise, o zaman A nin M —radikali (A, R—modiil R
nin bir alt modiilii olarak diigiiniiliir), A y1 kapsayan biitiin asal ideallerin kesigimidir
ve bir n pozitif tam sayis1 icin " € A kosulunu saglayan biitiin » € R elemanlarindan

olugur ve /A ile gosterilir.

Teorem II1.15 M carpimsal bir R—modil, N, M nin has bir alt modili ve A =

ann (M N) olsun. O zaman
M = rad N = (VA) M
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gerceklenir.

Ispat. f’, A C P kosulunu saglayan R nin biitiin P asal ideallerinin toplulugunu

gostersin. Eger B = /A ise, o zaman B = Npep P ve Teorem 1113 ten

BM = () (PM)

PeP
olur. P € P olsun. Eger M = PM ise, M —rad N C PM dir. M # PM ise, o zaman
N =AM C PM ve buradan M —rad N C PM olur. Boylece M —rad N C BM elde
edilir.
Tersine, K, N yi kapsayan M nin asal bir alt modiilii olsun. Sonug¢ III.11 den
ann (M) C @ ve K = QM olacak bigimde R nin asal bir () ideali mevcuttur. () asal
ve

AM =NCK=QM+#M

oldugundan Sonug II1.12 den A C @ ve dolayisiyla B C @ olur. O halde BM C K ve

buradan BM C M — rad N elde edilir. Boylece M — rad N = BM saglanir. m
Onerme IIL.11 M bir R—modil ve N, M nin bir alt modiilii olsun.
H:{mEM:(Rm:M)kmgN,keZ+}

olsun. M carpimsal modiil 1se H, M nin bir alt modiilidiir. Eger M sonlu tiretilmig

ise H =M —rad N dir.
Ispat. mi,my € H olsun. Bu durumda
(Rmy : ]\4)k1 m; C N ve (Rmsy : ]\4)]€2 mey C N
olacak bicimde k1, ko pozitif tam sayilar1 mevcuttur. Buradan

(Rmy : M)* (Rmy : M)M C N
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ve

(Rmy : MY+ C ((le L M)A M) C (N : M)

olur. Benzer bicimde

(Rmgy : M) C (N : M)
elde edilir. k = k1 + ko + 2 olsun. Bu durumda

[(Rmy : M)+ (Rmy : M))* C (N : M)

ve boylece

[(Rmy : M)+ (Rmy: M))*"M C(N:M)M =N

olur. Buradan,

[((Rmy : M) + (Rmg : M)]*" (Rmy + Rms)

= [(Bmy: M)+ (Rmg : M)* " [(Rmy : M) + (Rmg : M)]M C N
ve boylece
[(Rmy : M) + (Rmg 2 M) ((Rmy + Rms) : M) € (N : M)
olur. Benzer bicimde
[(Rmy : M) + (Rmy : M) (Rmy + Rms) : M)* € (N : M)

ve

((Rmy + Rmy) : M)* C (N : M)

elde edilir. O halde
(R (my +ms) : M)* C ((Rmy + Rmy) : M)* C (N : M)
olur. Buradan,

(R (my +my) : M)* (my +my) C(R(my+ms): M)" M C(N:M)M =N
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ve boylece my + my € H elde edilir. m € H ve r € R olsun. Bu durumda
(Rm : M)*m C N
olacak bigimde k € Z* vardir. Buradan
(Rrm : M) rm C (Rm : M)*m C N

ve rm € H olur. Boylece H, M nin bir alt modiiliidiir.
Simdi M nin sonlu iiretilmis oldugunu kabul edelim. m € H olsun. Bu durumda

(Rm : M)* m C N olacak bicimde k € Z* vardir. Buradan
(Rm : M)* (Rm : MYM C N

ve

(Rm : M)*' C ((Rm:M)k“M:M) C(N: M)
olur. O halde (Rm : M) C /(N : M) ve Teorem III.15 ten
mée Rm=(Rm:M)MC\/(N:M)M=M—rad N

elde edilir. Boylece H C M — rad N dir.

Tersine, m € M —rad N = /(N : M )M olsun. Bu durumda Rm C /(N : M )M

olur.
(VINM)M : M) M = /(N MM
oldugundan
(\/WM : M) = /(N : M) + ann (M)
ve boylece

(Rm: M) C (\/WM:M) = /(N : M) + ann (M) = /(N : M)
elde edilir. O halde (Rm : M)* C (N : M) olacak bicimde k € Z* vardir. Buradan
(Rm : M)*m C (Rm : M)*M C (N :M)M =N
ve m € H olur. Boylece H = M — rad N elde edilir. m
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Tanim IIL.9 M bir R—modiil ve N, M nin bir alt modiilii olsun. Eger M —rad N = N
ise N ye M nin bir radikal alt modiilii dendr. I, R nin bir ideali olmak tizere /I = I

1se, I ya R nin bir radikal ideali denir.

Onerme II1.12 M bir R—modiil ve N, M nin bir radikal alt modiilii olsun. Bu du-

rumda (N : M), R nin bir radikal idealidir.

Ispat. M —rad N, N yi kapsayan asal alt modiillerin kesigimi oldugundan N = NP

olur. A;, (N : M) yi kapsayan asal idealleri gostersin. Bu durumda,
(N:M) = (ﬂPZ-:M) NP M) 2 (4
= (N:M)D(N:M)

ve /(N : M) = (N : M) elde edilir. Boylece (N : M), R nin bir radikal idealidir. m
Onermenin tersi her zaman dogru degildir. Ornegin, R = Z, M = Z ® Z ve

N = ((4,0)) olsun. Bu durumda

[N :M]=0=/(N:M)
fakat

M —rad N = ((2,0)) # N
dir.[10]

Onerme II1.13 M bir carpimsal R—modil, K ve N, M nin iki ideali olsun. Bu

durumda

VIENN): M)=+/(K:M)N\/(N: M)

gerceklenir.

Ispat. a € /((KNN): M) olsun. Bu durumda a” € ((KNN): M) olacak

bi¢imde n pozitif tam sayis1 vardir. Buradan

a’MC(KNN): MYM=KNNCK

56



ve a"M C N olur. O halde a" € (K : M) ve a” € (N : M) dir. Boylece

a€(K:M)ny/(N:M)

elde edilir.

Tersine,

re(K:M)N\/(N:M)

olsun. Bu durumda r* € (K : M) ve ' € (N : M) olacak bicimde k ve [ pozitif tam

sayilar1 vardir. O halde r*M C K ve r'M C N olur. n = max {k,1} iginr"M C KNN

ve r" € (KN N): M) elde edilir. Boylece 7 € \/((K N N) : M) ve

VIENN): M)=+/(K:M)N\/(N: M)
gerceklenir. m

Teorem II1.16 M sonlu tiretilmis carpimsal bir R—modiil ve I, R nin bir ideali olsun.

K ve N, M min ki alt modiilii olmak tizere asagidaki ifadeler gerceklenir.

(i) (N : M), R nin bir radikal ideali ise N, M nin bir radikal alt modiiliidiir.

(12) I+ ann (M) nin, R nin bir radikal ideali olmasi i¢in gerek ve yeter kosul I M nin,

M nin bir radikal alt modiilii olmasidir.
(i5i) M —rad (KNN)=M —rad KNM —rad N dir.

Ispat. (i) M bir carpimsal modiil ve (N : M), R nin bir radikal ideali olsun.

Teorem I11.15 ten
N=(N:M)M=+/(N:M)M=M—rad N

ve boylece N, M nin bir radikal alt modiilii olur.
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(i) IM, M nin bir radikal alt modiilii olsun. Sirasiyla Teorem III.15 ve Onerme

I1.4 ten,

(I+ann(M)M = IM=M—-rad (IM)=+/(IM: M)M

= /I+ann(M)M
ve Sonug II1.14 ten
I +ann (M) =+/I+ann (M) + ann (M)

olur.

ann (M) C v/ann (M) C /I + ann (M)
oldugundan
I+ ann (M) = /T + ann (M)
elde edilir.

Tersine, I + ann (M), R nin bir radikal ideali olsun. Bu durumda

IM = (I+4+ann(M))M =+/I+ann(M)M

= V(IM : M)M =M —rad (IM)

ve boylece IM, M nin bir radikal alt modiilii olur.

(731) Sirasiyla Teorem II1.15, Sonug I11.14 ve Sonug I11.5 ten

M —rad (KNN) = \/((KHN):M)M:(\/(K:M)ﬂ\/(N:M)>M
= [(W—i—ann(M))ﬂ(\/m—l—ann(M)ﬂM
= V(K:M)MN\/(N:M)M=M—rad KNM —rad N

elde edilir ve (7ii) saglanir. m
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I11.4 CARPIMSAL MODULLERIN ALT

MODULLERININ CARPIMI

Tanim IIL.10 M bir R—modiil, m € M ve N, M nin bir alt modiilii olsun.

(i) N = IM olacak bigimde R nin bir [ ideali varsa, I idealine N nin bir sunus
ideali (presentation) denir. N nin biitiin sunus ideallerinin kiimesini Pr () ile

gosterecegiz.

(11) Rm = AM olacak bigimde R’nin bir A ideali varsa, A’ya m’nin bir sunus ideali
denir. m’nin biitiin sunug ideallerinin kiimesini Pr (m) ile gosterecegiz. Pr(m) =

Pr (Rm) dir.

M nin her alt modiiliiniin sunus idealinin var olmas: gerekmez. Ornegin, V keyfi
bir k cismi tizerinde vektor uzayi ise, V' nin herhangi bir has W alt uzayimin sunus ideali
yoktur. Ciinkii, k cisminin idealleri yalnizca 0 ve k dir. W #0V =0ve W #kV =V

oldugundan W nin sunus ideali yoktur.

Onerme I11.14 M bir R—modiil olsun. Bu durumda M nin her alt modiiliiniin bir

sunug idealine sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul M nin ¢arpimsal modiil olmasidr.

Ispat. Yeterlilik agiktir. Tersine M bir carpimsal modiil ve N, M nin herhangi bir
alt modiilii ise Yar.Teorem III.1 den N = (N : M) M dir. Boylece her N alt modiilii

i¢in (N : M) bir sunus idealidir. =

Onerme I11.15 L (R) ve L (M) sirasuyla R nin ideallerinin ve M nin alt modiillerinin

latisini gostersin. Bu durumda
I~J < IM=JM

ile tamwmlanan baginti, bir denklik bagintisidar.
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Ispat. (i) I,J,K € L(R) olmak tizere, I ~ I <= IM = IM, yansima ozelligi
saglanir.

(i) [ ~J <= IM=JM < JM =IM <= J ~ I, simetri tzelligi saglanir.

(i) I ~J <= IM=JMveJ~K <= JM=KM iken, IM = KM <=
I ~ K, gegisme ozelligi de saglandigindan L (R) iizerinde tanmimlanan ~ bagintisi, bir
denklik bagintisidir. =

I € L(R) nin denklik simifim1 [/] ile gosterecegiz.

Teorem II1.17 M giivenilir bir ¢carpimsal R—modil olsun. O zaman asagidaki ifadeler

birbirine denktir.
(1) M sonlu iiretilmigtir.
(77) ~ bagmtisinin her bir denklik sinifi tek bir elemandan olusur.

(iii) @ (I) = IM ile tammmlanan ¢ : L (R) — L (M) doniistimii bir latis izomorfiz-

masidir.
(iv) R nin her has [ ideali i¢in [I] = {I} dr.
(v) R nin hehangi bir P maksimal ideali i¢in [P] = {P} dir.

Ispat. (i) = (ii). M nin sonlu iiretilmis oldugunu varsayalim. Teorem III.13

ten N = I M olacak bicimde R nin tek bir I ideali vardir. Boylece
I~J <= IM=JM

ile tanimlanan ~ bagmtisinin her bir denklik sinifi tek bir elemandan olugur.

(11) = (it1i) . Teorem III.13 ten, ¢ bijektif ve siray1 koruyan bir déniigiimdiir.
I+ J)M=IM+JM
en kiiciik tist simir ve M giivenilir oldugundan

INJYM=IMnNJM

60



en biiyiik alt siirdir. Boylece ¢ @ L(R) — L (M) doniigiimii bir latis izomorfiz-
masidir.

(1) = (). Teorem III.13 ten agiktir.

(iv) = (v). Agktir.

(v) = (i). R nin hehangi bir P maksimal ideali i¢in [P] = {P} oldugunu
varsayalim. Bu durumda N = PM # M olacak bigimde M nin bir N alt modiilii

vardir. Teorem III.13 ten M sonlu iiretilmistir. m
Tanmim IIL.11 [ ,J, A ve B, R halkasinin idealleri ve M bir R—modiil olsun.

(1) N ve K, M nin N = IM ve K = JM kosulunu saglayan iki alt modiilii olmak

tizere [JM ile tanimlanan ¢arpima N ve K nwn ¢arpima denir. N K ile gosterilir.

(1) m ve m’, M nin Rm = AM ve Rm' = BM kosulunu saglayan iki elemani ol-
mak iizere ABM ile tanimlanan carpima m ve m’ niin ¢arpima denir. mm' ile

gosterilir.

N K, M nin bir alt modiiliidiir. Ciinkii, C' = IJ, R nin bir idealidir ve NK = C M,

M nin bir alt modiiliidiir. Ayrica NK C N N K dir.

Teorem II1.18 [ ve J, R halkasinin ikt ideali ve M bir R—modiil olsun. N ve K, M
nin N = IM ve K = JM kosulunu saglayan iki alt modilii olmak tizere "N ve K nin

carpyma”, N ve K nin sunus ideallerinden bagimsizdar.

Ispat. I, ve I,, N nin iki sunus ideali, .J; ve Jo, K nin iki tamtma ideali olsun. Bu
durumda, N = I{1M = ILb,M ve K = J1M = JoM olur. x € NK olsun. r € I;,s € J;
ve m € M olmak iizere x = Y rsm olarak yazlabilir. J1M = JoM oldugundan,

r; € Jo,m; € M IQIIl

n
sm = E T
i=1
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ve buradan
n
rsm = 5 ri (rm;)
i=1

elde edilir. rm; € I, M = I,M oldugundan, t;; € I, m;; € M i¢in

k
/
Tm; = E tijmij
j=1
yazilabilir. Buradan,

n k
/
rSm = E g Tiliimy;

i=1 j=1
ve rsm € Iy Jo M olur. Boylece

LM C Iy JoM

elde edilir. Benzer bi¢imde

Iy oM C M

oldugu gosterilir ve

LM = 1,J.M

olur. m

Onerme II1.16 M bir ¢carpymsal R—modiil olsun. N, K ve L, M nin alt modiilleri

olmak tizere asagidaki ifadeler gerceklenir.

(1)) N(K+L)=NK+NL=KN+LN = (K + L) N, yani ¢carpimin toplama {izerine

sagdan ve soldan dagilma ozelligi vardir.
(7)) (K+L)(KNL)C KL dir.
(i1i) K+ L =M ise KN L= KL dir.

Ispat. (i) A, B ve C, R nin ii¢ ideali olmak iizere, N = AM, K = BM ve L = CM

olsun.

(Z IA> M=) " (1LM)

AEA AEA
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oldugundan,

N(K+L) = AM(BM+CM)=AM (B+C)M =A(B+C)M

= (AB+AC)M = ABM + ACM = NK + NL

olur.

(i3) (i) den
(K+L)(KNL)=K(KNL)+L(KNL)CKL

gergeklenir ve boylece (ii) saglanir.

(i4i) KL C K N L oldugu aciktir. (i) den
(K+L)(KNL)y=M(KNL)=KNLCKL
dir. Boylece K N L = KL elde edilir. m

Yar.Teorem II1.5 M carpimsal bir R—modiil olsun. N ve K, M min iki alt modyili

olmak tizere asagudaki ifadeler saglanar.
(1) ann (M N)ann (M /K) ve ann (M /NK) idealleri N K nin sunusg idealleridir.
(12) M sonlu iiretilmis ise
ann (M /N)ann (M /K) = ann (M /NK)
gerceklenir.

Ispat. (i) Yar.Teorem IIL.1 ve Teorem III.18 den ann (M /N) ve ann (M /K),

sirastyla N ve K nin sunus idealleridir. Tanim II1.12 den
NK = [ann (M /N)ann (M /K)| M

ve boylece ann (M, N)ann (M, K), NK nin bir sunug idealidir. Yar.Teorem III.1

den NK = ann (M /NK) ve ann (M /NK) ideali de NK nin bir sunus ideali olur.
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(72) M sonlu iiretilmis olsun.
NK = [ann (M /N)ann (M /K)| M = ann (M /NK) M
oldugundan ve Teorem III.13 ten
ann (M /N)ann (M /K) =ann (M /NK)
saglanir. m

Tanim II1.12 M c¢arpimsal bir R—modil, m € M ve N, M nin bir alt modiilii olsun.

Bu durumda,

(i) N*, N alt modiiliiniin k kez ¢arpimi olmak tizere, N* = 0 olacak bicimde bir k € Z*

varsa N ye nilpotent denir.

(ii) m! = 0 olacak bicimde bir [ pozitif tam sayis1 varsa m elemanina nilpotent denir.

M nin biitiin nilpotent elemanlarinin kiimesi N, ile gosterilir.

Teorem III.19 M bir ¢carpimsal R-modil ve N, M nin bir alt modiili olsun. Bu
durumda N nin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N nin her I sunus ideali i¢in

I* C ann (M) olacak bicimde bir k € Z+ mn var olmasidar.

Ispat. I, N nin bir sunus ideali olsun. N nin nilpotent oldugunu varsayalm. Bu
durumda N* = 0 olacak bicimde bir & € Z* vardir. Buradan N* = I*M = 0 ve
I* C ann (M) elde edilir.

Tersine, N nin her I sunus ideali i¢in I* C ann (M) olacak bi¢imde bir k € ZT nin

var oldugunu kabul edelim. Bu halde,
NF=T1"M C ann(M)M =0

ve boylece N nilpotent olur. m
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Sonug II1.15 M giivenilir bir ¢arpimsal R—modil ve N, M mnin bir alt modiilii ol-
sun. Bu durumda N nin nilpotent olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N nin her I sunus

1dealinin nilpotent ideal olmasidar.
Ispat. ann (M) = 0 oldugundan, Teorem ITL.19 da I* = 0 olur. m

Teorem II1.20 M bir carpimsal modiil olsun. Bu durumda Ny, M nin alt modilidiir

ve M /Ny min sufirdan farkly nilpotent elemana yoktur.

Ispat. z,y € N); olsun. Bu halde 2™ = 0 ve 4y = 0 olacak bicimde m,n € Z*
vardir. [ ve J sirasiyla x ve y nin sunus ideali olsun. Bu durumda 2™ = I"M = 0 ve

y" = J"M = 0 olur. Buradan,
R(x+y) CRr+Ry=IM+JM=I+J)M

elde edilir. [ = m + n olsun. O zaman,

l

R+y) " ™" C+J)""M= (Z (Z) P’JH) M=0

- 2
1=0

ve boylece x +y € Ny; olur. m € Ny, ve r € R olsun. m nin bir sunus ideali I olsun.

Bu halde
mF = I"M =0
olur.
Rrm = (rI)M C IM
oldugundan

(rm)* = (rD)f M C T*M =0

ve boylece rm € Ny, elde edilir. O halde Nj;, M nin alt modiilii olur.

Simdi ¥ = x 4+ Ny;, M /Nj; nin nilpotent elemani olsun. Bu durumda

olacak bicimde n € Z* vardir. Buradan 2" € Ny, ve (2")* = 0 olacak bigimde k € Z*

vardir. Boylece x € Ny; ve T =0 olur. m
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Onerme II1.17 M carpimsal bir R—modiil olsun. Bu durumda
M —rad (NyN2) =M —rad (NN Ny) (ITL.17)
gerceklenir.
ispat. N1 Ny € Ny N Ny oldugundan,

M —rad (NyNNy) = ﬂ{P:NlﬂNQQP, Pasal}Qﬂ{Q:NlNggQ, Q asal}

= M —rad (NlNg)

dir. Tersine, Onerme IIL.6 dan, @ asal olmak iizere, NN, C Q iken N; C @ veya

Ny C @ gergeklendiginden N; N Ny C @ olur. O halde

M —rad (NyNNp) = (Y{P:NinNo C P, Pasal} C({Q: NiN> C Q, Q asal}

= M —rad (N1N3)
elde edilir. Boylece I11.17 saglanir. m
Teorem II1.21 M carpimsal bir R—modil ve N, M nin bir alt modiilii olsun.
B={meM:m"CNkeZ"}
olsun. Bu durumda B, M nin bir alt modiiliidiir ve B = M — rad N dir.

Ispat. x,y € M: I ve J swrasiyla & ve y nin sunug ideali olsun. olsun. Bu halde,
™ = I"M C N ve y" = J"M C N olacak bi¢cimde m,n € Z* vardir. k = m +n

olsun. O zaman,

(z+y)f = UM+JM* =T+ M =U+J)"M

= (X; <’;) JZJ’“’) MCN

ve boylece © +y € B olur. Simdix € B, r € R ve I, x in bir sunus ideali olsun. Bu

durumda z™ = I"M C N olacak bicimde n € Z* vardir. Buradan,
(re)" = (rI)"M CI"M C N
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ve boylece rx € B olur. O halde B, M nin bir alt modiiliidiir. Simdi m € B ve J, m
nin bir sunus ideali olsun. Bu halde m* = J*M C N olacak bicimde k € Z* vardir.
Onerme II1.17 den

M —rad (m") =M —rad (Rm)

olur. Bylece J*M C N oldugundan (J*M : M) C (N : M) ve Teorem IIL.15 ten

m € M—rad (Rm)=M —rad (m*) = /(JFM : M)M
C V(N:MYM=M-—rad N

elde edilir. O halde B C M — rad N olur.

Tersine, v € M —rad N = \/m]\/[ olsun. Bu durumda, x = Y7 | r;m; olacak
bigimde r; € \/(N : M) ve m; € M vardir. Buradan, her i igin 7" € (N : M) olacak
bigimde n; € Z* vardir. Boylece, yeterince biiyiik bir k icin 2* C (N : M) M = N ve

boylece M — rad N C B elde edilir. O halde B = M — rad N olur. =

Sonug I11.16 M c¢arpimsal bir R—modiil olsun. Bu durumda Ny, M nin biitin asal

alt modiillerinin kesigimadar.
Ispat. Teorem III.21 den
M —rad(0) = Ny = ﬂ{P : P asal}
elde edilir. =

Sonug II1.17 M givenilir bir ¢arprmsal R—modil olsun. Bu halde, N, R nin asal

radikali olmak tizere Nyy = NM dir.
Ispat. Teorem III.15 ve Sonug II1.16 dan,
Ny = M —rad (0) = Jann (M)M = O0M = NM

elde edilir. =
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Teorem II1.22 M carpimsal bir R—modiil ve P, M nin has bir alt modiilii olsun. Bu
durumda P nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, M nin her bir U ve V' alt modiilii
16N

UVCP —= UCPuveyaVCP (IT1.22)

olmasidar.

Ispat. P, M nin asal bir alt modiilii olsun. M nin UV C P, U ¢ PveV P
kosulunu saglayan U ve V' alt modiillerinin var oldugunu kabul edelim. [ ve J sirasiyla
U ve V nin sunus ideali olsun. Bu halde, UV = IJM C P olur. ry € U\JP ve
sx € VN P olacak bigimde r € [ ;s € J ve z,y € M vardir. Buradan, rsz € P ve P
asal oldugundan r € (P : M) veya sx € P dir. O halde rM C P ve ry € P geligkisi
elde edilir. Boylece I11.22 saglanir.

Tersine, II1.22 nin saglandigini varsayalim. » € R ve x € M — P icin rx € P olsun.
rM ¢ P oldugunu kabul edelim. Bu durumda rm ¢ P olacak bicimde m € M vardir.

I ve J sirasiyla rx ve m nin sunus ideali olsun. O zaman
(Rrz) (Rm) = (Rz) (Rrm) =1JM C P

olur. Hipotezden, Rx C P veya Rrm C P olmalidir. Bu halde x € P veya rm € P

olur, celigkidir. Boylece P asaldir. m

Sonug II1.18 M c¢arpimsal bir R—modiil ve P, M nin has bir alt modiilii olsun. Bu

durumda P nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her m,m’ € M ig¢in,
mm' C P = me€ P veyam’ € P (I11.18)
olmasidar.
Ispat. Gereklilik aciktir. Tersine, IT1.18 in gerceklendigini varsayalim. M nin

UVCPUZPveVgP
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kogullaim saglayan U ve V' alt modiillerinin var oldugunu kabul edelim. Bu durumda,

u€elU— Pvev eV — P olacak bicimde u,v € M vardir. O halde,

w € RuRv CUV C P

ve hipotezden u € P veya v € P olur, geligkidir. Boylece P asaldir. m
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IV SONUCLAR ve TARTISMA

[11] makalesinde ispat1 verilen Teorem III.14 iin alternatif ispati, H. Ibrahim
Karakag’in ispatladigi Teorem II1.12 nin sonucu olarak asagidaki gibi verilebilir:

M # {0} oldugunu kabul edebiliriz. M carpimsal oldugundan, Teorem IIL.5 ten
M nin bir L maksimal ideali vardir. L maksimal oldugundan M = L + Rx olacak
bicimde bir x € M vardir. Her maksimal alt modiil ayn1 zamanda asal oldugundan L
sonlu {iiretilmistir. Dolayisiyla M de sonlu iiretilmis olur. O halde Teorem II1.12 den
M noetheriandir.

Calismamizda sonlu iiretilmis modiiller ile carpimsal modiiller arasindaki iligkiye
oldukca yer verilmigtir. Bazi teoremlerde modiillerin sonlu iiretilmis olma sarti yer-
ine carpimsal modiil olma sartini koydugumuzda teoremin halen saglaniyor olmasi, her
carpimsal modiiliin sonlu {iretilmis veya her sonlu iiretilmis modiiliin ¢arpimsal olabile-
cegi fikrini sorgulamamizi saglar. A birimli ve degismeli herhangi bir halka olmak iizere,
R=1[_,Ave M =@, Aolsun. Budurumda M ¢arpimsal bir R—modiildiir, fakat
sonlu iiretilmemistir. Dolayisiyla, her ¢carpimsal modiiliin sonlu iiretilmis olmasi1 gerek-
mez. Tersine, k bir cisim ve 2 < n < oo olmak iizere, k cismi iizerindeki herhangi bir
n boyutlu vektor uzay1 carpimsal degildir, fakat sonlu iiretilmistir.

Ornek II1.7 de Q nun her asal idealinin sonlu iiretilmis oldugunu, fakat Q nun
Z iizerinde sonlu iiretilmig olmadig1 igin, noetherian olmadigimi belirttik. Q, Z iiz-
erinde carpimsal bir modiil degildir. Z nin her [ ideali icin /Q C QQ oldugundan,
I7'1Q C T7'Q ve buradan Q C I™'Q elde edilir. O halde, Q = I'Q ve IQ = Q olur.
Dolayisiyla Q nun herhangi bir N has alt modiilii icin N = IQ olacak bicimde Z nin

bir [ ideali yoktur.
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V SON DEGERLENDIRMELER ve ONERILER

Yapilan caligmada, birimli ve degismeli bir halkanin idealleri ile carpimsal modiil-
lerin alt modiilleri arasinda benzerlik kuruldu. Ornegin, birimli ve degismeli bir halkada
her has ideal, bir maksimal ideal tarafindan kapsanir. Benzer argiimanin carpimsal
modiillerin has alt modiilleri i¢in de gecerli oldugu gosterildi. Yine halkalar igin bi-
linen Cohen Teoremi’nde, asal idealler yerine ¢arpimsal modiillerin asal alt modiilleri
diistiniildiigiinde, aradaki benzerlik asikar bicimde gozlenmektedir.

Bu orneklerin yani sira, bir idealin radikali icin bilinen karakterizasyona benzer
bir karakterizasyonun, ¢arpimsal modiiliin bir alt modiiliiniin M —radikali i¢in de elde
edildigi gosterildi. Ayrica yine ideallerdekine benzer bicimde, bir ¢arpimsal modiiliin
asal alt modiillerinin karakterizasyonu elde edildi.

Bundan sonra yapilacak olan, Ornek II1.7 dekine benzer bicimde, carpimsal modiil
olma kogulunun 6nemini ortaya koyan yeni ¢rnekler bulmaktir. Ayrica hangi halkalar
iizerindeki modiillerin her zaman carpimsal olacagi problemini ele almak ve ¢cozmeye

calismaktir.
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