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Bu tezin ana amacı birimli ve değişmeli bir halka üzerindeki çarpımsal modülleri ve bunların asal 

alt modüllerini çalışmaktır. 

Bu amaçla, öncelikle bir modülün çarpımsal olması için bazı gerek ve yeter koşullar verilmiştir. 

Daha sonra asal idealler için verilen bazı sonuçların, çarpımsal modüllerin asal alt modülleri için de 

sağlanıp sağlanmadığı araştırılmıştır. Ayrıca, özel olarak çarpımsal modüllerin sonlu üretilmiş olma 

durumu incelenmiştir. 

Son olarak da, bir çarpımsal modülün iki alt modülünün çarpımı kavramı tanıtılarak, çarpımsal 

modüllerin asal alt modülleri karakterize edilmiştir. 
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ABSTRACT  
 
 Multiplication Modules 

 

The main objective of this thesis is to study multiplication modules and the prime submodules of 

such modules over a commutative ring with identity. 

To this end, we first gave some necessary and sufficient conditions for a module to be 

multiplication. Then we investigated whether some results on prime ideals also hold for prime 

submodules of multiplication modules. Furthermore we examined in particular when such modules are 

finitely generated. 

Finally, by introducing the notion of product of two submodules of such modules, we 

characterized the prime submodules of a multiplication module. 
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SEMBOL L·ISTES·I

ann (M) : M nin s¬f¬rlay¬c¬s¬

Çek f : f nin çekirde¼gi

detC : C matrisinin determinant¬

[I] : I 2 L (R) nin denklik s¬n¬f¬
p
I : I idealinin radikali

J (R) : R nin Jacobson radikali

L (R) : R nin ideallerinin latisi

L (M) : M nin alt modüllerinin latisi

M � rad N : M nin N alt modülünün M�radikali

Pr (N) : M nin N alt modülünün bütün sunuş ideallerinin kümesi

Q : Rasyonel say¬lar kümesi

rad M : M nin radikali

Z : Tam say¬lar kümesi

� (M) : M nin bükülme(torsion) alt modülü
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I G·IR·IŞ VE AMAÇ

I.1 G·IR·IŞ

Matematik disiplininde modül teorisi, çok çal¬̧s¬lan alanlardan biridir. Biz bu tezde

özel olarak çarp¬msal modülleri inceleyece¼giz.

H. ·Ibrahim Karakaş 1972 y¬l¬nda halkalar için bilinen Cohen Teoremini modüllere

geni̧sletmi̧s ve Cohen Teoremini, ispatlad¬¼g¬teoremin sonucu olarak vermi̧stir.[1] Bu

çal¬̧smada, H. ·Ibrahim Karakaş�¬n sonlu üretilmi̧s modüller için ispatlad¬¼g¬ teoremin

çarp¬msal modüller için de sa¼gland¬¼g¬n¬gösterece¼giz.

1981 y¬l¬nda A. Barnard çarp¬msal modüllerin temel özelliklerini vermi̧s ve

Nakayama Lemma�daki sonlu üretilmi̧slik şart¬ yerine çarp¬msal modül olma şart¬n¬

koyarak yeniden ispat yapm¬̧st¬r.[2]

Çarp¬msal modüller ile ilgili temel tan¬m ve teoremleri ise 1988 y¬l¬nda Z. Abd

El-Bast ve P. F. Smith vermi̧stir. Bu makalede Z. Abd El-Bast ve P. F. Smith,

de¼gi̧smeli halkalar üzerindeki modüllerin çarp¬msal olmas¬için gerek ve yeter koşullar¬

vermi̧slerdir.[3]

Yine 1988 y¬l¬nda P. F. Smith, bu teoremlerin baz¬lar¬n¬farkl¬tekniklerle yeniden

ispatlam¬̧st¬r.[4]

M. Majid Ali, Z. Abd El-Bast ve P. F. Smith�in ispatlad¬¼g¬bir teoremi kullanarak,

bir idealin radikali için bilinenen karakterizasyona benzer bir karakterizasyonu, sonlu

üretilmi̧s bir çarp¬msal modülün alt modülünün M�radikali için vermi̧stir.[5]

R. Ameri, yine ayn¬teoremi kullanarak ve bir çarp¬msal modülün iki alt modülünün

çarp¬m¬ kavram¬n¬ tan¬tarak, bir çarp¬msal modülün asal alt modüllerini ve bir alt

modülünün M�radikalini karakterize etmi̧stir.[6]

Bu tezde, halkan¬n idealleri ile çarp¬msal modüllerin alt modülleri aras¬ndaki

benzerlikler incelenmi̧s ve Cebirdeki önemli teoremlerin farkl¬versiyonlar¬verilmi̧stir.
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II GENEL B·ILG·ILER

II.1 CEB·IRDEK·I ÖN KAVRAMLAR

ve NOTASYONLAR

Yar.Teorem II.1 (Zorn Lemmas¬) (A;�), boş olmayan k¬smi s¬ral¬bir küme olsun.

E¼ger A n¬n her zincirinin bir üst s¬n¬r¬varsa, o zaman A bir maksimal eleman içerir.[7]

Tan¬m II.1 (A;�), boş olmayan k¬smi s¬ral¬bir küme olsun. Her a; b 2 A için fa; bg

kümesinin hem en büyük alt s¬n¬r¬hem de en küçük üst s¬n¬r¬varsa, (A;�) kümesine

bir latis denir.

Tan¬m II.2 R boş olmayan bir küme olsun. (+) ve (�) ikili işlemi için, aşa¼g¬daki

özellikleri sa¼glayan (R;+; �) üçlüsüne bir halka denir.

(i) (R;+) abelyen bir grup;

(ii) 8a; b; c 2 R için (a � b) � c = a � (b � c) (çarp¬m¬n birleşme özelli¼gi);

(iii) a � (b+ c) = a � b+a � c ve (a+ b) � c = a � c+ b � c (çarp¬m¬n toplama üzerine soldan

ve sa¼gdan da¼g¬lma özelli¼gi).

Ek olarak;

(iv) 8a; b 2 R için a � b = b � a

ise R ye de�gismeli halka denir.

(v) 8a 2 R için 1R � a = a � 1R = a

olacak şekilde R nin bir 1R eleman¬varsa, R ye birimli halka denir.

Buradan itibaren a � b = ab olarak al¬nacakt¬r.
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Tan¬m II.3 R bir halka ve a 2 R olmak üzere ab = 0 olacak biçimde bir b 2 R� f0g

varsa, a eleman¬na bir s{f{r b�olen denir.

Tan¬m II.4 R birimli bir halka ve a 2 R olsun. ca = 1R (ab = 1R) olacak şekilde

c 2 R (b 2 R) varsa a eleman¬na sol (sa�g) tersinir denir. a eleman¬hem sol hem de

sa¼g tersinir ise, a ya tersinir veya birimsel denir.

Tan¬m II.5 R birimli ve de¼gişmeli bir halka ve 1R 6= 0 olsun. E¼ger R nin s¬f¬r böleni

yoksa, R ye bir taml{k b�olgesi denir.

D birimli bir halka ve 1D 6= 0 olmak üzere, D nin s¬f¬rdan farkl¬ her eleman¬

birimsel ise D halkas¬na bir b�olen halkas{ denir.

De¼gi̧smeli bölen halkas¬na ise cisim ad¬verilir.

Tan¬m II.6 R ve S iki halka olsun. Her a; b 2 R için

f (a+ b) = f (a) + f (b) ve f (ab) = f (a) f (b)

koşullar¬n¬sa¼glayan f : R! S fonksiyonuna bir halka homomorfizmas{ denir.

1-1 homomor�zmayamonomorfizma; örten homomor�zmaya epimorfizma; hem

1-1 hem de örten homomor�zmaya ise izomorfizma ad¬verilir.

Çek f = fr 2 R : f (r) = 0g kümesine f nin çekirde�gi denir.

Tan¬m II.7 R bir halka ve S, R nin toplama ve çarpma işlemleri alt¬nda kapal¬, boş

olmayan bir alt kümesi olsun. E¼ger S bu işlemler alt¬nda kendi baş¬na bir halka ise, o

zaman S ye R nin bir alt halkas{ denir.

Tan¬m II.8 I, R nin bir alt halkas¬olsun. r 2 R ve x 2 I için rx 2 I (xr 2 I) ise, o

zaman I ya R nin bir sol (sa�g) ideali denir. E¼ger I, R nin hem sol hem de sa¼g ideali

ise, o zaman I ya R nin bir ideali denir.
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R halkas¬kendi baş¬na bir idealdir. Yaln¬zca s¬f¬r eleman¬ndan oluşan 0 idealine

asikar ideal denir.

E¼ger R nin bir I ideali s¬f¬rdan ve R den farkl¬ise, o zaman I ya R nin bir has

(veya �oz) ideali ad¬verilir.

Teorem II.1 I, R nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. I n¬n sol (sa¼g) ideal olmas¬

için gerek ve yeter koşul

(i) 8a; b 2 I için a� b 2 I; ve

(ii) a 2 I; r 2 R için ra 2 I (ar 2 I)

olmas¬d¬r.[7]

Teorem II.2 f : R! S bir halka homomor�zmas¬olsun. Bu durumda f nin çekirde¼gi

R nin bir idealidir. Tersine I, R nin bir ideali ise, � (r) = r+I ile verilen � : R! R�I

dönüşümü, çekirde¼gi I olan bir halka epimor�zmas¬d¬r.[7]

Sonuç II.1 (Birinci ·Izomor�zma Teoremi). E¼ger f : R ! S bir halka homomor�z-

mas¬ise, o zaman R�Çek f �= f (R).[7]

Tan¬m II.9 P , R halkas¬n¬n bir ideali ve P 6= R olmak üzere, R nin herhangi A veB

ideali için,

AB � P =) A � P veya B � P

gerçekleniyorsa, P ye R nin bir asal ideali denir.

Teorem II.3 P , R halkas¬n¬n bir ideali ve P 6= R olmak üzere, 8a; b 2 R için,

ab 2 P =) a 2 P veya b 2 P (II.3)

sa¼glan¬yorsa, o zaman P asald¬r. Tersine P asal ve R de¼gişmeli ise, o zaman P , II.3

koşulunu sa¼glar.[7]
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Teorem II.4 R birimli ve de¼gişmeli bir halka ve 1R 6= 0 olsun. R nin bir P ide-

alinin asal olmas¬ için gerek ve yeter koşul R�P bölüm halkas¬n¬n bir taml¬k bölgesi

olmas¬d¬r.[7]

Tan¬m II.10 M , R halkas¬n¬n bir ideali ve M 6= R olsun. R nin M � N � R

koşulunu sa¼glayan her N ideali için, ya N =M ya da N = R gerçekleniyorsa M ye R

nin bir maksimal ideali denir.

R birimli ve de¼gi̧smeli bir halka ise, R nin her maksimal ideali ayn¬ zamanda

asald¬r.

Teorem II.5 S¬f¬rdan farkl¬ve birimli her R halkas¬bir maksimal ideal içerir. Asl¬nda,

R nin kendisi d¬̧s¬ndaki her ideali, bir maksimal ideali taraf¬ndan kapsan¬r.[7]

Tan¬m II.11 R halkas¬n¬n tek bir maksimal ideali varsa, o zaman R ye local (yerel)

halka denir.

Teorem II.6 R birimli ve de¼gişmeli bir halka olsun. Bir M idealinin maksimal olmas¬

için gerek ve yeter koşul R�M bölüm halkas¬n¬n bir cisim olmas¬d¬r.[7]

Tan¬m II.12 R de¼gişmeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. O zaman, I y¬kap-

sayan R nin bütün P asal ideallerinin kesişimine, I n¬n radikali denir ve
p
I ile

gösterilir.

p
0 idealine R nin nil radikali veya asal radikali ad¬verilir.

Teorem II.7 R de¼gişmeli bir halka ve I, R nin bir ideali olsun. O zaman,

p
I = fr 2 R : rn 2 I olacak şekilde n > 0 vard¬r.g

[7]
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Tan¬m II.13 R halkas¬n¬n bütün maksimal ideallerinin kesişimine R nin Jacobson

radikali denir ve J (R) ile gösterilir.

Teorem II.8 r 2 J (R) olmas¬ için gerek ve yeter koşul, her a 2 R için 1 � ra n¬n

birimsel olmas¬d¬r.

·Ispat. r 2 J (R) olsun. En az bir a 2 R için 1 � ra n¬n birimsel olmad¬¼g¬n¬

varsayal¬m. Bu durumda 1 � ra 2 P olacak biçimde R nin bir P maksimal ideali

vard¬r. r 2 J (R) oldu¼gundan

1 = (1� ra) + ra 2 P

çeli̧skisi elde edilir. O halde 1� ra birimseldir.

Tersine, r 2 R olmak üzere, her a 2 R için 1� ra birimsel olsun. r =2 J (R) olsun.

Bu durumda r =2 Q olacak biçimde R nin bir Q maksimal ideali vard¬r. Buradan,

Q+ (r) = R olur ve x+ ra = 1 olacak biçimde x 2 Q vard¬r. O halde x = 1� ra 2 Q

olur, çeli̧skidir. Böylece r 2 J (R) elde edilir.

Teorem II.9 (Çin Kalan Teoremi) n � 2 olmak üzere I1; I2; : : : ; In, R halkas¬n¬n

idealleri olsun. Her i 6= j için Ii + Ij = R (i; j = 1; :::; n) ise

f (r) = (r + I1; :::; r + In)

ile tan¬mlanan

f : R! R�I1 � :::�R�In

homomor�zmas¬örtendir.

·Ispat. Her i 6= j için Ii + Ij = R (i; j = 1; : : : ; n) oldu¼gundan Ii +
T
i6=j Ij = R dir.

Buradan, her i; j = 1; : : : ; n için ri = ai+bi olacak biçimde ri 2 R; ai 2 I ve bi 2
T
i6=j Ij

vard¬r. O halde, ri � bi (mod Ii) ve x = b1+ : : :+bn için x � bi � ri (mod Ii) yaz¬labilir.

Böylece
�
b1; : : : ; bn

�
2 R�I1�:::�R�In için f (x) =

�
b1; : : : ; bn

�
olacak biçimde x 2 R

mevcuttur ve f örtendir.
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II.2 MODÜLLER

Tan¬m II.14 R bir halka ve (M;+) bir abelyen grup olsun. (r; a) 7�! ra ile tan¬m-

lanan R�M !M fonksiyonu aşa¼g¬daki özellikleri sa¼gl¬yor ise M ye (sol) R�mod�ul

denir.

8r; s 2 R ve m;n 2M için,

(i) r (m+ n) = rm+ rn;

(ii) (r + s)m = rm+ sm;

(iii) r (sm) = (rs)m:

E¼ger R birimli ise ve

(iv) 8m 2M için 1Rm = m

sa¼glan¬yor ise M ye birimsel (sol) R �mod�ul denir. E¼ger R bir bölen halkas¬ise,

o zaman birimsel R-modül M ye (sol) vekt�or uzay{ denir.

Benzer biçimde, (birimsel) sa¼g R�modül tan¬m¬,

(a; r) 7�! ar

ile tan¬mlanan M � R ! M fonksiyonu arac¬l¬¼g¬yla, yukar¬daki koşullara uyarlanarak

verilebilir.

E¼ger R de¼gi̧smeli bir halka ise, her sol R�modül M , r 2 R ve m 2 M için

mr = rm tan¬m¬ile, bir sa¼g R�modül yap¬s¬verebilir (R nin de¼gi̧smeli olmas¬ (iii)

koşulunda gereklidir).

Buradan itibaren, aksi belirtilmedikçe bütün halkalar birimli ve de¼gi̧smeli; bütün

modüller birimsel kabul edilecektir.

7



Örnek II.1 (a) Her halka kendi üzerinde bir modüldür. Bu yüzden, modüller için

verdi¼gimiz tan¬m ve teoremleri özel olarak R�modül R için düşünebiliriz.

(b) I, R halkas¬n¬n bir ideali ise R�I bölüm halkas¬bir R�modüldür.

Tan¬m II.15 M1 ve M2, R halkas¬üzerinde iki modül olsun. m;n 2M1 ve r 2 R için

f (m+ n) = f (m) + f (n) ve f (rm) = rf (m)

koşullar¬n¬ sa¼glayan f : M1 ! M2 fonksiyonuna bir R � mod�ul homomorfizmas{

denir.

E¼ger R bir bölen halkas¬ise, o zaman f ye bir lineer d�on�us�um ad¬verilir.

Modüller için monomor�zma, epimor�zma, izomor�zma, çekirdek tan¬mlar¬ ve

izomor�zma teoremi, halkalardakine benzer biçimdedir.

Tan¬m II.16 M bir R�modül ve N , M nin boş olmayan bir alt kümesi olsun. Aşa¼g¬-

daki koşullar¬sa¼glayan N kümesine M nin bir alt mod�ul�u denir.

(i) 8n1; n2 2 N için n1 + n2 2 N , ve

(ii) 8r 2 R ve n 2 N için rn 2 N:

M nin 0 ve kendisi d¬̧s¬ndaki her bir alt modülüne,M nin has (veya �oz) alt mod�ul�u

denir. E¼ger M nin has alt modülü yoksa, o zaman M ye basit mod�ul denir.

Tan¬m II.17 R bir taml¬k bölgesi ve M bir R�modül olsun.

� (M) = fm 2M : rm = 0 olacak biçimde r 2 R n f0g vard¬r.g

kümesine M nin b�uk�ulme (torsion) alt mod�ul�u denir. E¼ger � (M) = 0 ise M ye

b�uk�ulmesiz (torsion� free) denir. � (M) =M ise, M ye b�uk�ulme mod�ul�u denir.
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� (M), M nin alt modülüdür. Gerçekten, m1;m2 2 � (M) için r1m1 = 0 ve

r2m2 = 0 olacak biçimde r1; r2 2 R n f0g var oldu¼gundan

r1r2 (m1 +m2) = 0

ve R bir taml¬k bölgesi oldu¼gundan r1r2 2 R n f0g d¬r. O halde m1+m2 2 � (M) olur.

a 2 R ve m 2 � (M) için rm = 0 olacak biçimde r 2 R n f0g var oldu¼gundan

r (am) = (ar)m = a (rm) = 0

ve am 2 � (M) olur.

Önerme II.1 M bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun. Bu durumdaM�N

bölüm modülü de bir R�modüldür.[8]

Tan¬m II.18 (i) I ve J , R halkas¬n¬n iki ideali olsun.

(I : J) = fr 2 R : rJ � Ig

kümesini tan¬mlayal¬m.

(0 : J) = fa 2 R : aJ = 0g

ile tan¬mlanan kümeye J nin s{f{rlay{c{s{ denir ve ann(J) ile gösterilir.

(ii) M bir R�modül ve N , M nin alt modülü olmak üzere

(0 :M) = fr 2 R : rM = 0g

ile tan¬mlanan kümeye de M nin s{f{rlay{c{s{ denir ve ann (M) ile gösterilir.

(N :M) = fr 2 R : rM � Ng

kümesinin ann (M�N) ye eşit oldu¼gu aç¬kt¬r.
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(N :M), R nin bir idealidir. Gerçekten de, a; b 2 (N :M) için

(a+ b)M = aM + bM � N

ve a+ b 2 (N :M); r 2 R; a 2 (N :M) için

(ra)M = r (aM) � N

ve ra 2 (N :M) dir.

Tan¬m II.19 M bir R�modül olsun. ann (M) = 0 ise M ye g�uvenilir (faithful)

denir.

Önerme II.2 M bir R�modül ve I, R nin I � ann (M) koşulunu sa¼glayan bir ideali

olsun. Bu durumda M , R�I bölüm halkas¬üzerinde de bir modüldür.[8]

Yar.Teorem II.2 (i) M bir R�modül ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda,

I � ann (M�IM) dir.

(ii) M�IM , R�I üzerinde bir modüldür.

·Ispat. (i) r 2 I olsun. 8m 2M için

r (m+ IM) = rm+ IM = IM

olur. O halde r 2 ann (M�IM) ve böylece I � ann (M�IM) gerçeklenir.

(ii) Önceki önermeden ve (i) den, aşikard¬r.

Yar.Teorem II.3 I ve J , R nin iki ideali ve M bir R�modül olsun. E¼ger I � J ise

IM � JM dir.

·Ispat. x 2 IM olsun. Bu durumda ri 2 I vemi 2M için x =
Pn

i=1 rimi yaz¬labilir.

I � J oldu¼gundan ri 2 J olur. O halde x 2 JM ve böylece IM � JM elde edilir.
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Tan¬m II.20 M bir R�modül ve X, M nin bir alt kümesi olsun. O zaman M nin, X

i kapsayan bütün alt modüllerinin kesişimine, X taraf{ndan �uretilen alt mod�ul denir.

E¼ger X sonlu ve N modülünü üretiyor ise, o zaman N ye sonlu �uretilmi̧s denir.

E¼ger X tek bir elemandan olu¼guyorsa, yani X = fmg ise, o zaman X taraf¬ndan

üretilen alt modüle devirli (alt) mod�ul ad¬verilir.

Yar.Teorem II.4 (Genel Determinant Argüman¬) M sonlu üretilmiş bir R�modül ve

I, R nin bir ideali olmak üzere M = IM olsun. Bu durumda (1� a)M = 0 olacak

biçimde bir a 2 I vard¬r.

·Ispat. M = hm1; : : : ;mni olsun. aij 2 I (i; j = 1; : : : ; n) için,

m1 = a11m1 + a12m2 + : : :+ a1nmn

m2 = a21m1 + a22m2 + : : :+ a2nmn

...

mn = an1m1 + an2m2 + : : :+ annmn

yaz¬labilir.

C =

266666666666666664

a11 � 1 a12 : : : a1n

a21 a22 � 1 : : : a2n

: : : : : :

: : : : : :

: : : : : :

an1 an2 : : : ann � 1

377777777777777775
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için,

C

266666666666666664

m1

m2

:

:

:

mn

377777777777777775
= 0

olur. Buradan,

C�C

266666666666666664

m1

m2

:

:

:

mn

377777777777777775
= 0 vedetC � I

266666666666666664

m1

m2

:

:

:

mn

377777777777777775
= 0

elde edilir. O halde,

detC �m1 = 0

detC �m2 = 0

...

detC �mn = 0

ve böylece detC �M = 0 elde edilir. Burada a 2 I olmak üzere, detC = 1�a yaz¬labilir.

O halde (1� a)M = 0 olacak biçimde bir a 2 I vard¬r.

Önerme II.3 M devirli bir R�modül ise M �= R�ann (M).[8]

Önerme II.4 I, R halkas¬n¬n bir ideali ve M sonlu üretilmiş bir R�modül olsun Bu

durumda p
ann (M�IM) =

p
ann (M) + I
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gerçeklenir.

·Ispat. ann (M) + I � ann (M�IM) oldu¼gundan

p
ann (M) + I �

p
ann (M�IM)

sa¼glan¬r.

Tersine r 2
p
ann (M�IM) olsun. Bu durumda rn 2 ann (M�IM) ve rnM � IM

olur. M = hm1; : : : ;mni olsun. Genel determinant argüman¬ndan (rn � a)M = 0

olacak biçimde a 2 I vard¬r. O halde rn � a 2 ann (M) ve r 2
p
ann (M) + I elde

edilir. Böylece p
ann (M�IM) =

p
ann (M) + I

olur.

Önerme II.5 I, R halkas¬n¬n bir ideali, M bir R�modül ve K, M nin bir alt modülü

olsun. Bu durumda

I (K :M) � (IK :M)

gerçeklenir.

·Ispat. r 2 I (K :M) olsun. Bu durumda r =
Pn

i=1 aibi olacak biçimde ai 2 I ve

bi 2 (K :M) vard¬r. Buradan biM � K ve

rM =

 
nX
i=1

aibi

!
M =

nX
i=1

(aibiM) � IK

olur. Böylece r 2 (IK :M) ve

I (K :M) � (IK :M)

elde edilir.
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II.3 ARTAN VE AZALAN Z·INC·IR

KOŞULLARI

Tan¬m II.21 (i) M bir R�modül olsun. M nin her

N1 � N2 � N3 � : : :

alt modüller zinciri ve her i � n için Ni = Nn olacak biçimde bir n tamsay¬s¬mevcutsa

M ye artan zincir kosulunu sa�glar veya noetheriand{r denir.

(ii) M 0 bir R�modül olsun. M 0 nün her

K1 � K2 � K3 � : : :

alt modüller zinciri ve her i � m içinKi = Km olacak biçimde birm tamsay¬s¬mevcutsa

M 0 ne azalan zincir kosulunu sa�glar veya artiniand{r denir.

Teorem II.10 M bir R�modül olsun. M nin noetherian olmas¬ için gerek ve yeter

koşul M nin her alt modülünün sonlu üretilmiş olmas¬d¬r.[8]

Önerme II.6 M bir noetherian R�modül olsun. Bu durumda R�ann (M) noetherian

bir halkad¬r.[8]

Teorem II.11 R, artinian bir halka ise, o zaman R halkas¬ayn¬zamanda noetheriand¬r.[8]

Teorem II.12 (Cohen Teoremi) R halkas¬n¬n bütün asal idealleri sonlu üretilmiş ol-

sun. Bu durumda R noetheriand¬r.

·Ispat. R nin her asal ideali sonlu üretilmi̧s olsun. R nin noetherian olmad¬¼g¬n¬

kabul edelim.

F = fI � R : I; R nin sonlu �uretilmemis idealig
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olsun. R noetherian olmad¬¼g¬ndan F 6= ; dir.

I1 � I2 � : : : � Ik � : : :

F nin artan bir idealler zinciri olsun. I =
S
Ii olsun. I ideali sonlu üretilmemi̧stir.

I = ha1; : : : ; ani ise, a1; : : : ; an 2 Ij olacak biçimde Ij 2 F vard¬r. Buradan, Ij � I � Ij

ve dolay¬s¬yla I 2 F olur. Ald¬¼g¬m¬z zincirin bir üst s¬n¬r¬oldu¼gundan Zorn Lemmas¬�na

göre F nin en az bir maksimal eleman¬vard¬r. Bu maksimal elemana P diyelim. F nin

her maksimal eleman¬n¬n asal ideal oldu¼gunu gösterelim. a; b 2 R için a =2 P , b =2 P ve

ab 2 P olsun. Bu durumda P $ P +Ra ve P +Ra sonlu üretilmi̧stir.

P +Ra = hp1 + r1a; : : : ; pk + rkai

olsun. ab 2 P � (P : a) oldu¼gundan b 2 (P : a) d¬r.

P $ P +Rb � (P : a)

ve (P : a) sonlu üretilmi̧stir.

P = p1R + : : :+ pkR + (P : a) a

oldu¼gunu gösterelim.

p1R + : : :+ pkR + (P : a) a � P

oldu¼gu aç¬kt¬r. Tersine, x 2 P olsun.

P $ P +Ra = hp1 + r1a; : : : ; pk + rkai

oldu¼gundan x 2 P +Ra ve ci 2 R için

x =
kX
i=1

ci (pi + ria) =
kX
i=1

cipi +
kX
i=1

(ciri) a

olur. Buradan

x�
kX
i=1

cipi =
kX
i=1

(ciri) a 2 P
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ve
Pk

i=1 ciri 2 (P : a) olur. O halde x 2 p1R + : : :+ pkR + (P : a) a ve

P = p1R + : : :+ pkR + (P : a) a

elde edilir. Böylece P sonlu üretilmi̧s olur, bu bir çeli̧skidir. O halde ab =2 P ve P asal

ideal olur. Hipotezden P sonlu üretilmi̧s olur. Bu çeli̧ski bize F = ; oldu¼gunu verir.

Böylece R halkas¬noetheriand¬r.

Teorem II.13 I, R halkas¬n¬n bir ideali ve M sonlu üretilmiş bir R�modül olsun.

x 2 R için xM � IM ise (xn + y)M = 0 olacak biçimde y 2 I vard¬r. (n � 0)

·Ispat. M = hm1; : : : ;mni olsun. mi 2 M oldu¼gundan, i = 1; : : : ; n için xmi 2

xM � IM dir. O halde, yij 2 I olmak üzere

xmi =
nX
j=1

yijmj

şeklinde yaz¬labilir. Genel determinant argüman¬ndan (xn + y)M = 0 olacak biçimde

y 2 I vard¬r.

Sonuç II.2 I, R halkas¬n¬n bir ideali ve M sonlu üretilmiş bir R�modül olsun. Bu

durumda, M = IM ise (1 + y)M = 0 olacak biçimde y 2 I vard¬r.

·Ispat. Önceki teoremde x = 1 alal¬m. xM =M � IM oldu¼gundan (1 + y)M = 0

olacak biçimde y 2 I vard¬r.

Yar.Teorem II.5 (Nakayama Lemma) M sonlu üretilmiş bir R�modül olsun. J , R

nin Jacobson radikali olmak üzere I � J olsun. Bu durumda M = IM olmas¬M = 0

olmas¬n¬gerektirir.

·Ispat. Önceki sonuçtan (1 + y)M = 0 olacak biçimde y 2 I � J vard¬r. 1 + y

birimsel oldu¼gundan

(1 + y)�1 (1 + y)M = 0

ve böylece M = 0 elde edilir.
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Tan¬m II.22 R bir taml¬k bölgesi ve K, R nin kesir cismi olsun. I, R�modül K nin

alt modülü olmak üzere aI � R olacak biçimde bir a 2 R varsa I ya R nin bir kesir

ideali denir.

Örne¼gin, R = Z ve K = Q için I = 2
3
Z, Z nin bir kesir idealidir.

Tan¬m II.23 R bir taml¬k bölgesi ve I, R nin bir kesir ideali olsun. IJ = R olacak

biçimde R nin bir J kesir ideali varsa I ya R nin bir tersinir ideali denir.

Örne¼gin, R = Z ve K = Q için I = 1
3
Z, Z nin bir tersinir idealidir ve J = 3Z dir.
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III ÇALIŞMALAR

III.1 ÇARPIMSAL MODÜLLER

Tan¬m III.1 (i) M bir R�modül olsun. M nin her bir N alt modülü için N = IM

olacak biçimde R nin bir I ideali varsa, M ye çarp{msal mod�ul denir.

(ii) A, R nin bir ideali olsun. B � A koşulunu sa¼glayan R nin her bir B ideali için

B = AC olacak biçimde bir C ideali varsa A ya çarp{msal ideal denir.

O halde çarp¬msal idealler ayn¬zamanda çarp¬msal modüldür.

Örnek III.1 Her halka kendi üzerinde çarp¬msal modüldür. Çünkü, R halkas¬n¬n her

I ideali I = IR biçiminde yaz¬labilir.

Örnek III.2 R nin tersinir idealleri çarp¬msal R�modüldür. I, R nin tersinir bir

ideali olsun. O zaman IJ = R olacak biçimde R nin J kesir ideali vard¬r. N , I n¬n

bir alt modülü olsun. Bu durumda

NIJ = NJI = NR = N

ve N � I oldu¼gundan NJ � IJ = R olur. Böylece NJ , R nin bir idealidir ve I

çarp¬msal R�modüldür.

Örnek III.3 Devirli modüller çarp¬msal modüldür. M devirli bir R�modül ve N , M

nin bir alt modülü olsun. Bu durumda bir m 2M için M = Rm dir. n 2 N olsun. O

zaman n = rm olacak biçimde bir r 2 R vard¬r.

I = fr 2 R : rm 2 Ng

kümesini düşünelim. r1; r2 2 I için

(r1 + r2)m = r1m+ r2m 2 N
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ve r 2 R, a 2 I için

(ra)m = r (am) 2 N

oldu¼gundan I, R nin bir idealidir ve N = IM dir. Çünkü, her n 2 N için n = rm

olacak biçimde bir r 2 R var oldu¼gundan r 2 I ve n = rm 2 IM dir. IM � N oldu¼gu

da aç¬kt¬r. O halde eşitlik sa¼glan¬r.

Yar.Teorem III.1 M bir çarp¬msal modül ve N , M nin bir alt modülü olsun. Bu

durumda,

N = (ann (M�N))M (III.1)

gerçeklenir.

·Ispat. M bir çarp¬msal modül oldu¼gundan N = IM olacak biçimde R nin bir I

ideali vard¬r. I � ann (M�IM) oldu¼gundan

N = IM � (ann (M�N))M

elde edilir.

Tersine, r 2 ann (M�N) olsun. 8m 2M için r (m+N) = N ve buradan rm 2 N

olur. O halde rM � N ve böylece

(ann (M�N))M � N

elde edilir. Dolay¬s¬yla III.1 sa¼glan¬r.

Önerme III.1 M bir R�modül olsun. M nin çarp¬msal modül olmas¬ için gerek ve

yeter koşul her bir m 2 M için Rm = IM olacak şekilde R nin bir I idealinin var

olmas¬d¬r.

·Ispat. Gereklilik aç¬kt¬r. Tersine, her bir m 2 M için Rm = IM olacak şekilde

R nin bir I idealinin oldu¼gunu varsayal¬m. N , M nin bir alt modülü olsun. Her bir
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x 2 N için Rx = IxM olacak şekilde R nin bir Ix ideali vard¬r. I =
P

x2N Ix olsun.

Böylece N = IM olur. Gerçekten, Her bir x 2 N için

x 2 Rx = IxM � IM

oldu¼gundan N � IM dir. IM � N oldu¼gu da aç¬kt¬r. O halde M bir çarp¬msal

modüldür.

Şimdi Nakayama Lemma�da, M nin sonlu üretilmi̧s olma şart¬yerine çarp¬msal

modül olma şart¬n¬koyal¬m:

Önerme III.2 M çarp¬msal bir R�modül olsun. J , R nin Jacobson radikali olmak

üzere I � J olsun. Bu durumda M = IM olmas¬M = 0 olmas¬n¬gerektirir.

·Ispat. x 2M olsun. M bir çarp¬msal modül oldu¼gundan Rx = AM olacak biçimde

R nin bir A ideali vard¬r. O halde,

Rx = AM = AIM = IAM = Ix

ve buradan x = ax olacak biçimde bir a 2 I vard¬r. 1 � a birimsel oldu¼gundan x = 0

ve böylece M = 0 elde edilir.

Teorem III.1 Bir çarp¬msal modülün her homomor�k görüntüsü de çarp¬msal mod-

üldür.

·Ispat. M bir R halkas¬üzerinde çarp¬msal modül, � : M �! M 0 bir R�modül

homomor�zmas¬ve K = � (M) olsun. k 2 K olsun. Bu durumda k = � (m) olacak

biçimde m 2M vard¬r. M bir çarp¬msal modül oldu¼gundan Rm = IM olacak biçimde

R nin bir I ideali mevcuttur. O halde,

Rk = R� (m) = � (Rm) = � (IM) = I� (M) = IK

ve böylece K çarp¬msal bir R�modül olur.

20



Sonuç III.1 M çarp¬msal bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun. Bu du-

rumda M�N çarp¬msal bir R�modüldür.

·Ispat. � :M �!M�N örten bir R�modül homomor�zmas¬d¬r. O halde, yukar¬-

daki teoremden M�N çarp¬msal bir R�modül olur.

M bir R�modül ve P , R nin bir maksimal ideali olsun.

TP (M) = fm 2M : (1� p)m = 0; p 2 Pg

kümesini tan¬mlayal¬m.

Tp (M), M nin bir alt modülüdür. Çünkü, m1;m2 2 TP (M) için (1� p1)m1 = 0

ve (1� p2)m2 = 0 olacak biçimde p1; p2 2 P vard¬r. p = p1 + p2 � p1p2 için

(1� p) (m1 +m2) = 0

ve m1 +m2 2 TP (M) olur. r 2 R; m 2 TP (M) için

(1� p) (rm) = r (1� p)m = 0

oldu¼gundan rm 2 TP (M) dir.

Tan¬m III.2 M bir R�modül ve P , R nin bir maksimal ideali olsun.

(1� q)M � Rm

olacak biçimde bir q 2 P ve m 2M varsa, M ye P � devirli denir.

Teorem III.2 M bir R�modül olsun. M nin çarp¬msal modül olmas¬ için gerek ve

yeter koşul R nin her P maksimal ideali için, ya M = TP (M) ya da M nin P�devirli

olmas¬d¬r.

·Ispat. Önce M nin bir çarp¬msal modül oldu¼gunu kabul edelim. P , R nin bir

maksimal ideali olsun. M = PM oldu¼gunu varsayal¬m. m 2 M olsun. O zaman,
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Rm = AM olacak şekilde R nin bir A ideali vard¬r. Böylece

Rm = AM = APM = PAM = Pm

ve 9p 2 P için m = pm olur. Buradan (1� p)m = 0 ve m 2 TP (M) elde edilir. O

halde M = TP (M) olur. Şimdi M 6= PM oldu¼gunu varsayal¬m. En az bir x 2 M için

x =2 PM olur. M çarp¬msal oldu¼gundan Rx = BM olacak şekilde R nin bir B ideali

vard¬r. B * P dir. Çünkü, B � P olsa

Rx = BM � PM

ve x 2 PM olurdu. P , R nin bir maksimal ideali oldu¼gundan 1�q 2 B olacak biçimde

q 2 P vard¬r. O halde

(1� q)M � BM = Rx

ve böylece M , P�devirli olur.

Tersine, R nin her bir maksimal ideali için, yaM = TP (M) ya daM nin P�devirli

oldu¼gunu kabul edelim. N , M nin bir alt modülü ve I = ann (M�N) olsun. IM � N

oldu¼gu aç¬kt¬r. y 2 N ve

K = fr 2 R : ry 2 IMg

olsun. 0 2 K oldu¼gundan K 6= ; dir. K 6= R oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman K � Q

olacak biçimde R nin bir Q maksimal ideali vard¬r. M = TP (M) ise (1� s) y = 0

olacak biçimde s 2 Q vard¬r ve böylece 1 � s 2 K � Q çeli̧skisi elde edilir. O halde

hipotezden (1� t)M � Rz olacak şekilde t 2 Q ve z 2 M vard¬r. Buradan (1� t)N

nin, Rz nin alt modülü oldu¼gu söylenebilir ve R nin

J = fr 2 R : rz 2 (1� t)Ng

ideali için (1� t)N = Jz yaz¬labilir. Gerçekten de, Jz � (1� t)N oldu¼gu aç¬kt¬r.

Tersine x 2 (1� t)N ise x = (1� t) s olacak biçimde s 2 N vard¬r. (1� t)N , Rz nin
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alt modülü oldu¼gundan x = az olacak biçimde a 2 R vard¬r. Buradan,

x = az = (1� t) s 2 (1� t)N

ve a 2 J olur. O halde x 2 Jz ve böylece (1� t)N = Jz sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla,

(1� t) JM = J (1� t)M � Jz � N

ve böylece (1� t) J � I elde edilir. Buradan

(1� t)2 y 2 (1� t)2N = (1� t) Jz � IM

olur. Fakat bu durum (1� t)2 2 K � Q çeli̧skisini verir. O halde K = R ve y 2 IM

olur. Yar.Teorem III.1 den M bir çarp¬msal modül olur.

Sonuç III.2 M , bir R�modül ve m� 2 M (� 2 �) olmak üzere M =
P

�2�Rm�

olsun. Bu durumda M nin bir çarp¬msal modül olmas¬için gerek ve yeter koşul 8� 2 �

için Rm� = I�M olacak biçimde R nin I� (� 2 �) ideallerinin var olmas¬d¬r.

·Ispat. Gereklilik aç¬kt¬r. Tersine, 8� 2 � için Rm� = I�M olacak biçimde R

nin I� (� 2 �) ideallerinin var oldu¼gunu kabul edelim. P , R nin bir maksimal ideali

olsun. 9� 2 � için I� * P oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman I�M = Rm� olmas¬, M nin

P�devirli oldu¼gunu verir. Çünkü I� * P ve P maksimal ideal oldu¼gundan R = I�+P

olur. Buradan 1� q 2 I� olacak şekilde q 2 P mevcuttur.

(1� q)M � I�M = Rm�

ve böylece M , P�devirli olur.

Şimdi 8� 2 � için I� � P oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda

I�M = Rm� � PM (� 2 �)

ve

M =
X
�2�

Rm� � PM
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olur. Böylece M = PM olur. Ama bu durum, herhangi bir � 2 � için

Rm� = I�M = Pm�

ve bir p 2 P için (1� p)m� = 0 olmas¬n¬gerektirir. Böylece m� 2 TP (M) ve M =

TP (M) elde edilir. Teorem III.2 den M , bir çarp¬msal modül olur.

Sonuç III.3 I, R halkas¬n¬n çarp¬msal bir ideali ve M , bir çarp¬msal R�modül olsun.

O zaman IM , bir çarp¬msal R�modül olur.

·Ispat. P , R nin bir maksimal ideali olsun. E¼ger I = TP (I) veya M = TP (M) ise

IM = TP (IM) dir. Çünkü,

TP (I) = fr 2 I : (1� p1) r = 0; p1 2 Pg

TP (M) = fm 2M : (1� p2)m = 0; p2 2 Pg

TP (IM) =

(
x =

nX
i=1

rimi : (1� p) x = 0; p 2 P
)

dir. p = p1 + p2 � p1p2 seçilirse,

(1� p)x = (1� p) r1m1 + :::+ (1� p) rnmn = 0

ve böylece IM = TP (IM) olur. Şimdi I 6= TP (I) ve M 6= TP (M) oldu¼gunu varsay-

al¬m. Teorem III.2 den (1� q1) I � Ra ve (1� q2)M � Rm gerçeklenecek biçimde

q1,q2 2 P , a 2 I ve m 2M vard¬r. q = q1 + q2 � q1q2 2 P için

(1� q) IM � R (am)

elde edilir. Gerçekten,

(1� (q1 + q2 � q1q2)) IM = (1� q1) IM � q2 (1� q1) IM = (1� q1) (1� q2) IM

= (1� q1) I (1� q2)M � R (am) :

Böylece Teorem III.2 den IM bir çarp¬msal R�modüldür.
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Sonuç III.4 J , R halkas¬n¬n Jacobson radikali ve M bir R�modül olsun. Aşa¼g¬daki

ifadeler için (i) =) (ii) =) (iii) gerçeklenir. Bununla birlikte, e¼ger M sonlu

üretilmiş ise (iii) =) (i) de sa¼glan¬r.

(i) M bir çarp¬msal modüldür.

(ii) M�JM bir çarp¬msal modüldür.

(iii) R nin bütün P maksimal idealleri için M�PM devirlidir.

·Ispat. (i) =) (ii) Aç¬kt¬r.

(ii) =) (iii) R0 = R�P ve M 0 =M�JM olsun. P , R nin bir maksimal ideali ve

P 0 = P�J olsun. Bu durumda P 0, R0 nün bir maksimal ideali olur. Teorem III.2 den

ya M 0 = P 0M 0 (bu halde M = PM + JM = PM olur.) ya da M 0, P 0�devirli olur.

E¼ger M 0, P 0�devirli olursa, o zaman

(1� p)M � Rm+ JM � Rm+ PM

ve böylece M = Rm+ PM olur. Her iki durumda da M�PM devirli olur.

(iii) =) (i) M nin sonlu üretilmi̧s oldu¼gunu kabul edelim. Q, R nin bir maksimal

ideali olsun. R nin her P maksimal ideali için M�PM devirli oldu¼gundan

M�QM = hRx+QMi

olacak biçimde x 2M vard¬r. Buradan M = Rx+QM ve

M�Rx = Q (M�Rx)

olur. M�Rx sonlu üretilmi̧s oldu¼gundan, genel determinant argüman¬ndan,

(1� q) (M�Rx) = 0

olacak biçimde q 2 Q vard¬r. Böylece

(1� q)M � Rx

ve M , Q�devirli olur. Teorem III.2 den M bir çarp¬msal modüldür.
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Önerme III.3 I� (� 2 �), R nin boş olmayan idealler toplulu¼gu ve M bir R�modül

olsun. Bu durumda,  X
�2�

I�

!
M =

X
�2�

(I�M)

dir.

·Ispat. I�M �
�P

�2� I�
�
M oldu¼gundan X

�2�

I�

!
M �

X
�2�

(I�M)

dir. Tersine,
�P

�2� a�
�
m 2

�P
�2� I�

�
M için X

�2�

a�

!
m =

 X
�2�

a�m

!
2
X
�2�

(I�M)

oldu¼gundan  X
�2�

I�

!
M �

X
�2�

(I�M)

dir. Böylece eşitlik sa¼glan¬r.

Teorem III.3 M güvenilir bir R�modül olsun. O zaman M nin bir çarp¬msal modül

olmas¬için gerek ve yeter koşul

(i) R nin boş olmayan herhangi bir I� (� 2 �) idealler toplulu¼gu için

\
�2�

(I�M) =

 \
�2�

I�

!
M (III.3)

ve

(ii) M nin herhangi bir N alt modülü ve N � AM koşulunu sa¼glayan R nin A ideali

için, B � A ve N � BM şartlar¬n¬sa¼glayan bir B ideali vard¬r.

·Ispat. (i) M nin bir çarp¬msal modül oldu¼gunu kabul edelim. I� (� 2 �), R nin

herhangi bir idealler toplulu¼gu olsun. I =
\

�2�
I� olsun.

IM �
\
�2�

(I�M)
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oldu¼gu aç¬kt¬r. x 2
\

�2�
(I�M) olsun.

K = fr 2 R : rx 2 IMg

olsun. K 6= R oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman, K � P olacak biçimde R nin bir

P maksimal ideali vard¬r. x =2 TP (M) dir. Çünkü x 2 TP (M) olsa, 9p 2 P için

(1� p)x = 0 ve 1 � p 2 K � P olurdu. M 6= TP (M) oldu¼gundan, Teorem III.2 den

M , P�devirli olur. Yani (1� p)M � Rm olacak biçimde p 2 P ve m 2M vard¬r. O

zaman

(1� p)x 2
\
�2�

(I�m)

olur. Her bir � 2 � için (1� p) x = a�m olacak biçimde a� 2 I� vard¬r. � 2 � seçelim.

Her bir � 2 � için a�m = a�m ve böylece (a� � a�)m = 0 olur. O halde,

(1� p) (a� � a�)M = (a� � a�) (1� p)M � (a� � a�)Rm = 0

olmas¬, (1� p) (a� � a�) = 0 olmas¬n¬gerektirir. Sonuç olarak,

(1� p) a� = (1� p) a� 2 I� (� 2 �)

ve böylece (1� p) a� 2 I olur. O halde

(1� p)2 x = (1� p) a�m 2 IM

dir. Bu durum, (1� p)2 2 K � P olmas¬n¬gerektirir, bu bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla

K = R ve x 2 IM olur. Böylece

\
�2�

(I�M) � IM

elde edilir ve III.3 sa¼glan¬r.

(ii) N , M nin bir alt modülü ve A, R nin N � AM koşulunu sa¼glayan bir ideali

olsun. N = CM olacak biçimde R nin bir C ideali vard¬r. B = A \ C olsun. B � A

oldu¼gu aç¬kt¬r ve (i) den

N � AM \ CM = (A \ C)M = BM
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olur.

Tersine (i) ve (ii) nin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m. N , M nin bir alt modülü olsun.

Ŝ = fI : I; R nin ideali ve N � IMg

olsun. R 2 Ŝ oldu¼gu aç¬kt¬r. I� (� 2 �), Ŝ deki ideallerin boştan farkl¬bir toplulu¼gu

olsun. (i) den

A =
\
�2�

I� 2 Ŝ

ve N � AM dir. N 6= AM oldu¼gunu varsayal¬m. (ii) den B � A ve N � BM olacak

biçimde bir B ideali vard¬r. Bu halde B 2 Ŝ olur ve bu durum A n¬n minimal olmas¬

ile çeli̧sir. O halde N = AM olur ve böylece M bir çarp¬msal modüldür.

Önerme III.4 M bir R�modül ve R0 = R� (ann (M)) olsun. O zaman M nin

bir çarp¬msal modül olmas¬ için gerek ve yeter koşul M nin güvenilir bir çarp¬msal

R0�modül olmas¬d¬r.

·Ispat. M bir çarp¬msal R� modül ise, M nin her N alt modülü için

N = IM = ((I + ann (M))�ann (M))M

oldu¼gundan M çarp¬msal bir R0�modüldür. r + ann (M) 2 annR0 (M) olsun. O

zaman her m 2 M için (r + ann (M))m = 0 ve buradan r 2 ann (M) olur. O halde

M güvenilir bir çarp¬msal R0�modüldür.

Tersine, M güvenilir bir çarp¬msal R0�modül olsun. M nin her N alt modülü için

N = (A�ann (M))M = AM

olacak biçimde ann (M) � A koşulunu sa¼glayan R nin bir A ideali vard¬r. Böylece M ,

çarp¬msal bir R�modüldür.

M çarp¬msal bir R�modül ve I, R nin bir ideali olsun. Bu durumda , Sonuç III.1

den M�IM de çarp¬msal bir R�modüldür. I � ann (M�IM) oldu¼gundan Önerme

III.4 ten M�IM , R�I üzerinde çarp¬msal bir modül olur.
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Böylece güvenilir çarp¬msal modüller ile ilgili sonuçlar kolayca güvenilir olmayan-

lara geni̧sletilebilir. Örne¼gin, Teorem III.3 aşa¼g¬daki sonucu verir.

Sonuç III.5 M bir R�modül olsun. M nin çarp¬msal modül olmas¬ için gerek ve

yeter koşul

(i) R nin boştan farkl¬herhangi bir I� (� 2 �) idealler toplulu¼gu için

\
�2�

(I�M) =

 \
�2�

[I� + ann (M)]

!
M (III.5)

ve

(ii) M nin herhangi bir N alt modülü ve N � AM koşulunu sa¼glayan R nin A ideali

için, B � A ve N � BM şartlar¬n¬sa¼glayan bir B ideali vard¬r.

·Ispat. M nin çarp¬msal bir R�modül oldu¼gunu varsayal¬m. O zaman R0 =

R= (ann (M)) için M güvenilir bir çarp¬msal R0�modüldür. R�nin boştan farkl¬her-

hangi bir I� (� 2 �) idealler toplulu¼gu için fI� + ann (M)g�2�, R0 nün boştan farkl¬

bir idealler toplulu¼gu olur. O halde Teorem III.2 den,

\
�2�

([I� + ann (M)]M) =

 \
�2�

[I� + ann (M)]

!
M

ve buradan III.5 sa¼glan¬r.

Tan¬m III.3 M bir R�modül olsun. N� (� 2 �), M nin alt modüllerinin boştan farkl¬

bir toplulu¼gu ve
\

�2�
N� = 0 olsun. E¼ger

\
�2�0

N� = 0 olacak biçimde � n¬n sonlu

bir �0 alt cümlesi varsa M ye sonlu eş �uretilmiş denir. E¼ger R halkas¬bir R�modül

olarak sonlu eş üretilmiş ise R ye sonlu eş �uretilmiş denir.

Sonuç III.6 M güvenilir bir çarp¬msal R�modül olsun. O zaman M nin sonlu eş

üretilmiş olmas¬için gerek ve yeter koşul R nin sonlu eş üretilmiş olmas¬d¬r.
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·Ispat. M nin sonlu eş üretilmi̧s oldu¼gunu varsayal¬m. I� (� 2 �), R nin ideallerinin

boştan farkl¬ bir toplulu¼gu ve
\

�2�
I� = 0 olsun. Bu durumda Teorem III.3 ten\

�2�
(I�M) = 0 olur. M sonlu eş üretilmi̧s oldu¼gundan

\
�2�0

(I�M) = 0 olacak

biçimde � n¬n sonlu bir �0 alt cümlesi vard¬r. Teorem III.3 ten
�\

�2�0
I�

�
M = 0 ve

M güvenilir oldu¼gundan
\

�2�0
I� = 0 olur. Böylece R sonlu eş üretilmi̧s olur.

Tersine, R nin sonlu eş üretilmi̧s oldu¼gunu varsayal¬m. N ( 2 �), M nin alt

modülerinin boştan farkl¬bir toplulu¼gu ve
\

2�
N = 0 olsun. Her bir  2 � için

N = AM olacak biçimde R nin bir A ideali vard¬r. \
2�

A

!
M =

\
2�
(AM) =

\
2�

N = 0

ve M güvenilir oldu¼gundan
\

2�
A = 0 olur. Hipotezden

\
2�0

A = 0 olacak

biçimde � n¬n sonlu bir �0 alt cümlesi vard¬r. Teorem III.3 ten

\
2�0

N =
\
2�0

(AM) =

 \
2�0

A

!
M = 0

ve böylece M sonlu eş üretilmi̧s olur.

III.2 ÇARPIMSAL MODÜLLER·IN BAZI

ÖZELL·IKLER·I

III.2.1 ÇARPIMSAL MODÜLLER·IN MAKS·IMAL

ALT MODÜLLER·I

Yar.Teorem III.2 M bir çarp¬msal modül ve X, � :M ! X �X epimor�zmas¬var

olacak biçimde bir R�modül olsun. O zaman X = 0 d¬r.

·Ispat. ' (x; y) = x ile tan¬mlanan ' : X � X ! X dönüşümü ve  (x; y) = y

ile tan¬mlanan  : X �X ! X dönüşümü birer epimor�zmad¬r. N1 =Çek (' � �) ve
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N2 =Çek ( � �) için,

M�N1 �= M�N2 �= X

gerçeklenir.

f :M�N1 !M�N2

izomor�zmas¬n¬

f (m+N1) = m0 +N2

ile tan¬mlayal¬m. a 2 ann (M�N1) olsun. Bu durumda, a (M�N1) = 0 ve

af�1 (M�N2) = f�1 (a (M�N2)) = 0

olur. Buradan da a (M�N2) = 0 ve dolay¬s¬yla a 2 ann (M�N2) elde edilir. Benzer

biçimde b 2 ann (M�N2) için,

b (M�N2) = bf (M�N1) = f (b (M�N1)) = 0

ve b (M�N1) = 0 olur. O halde b 2 ann (M�N1) ve

(ann (M�N1))M = (ann (M�N2))M

elde edilir. M bir çarp¬msal modül oldu¼gundan,

N1 = (ann (M�N1))M = (ann (M�N2))M = N2

olur. x 2 X olsun. � örten oldu¼gundan � (m) = (0; x) olacak biçimde m 2 M vard¬r.

' (0; x) = 0 oldu¼gundan, ' � � (m) = 0 ve m 2Çek (' � �) =Çek ( � �) elde edilir. O

halde  � � (m) =  (0; x) = x = 0 ve dolay¬s¬yla X = 0 olur.

S¬radaki sonucu ifade etmeden önce baz¬ notasyonlar¬ tan¬tal¬m. M� (� 2 �),

R�modüllerin boş olmayan bir toplulu¼gunu ve � 2 � için cM�, M =
L

�2�M��n¬nL
�6=�M� alt modülünü göstersin. Bu durumda, her bir � 2 � için M =M��cM� dir.
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Teorem III.4 R birimli ve de¼gişmeli bir halka veM� (� 2 �), R�modüllerin bir toplu-

lu¼gu olsun. O zaman M =
L

�2�M� n¬n çarp¬msal modül olmas¬için gerek ve yeter

koşul

(i) Her bir � 2 � için M� n¬n çarp¬msal modül olmas¬, ve

(ii) Her bir � 2 � için A�M� =M� ve A�cM� = 0 olacak biçimde R nin bir A� idealinin

var olmas¬d¬r.

·Ispat. Önce M nin bir çarp¬msal modül oldu¼gunu kabul edelim. O zaman

M�
�= M�cM�

bir çarp¬msal modül olur. � 2 � olsun. O zaman M� = A�M olacak biçimde R nin

A� ideali vard¬r.

M� = A�M = A�M� � A�cM�

ve M� \ cM� = 0 oldu¼gundan,

A�cM� �M� \ cM� = 0

ve M� = A�M� elde edilir.

Tersine, M� (� 2 �) modülleri (i) ve (ii) yi sa¼glas¬n. P , R nin bir maksimal ideali

olsun. E¼ger M� = TP (M�) (� 2 �) ise, o zaman M = TP (M) olur. 9� 2 � için M� 6=

TP (M�) oldu¼gunu varsayal¬m. Teorem III.2 denM�, P�devirli olur. (1� p)M� � Rm

olacak biçimde p 2 P ve m 2M vard¬r. Buradan,

(1� p)A�M = (1� p)M� � Rm

olur. E¼ger A� � P ise, o zaman

M� = A�M� � PM�

32



ve (i) den M� = TP (M�) olur, bu bir çeli̧skidir. O halde (1� p)A� � P ve böylece

M , P�devirli olur. Teorem III.2 den M bir çarp¬msal modüldür.

Teorem III.4, sonlu üretilmi̧s modüller için farkl¬bir biçimde ifade edilebilir. E¼ger

X sonlu üretilmi̧s bir R�modül ve I, R nin X = IX koşulunu sa¼glayan bir ideali

ise, o zaman genel determinant argüman¬ndan (1� a)X = 0 olacak biçimde a 2 I

mevcuttur. Böylece ilk olarak aşa¼g¬daki sonuç elde edilir.

Sonuç III.7 M� (� 2 �), sonlu üretilmiş R�modüllerin bir toplulu¼gu veM =
L

�2�M�

olsun. O zaman M nin bir çarp¬msal modül olmas¬ için gerek ve yeter koşul her bir

� 2 � için M� n¬n çarp¬msal modül olmas¬ve

ann (M�) + ann
�cM�

�
= R

olmas¬d¬r.

·Ispat. M bir çarp¬msal modül ve her bir � 2 � için M� sonlu üretilmi̧s bir

R�modül olsun. Bu durumda Teorem III.4 ten M� = I�M� olacak biçimde R nin

I� ideali vard¬r. Genel determinant argüman¬ndan, her � 2 � için (1� a�)M� = 0

olacak biçimde a� 2 I� mevcuttur. Buradan, (1� a�) 2 ann (M�) olur. Teorem III.4

ten I�cM� = 0 ve I� � ann
�cM�

�
olur. O halde her � 2 � için a� 2 ann

�cM�

�
olur.

Böylece

1 = (1� a�) + a� 2 ann (M�) + ann
�cM�

�
ve

ann (M�) + ann
�cM�

�
= R

elde edilir.

Tersine,

ann (M�) + ann
�cM�

�
= R

ise, ann
�cM�

�
M� = M� ve ann

�cM�

� cM� = 0 oldu¼gundan, Teorem III.4 ten M bir

çarp¬msal modül olur.
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Özel olarak � n¬n sonlu olma durumu ilginçtir. E¼ger Mi (1 � i � n), çarp¬msal

R�modüllerin sonlu bir toplulu¼gu ise, o zaman

M =M1 � : : :�Mn

nin çarp¬msal modül olmas¬için gerek ve yeter koşul her 1 � i 6= j � n için

ann (Mi) + ann (Mj) = R

olmas¬d¬r. Gerçekten de, her 1 � i 6= j � n için,

ann
�cMi

�
= ann

 M
i6=j

Mj

!
=
\
i6=j

ann (Mj)

oldu¼gundan ve yukar¬daki sonuçtan

ann (Mi) + ann (Mj) = R

elde edilir.

Sonuç III.8 Mi (1 � i � n), devirli R�modüllerin sonlu bir toplulu¼gu ve

M =M1 � : : :�Mn

olsun. O zaman M nin bir çarp¬msal modül olmas¬ için gerek ve yeter koşul M nin

devirli olmas¬d¬r.

·Ispat. Yukar¬da ifade edildi¼gi gibi, devirli modüller çarp¬msal modüllerdir. Tersine,

M bir çarp¬msal modül olsun. Ai = Ann (Mi) (1 � i � n) olsun. Sonuç III.7 den,

bütün 1 � i 6= j � n için Ai + Aj = R dir. Her i için Mi
�= R�Ann (Mi) oldu¼gundan

ve Çin Kalan Teoremi�nden

M �= (R�A1)� : : :� (R�An) �= R� (A1 \ : : : \ An)

ve böylece M devirli olur.
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Tan¬m III.4 K, M nin has bir alt modülü olmak üzere, K � N � M olmas¬ ya

K = N ya da N =M olmas¬n¬gerektiriyorsa, K ye M nin bir maksimal alt mod�ul�u

denir.

Teorem III.5 R birimli ve de¼gişmeli bir halka ve M s¬f¬rdan farkl¬ çarp¬msal bir

R�modül olsun. O zaman,

(i) M nin her has alt modülü, M nin bir maksimal alt modülünde kapsan¬r.

(ii) K nin bir maksimal alt modül olmas¬ için gerek ve yeter koşul K = PM 6= M

olacak biçimde R nin bir P maksimal idealinin var olmas¬d¬r.

·Ispat. (i) N , M nin has bir alt modülü olsun. O zaman M�N , s¬f¬rdan farkl¬bir

çarp¬msal modüldür. O halde, s¬f¬rdan farkl¬herhangi bir M çarp¬msal modülünün bir

maksimal alt modül içerdi¼gini göstermek yeterlidir. Gerçekten, K�N , M�N içinde

maksimal alt modül ise, N � K + N � M ve K + N , M�nin maksimal alt modülü

olur. 0 6= m 2M olsun. O zaman

I = fr 2 R : rm = 0g

R nin has bir idealidir ve buradan I � P olacak biçimde R nin P maksimal ideali

vard¬r. E¼ger M = PM ise, o zaman Rm = Pm (Teorem III.2 nin kan¬t¬na bak¬n¬z) ve

buradan (1� p)m = 0 olacak biçimde p 2 P vard¬r. Fakat bu durum 1 � p 2 I � P

olmas¬n¬ gerektirir, bu bir çeli̧skidir. O halde M 6= PM dir. Buradan M�PM ,

R�P cismi üzerinde bir vektör uzay¬olur. M çarp¬msal bir R�modül oldu¼gundan,

M�PM , R�P cismi üzerinde çarp¬msal olur. R�P cisminin idealleri yaln¬zca 0 ve

kendisi oldu¼gundan, M�PM nin alt modülleri yaln¬zca 0 ve kendisi olur. Böylece

PM , M nin bir maksimal alt modülü olur ve (i) sa¼glan¬r.

(ii) E¼ger P , R nin bir maksimal ideali ve M 6= PM ise, (i) den PM , M nin

bir maksimal alt modülüdür. Di¼ger taraftan K, M nin bir maksimal alt modülü ise,
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Q = ann (M�K), R nin bir maksimal idealidir. Gerçekten de, e¼ger Q, R nin bir

maksimal ideali de¼gilse Q � P olacak biçimde R nin bir P maksimal ideali vard¬r.

Bu durumda en az bir p 2 P için p =2 Q ve buradan pM * K olur. K maksimal

oldu¼gundan, pM +K =M ve böylece

M = pM +QM = (Rp+Q)M � PM

elde dilir. Teorem III.2 den her m 2M için (1� p)m = 0 olacak biçimde p 2 P vard¬r.

Özel olarak x 2M�K seçelim. Bu durumda Rx+K =M dir. O halde

(1� p)Rx+ (1� p)K = (1� p)M

ve buradan

(1� p)M = (1� p)QM � QM = K

elde edilir. Böylece 1� p 2 (K :M) = Q ve Rp +Q = R � P olur. Bu durum P nin

maksimal olmas¬yla çeli̧sir. O halde Q maksimal ideali için K = QM elde edilir.

Tan¬m III.5 M bir R�modül olsun. O zaman M nin radikali, e¼ger mevcut ise M

nin maksimal alt modüllerinin kesişimi; di¼ger durumda M olarak tan¬mlan¬r. rad M

ile gösterilir.

Sonuç III.9 M bir R�modül ve N , M nin M = N + rad M koşulunu sa¼glayan bir

alt modülü olsun. O zaman M = N dir.

·Ispat. M 6= N oldu¼gunu varsayal¬m. Teorem III.5 ten N � K olacak biçimde M

nin bir K maksimal alt modülü vard¬r. Bu durumda M = N + rad M � K olur, bu

bir çeli̧skidir. O halde M = N dir.

Tan¬m III.6 M bir R�modül ve u 2 M olsun. u, M nin herhangi bir maksimal alt

modülünde kapsanm¬yorsa u ya birimsel denir.
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Teorem III.6 M çarp¬msal bir R�modül olsun. u 2M nin birimsel olmas¬için gerek

ve yeter koşul (u) =M olmas¬d¬r.

·Ispat. u 2 M birimsel ve (u) 6= M olsun. Teorem III.5 ten (u) ; M nin bir

maksimal alt modülünde kapsan¬r. Fakat bu durum tan¬mla çeli̧sir. O halde (u) = M

dir.

Tersine, u 2M için (u) =M olsun. Bu halde u 2 (u), M nin hiç bir maksimal alt

modülünde kapsanmaz. Dolay¬s¬yla tan¬mdan u birimseldir.

Teorem III.7 M bir R�modül ve u 2 M birimsel olsun. Bu durumda m 2 rad M

olmas¬için gerek ve yeter koşul, her r 2 R için u� rm nin birimsel olmas¬d¬r.

·Ispat. u 2M birimsel ve

m 2 radM =
\
fK : K; M nin maksimal alt mod�ul�ug

olsun. Bu halde M nin her bir K maksimal alt modülü için m 2 K olur. u� rm nin

birimsel olmad¬¼g¬n¬varsayal¬m. O zaman, u� rm 2 K olacak biçimde bir K maksimal

ideali ve buradan u = rm + k 2 K olacak biçimde k 2 K vard¬r. Bu durum u nun

birimsel olmas¬yla çeli̧sir. O halde u� rm birimseldir.

Tersine, her r 2 R için u � rm birimsel olsun. m =2 rad M oldu¼gunu varsayal¬m.

Bu halde, (m) + P = M = (u) olacak biçimde M nin bir P maksimal alt modülü ve

m 2 M � P vard¬r. Buradan, R nin bir s eleman¬için u� sm 2 P olur, çeli̧skidir. O

halde m 2 rad M olur.

M bir R�modül olsun. fM , R nin maksimal ideallerinin bir toplulu¼gunu göstersin.
eP1 (M) = nP 2 fM :M 6= PM

o
ve

eP2 (M) = nP 2 fM : ann (M) � P
o
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olsun. Burada eP1 (M) � eP2 (M) dir. E¼ger Q 2 fM ve ann (M) * Q ise, o zaman

R = ann (M) + Q ve böylece M = QM olur. E¼ger M s¬f¬rdan farkl¬bir çarp¬msal

modül ise, o zaman Teorem III.5 ten eP1 (M) boştan farkl¬d¬r. Şimdi,
eJ1 (M) =\n

P : P 2 eP1 (M)o
ve

eJ2 (M) = nP : P 2 eP2 (M)o
olsun.

J � eJ2 (M) � eJ1 (M)
oldu¼gu aç¬kt¬r. Burada J , R nin Jacobson radikalidir. E¼gerM güvenilir ise J = eJ2 (M)
dir.

Teorem III.8 R birimli ve de¼gişmeli bir halka ve M bir çarp¬msal R�modül olsun.

O zaman,

rad M = eJ1 (M)M = eJ2 (M)M:

·Ispat. M 6= 0 oldu¼gunu varsayal¬m. Sonuç III.5 ve Teorem III.5 ten,

rad M =
\
fPM : PM 6=Mg =

\n
PM : P 2 eP1 (M)o

=
�\n

P + ann (M) : P 2 eP1 (M)o�M = eJ1 (M)M � eJ2 (M)M
olur. Bununla birlikte, Sonuç III.5

eJ2 (M)M =
\n

PM : P 2 eP2 (M)o
oldu¼gunu da verir. Q 2 eP2 (M) olsun. E¼ger M = QM ise, rad M � QM = M dir.

M 6= QM ise, o zaman Q 2 eP1 (M) ve böylece rad M � QM olur. O halde her

durumda rad M � QM ve buradan rad M � eJ2 (M)M elde edilir.

Teorem III.9 R birimli ve de¼gişmeli bir halka ve M , sadece sonlu say¬da maksimal

alt modülü olan bir çarp¬msal R�modül olsun. O zaman M devirlidir.
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·Ispat. M� (rad M), basit modüllerin ve dolay¬s¬yla Sonuç III.4 ten devirlilerin

sonlu bir direkt toplam¬d¬r. Yani,

M� (rad M) =M�
nT
i=1

Ki =M�K1 � : : :�M�Kn

dir. Sonuç III.8 den M� (rad M) devirli olur ve buradan M = Rm + rad M olacak

biçimde m 2M vard¬r. Böylce Sonuç III.9 dan M devirli olur.

Sonuç III.10 Artinian çarp¬msal modüller devirlidir.

·Ispat. Ŝ, M nin maksimal alt modüllerinin sonlu kesi̧simleri olan alt modüllerinin

bir toplulu¼gu olsun. Hipotezden Ŝ nin bir minimal eleman¬vard¬r. Teorem III.5 ten bu

minimal eleman, Pi (1 � i � n) maksimal idealleri için P1M \ : : : \ PnM biçimindedir

ve M 6= PiM (1 � i � n) dir. K, M nin bir maksimal alt modülü olsun. Teorem III.5

ten K = PM olacak biçimde R nin bir P maksimal ideali vard¬r. Aç¬kt¬r ki,

P1M \ : : : \ PnM = P1M \ : : : \ PnM \ PM

ve böylece

(P1 \ : : : \ Pn)M � PM

olur. E¼ger

A = P1 \ : : : \ Pn * P

ise, o zaman R = A+ P ve buradan

M = AM + PM � PM = K

olur, bu bir çeli̧skidir. O halde A � P ve böylece 1 � i � n için Pi � P olur. Bu

durum Pi = P olmas¬n¬gerektirir ve K = PiM olur. Buradan M nin yaln¬zca sonlu

say¬da maksimal alt modülü vard¬r. Teorem III.7 den M devirli olur.

Teorem III.10 R bir halka ve M çarp¬msal bir R�modül olsun. Bu durumda R

noetherian(artinian) ise, M de noetheriand¬r(artiniand¬r).
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·Ispat.

N1 � N2 � : : :

M nin alt modüllerinin artan bir zinciri olsun. Bu durumda

(N1 :M) � (N2 :M) � : : :

R nin ideallerinin artan bir zinciri olur. R noetherian oldu¼gundan

(Nk :M) = (Nk+1 :M)

olacak biçimde k 2 N vard¬r. M çarp¬msal modül oldu¼gundan

Nk = (Nk :M)M = (Nk+1 :M)M = Nk+1

ve böylece M noetherian olur.

E¼ger R bir artinian halka ise, o zaman herhangi bir çarp¬msal R�modül de artinian

ve Sonuç III.10 dan devirli olur. M , R halkas¬üzerinde bir artinian çarp¬msal modül

olsun. Sonuç III.10 dan M devirlidir ve buradan R�ann (M) �= M olur. Böylece

R�ann (M) halkas¬artinian olur. Özel olarak, güvenilir bir artinian çarp¬msal modülü

olan halka artiniand¬r. Bununla birlikte e¼ger R�ann (M) artinian ise ayn¬zamanda

noetheriand¬r ve buradan M noetherian olur. O halde artinian çarp¬msal modüller

noetherian ve böylece sonlu uzunlu¼ga sahip olurlar.

Bir çarp¬msal modülün maksimal alt modülleri ile halkan¬n baz¬maksimal idealleri

aras¬nda bir benzerlik kuruldu. Şimdi dikkatimizi asal ideallere çevirelim.

III.2.2 ÇARPIMSAL MODÜLLER·IN ASAL

ALT MODÜLLER·I

Tan¬m III.7 M bir R�modül ve K;M nin bir alt modülü olsun. K 6=M olmak üzere,

her r 2 R; m 2M için rm 2 K iken r 2 (K :M) veya m 2 K gerçekleniyor ise K ya

M nin asal alt mod�ul�u denir.
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Örnek III.4 R nin her asal ideali, R�modül R nin asal alt modülüdür. P , R nin

asal bir ideali olsun. r; a 2 R için ra 2 P ve a =2 P olsun. P , R nin asal ideali

oldu¼gundan r 2 P � (P : R) olur. O halde P , R�modül R nin asal alt modülüdür.

Tersine R�modül R nin bütün asal alt modülleri, R halkas¬n¬n asal idealleridir. K,

R nin asal bir alt modülü ve a; b 2 R için ab 2 K, a =2 K olsun. K asal oldu¼gundan

b 2 (K : R) ve

bR � (K : R)R = K

olur. Dolay¬s¬yla b 2 K ve K, R nin asal bir ideali olur.

Örnek III.5 � (M) 6= M ise, o zaman � (M), M nin asal bir alt modülüdür. r 2 R

ve m 2M için rm 2 � (M) ve r =2 (� (M) :M) olsun. Bu durumda, a (rm) = 0 olacak

biçimde a 2 R n f0g vard¬r ve rM * � (M) dir

0 6= a (rM) = (ar)M

oldu¼gundan r 6= 0 olur. O halde

(ar)m = a (rm) = 0

ve ar 2 R n f0g d¬r. Böylece m 2 � (M) olur.

Teorem III.11 M bir R�modül ve K, M nin bir alt modülü olsun. Aşa¼g¬daki ifadeler

sa¼glan¬r.

(i) K nin asal olmas¬için gerek ve yeter koşul P = (K :M) idealinin R nin bir asal

ideali ve M�K nin bükülmesiz R�P�modül olmas¬d¬r.

(ii) (K :M), R nin bir maksimal ideali ise K, M nin asal bir alt modülüdür.

·Ispat. (i) K nin, M nin bir asal alt modülü oldu¼gunu kabul edelim. x; y 2 R için

xy 2 (K :M) ve y =2 (K :M) olsun. O zaman, xyM � K yani 8m 2M için xym 2 K
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olur. R de¼gi̧smeli bir halka oldu¼gundan xym = y (xm) 2 K dir. K asal ve y =2 (K :M)

oldu¼gundan 8m 2 M için xm 2 K olur. O halde x 2 (K :M) ve böylece (K :M), R

nin bir asal ideali olur. m+K 2 � (M�K) olsun. O zaman 9 (r + P ) 2 (R�P )nP için

(r + P ) (m+K) = K olur. Buradan rm +K = K ve r =2 P olur. K, M nin bir asal

alt modülü oldu¼gundan m 2 K olur. Böylece M�K bükülmesiz R�P�modüldür.

Tersine, P = (K :M) idealinin, R nin bir asal ideali ve M�K nin bükülmesiz

R�P�modül oldu¼gunu varsayal¬m. r 2 R ve m 2M için rm 2 K ve r =2 (K :M) ol-

sun. O zaman (r + P ) (m+K) = K yani m+K 2 � (M�K) olur. M�K bükülmesiz

oldu¼gundan m 2 K ve böylece K; M nin bir asal alt modülü olur.

(ii) Şimdi (K :M) nin, R nin bir maksimal ideali oldu¼gunu varsayal¬m. r 2 R

ve m 2 M için rm 2 K ve r =2 (K :M) olsun. P , R nin bir maksimal ideali

oldu¼gundan R�P bir cisim ve M�K, R�P�vektör uzay¬olur. rm 2 K oldu¼gundan

(r + P ) (m+K) = K ve buradan,

(r + P )�1 (r + P ) (m+K) = K

olur. O halde m 2 K ve böylece K, M nin bir asal alt modülü olur.

Önerme III.5 M bir R�modül olsun. M nin her maksimal alt modülü asald¬r.

·Ispat. N , M nin bir maksimal alt modülü olsun. x 2 M ve r 2 R için rx 2 N ve

x =2 N olsun. Bu durumda N +Rx =M ve

rM = r (N +Rx) � rN +Rrx � N

olur. Böylece r 2 (N :M) ve N asald¬r.

M bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun. s 2 R için aşa¼g¬daki kümeyi

göz önüne alal¬m.

N (s) = fx 2M : sx 2 Ng

kümesi, M nin bir alt modülüdür ve N � N (s) dir. Ayr¬ca N asal ise, N (s) de

asald¬r.[1]
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Yar.Teorem III.3 P bir R halkas¬n¬n asal bir ideali ve M güvenilir bir çarp¬msal

R�modül olsun. a 2 R ve x 2 M olmak üzere ax 2 PM olsun. O zaman a 2 P veya

x 2 PM dir.

·Ispat. a =2 P oldu¼gunu varsayal¬m.

K = fr 2 R : rx 2 PMg

olsun. K 6= R oldu¼gunu kabul edelim. O zaman K � Q olacak biçimde R nin bir Q

maksimal ideali vard¬r. x =2 TQ (M) oldu¼gu aç¬kt¬r. Teorem III.2 denM , Q�devirlidir,

yani (1� q)M � Rm olacak şekilde m 2 M , q 2 Q mevcuttur. Özel olarak, 9s 2 R

ve p 2 P için (1� q)x = sm ve (1� q) ax = pm dir. Buradan (as� p)m = 0 olur.

[(1� q) ann (m)]M = 0

olmas¬, M güvenilir oldu¼gundan (1� q) ann (m) = 0 olmas¬n¬gerektirir ve böylece

(1� q) as = (1� q) p 2 P

olur. Fakat, P � K � Q ve buradan s 2 P ve

(1� q)x = sm 2 PM

olur. Böylece 1� q 2 K � Q olur, bu bir çeli̧skidir. O halde K = R ve x 2 PM elde

edilir.

P � (PM :M) oldu¼gundan, Yar.Teorem III.3 yeniden şu şekilde ifade edilebilir:

E¼gerM güvenilir bir çarp¬msal modül ve P , R ninM 6= PM koşulunu sa¼glayan asal bir

ideali ise, o zaman PM ,M nin asal alt modülüdür. Ayr¬ca, Yar.Teorem III.3 aşa¼g¬daki

aç¬k sonucu verir.

Sonuç III.11 M çarp¬msal bir R�modül ve N , M nin has bir alt modülü olsun. Bu

durumda aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir.
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(i) N asald¬r.

(ii) ann (M�N), R nin asal bir idealidir.

(iii) ann (M) � P koşulunu sa¼glayan R nin P asal idealleri için N = PM dir.

·Ispat. (i) =) (ii) Teorem III.9 dan aşikard¬r.

(ii) =) (iii) P = ann (M�N), R nin asal bir ideali olsun. M çarp¬msal modül

oldu¼gundan

PM = ann (M�N)M = N

olur. ann (M) � P oldu¼gu aşikard¬r.

(iii) =) (i) Önerme III.3 ten M güvenilir bir çarp¬msal R�ann (M)�modüldür.

P�ann (M), R�ann (M) nin asal bir ideali oldu¼gundan ve Yar.Teorem III.3 den

(P�ann (M))M = PM = N

ve N asald¬r.

Sonuç III.12 A, R halkas¬n¬n bir ideali ve M çarp¬msal bir R�modül olsun. P , R

nin asal bir ideali ve ann (M) � P olmak üzere,

AM � PM =) A � P veya M = PM

gerçeklenir.

·Ispat. AM � PM ve A * P oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda, a 2 A�P olacak

biçimde a 2 R vard¬r. Buradan a+ ann (M) =2 P�ann (M) ve her m 2M için

(a+ ann (M))m = am 2 AM � PM = (P�ann (M))M

elde edilir. M güvenilir bir R�ann (M)�modül oldu¼gundan

m 2 (P�ann (M))M = PM

ve dolay¬s¬yla M = PM olur.
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Önerme III.6 M çarp¬msal bir R�modül ve P , M nin asal bir alt modülü olsun. Bu

durumda M nin N1 ve N2 alt modülleri için

N1 \N2 � P =) N1 � P veya N2 � P

gerçeklenir.

·Ispat. N1 \N2 � P ise (N1 \N2 :M) � (P :M) ve buradan

(N1 :M) \ (N2 :M) = (N1 \N2 :M) � (P :M)

olur. O halde

(N1 :M) (N2 :M) � (N1 :M) \ (N2 :M)

� (P :M)

elde edilir. (P :M), R nin asal ideali oldu¼gundan, (N1 :M) � (P :M) veya (N2 :M) �

(P :M) olur. M çarp¬msal oldu¼gundan

N1 = (N1 :M)M � (P :M) = P

veya

N2 = (N2 :M)M � (P :M)M = P

elde edilir.

Bu önerme, çarp¬msal olmayan modüller için her zaman do¼gru de¼gildir.

Örnek III.6 R = Z ve M = Z� Z için N1 = Z�f0g ve N2 = f0g � Z olsun. Bu

durumda N1 \N2 = (0; 0) ve P = (0; 0) asal oldu¼gu halde, N1 * P ve N2 * P dir.

Önerme III.7 M çarp¬msal bir R�modül ve � (M) 6= M olsun. I ve J , R nin iki

ideali olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

(i) IM = JM olmas¬için gerek ve yeter koşul I = J olmas¬d¬r.
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(ii) (IM :M) = I d¬r.

·Ispat. (i) x 2M�� (M) olsun. Bu durumda Rx = KM olacak biçimde R nin bir

K ideali vard¬r. Buradan

Ix = IRx = IKM = KIM = KJM

= JKM = JRx = Jx

olur. O halde her bir a 2 I için, ax =
Pn

i=1 bix olacak biçimde bi 2 J vard¬r.

(a�
Pn

i=1 bi)x = 0 ve x =2 � (M) oldu¼gundan a �
Pn

i=1 bi = 0 elde edilir. Böylece

a =
Pn

i=1 bi 2 J ve I � J olur. Benzer şekilde J � I oldu¼gu da görünür.

(ii)M bir çarp¬msal modül ve IM = (IM :M)M oldu¼gundan (i) den I = (IM :M)

elde edilir.

Yar.Teorem III.4 R bir taml¬k bölgesi ve M çarp¬msal bir R�modül olsun. Bu du-

rumda � (M) 6=M olmas¬için gerek ve yeter koşul M nin güvenilir olmas¬d¬r.

·Ispat. M = 0 ise � (M) = M ve ann (M) = R 6= 0 olur. O halde � (M) = M 6= 0

oldu¼gunu varsayal¬m. 0 6= m 2 � (M) olsun. Bu durumda rm = 0 olacak biçimde

0 6= r 2 R vard¬r. M çarp¬msal modül oldu¼gundan Rm = IM olacak biçimde R

nin s¬f¬rdan farkl¬ bir I ideali vard¬r. Böylece 0 = Rrm = rIM: R taml¬k bölgesi

oldu¼gundan 0 6= r0 2 I için 0 6= rr0 2 ann (M) olur.

Tersine, ann (M) 6= 0 ise aM = 0 olacak biçimde 0 6= a 2 R vard¬r. O halde

� (M) =M sa¼glan¬r.[9]
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III.3 SONLU ÜRET·ILM·IŞ MODÜLLER

III.3.1 NOETHER·IAN MODÜLLER

Önerme III.8 M bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun. E¼ger N + sM ve

N (s) modüllerinin ikisinin de sonlu üretilmiş olmas¬n¬sa¼glayan s 2 R varsa, o zaman

N de sonlu üretilmiştir.[1]

Önerme III.9 M sonlu üretilmiş bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun.

E¼ger M aşa¼g¬daki (�) koşulunu sa¼gl¬yorsa, noetheriand¬r.

(�) N + Rx sonlu üretilmi̧s olacak biçimde x 2 M varsa, o zaman N alt modülü de

sonlu üretilmi̧stir.[1]

Önerme III.10 M sonlu üretilmiş bir R�modül ve N , M nin asal bir alt modülü

olsun. E¼ger M aşa¼g¬daki (�p) koşulunu sa¼gl¬yorsa, noetheriand¬r.

(�p) N +Rx sonlu üretilmi̧s olacak biçimde x 2M varsa, o zaman N asal alt modülü

de sonlu üretilmi̧stir.[1]

Teorem III.12 M bir R�modül olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denk-

tir.

(i) M noetheriand¬r.

(ii) M sonlu üretilmi̧stir ve (�) koşulunu sa¼glar.

(iii) M sonlu üretilmi̧stir ve (�p) koşulunu sa¼glar.

(iv) M ve M nin her asal alt modülü sonlu üretilmi̧stir.[1]

Sonuç III.13 R halkas¬n¬n noetherian olmas¬için gerek ve yeter koşul R nin her asal

idealinin sonlu üretilmiş olmas¬d¬r. (Cohen Teoremi)[1]
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III.3.2 SONLU ÜRET·ILM·IŞ ÇARPIMSAL MODÜLLER

Teorem III.13 R birimli ve de¼gişmeli bir halka veM güvenilir bir çarp¬msal R�modül

olsun. O zaman aşa¼g¬daki ifadeler birbirine denktir.

(i) M sonlu üretilmi̧stir.

(ii) A ve B, R nin AM � BM koşulunu sa¼glayan idealleri ise, o zaman A � B

gerçeklenir.

(iii) M nin her bir N alt modülü için N = IM olacak biçimde R nin tek bir I ideali

vard¬r.

(iv) R nin herhangi bir A has ideali için M 6= AM dir.

(v) R nin herhangi bir P maksimal ideali için M 6= PM dir.

·Ispat. (i) =) (ii) M nin sonlu üretilmi̧s oldu¼gunu varsayal¬m. A ve B, R nin

AM � BM koşulunu sa¼glayan idealleri olsun. a 2 A ve

K = fr 2 R : ra 2 Bg

olsun. K 6= R oldu¼gunu kabul edelim. O zaman K � P olacak biçimde R nin bir

P maksimal ideali mevcuttur. M = PM oldu¼gunu varsayal¬m. M sonlu üretilmi̧s

oldu¼gundan, genel determinant argüman¬ndan, (1� p)M = 0 olacak biçimde p 2 P

vard¬r. Buradan p = 1 olur, bu bir çeli̧skidir. O halde M 6= PM olur ve Teorem III.2

den (1� q)M � Rm olacak biçimde m 2 M ve q 2 P elemanlar¬mevcuttur. Özel

olarak,

(1� q) am 2 (1� q)BM = B (1� q)M � Bm

ve böylece

[(1� q) a� b]m = 0
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olacak biçimde b 2 B vard¬r. Fakat,

(1� q) ann (m) � ann (M) = 0

ve buradan

(1� q) [(1� q) a� b] = 0

olur. Bu durum (1� q)2 a 2 B ve böylece (1� q)2 2 K � P olmas¬n¬gerektirir. Bu

bir çeli̧skidir. Böylece K = R ve a 2 B elde edilir. Buradan A � B gerçeklenir.

(ii) =) (iii) N = IM = JM ise (ii) den I = J olur.

(iii) =) (iv) N = AM = RM ise (iii) den A = R olur. O halde R nin herhangi

bir A has ideali için M 6= AM dir.

(iv) =) (v) Aç¬kt¬r.

(v) =) (i) R nin her P maksimal ideali için M 6= PM oldu¼gunu varsayal¬m. Q,

R nin bir maksimal ideali olsun. m 2M , m =2 QM olsun. M çarp¬msal oldu¼gundan

Rm = (ann (M�Rm))M

dir. ann (M�Rm) � Q ise

Rm = (ann (M�Rm))M � QM

olur. Bu durum m =2 QM olmas¬ile çeli̧sir. O halde ann (M�Rm) * Q olmal¬d¬r.

I =
X
m2M

ann (M�Rm)

ve I � R olsun. Bu durumda I � P olacak biçimde R nin bir P maksimal ideali vard¬r.

O halde her m 2M için ann (M�Rm) � P olur. Bu bir çeli̧skidir. Böylece

R =
X
m2M

ann (M�Rm)

elde edilir. O halde 1 = r1 + : : : rn olacak biçimde bir pozitif n tam say¬s¬, mi 2M ve

ri 2 ann (M�Rmi) elemanlar¬mevcuttur.

ann (M�Rmi)M = Rmi
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oldu¼gundan her x 2M için,

x = r1x+ : : : rnx 2 Rm1 + : : : Rmn

olur ve buradan

M = Rm1 + : : : Rmn

elde edilir.

Sonuç III.14 A ve B, R halkas¬n¬n iki ideali ve M sonlu üretilmiş bir çarp¬msal

R�modül olsun. Bu durumda AM � BM olmas¬ için gerek ve yeter koşul A � B +

ann (M) olmas¬d¬r.

·Ispat. Yeterlilik aç¬kt¬r. Tersine, AM � BM oldu¼gunu varsayal¬m. R0 = R� (ann (M)),

A0 = (A+ ann (M))� (ann (M))

ve

B0 = (B + ann (M))� (ann (M))

olsun. Bu durumda A0M � B0M olur. M güvenilir bir R0�modül oldu¼gundan Teorem

3.1 den A0 � B0 gerçeklenir. Böylece A � B + ann (M) olur.

R halkas¬n¬n bütün asal idealleri sonlu üretilmi̧s ise, Cohen Teoremi�nden R

noetheriand¬r. Fakat M bir R�modül iken, M nin her asal alt modülünün sonlu

üretilmi̧s olmas¬, M nin noetherian olmas¬n¬gerektirmez.

Örnek III.7 Q rasyonel say¬lar cismini Z�modül olarak düşünelim. N , Q nun asal

bir alt modülü ve P = (N : Q) olsun. Bu durumda P , Z nin asal bir ideali ve PQ � N

olur. N 6= Q oldu¼gundan P = (0) d¬r. N = (0) oldu¼gunu gösterelim. N 6= (0) oldu¼gunu

varsayal¬m. Bu durumda ab�1 2 N olacak biçimde s¬f¬rdan farkl¬a ve b tam say¬lar¬

mevcuttur. a =2 (N : Q) = (0) ve N asal oldu¼gundan b�1 2 N olur. Buradan 1 2 N

ve Z � N elde edilir. N 6= Q oldu¼gundan ���1 =2 N olacak biçimde s¬f¬rdan farkl¬�
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ve � tam say¬lar¬vard¬r. Buradan ����1 = � 2 Z � N olur, bu durum N nin asal

olmas¬yla çelişir. O halde N = (0) olur.

Böylece Q nun tek asal ideali (0) d¬r fakat Q, Z üzerinde sonlu üretilmemi̧stir.

Dolay¬s¬yla Q noetherian de¼gildir.

Teorem III.14 R bir halka ve M çarp¬msal bir R�modül olsun. M nin her asal alt

modülü sonlu üretilmiş ise M noetheriand¬r.

·Ispat. M 6= f0g oldu¼gunu kabul edebiliriz. M çarp¬msal oldu¼gundan, Teorem III.5

ten M nin bir L maksimal ideali vard¬r. L maksimal oldu¼gundan M = L+Rx olacak

biçimde bir x 2 M vard¬r. Her maksimal alt modül ayn¬zamanda asal oldu¼gundan L

sonlu üretilmi̧stir. Dolay¬s¬ylaM de sonlu üretilmi̧s olur. M nin noetherian olmad¬¼g¬n¬

kabul edelim.

S = fN �M : N sonlu �uretilmemistirg

olsun. M noetherian olmad¬¼g¬ndan S 6= ; ve M =2 S dir. S yi kapsama ba¼g¬nt¬s¬na

göre s¬ralad¬¼g¬m¬zda K =
S
N , S nin bir üst s¬n¬r¬olur. Zorn Lemmas¬�na göre, S nin

bir maksimal eleman¬vard¬r, bu maksimal elemana N diyelim. M çarp¬msal modül

oldu¼gundan, I = (N :M) için N = IM dir. I n¬n asal oldu¼gunu gösterelim. I 6= R

oldu¼gu aç¬kt¬r. a; b 2 R için a =2 I; b =2 I ve ab 2 I olsun. Bu durumda aM * N ve

bM * N dir. Özel olarak N + aM sonlu üretilmi̧stir. Bu yüzden,

N + aM =
nX
i=1

R (ti + asi)

olacak biçimde ti 2 N ve si 2M vard¬r.

K = fm 2M : am 2 Ng

için abm 2 N oldu¼gundan N + bM � K dir ve K sonlu üretilmi̧stir. O halde

K =

mX
j=1

Rkj
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olacak biçimde kj 2 K vard¬r.

N = ht1; : : : tn; ak1; : : : akmi

oldu¼gunu gösterelim.

ht1; : : : tn; ak1; : : : akmi � N

oldu¼gu aç¬kt¬r. Tersine n 2 N olsun.

N $ N + aM =
nX
i=1

R (ti + asi)

oldu¼gundan

n =

nX
i=1

ri (ti + asi) =

nX
i=1

riti +

nX
i=1

a (risi)

ve buradan

n�
nX
i=1

riti = a
nX
i=1

(risi) 2 N

olur. Bu yüzden
Pn

i=1 (risi) 2 K ve n 2 ht1; : : : tn; ak1; : : : akmi dir. Böylece N ,

ft1; : : : tn; ak1; : : : akmg ile üretilmi̧s olur ve çeli̧ski elde edilir. O halde, I asal idealdir

ve annR (M) � I oldu¼gundan N = IM asal modüldür. Hipotezden N sonlu üretilmi̧s

olur ve yine çeli̧ski elde edilir. Böylece M noetherian olur.

Tan¬m III.8 M s¬f¬rdan farkl¬bir R�modül ve N , M nin bir has alt modülü olsun. O

zaman N yi kapsayan M nin bütün asal alt modüllerinin kesişimi, N nin M�radikali

olarak tan¬mlan¬r ve M � rad N ile gösterilir.

E¼ger A, R halkas¬n¬n bir ideali ise, o zaman A n¬n M�radikali (A, R�modül R

nin bir alt modülü olarak düşünülür), A y¬kapsayan bütün asal ideallerin kesi̧simidir

ve bir n pozitif tam say¬s¬için rn 2 A koşulunu sa¼glayan bütün r 2 R elemanlar¬ndan

oluşur ve
p
A ile gösterilir.

Teorem III.15 M çarp¬msal bir R�modül, N , M nin has bir alt modülü ve A =

ann (M�N) olsun. O zaman

M � rad N =
�p

A
�
M
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gerçeklenir.

·Ispat. eP , A � P koşulunu sa¼glayan R nin bütün P asal ideallerinin toplulu¼gunu

göstersin. E¼ger B =
p
A ise, o zaman B =

T
P2 eP P ve Teorem III.3 ten

BM =
\
P2 eP

(PM)

olur. P 2 eP olsun. E¼ger M = PM ise, M � rad N � PM dir. M 6= PM ise, o zaman

N = AM � PM ve buradan M � rad N � PM olur. Böylece M � rad N � BM elde

edilir.

Tersine, K, N yi kapsayan M nin asal bir alt modülü olsun. Sonuç III.11 den

ann (M) � Q ve K = QM olacak biçimde R nin asal bir Q ideali mevcuttur. Q asal

ve

AM = N � K = QM 6=M

oldu¼gundan Sonuç III.12 den A � Q ve dolay¬s¬yla B � Q olur. O halde BM � K ve

buradan BM �M � rad N elde edilir. Böylece M � rad N = BM sa¼glan¬r.

Önerme III.11 M bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun.

H =
n
m 2M : (Rm :M)km � N; k 2 Z+

o
olsun. M çarp¬msal modül ise H, M nin bir alt modülüdür. E¼ger M sonlu üretilmiş

ise H =M � rad N dir.

·Ispat. m1;m2 2 H olsun. Bu durumda

(Rm1 :M)
k1m1 � N ve (Rm2 :M)

k2m2 � N

olacak biçimde k1; k2 pozitif tam say¬lar¬mevcuttur. Buradan

(Rm1 :M)
k1 (Rm1 :M)M � N
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ve

(Rm1 :M)
k1+1 �

�
(Rm1 :M)

k1+1M :M
�
� (N :M)

olur. Benzer biçimde

(Rm2 :M)
k2+1 � (N :M)

elde edilir. k = k1 + k2 + 2 olsun. Bu durumda

[(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]
k � (N :M)

ve böylece

[(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]
kM � (N :M)M = N

olur. Buradan,

[(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]
k�1 (Rm1 +Rm2)

= [(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]
k�1 [(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]M � N

ve böylece

[(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]
k�1 ((Rm1 +Rm2) :M) � (N :M)

olur. Benzer biçimde

[(Rm1 :M) + (Rm2 :M)]
k�2 ((Rm1 +Rm2) :M)

2 � (N :M)

ve

((Rm1 +Rm2) :M)
k � (N :M)

elde edilir. O halde

(R (m1 +m2) :M)
k � ((Rm1 +Rm2) :M)

k � (N :M)

olur. Buradan,

(R (m1 +m2) :M)
k (m1 +m2) � (R (m1 +m2) :M)

kM � (N :M)M = N
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ve böylece m1 +m2 2 H elde edilir. m 2 H ve r 2 R olsun. Bu durumda

(Rm :M)km � N

olacak biçimde k 2 Z+ vard¬r. Buradan

(Rrm :M)k rm � (Rm :M)km � N

ve rm 2 H olur. Böylece H, M nin bir alt modülüdür.

Şimdi M nin sonlu üretilmi̧s oldu¼gunu kabul edelim. m 2 H olsun. Bu durumda

(Rm :M)km � N olacak biçimde k 2 Z+ vard¬r. Buradan

(Rm :M)k (Rm :M)M � N

ve

(Rm :M)k+1 �
�
(Rm :M)k+1M :M

�
� (N :M)

olur. O halde (Rm :M) �
p
(N :M) ve Teorem III.15 ten

m 2 Rm = (Rm :M)M �
p
(N :M)M =M � rad N

elde edilir. Böylece H �M � rad N dir.

Tersine, m 2 M � rad N =
p
(N :M)M olsun. Bu durumda Rm �

p
(N :M)M

olur. �p
(N :M)M :M

�
M =

p
(N :M)M

oldu¼gundan �p
(N :M)M :M

�
=
p
(N :M) + ann (M)

ve böylece

(Rm :M) �
�p

(N :M)M :M
�
=
p
(N :M) + ann (M) =

p
(N :M)

elde edilir. O halde (Rm :M)k � (N :M) olacak biçimde k 2 Z+ vard¬r. Buradan

(Rm :M)km � (Rm :M)kM � (N :M)M = N

ve m 2 H olur. Böylece H =M � rad N elde edilir.
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Tan¬m III.9 M bir R�modül ve N ,M nin bir alt modülü olsun. E¼gerM�rad N = N

ise N ye M nin bir radikal alt mod�ul�u denir. I, R nin bir ideali olmak üzere
p
I = I

ise, I ya R nin bir radikal ideali denir.

Önerme III.12 M bir R�modül ve N , M nin bir radikal alt modülü olsun. Bu du-

rumda (N :M), R nin bir radikal idealidir.

·Ispat. M�rad N , N yi kapsayan asal alt modüllerin kesi̧simi oldu¼gundanN =
T
Pi

olur. Ai, (N :M) yi kapsayan asal idealleri göstersin. Bu durumda,

(N :M) =
�\

Pi :M
�
=
\
(Pi :M) �

\
Ai

=
p
(N :M) � (N :M)

ve
p
(N :M) = (N :M) elde edilir. Böylece (N :M), R nin bir radikal idealidir.

Önermenin tersi her zaman do¼gru de¼gildir. Örne¼gin, R = Z, M = Z � Z ve

N = h(4; 0)i olsun. Bu durumda

[N :M ] = 0 =
p
(N :M)

fakat

M � rad N = h(2; 0)i 6= N

dir.[10]

Önerme III.13 M bir çarp¬msal R�modül, K ve N , M nin iki ideali olsun. Bu

durumda p
((K \N) :M) =

p
(K :M) \

p
(N :M)

gerçeklenir.

·Ispat. a 2
p
((K \N) :M) olsun. Bu durumda an 2 ((K \N) :M) olacak

biçimde n pozitif tam say¬s¬vard¬r. Buradan

anM � ((K \N) :M)M = K \N � K
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ve anM � N olur. O halde an 2 (K :M) ve an 2 (N :M) dir. Böylece

a 2
p
(K :M) \

p
(N :M)

elde edilir.

Tersine,

r 2
p
(K :M) \

p
(N :M)

olsun. Bu durumda rk 2 (K :M) ve rl 2 (N :M) olacak biçimde k ve l pozitif tam

say¬lar¬vard¬r. O halde rkM � K ve rlM � N olur. n = max fk; lg için rnM � K\N

ve rn 2 ((K \N) :M) elde edilir. Böylece r 2
p
((K \N) :M) ve

p
((K \N) :M) =

p
(K :M) \

p
(N :M)

gerçeklenir.

Teorem III.16 M sonlu üretilmiş çarp¬msal bir R�modül ve I, R nin bir ideali olsun.

K ve N , M nin iki alt modülü olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir.

(i) (N :M), R nin bir radikal ideali ise N , M nin bir radikal alt modülüdür.

(ii) I + ann (M) nin, R nin bir radikal ideali olmas¬için gerek ve yeter koşul IM nin,

M nin bir radikal alt modülü olmas¬d¬r.

(iii) M � rad (K \N) =M � rad K \M � rad N dir.

·Ispat. (i) M bir çarp¬msal modül ve (N :M), R nin bir radikal ideali olsun.

Teorem III.15 ten

N = (N :M)M =
p
(N :M)M =M � rad N

ve böylece N , M nin bir radikal alt modülü olur.
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(ii) IM , M nin bir radikal alt modülü olsun. S¬ras¬yla Teorem III.15 ve Önerme

II.4 ten,

(I + ann (M))M = IM =M � rad (IM) =
p
(IM :M)M

=
p
I + ann (M)M

ve Sonuç III.14 ten

I + ann (M) =
p
I + ann (M) + ann (M)

olur.

ann (M) �
p
ann (M) �

p
I + ann (M)

oldu¼gundan

I + ann (M) =
p
I + ann (M)

elde edilir.

Tersine, I + ann (M), R nin bir radikal ideali olsun. Bu durumda

IM = (I + ann (M))M =
p
I + ann (M)M

=
p
(IM :M)M =M � rad (IM)

ve böylece IM , M nin bir radikal alt modülü olur.

(iii) S¬ras¬yla Teorem III.15, Sonuç III.14 ve Sonuç III.5 ten

M � rad (K \N) =
p
((K \N) :M)M =

�p
(K :M) \

p
(N :M)

�
M

=
h�p

(K :M) + ann (M)
�
\
�p

(N :M) + ann (M)
�i
M

=
p
(K :M)M \

p
(N :M)M =M � rad K \M � rad N

elde edilir ve (iii) sa¼glan¬r.
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III.4 ÇARPIMSAL MODÜLLER·IN ALT

MODÜLLER·IN·IN ÇARPIMI

Tan¬m III.10 M bir R�modül, m 2M ve N , M nin bir alt modülü olsun.

(i) N = IM olacak biçimde R nin bir I ideali varsa, I idealine N nin bir sunuş

ideali (presentation) denir. N nin bütün sunuş ideallerinin kümesini Pr (N) ile

gösterece¼giz.

(ii) Rm = AM olacak biçimde R�nin bir A ideali varsa, A�ya m�nin bir sunuş ideali

denir. m�nin bütün sunuş ideallerinin kümesini Pr (m) ile gösterece¼giz. Pr (m) =

Pr (Rm) dir.

M nin her alt modülünün sunuş idealinin var olmas¬gerekmez. Örne¼gin, V key�

bir | cismi üzerinde vektör uzay¬ise, V nin herhangi bir hasW alt uzay¬n¬n sunuş ideali

yoktur. Çünkü, | cisminin idealleri yaln¬zca 0 ve | dir. W 6= 0V = 0 ve W 6= |V = V

oldu¼gundan W n¬n sunuş ideali yoktur.

Önerme III.14 M bir R�modül olsun. Bu durumda M nin her alt modülünün bir

sunuş idealine sahip olmas¬için gerek ve yeter koşul M nin çarp¬msal modül olmas¬d¬r.

·Ispat. Yeterlilik aç¬kt¬r. Tersine M bir çarp¬msal modül ve N , M nin herhangi bir

alt modülü ise Yar.Teorem III.1 den N = (N :M)M dir. Böylece her N alt modülü

için (N :M) bir sunuş idealidir.

Önerme III.15 L (R) ve L (M) s¬ras¬yla R nin ideallerinin veM nin alt modüllerinin

latisini göstersin. Bu durumda

I � J () IM = JM

ile tan¬mlanan ba¼g¬nt¬, bir denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.
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·Ispat. (i) I; J;K 2 L (R) olmak üzere, I � I () IM = IM , yans¬ma özelli¼gi

sa¼glan¬r.

(ii) I � J () IM = JM () JM = IM () J � I, simetri özelli¼gi sa¼glan¬r.

(iii) I � J () IM = JM ve J � K () JM = KM iken, IM = KM ()

I � K, geçi̧sme özelli¼gi de sa¼gland¬¼g¬ndan L (R) üzerinde tan¬mlanan � ba¼g¬nt¬s¬, bir

denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r.

I 2 L (R) nin denklik s¬n¬f¬n¬[I] ile gösterece¼giz.

Teorem III.17 M güvenilir bir çarp¬msal R�modül olsun. O zaman aşa¼g¬daki ifadeler

birbirine denktir.

(i) M sonlu üretilmi̧stir.

(ii) � ba¼g¬nt¬s¬n¬n her bir denklik s¬n¬f¬tek bir elemandan oluşur.

(iii) ' (I) = IM ile tan¬mlanan ' : L (R) �! L (M) dönüşümü bir latis izomor�z-

mas¬d¬r.

(iv) R nin her has I ideali için [I] = fIg d¬r.

(v) R nin hehangi bir P maksimal ideali için [P ] = fPg dir.

·Ispat. (i) =) (ii). M nin sonlu üretilmi̧s oldu¼gunu varsayal¬m. Teorem III.13

ten N = IM olacak biçimde R nin tek bir I ideali vard¬r. Böylece

I � J () IM = JM

ile tan¬mlanan � ba¼g¬nt¬s¬n¬n her bir denklik s¬n¬f¬tek bir elemandan oluşur.

(ii) =) (iii) : Teorem III.13 ten, ' bijektif ve s¬ray¬koruyan bir dönüşümdür.

(I + J)M = IM + JM

en küçük üst s¬n¬r ve M güvenilir oldu¼gundan

(I \ J)M = IM \ JM
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en büyük alt s¬n¬rd¬r. Böylece ' : L (R) �! L (M) dönüşümü bir latis izomor�z-

mas¬d¬r.

(iii) =) (iv). Teorem III.13 ten aç¬kt¬r.

(iv) =) (v). Aç¬kt¬r.

(v) =) (i). R nin hehangi bir P maksimal ideali için [P ] = fPg oldu¼gunu

varsayal¬m. Bu durumda N = PM 6= M olacak biçimde M nin bir N alt modülü

vard¬r. Teorem III.13 ten M sonlu üretilmi̧stir.

Tan¬m III.11 I ; J; A ve B, R halkas¬n¬n idealleri ve M bir R�modül olsun.

(i) N ve K, M nin N = IM ve K = JM koşulunu sa¼glayan iki alt modülü olmak

üzere IJM ile tan¬mlanan çarp¬ma N ve K n{n çarp{m{ denir. NK ile gösterilir.

(ii) m ve m0, M nin Rm = AM ve Rm0 = BM koşulunu sa¼glayan iki eleman¬ol-

mak üzere ABM ile tan¬mlanan çarp¬ma m ve m0 n�un çarp{m{ denir. mm0 ile

gösterilir.

NK,M nin bir alt modülüdür. Çünkü, C = IJ , R nin bir idealidir ve NK = CM ,

M nin bir alt modülüdür. Ayr¬ca NK � N \K d¬r.

Teorem III.18 I ve J , R halkas¬n¬n iki ideali ve M bir R�modül olsun. N ve K, M

nin N = IM ve K = JM koşulunu sa¼glayan iki alt modülü olmak üzere "N ve K nin

çarp¬m¬", N ve K nin sunuş ideallerinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

·Ispat. I1 ve I2, N nin iki sunuş ideali, J1 ve J2, K nin iki tan¬tma ideali olsun. Bu

durumda, N = I1M = I2M ve K = J1M = J2M olur. x 2 NK olsun. r 2 I1; s 2 J1

ve m 2 M olmak üzere x =
P
rsm olarak yaz¬labilir. J1M = J2M oldu¼gundan,

ri 2 J2;mi 2M için

sm =

nX
i=1

rimi
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ve buradan

rsm =

nX
i=1

ri (rmi)

elde edilir. rmi 2 I1M = I2M oldu¼gundan, tij 2 I2;m0
ij 2M için

rmi =
kX
j=1

tijm
0
ij

yaz¬labilir. Buradan,

rsm =

nX
i=1

kX
j=1

ritijm
0
ij

ve rsm 2 I2J2M olur. Böylece

I1J1M � I2J2M

elde edilir. Benzer biçimde

I2J2M � I1J1M

oldu¼gu gösterilir ve

I1J1M = I2J2M

olur.

Önerme III.16 M bir çarp¬msal R�modül olsun. N;K ve L, M nin alt modülleri

olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler gerçeklenir.

(i) N (K + L) = NK+NL = KN+LN = (K + L)N , yani çarp¬m¬n toplama üzerine

sa¼gdan ve soldan da¼g¬lma özelli¼gi vard¬r.

(ii) (K + L) (K \ L) � KL dir.

(iii) K + L =M ise K \ L = KL dir.

·Ispat. (i) A;B ve C, R nin üç ideali olmak üzere, N = AM , K = BM ve L = CM

olsun.  X
�2�

I�

!
M =

X
�2�

(I�M)
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oldu¼gundan,

N (K + L) = AM (BM + CM) = AM (B + C)M = A (B + C)M

= (AB + AC)M = ABM + ACM = NK +NL

olur.

(ii) (i) den

(K + L) (K \ L) = K (K \ L) + L (K \ L) � KL

gerçeklenir ve böylece (ii) sa¼glan¬r.

(iii) KL � K \ L oldu¼gu aç¬kt¬r. (ii) den

(K + L) (K \ L) =M (K \ L) = K \ L � KL

dir. Böylece K \ L = KL elde edilir.

Yar.Teorem III.5 M çarp¬msal bir R�modül olsun. N ve K, M nin iki alt modülü

olmak üzere aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r.

(i) ann (M�N) ann (M�K) ve ann (M�NK) idealleri NK nin sunuş idealleridir.

(ii) M sonlu üretilmi̧s ise

ann (M�N) ann (M�K) = ann (M�NK)

gerçeklenir.

·Ispat. (i) Yar.Teorem III.1 ve Teorem III.18 den ann (M�N) ve ann (M�K),

s¬ras¬yla N ve K nin sunuş idealleridir. Tan¬m III.12 den

NK = [ann (M�N) ann (M�K)]M

ve böylece ann (M�N) ann (M�K), NK nin bir sunuş idealidir. Yar.Teorem III.1

den NK = ann (M�NK) ve ann (M�NK) ideali de NK nin bir sunuş ideali olur.
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(ii) M sonlu üretilmi̧s olsun.

NK = [ann (M�N) ann (M�K)]M = ann (M�NK)M

oldu¼gundan ve Teorem III.13 ten

ann (M�N) ann (M�K) = ann (M�NK)

sa¼glan¬r.

Tan¬m III.12 M çarp¬msal bir R�modül, m 2M ve N; M nin bir alt modülü olsun.

Bu durumda,

(i) Nk, N alt modülünün k kez çarp¬m¬olmak üzere, Nk = 0 olacak biçimde bir k 2 Z+

varsa N ye nilpotent denir.

(ii) ml = 0 olacak biçimde bir l pozitif tam say¬s¬varsa m eleman¬na nilpotent denir.

M nin bütün nilpotent elemanlar¬n¬n kümesi NM ile gösterilir.

Teorem III.19 M bir çarp¬msal R-modül ve N , M nin bir alt modülü olsun. Bu

durumda N nin nilpotent olmas¬için gerek ve yeter koşul N nin her I sunuş ideali için

Ik � ann (M) olacak biçimde bir k 2 Z+ n¬n var olmas¬d¬r.

·Ispat. I, N nin bir sunuş ideali olsun. N nin nilpotent oldu¼gunu varsayal¬m. Bu

durumda Nk = 0 olacak biçimde bir k 2 Z+ vard¬r. Buradan Nk = IkM = 0 ve

Ik � ann (M) elde edilir.

Tersine, N nin her I sunuş ideali için Ik � ann (M) olacak biçimde bir k 2 Z+ n¬n

var oldu¼gunu kabul edelim. Bu halde,

Nk = IkM � ann (M)M = 0

ve böylece N nilpotent olur.
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Sonuç III.15 M güvenilir bir çarp¬msal R�modül ve N , M nin bir alt modülü ol-

sun. Bu durumda N nin nilpotent olmas¬için gerek ve yeter koşul N nin her I sunuş

idealinin nilpotent ideal olmas¬d¬r.

·Ispat. ann (M) = 0 oldu¼gundan, Teorem III.19 da Ik = 0 olur.

Teorem III.20 M bir çarp¬msal modül olsun. Bu durumda NM , M nin alt modülüdür

ve M�NM nin s¬f¬rdan farkl¬nilpotent eleman¬yoktur.

·Ispat. x; y 2 NM olsun. Bu halde xm = 0 ve yn = 0 olacak biçimde m;n 2 Z+

vard¬r. I ve J s¬ras¬yla x ve y nin sunuş ideali olsun. Bu durumda xm = ImM = 0 ve

yn = JnM = 0 olur. Buradan,

R (x+ y) � Rx+Ry = IM + JM = (I + J)M

elde edilir. l = m+ n olsun. O zaman,

R (x+ y)m+n � (I + J)m+nM =

 
lX
i=0

�
l

i

�
I iJ l�i

!
M = 0

ve böylece x+ y 2 NM olur. m 2 NM ve r 2 R olsun. m nin bir sunuş ideali I olsun.

Bu halde

mk = IkM = 0

olur.

Rrm = (rI)M � IM

oldu¼gundan

(rm)k = (rI)kM � IkM = 0

ve böylece rm 2 NM elde edilir. O halde NM , M nin alt modülü olur.

Şimdi x = x+NM , M�NM nin nilpotent eleman¬olsun. Bu durumda

(x)n = xn +NM = 0

olacak biçimde n 2 Z+ vard¬r. Buradan xn 2 NM ve (xn)k = 0 olacak biçimde k 2 Z+

vard¬r. Böylece x 2 NM ve x = 0 olur.
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Önerme III.17 M çarp¬msal bir R�modül olsun. Bu durumda

M � rad (N1N2) =M � rad (N1 \N2) (III.17)

gerçeklenir.

·Ispat. N1N2 � N1 \N2 oldu¼gundan,

M � rad (N1 \N2) =
\
fP : N1 \N2 � P; P asalg �

\
fQ : N1N2 � Q; Q asalg

= M � rad (N1N2)

d¬r. Tersine, Önerme III.6 dan, Q asal olmak üzere, N1N2 � Q iken N1 � Q veya

N2 � Q gerçeklendi¼ginden N1 \N2 � Q olur. O halde

M � rad (N1 \N2) =
\
fP : N1 \N2 � P; P asalg �

\
fQ : N1N2 � Q; Q asalg

= M � rad (N1N2)

elde edilir. Böylece III.17 sa¼glan¬r.

Teorem III.21 M çarp¬msal bir R�modül ve N , M nin bir alt modülü olsun.

B =
�
m 2M : mk � N; k 2 Z+

	
olsun. Bu durumda B, M nin bir alt modülüdür ve B =M � rad N dir.

·Ispat. x; y 2 M ; I ve J s¬ras¬yla x ve y nin sunuş ideali olsun. olsun. Bu halde,

xm = ImM � N ve yn = JnM � N olacak biçimde m;n 2 Z+ vard¬r. k = m + n

olsun. O zaman,

(x+ y)k = (IM + JM)k = ((I + J)M)k = (I + J)kM

=

 
kX
i=0

�
k

i

�
I iJk�i

!
M � N

ve böylece x + y 2 B olur. Şimdix 2 B, r 2 R ve I, x in bir sunuş ideali olsun. Bu

durumda xn = InM � N olacak biçimde n 2 Z+ vard¬r. Buradan,

(rx)n = (rI)nM � InM � N
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ve böylece rx 2 B olur. O halde B, M nin bir alt modülüdür. Şimdi m 2 B ve J , m

nin bir sunuş ideali olsun. Bu halde mk = JkM � N olacak biçimde k 2 Z+ vard¬r.

Önerme III.17 den

M � rad
�
mk
�
=M � rad (Rm)

olur. Böylece JkM � N oldu¼gundan
�
JkM :M

�
� (N :M) ve Teorem III.15 ten

m 2 M � rad (Rm) =M � rad
�
mk
�
=
p
(JkM :M)M

�
p
(N :M)M =M � rad N

elde edilir. O halde B �M � rad N olur.

Tersine, x 2M�rad N =
p
(N :M)M olsun. Bu durumda, x =

Pn
i=1 rimi olacak

biçimde ri 2
p
(N :M) ve mi 2 M vard¬r. Buradan, her i için rnii 2 (N :M) olacak

biçimde ni 2 Z+ vard¬r. Böylece, yeterince büyük bir k için xk � (N :M)M = N ve

böylece M � rad N � B elde edilir. O halde B =M � rad N olur.

Sonuç III.16 M çarp¬msal bir R�modül olsun. Bu durumda NM , M nin bütün asal

alt modüllerinin kesişimidir.

·Ispat. Teorem III.21 den

M � rad (0) = NM =
\
fP : P asalg

elde edilir.

Sonuç III.17 M güvenilir bir çarp¬msal R�modül olsun. Bu halde, �N , R nin asal

radikali olmak üzere NM = �NM dir.

·Ispat. Teorem III.15 ve Sonuç III.16 dan,

NM =M � rad (0) =
p
ann (M)M =

p
0M = �NM

elde edilir.
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Teorem III.22 M çarp¬msal bir R�modül ve P , M nin has bir alt modülü olsun. Bu

durumda P nin asal olmas¬için gerek ve yeter koşul, M nin her bir U ve V alt modülü

için

UV � P =) U � P veya V � P (III.22)

olmas¬d¬r.

·Ispat. P , M nin asal bir alt modülü olsun. M nin UV � P , U * P ve V * P

koşulunu sa¼glayan U ve V alt modüllerinin var oldu¼gunu kabul edelim. I ve J s¬ras¬yla

U ve V nin sunuş ideali olsun. Bu halde, UV = IJM � P olur. ry 2 U�P ve

sx 2 V�P olacak biçimde r 2 I ; s 2 J ve x; y 2 M vard¬r. Buradan, rsx 2 P ve P

asal oldu¼gundan r 2 (P :M) veya sx 2 P dir. O halde rM � P ve ry 2 P çeli̧skisi

elde edilir. Böylece III.22 sa¼glan¬r.

Tersine, III.22 nin sa¼gland¬¼g¬n¬varsayal¬m. r 2 R ve x 2M �P için rx 2 P olsun.

rM * P oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda rm =2 P olacak biçimde m 2 M vard¬r.

I ve J s¬ras¬yla rx ve m nin sunuş ideali olsun. O zaman

(Rrx) (Rm) = (Rx) (Rrm) = IJM � P

olur. Hipotezden, Rx � P veya Rrm � P olmal¬d¬r. Bu halde x 2 P veya rm 2 P

olur, çeli̧skidir. Böylece P asald¬r.

Sonuç III.18 M çarp¬msal bir R�modül ve P , M nin has bir alt modülü olsun. Bu

durumda P nin asal olmas¬için gerek ve yeter koşul, her m;m0 2M için,

mm0 � P =) m 2 P veya m0 2 P (III.18)

olmas¬d¬r.

·Ispat. Gereklilik aç¬kt¬r. Tersine, III.18 in gerçeklendi¼gini varsayal¬m. M nin

UV � P;U * P ve V * P
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koşulla¬n¬sa¼glayan U ve V alt modüllerinin var oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda,

u 2 U � P ve v 2 V � P olacak biçimde u; v 2M vard¬r. O halde,

uv 2 RuRv � UV � P

ve hipotezden u 2 P veya v 2 P olur, çeli̧skidir. Böylece P asald¬r.
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IV SONUÇLAR ve TARTIŞMA

[11] makalesinde ispat¬ verilen Teorem III.14 ün alternatif ispat¬, H. ·Ibrahim

Karakaş�¬n ispatlad¬¼g¬Teorem III.12 nin sonucu olarak aşa¼g¬daki gibi verilebilir:

M 6= f0g oldu¼gunu kabul edebiliriz. M çarp¬msal oldu¼gundan, Teorem III.5 ten

M nin bir L maksimal ideali vard¬r. L maksimal oldu¼gundan M = L + Rx olacak

biçimde bir x 2 M vard¬r. Her maksimal alt modül ayn¬zamanda asal oldu¼gundan L

sonlu üretilmi̧stir. Dolay¬s¬yla M de sonlu üretilmi̧s olur. O halde Teorem III.12 den

M noetheriand¬r.

Çal¬̧smam¬zda sonlu üretilmi̧s modüller ile çarp¬msal modüller aras¬ndaki ili̧skiye

oldukça yer verilmi̧stir. Baz¬teoremlerde modüllerin sonlu üretilmi̧s olma şart¬yer-

ine çarp¬msal modül olma şart¬n¬koydu¼gumuzda teoremin halen sa¼glan¬yor olmas¬, her

çarp¬msal modülün sonlu üretilmi̧s veya her sonlu üretilmi̧s modülün çarp¬msal olabile-

ce¼gi �krini sorgulamam¬z¬sa¼glar. A birimli ve de¼gi̧smeli herhangi bir halka olmak üzere,

R =
Q1
n=1A veM =

L1
n=1A olsun. Bu durumdaM çarp¬msal bir R�modüldür, fakat

sonlu üretilmemi̧stir. Dolay¬s¬yla, her çarp¬msal modülün sonlu üretilmi̧s olmas¬gerek-

mez. Tersine, | bir cisim ve 2 � n < 1 olmak üzere, | cismi üzerindeki herhangi bir

n boyutlu vektör uzay¬çarp¬msal de¼gildir, fakat sonlu üretilmi̧stir.

Örnek III.7 de Q nun her asal idealinin sonlu üretilmi̧s oldu¼gunu, fakat Q nun

Z üzerinde sonlu üretilmi̧s olmad¬¼g¬ için, noetherian olmad¬¼g¬n¬belirttik. Q, Z üz-

erinde çarp¬msal bir modül de¼gildir. Z nin her I ideali için IQ � Q oldu¼gundan,

I�1IQ � I�1Q ve buradan Q � I�1Q elde edilir. O halde, Q = I�1Q ve IQ = Q olur.

Dolay¬s¬yla Q nun herhangi bir N has alt modülü için N = IQ olacak biçimde Z nin

bir I ideali yoktur.
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V SON DE¼GERLEND·IRMELER ve ÖNER·ILER

Yap¬lan çal¬̧smada, birimli ve de¼gi̧smeli bir halkan¬n idealleri ile çarp¬msal modül-

lerin alt modülleri aras¬nda benzerlik kuruldu. Örne¼gin, birimli ve de¼gi̧smeli bir halkada

her has ideal, bir maksimal ideal taraf¬ndan kapsan¬r. Benzer argüman¬n çarp¬msal

modüllerin has alt modülleri için de geçerli oldu¼gu gösterildi. Yine halkalar için bi-

linen Cohen Teoremi�nde, asal idealler yerine çarp¬msal modüllerin asal alt modülleri

düşünüldü¼günde, aradaki benzerlik aşikar biçimde gözlenmektedir.

Bu örneklerin yan¬s¬ra, bir idealin radikali için bilinen karakterizasyona benzer

bir karakterizasyonun, çarp¬msal modülün bir alt modülünün M�radikali için de elde

edildi¼gi gösterildi. Ayr¬ca yine ideallerdekine benzer biçimde, bir çarp¬msal modülün

asal alt modüllerinin karakterizasyonu elde edildi.

Bundan sonra yap¬lacak olan, Örnek III.7 dekine benzer biçimde, çarp¬msal modül

olma koşulunun önemini ortaya koyan yeni örnekler bulmakt¬r. Ayr¬ca hangi halkalar

üzerindeki modüllerin her zaman çarp¬msal olaca¼g¬problemini ele almak ve çözmeye

çal¬̧smakt¬r.
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