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I G·IR·IŞ VE AMAÇ

I.1 G·IR·IŞ

Quantum analizin oluşmas¬, temel olarak klasik türev tan¬m¬ndaki

lim
x!x0

f (x)� f (x0)

x� x0

ifadesinde x yerine qx0 al¬n¬p limitin kald¬r¬lmas¬yla tan¬mlanan q-türevle başlar.

Yani f fonksiyonunun x0 noktas¬ndaki q-türevi, q 1�den farkl¬ olmak üzere

(Dqf) (x0) =
f (qx0)� f (x0)

qx0 � x0

ile verilir. q 1�e yaklaş¬rken q-Türev, f fonksiyonunun sürekli olmas¬ koşuluyla klasik

türeve yak¬nsar. Bu tan¬m yard¬m¬yla analizdeki baz¬ kavramlar yeniden tan¬mlan-

m¬̧st¬r. Bu tan¬mlamalardaki esas, yeni kavramlar¬n q 1�e yaklaş¬rken belli koşullar

alt¬nda analizdeki kavramlarla örtüşmesidir.

Klasik analizde hipergeometrik seriler ve bunlara kaŗs¬l¬k gelen fonksiyonlar önemli

bir yer tutmaktad¬r. Bu fonksiyonlar yard¬m¬yla birçok başka fonksiyonun seri aç¬l¬m-

lar¬ yaz¬labilmektedir. Quantum analizde de bu serilere kaŗs¬l¬k gelen q-hipergeometrik

seriler tan¬mlanm¬̧s ve yak¬nsakl¬k yard¬m¬yla birçok fonksiyonun q-benzeri oluşturul-

muştur. Böylece klasik analizdeki fonksiyonlar¬n taş¬d¬¼g¬ özellikler ve sa¼glad¬¼g¬ teorem-

ler q-analize aktar¬labilmektedir. Bu tez çal¬̧smas¬n¬n çerçevesini, bu özelliklerden biri

olan ortogonallik özelli¼gi oluşturmaktad¬r.

Bu tezde, öncelikle fonksiyonlarda ortogonallik ve s¬f¬rlara göre ortogonallik tan¬m-

lan¬p ortogonal polinomlara ait baz¬ özellikler s¬ralanm¬̧st¬r. Daha sonra s¬ras¬yla Jacobi

polinomlar¬, ultraküresel polinomlar, Hermite polinomlar¬ ve Bessel fonksiyonu ve bun-

lar¬n q-benzerleri tan¬mlan¬p taş¬d¬klar¬ özelliklerin kan¬tlar¬ verilmi̧stir. Bu çal¬̧sman¬n

en temel amac¬, analiz ve q-analiz disiplinleri aras¬nda ortogonallik özelli¼gi ile kurulan

köprüyü ana hatlar¬yla çizmektir.
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II GENEL B·ILG·ILER

II.1 q-ANAL·IZDEK·I ÖN KAVRAMLAR

ve GÖSTER·IMLER

Analizde f (x) fonksiyonunun x0�daki türevi, limx!x0 =
f (x)� f (x0)

x� x0
ile tan¬m-

lan¬r. Türevin varl¬¼g¬, bu limitin varl¬¼g¬na ba¼gl¬d¬r. q� Analizde ise, bu ifadedeki limit

kavram¬ ortadan kalkar ve
f (x)� f (x0)

x� x0
türev oran¬nda 0 < q < 1 olmak üzere x = qx0

yaz¬larak, limitten ba¼g¬ms¬z bir türev tan¬m¬ elde edilir. Bu yolla elde edilen

(Dqf) (x0) =
f (qx0)� f (x0)

x0 (q � 1)

de¼gerine, f (x)�in x0 daki q-türevi denir. Bu tan¬m

lim
q!1�

(Dqf) (x0) = f 0 (x0)

eşitli¼ginden dolay¬, türevin q-analizdeki kaŗs¬l¬¼g¬ olarak kabul edilmi̧stir. Bu kavram

yard¬m¬yla analizdeki bir çok olgu tekrar oluşturularak, kuantum analize geçi̧s yap¬l¬r.

Özel olarak, xn�nin q-türevi bize, birçok gerekli kavram¬n q-benzerini sa¼glar.

Tan¬m yard¬m¬yla bu türevi bulal¬m. x 6= 0 için,

Dq (x
n) =

(qx)n � xn

x (q � 1) =
1� qn

1� q
xn�1

elde edilir. lim
q!1�

1� qn

1� q
= n oldu¼gundan

1� qn

1� q
ifadesine n do¼gal say¬s¬n¬n q-benzeri

denir ve bu benzerlikten dolay¬ [n] ile gösterilir. Dolay¬s¬yla, analizdeki türev ifadesine

benzer olarak

Dq(x
n) = [n]xn�1

elde edilir. Böylece q-analizin "do¼gal say¬lar¬" oluşturulur. Bu tan¬m, tüm say¬lara

genelleştirilebilir. � herhangi bir say¬ olmak üzere

lim
q!1�

1� q�

1� q
= � (II.1)

2



eşitli¼gi kullan¬larak, yukar¬daki gibi
1� q�

1� q
ifadesine � n¬n q-benzeri denir ve bu ifade

k¬saca [�] ile gösterilir. Ayr¬ca [n] tan¬m¬ kullan¬larak, faktöriyel kavram¬n¬n q-benzeri

[n]! =

�

1

[n]� [n� 1]� : : :� 1
n = 0

n = 1; 2; : : :
(II.2)

ile verilir. Bu tan¬m yard¬m¬yla k = 0; 1; : : : ; n için,
�

n
k

�

binom katsay¬s¬n¬n q-benzeri

�

n

k

�

=
[n]!

[k]! [n� k]!
=

(1� q) (1� q2) : : : (1� qn)

(1� q) (1� q2) : : : (1� qk) (1� q) (1� q2) : : : (1� qn�k)
(II.3)

ifadesiyle verilir.

Analizdeki ötelenmi̧s faktöriyel tan¬m¬ veya di¼ger ad¬yla Pochhammer sembolü, her

a say¬s¬ ve n do¼gal say¬s¬ için

(a)0 = 1 ve (a)n = (a) (a+ 1) : : : (a + n � 1); n = 1; 2; ::: şeklinde tan¬mlan¬r.

Pochammer sembolünün q-benzeri

(a; q)n =

�

1

(1� a) (1� qa) : : : (1� qn�1a)

n = 0

n = 1; 2; : : :
(II.4)

ile verilir. Buna q-Pochammer sembolü ad¬ verilir. Burada q-benzerli¼gin ç¬k¬̧s noktas¬,

a yerine qa al¬n¬p (II.1) kullan¬larak elde edilen

lim
q!1�

(qa; q)n
(q; q)n

= lim
q!1�

(1� qa) (1� qa+1) ::: (1� qa+n�1)

(1� q) (1� q2) ::: (1� qn)
=
(a)n
n!

(II.5)

eşitli¼gidir.

Bu tan¬mdan gelen birçok özellik içinde en s¬k rastlanan¬,

(a; q)k+n = (a; q)k
�

aqk; q
�

n
(II.6)

eşitli¼gidir. (II.4) tan¬m¬n¬n genelleştirilmi̧s hali

(a; q)
1
= lim

k!1
(a; q)k =

1
Y

k=0

�

1� qka
�

; jqj < 1

ile verilir.

3



Bu tezde q-hipergeometrik serileri incelerken s¬kl¬kla kaŗs¬laş¬lacak bu tan¬m, birçok

fonksiyon ve seride kullan¬lmaktad¬r. Örne¼gin, analizdeki jzj < 1 için yak¬nsak olan

1
X

k=0

(a)k
k!

zk =
1

(1� z)a
(II.7)

serisinde, a = �n ve z = �x=y yaz¬ld¬¼g¬nda, n�inci kuvvetin binom aç¬l¬m¬ formülüne

ulaş¬l¬r:

(x+ y)n =

n
X

k=0

�

n

k

�

xkyn�k

Bu formül, analizdei binom teoremidir. Buradan, (II.7)�deki seri ve fonksiyonun q-

benzerini inşa ederek, q-binom teoremini elde edebiliriz.

Bunun için, öncelikle jqj < 1 alal¬m. jzj < 1 için yak¬nsak olan

f (a; z) =

1
X

k=0

(a; q)k
(q; q)k

zk (II.8)

serisinde a yerine qa yaz¬l¬p q ! 1� limiti al¬nd¬¼g¬nda, (II.5)�ten,

lim
q!1�

f (qa; z) =

1
X

k=0

(a)k
k!

zk =
1

(1� z)a
(II.9)

eşitli¼gi ortaya ç¬kar. Şimdi, f (a; z) fonksiyonunu bulal¬m. (II.8)�de (II.6)�y¬ n kez arka

arkaya uygularsak,

f (a; z) = (az; q)n f (aq
n; z) ; n = 1; 2; : : :

elde ederiz. Bu ifadenin n!1 limitini ald¬¼g¬m¬zda, jqj < 1 oldu¼gundan qn ! 0 ve,

f (a; z) = (az; q)
1
f (0; z)

olarak bulunur. a = q al¬n¬rsa,

f (0; z) =
1

(z; q)
1
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bulunur. Bunu yerine yazd¬¼g¬m¬zda, q-binom teoremi ad¬ verilen

f (a; z) =
(az; q)

1

(z; q)
1

=

1
X

k=0

(a; q)k
(q; q)k

zk (II.10)

eşitli¼gi elde edilir. Ters taraftan,

g (a; z) =
(az; q)

1

(z; q)
1

=

1
X

i=0

biz
i

tan¬mlarsak, gerekli hesaplamalar sonucunda bi =
(a; q)i
(q; q)i

bulunur. Böylece, (II.10) ile

verilen q-binom teoremi kan¬tlanm¬̧s olur [2].

Bu teoremin bir uygulamas¬, analizdeki (1� z)�a (1� z)�b = (1� z)�a�b eşitli¼ginin

q-benzerinin bulunmas¬d¬r. Bunun için (II.10) kullan¬larak jzj < 1 için,

(az; q)
1

(z; q)
1

(bz; q)
1

(z; q)
1

=

 

1
X

i=0

(a; q)i
(q; q)i

zi

! 

1
X

k=0

(b; q)k
(q; q)k

(az)k
!

=

1
X

n=0

(ab; q)n
(q; q)n

zn =
(abz; q)

1

(z; q)
1

eşitli¼gindeki seriler, i = n� k al¬narak çarp¬ld¬¼g¬nda,

n
X

k=0

(a; q)n�k (b; q)k
(q; q)n�k (q; q)k

ak =
(ab; q)n
(q; q)n

(II.11)

formülü ç¬kar. Bu formülü bir önceki eşitlikte yerine yazarsak,

(az; q)
1

(z; q)
1

(bz; q)
1

(z; q)
1

=

1
X

n=0

(ab; q)n
(q; q)n

zn =
(abz; q)

1

(z; q)
1

ifadesi bize istenen q-benzeri verir [2].

Ayr¬ca, analizde (II.7) binom formülünün türetili̧sine benzer şekilde, (II.11)�de her

iki taraf (q; q)n ile çarp¬larak

(ab; q)n =

n
X

k=0

�

n

k

�

(a; q)n�k (b; q)k a
k

ile verilen q-binom formülü elde edilir.

Bu formül yaln¬zca jqj < 1 için geçerlidir. q-Pochammer sembolünün

(a; q)n =
�

a�1; q�1
�

n
(�a)nq(n2) (II.12)
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özelli¼gi yard¬m¬yla jqj > 1 için q-binom formülü

1
X

n=0

(a; q)n
(q; q)n

zn =
(z=q; q�1)

1

(az=q; q�1)
1

şeklindedir ve bu seri jaz=qj < 1 için yak¬nsakt¬r.

(II.10) eşitli¼ginin bir başka uygulamas¬ da, üstel fonksiyon ez�nin iki tane q-

benzerini verir. Bunlar¬ oluşturmak için, (II.10)�da a = 0 al¬narak elde edilen

1

(z; q)
1

=

1
X

n=0

zn

(q; q)n
; jzj < 1 (II.13)

fonksiyonunda z yerine z=a yaz¬l¬p a!1 limiti al¬narak,

(z; q)
1
=

1
X

n=0

(�1)n q n(n�1)2
zn

(q; q)n
; jzj <1 (II.14)

fonksiyonu elde edilir. Bu fonksiyonlardan (II.13)�te z = (1� q) x ve (II.14)�te z =

(q � 1) x yazarsak, s¬ras¬yla

lim
q!1�

1

((1� q) x; q)
1

= ex

ve

lim
q!1�

((q � 1) x; q)
1
= ex

oldu¼gundan bu serilere üstel fonksiyonun q-benzerleri denir ve s¬rayla eq(x) ve Eq (x)

ile gösterilir [2].

(II.13) ve (II.14) eşitliklerinden kolayca görülür ki

eq (ax) =
1

Eq (ax)

dir. (II.6) eşitli¼ginde n!1 limit al¬nd¬¼g¬nda,

(a; q)n =
(a; q)

1

(aqn; q)
1

(II.15)

eşitli¼gi ve buradan da

Eq (x) = Eqr (x)Eqr (qx) : : : Eqr
�

qr�1x
�
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formülü elde edilir.

Analizdekine benzer şekilde, q-üstel fonksiyonlar¬ yard¬m¬yla q-trigonometrik ve q-

hiperbolik fonksiyonlar şöyle tan¬mlan¬r [2]:

sinq ax =
eq (iax)� eq (�iax)

2i
=

1
X

n=0

(�1)n (ax)
2n+1

(q; q)2n+1
; jaxj < 1

cosq ax =
eq (iax) + eq (�iax)

2
=

1
X

n=0

(�1)n (ax)
2n

(q; q)2n
; jaxj < 1

sinhq ax =
eq (ax)� eq (�ax)

2
; jaxj < 1

coshq ax =
eq (ax) + eq (�ax)

2
; jaxj < 1

Sinq ax =
Eq (iax)� Eq (�iax)

2i
=

1
X

i=0

(�1)n qn(2n+1) (ax)
2n+1

(q; q)2n+1

Cosq ax =
Eq (iax) + Eq (�iax)

2
=

1
X

i=0

(�1)i qi(2i�1) (ax)
2i

(q; q)2i

q-trigonometrik fonksiyonlar¬n q-türevleri, q-türev tan¬m¬ yard¬m¬yla hesapland¬¼g¬nda

şu formüller elde edilir:

Dqeq (ax) =
a

1� q
eq (ax)

Dq sinq ax =
a

1� q
cosq ax ve Dq cosq ax = �

a

1� q
sinq ax

Dq sinhq ax =
a

1� q
coshq ax ve Dq coshq ax =

a

1� q
sinhq ax

DqEq (ax) =
a

q � 1Eq (aqx)

Dq Sinq ax =
a

1� q
Cosq aqx ve Dq Cosq ax = �

a

1� q
Sinq aqx
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II.2 q-H·IPERGEOMETR·IK FONKS·IYONLAR ve

q�·IK·I TARAFLI H·IPERGEOMETR·IK

FONKS·IYONLAR

1
X

n=0

�nz
n

kuvvet serisi için, ard¬̧s¬k katsay¬lar¬n oran¬ n�e ba¼gl¬ bir rasyonel fonksiyon ise, yani

A(n) ve B(n) iki polinom ve B(n) 6= 0 olmak üzere

�n+1
�n

=
A(n)

B(n)
; �0 = 1

eşitli¼gi sa¼glan¬yorsa, bu seriye hipergeometrik seri denir. Bu serinin yak¬nsak oldu¼gu

durumlarda,

F (z) =

1
X

n=0

�nz
n

fonksiyonuna hipergeometrik fonksiyon denir.

Bu tür serilere ilk örnek, Gauss�un 1813�te tan¬mlad¬¼g¬

F (a; b; c; z) =

1
X

n=0

(a)n (b)n
(c)n n!

zn (II.16)

serisidir. Burada, payday¬ s¬f¬rlamamak aç¬s¬ndan c =2 Z
� [ f0g al¬n¬r. Gauss, bu

serinin jzj < 1 için mutlak yak¬nsak, jzj = 1 içinse Re(c�a� b) > 0 koşuluyla yak¬nsak

oldu¼gunu kan¬tlam¬̧st¬r. Yak¬nsak oldu¼gu durumlarda, seri toplam¬n¬ veren fonksiyon

da F (a; b; c; z) ile gösterilir.

Hipergeometrik serilere bu isim, a = 1, b = c al¬nd¬¼g¬nda,

F (1; b; b; z) =

1
X

n=0

zn

formülünde görülen geometrik seriler elde edildi¼gi için verilmi̧stir.
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Gauss serisinin yak¬nsakl¬¼g¬ kullan¬larak, birçok fonksiyon bu seriyle ifade edilebilir.

Örne¼gin, jzj < 1 için yak¬nsak olan

(1 + z)�a = F (a; b; b;�z),

log(1 + z) = F (1; 1; 2;�z)

ve her z için yak¬nsak olan

ez = lim
a!1

F (a; b; b; z=a)

bu formüllerden baz¬lar¬d¬r [2].

Gauss serisinin ve fonksiyonunun genelleştirilmi̧s hali, 1 � i � r ve 1 � j � s;

ai 6= bj ve bj =2 Z� [ f0g için tan¬mlanan ve katsay¬lar¬

�n =
(a1)n (a2)n : : : (ar)n
(b1)n (b2)n : : : (bs)n n!

1

n!

ifadesiyle verilen

rFs (a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs; z) = rFs

�

a1; : : : ; ar
b1; : : : ; bs

; z

�

=

1
X

n=0

(a1)n : : : (ar)n
(b1)n : : : (bs)n n!

zn (II.17)

hipergeometrik serisidir. Oran kriterinden, rFs (a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs; z) serileri için

yak¬nsakl¬k koşullar¬ şu şekildedir:

1) r � s ise her z için mutlak yak¬nsakt¬r.

2) r = s + 1 ise jzj < 1 için yak¬nsak, ayn¬ zamanda Raabe kriteriyle r = s + 1 ve

Re(b1 + : : :+ bs � (a1 + : : :+ ar)) > 0 ise jzj = 1 için mutlak yak¬nsakt¬r.

3) r > s+ 1 ise sadece z = 0 için yak¬nsakt¬r.

Yak¬nsakl¬k durumunda seri toplam¬n¬ veren fonksiyon da rFs (a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs; z)

ile gösterilir.

Bu serilerde katsay¬da pay yoksa, yani r = 0 ise, ya da payda yoksa, yani s = 0 ise,

bunu ifade etmek için tire kullan¬l¬r.
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Genelleştirilmi̧s Gauss serisi ile birçok özel fonksiyon ifade edilebilir. Bunlara örnek

olarak, üstel fonksiyon

ez =0 F0(�;�; z),

trigonometrik fonksiyonlar

sin z = z:0F1

�

�; 3
2
;�z

2

4

�

ve cos z =0 F1

�

�; 1
2
;�z

2

4

�

,

Bessel Fonksiyonu

J�(z) =

�

z
2

��
0F1

�

�;� + 1;� z2

4

�

�(� + 1)
, (II.18)

Hermite Polinomlar¬

Hn(x) = (2x)
n
2F0

�

�n
2
;
(1� n)

2
;�;� 1

x2

�

, (II.19)

ve Laguerre Polinomlar¬

L�n(x) =
(� + 1)n

n!
1F1 (�n; � + 1; x) (II.20)

verilebilir [3].

Gauss serisinin q- benzeri Heine taraf¬ndan

�(a; b; c; q; z) =

1
X

n=0

(a; q)n (b; q)n
(c; q)n (q; q)n

zn

şeklinde ile tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada,

n = m+ 1;m+ 2; : : : için (q�m; q)n = 0

olaca¼g¬ndan, Heine serisi m 2 N olmak üzere c 6= q�m koşuluyla tan¬mlanm¬̧st¬r. Bu

seri jzj < 1 ve jqj < 1 için mutlak yak¬nsakt¬r. Yak¬sakl¬k durumunda seri toplam¬n¬

veren fonksiyon da �(a; b; c; q; z) ile gösterilir. Ayr¬ca (II.1)�den dolay¬ her terimi q

1�e yaklaş¬rken Gauss serisinin terimlerine yak¬nsar. Bu nedenle Heine serisine, q-

hipergeometrik seri ya da temel hipergeometrik seri de denir.
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Heine serileri de, Gauss serileri gibi genelleştirilebilir. 1 � i � r ve 1 � j � s olmak

üzere,

r�s (a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs; q; z) =

1
X

n=0

(a1; q)n : : : (ar; q)n
(b1; q)n : : : (bs; q)n

h

(�1)nq(n2)
i1+r�s

zn (II.21)

ifadesi ile verilir. Heine�nin � serisi bu tan¬ma göre 2�1 ile gösterilir. Genelleştirilmi̧s

Heine serileri, katsay¬lar¬n hepsini s¬f¬rlamamak için q 6= 0 ve payday¬ s¬f¬rlayan de¼ger

olmamas¬ için, m 2 N olmak üzere bk 6= q�m; 1 � k � s koşullar¬yla tan¬mlan¬r.

jqj < 1 için yak¬nsakl¬k koşullar¬, oran kriteriyle şu şekilde belirlenir:

1) r � s ise her z için mutlak yak¬nsakt¬r.

2) r = s+ 1 ise jzj < 1 için mutlak yak¬nsakt¬r.

3) r > s+ 1 ise sadece z = 0 için yak¬nsakt¬r.

Yak¬nsakl¬k durumunda, daha önce oldu¼gu gibi, seri toplam¬n¬ veren fonksiyon da

r�s (a1; : : : ; ar; b1; : : : ; bs; q; z) ile gösterilir [2].

q-hipergeometrik serileri şimdiye kadar jqj < 1 için inceledik. Ancak, jqj > 1 için de

(II.12) formülü yard¬m¬yla yak¬nsakl¬k koşullar¬ bulunabilir. Bu yüzden genel olarak,

jqj < 1 alaca¼g¬z.

·Iki tara�¬ q-hipergeometrik serileri tan¬mlayabilmek için, öncelikle Pochammer sem-

bolü ve q-Pochammer sembolünün negatif altindisler için de tan¬mlamak gerekir. Bu

tan¬m, n 2 N için s¬ras¬yla

(a)�n =
1

(a� 1)(a� 2) : : : (a� n)
=

1

(a� n)n
=
(�1=a)n
(1� a)n

(II.22)

(a; q)�n =
1

(1� aq�1)(1� aq�2) : : : (1� aq�n)
=

1

(aq�n; q)n
=
(�q=a)nq(n2)
(q=a; q)n

(II.23)

formülleriyle verilir. (II.23) formülü, (II.15) özelli¼gi herhangi bir � say¬s¬ için genelleştir-

ilerek

(a; q)� =
(a; q)1
(aq�; q)1

şeklinde verilmi̧s genel q-Pochammer sembolünde n 2 N için � = �n alarak bulunur.

(II.23)�ten
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1

(qn; q)k
=
�

qn+k; q
�

�k
= 0; n � 1; k = �n;�n� 1; : : : (II.24)

formülüne ulaş¬l¬r. Bu bilgilerle, q-hipergeometrik seriler iki tara�¬ hale getirilebilir.

Bunun için, 0 < jqj < 1, 0 < jzj < 1 ve n = 0; 1; 2; : : : alal¬m. (II.10) eşitli¼ginde

verilen q-binom teoremine negatif indisli katsay¬lar eklenip (II.24) uygulan¬rsa,

(az; q)
1

(z; q)
1

=

1
X

k=0

(a; q)k
(q; q)k

zk =

1
X

k=�1

(a; q)k
(q; q)k

zk

bulunur. Burada k = j + n� 1 al¬p (II.6) kullan¬ld¬¼g¬nda,

(ax; q)
1

(x; q)
1

=

1
X

j=�1

(a; q)j
(q; q)j

zj =

1
X

j=�1

(a; q)j+n�1
(q; q)j+n�1

zj+n�1

=

1
X

j=�1

(a; q)n�1 (aq
n�1; q)j

(q; q)n�1 (q
n; q)j

zj+n�1

=
(a; q)n�1
(q; q)n�1

zn�1
1
X

j=�1

(aqn�1; q)j
(qn; q)j

zj

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikte a yerine aq1�n yaz¬l¬rsa,

1
X

j=�1

(a; q)j
(qn; q)j

zj =
(aq1�nz; q)

1

(x; q)
1

(q; q)n�1
(aq1�n; q)n�1

1

zn�1

=
(1� aq1�nz) : : : (1� aq�1z)

(1� aq1�n) : : : (1� aq�1; q)

(az; q)
1

(z; q)
1

(q; q)
1

(qn; q)
1

1

zn�1

=
(az; q)

1
(q; q)

1

(z; q)
1
(qn; q)

1

(1� q=az) : : : (1� qn�1=az)

(1� q=a) : : : (1� qn�1=a)

=
(az; q)

1
(q; q)

1

(z; q)
1
(qn; q)

1

(q=az; q)
1

(q=a; q)
1

(qn=a; q)
1

(qn=az; q)
1

eşitli¼gi elde edilir. Burada

(a1; q)1 (a2; q)1 : : : (ak; q)1 = (a1; a2; : : : ; ak; q)1

gösterimi kullan¬l¬p qn yerine b yaz¬larak,

1
X

j=�1

(a; q)j
(b; q)j

xj =
(q; b=a; az; q=az; q)

1

(b; q=a; z; b=az; q)
1

(II.25)
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formülü elde edilir. Eşitli¼gi yaln¬z qn için gösterdik. Tüm b say¬lar¬na genelleştirmek

için öncelikle soldaki serinin negatif ve pozitif indisli terimlerini ay¬rd¬¼g¬m¬zda,

1
X

j=�1

(a; q)j
(b; q)j

zj =

�1
X

j=�1

(a; q)j
(b; q)j

zj +

1
X

j=0

(a; q)j
(b; q)j

zj

=

1
X

j=1

(q=b; q)j
(q=a; q)j

�

b

az

�j

+

1
X

j=0

(a; q)j
(b; q)j

zj (II.26)

elde edilir. Eşitli¼gin sa¼g taraf¬ndaki birinci seri, 0 < jb=azj < 1 için, ikinci seri ise

0 < jzj < 1 için yak¬nsakt¬r. Buradan (II.26)�daki seriyi b nin bir fonksiyonu olarak

düşündü¼gümüzde, seri jzj < 1 ve jbj < min f1; jazjg için yak¬nsakt¬r ve b�nin analitik

bir fonksiyonudur. O zaman, qn için geçerlili¼gini kan¬tlad¬¼g¬m¬z seri toplam¬n¬n, her

b say¬s¬ için analitik devam¬n¬ alabiliriz. Buradan da (II.25) elde edilir. Öyleyse, q-

binom teoreminin genelleştirilmi̧s hali

1
X

j=�1

(a; q)j
(b; q)j

zj =
(q; b=a; az; q=az; q)

1

(b; q=a; z; b=az; q)
1

; jb=aj < jzj < 1; jqj < 1 (II.27)

formülü ile verilir [2].

(II.25) inşa yoluyla, yani

g (z) =
(az; q=az; q)

1

(z; b=az; q)
1

=

1
X

k=�1

ckz
k

fonksiyonunda ck katsay¬lar¬n¬ bulunarak kant¬lanabilir. g fonksiyonu, q-Pochammer

sembolünün özelliklerinden dolay¬,

q (1� z) g (z) = (b� aqz) g (qz)

eşitli¼gini sa¼glar. Bu eşitlik g(z) ve g(qz) için yerine yaz¬l¬rsa,

1
X

k=�1

q
��

1� bqk�1
�

�
�

1� aqk
�

z
�

ckz
k = 0

1
X

k=�1

q
��

1� bqk�1
�

ck �
�

1� aqk�1
�

ck�1
�

zk = 0
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bulunur. Bu serinin her katsay¬s¬ s¬f¬r olmal¬d¬r, yani,

ck =
1� aqk�1

1� bqk�1
ck�1

=
1� aqk�1

1� bqk�1
1� aqk�2

1� bqk�2
� � � 1� a

1� b
c0

=
(a; q)k
(b; q)k

c0

buradan da

g (z) = c0

1
X

k=�1

(a; q)k
(b; q)k

zk

elde edilir. Geriye yaln¬zca c0 katsay¬s¬ bulmak kald¬. Bunun için,

(az; q)
1

(z; q)
1

(q=az; q)
1

(b=az; q)
1

=

 

1
X

k=0

(a; q)k
(q; q)k

zk

! 

1
X

k=0

(q=b; q)k
(q; q)k

�

b

az

�k
!

çarp¬m¬ yap¬l¬rsa,

c0 =

1
X

k=0

(a; q)k
(q; q)k

(q=b; q)k
(q; q)k

�

b

a

�k

= 2�1

�

a; q=b

q
; q; b=a

�

elde edilir. Ek I�deki (3) dönüşüm formülü ve (II.10) binom teoremi yard¬m¬yla,

c0 =
(b; q=a; q)

1

(q; b=a; q)
1

olarak bulunur. Bu katsay¬lar g(z) tan¬m¬nda yerine yaz¬larak (II.25) formülüne ulaş¬l¬r.

Bu seri genelleştirilerek, Ramanujan serisi olarak adland¬r¬lan

r	s

�

a1; : : : ; ar
b1; : : : ; bs

; q; z

�

=

1
X

k=�1

(a1; : : : ; ar; q)k
(b1; : : : ; bs; q)k

�

(�1)k q(k2)
�(s�r)

zk (II.28)

iki tara�¬ q-hipergeometrik serileri tan¬mlan¬r. (II.27)�ye bu gösterimden dolay¬ Ra-

manujan 1	1 serisi de denir. Bu serinin yak¬nsakl¬k koşullar¬, 1	1 için (II.27)�de verilen

yak¬nsakl¬k koşullar¬ genelleştirilerek elde edilir. Bunun için öncelikle, (II.28)�in pozitif

ve negatif indisli terimleri ayr¬l¬rsa,

r	s (z) =

1
X

k=1

(q=b1; : : : ; q=bs; q)k
(q=a1; : : : ; q=ar; q)k

�

(�1)k q(k2)
�(s�r)

�

b1 : : : bs
a1 : : : arz

�k

+

1
X

k=0

(a1; : : : ; ar; q)k
(b1; : : : ; bs; q)k

�

(�1)k q(k2)
�(s�r)

zk
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eşitli¼gi bulunur.

Bu iki seri için yak¬nsakl¬k koşullar¬ şu şekildedir:

1) r < s ise

�

�

�

�

b1 : : : bs
a1 : : : ar

�

�

�

�

< jzj için yak¬nsakt¬r.

2) r = s ise

�

�

�

�

b1 : : : bs
a1 : : : ar

�

�

�

�

< jzj < 1 için yak¬nsakt¬r.

3) r > s ise hiçbir z için yak¬nsak de¼gildir.

Baz¬ temel fonksiyonlar¬n q-hipergeometrik fonksiyonlar cinsinden yaz¬l¬̧slar¬ ise

şu şekildedir:

eq (az) = 1�0 (0;�; q; az)

Eq (az) = 0�0 (�;�; q; az) :

Ayr¬ca

(q; q)2k =
�

q2; q2
�

k

�

q; q2
�

k

eşitli¼gi yard¬m¬yla,

sinq az =
az

1� q
2�1
�

0; 0; q3; q2;�a2z2
�

cosq az = 2�1
�

0; 0; q; q2;�a2z2
�

Sinq az =
az

1� q
0�1
�

�; q3; q2;�q3a2z2
�

Cosq az = 0�1
�

�; q; q2;�qa2z2
�

ifadeleri elde edilir [2].

II.3 q-·INTEGRAL

Tan¬m II.1 Bir f fonksiyonunun q-karş¬t türevi, DqF (x) = f (x) koşulunu sa¼glayan

F (x) fonksiyonu olarak tan¬mlan¬r ve

Z

f (x) dqx (II.29)

ile gösterilir.
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Klasik analizdeki belirsiz integral sabiti kuantum analizde de vard¬r. Bunu görmek

için, bir g(x) fonksiyonu için Dqg (x) = 0 olsun. g (x) =
1
P

i=0

aix
i formel kuvvet serisi

yaz¬l¬p q-türevi al¬n¬rsa, qiai = ai; i = 0; 1; ::: bulunur. Bu durumda a1 = a2 = ::: = 0

ve g(x) = a0 elde edilir. Öyleyse (II.29)�da

Z

f (x) dqx = F (x) + c

yaz¬labilir.

Teorem II.1 (Jackson ·Integrali)

Z

f (x) dqx = (1� q) x

1
X

i=0

qif
�

qix
�

(II.30)

·Ispat. f(x) fonksiyonunun q-kaŗs¬t türevi F (x) olsun. Mqg (x) = g (qx) lineer

operatörünü tan¬mlayal¬m. q-türev tan¬m¬ndan

1

(q � 1) x (Mq � 1)F (x) =
F (qx)� F (x)

(q � 1) x = DqF (x) = f (x)

eşitli¼gi ilde edilir.Bu eşitlikte F (x)�i yaln¬z b¬rak¬rsak,

F (x) =
1

1�Mq

((1� q) xf (x))

= (1� q)

1
X

i=0

M i
q (xf (x))

= (1� q)
�

xf (x) + qxf (qx) + q2xf
�

q2x
�

+ � � �
�

= (1� q) x

1
X

i=0

qif
�

qix
�

buradan da,
Z

f (x) dqx = (1� q) x

1
X

i=0

qif
�

qix
�

(II.31)

bulunur.

(II.31)�formülüne f fonksiyonunun Jackson integrali denir [1]. Jackson integralinin

bu teoremdeki tan¬m¬ formel bir tan¬md¬r. (II.30)�daki serinin hangi koşullarda bir q-

ters türeve yak¬nsad¬¼g¬n¬ göstermek gerekir.
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Teorem II.2 0 < q < 1 olsun. 0 � � < 1 için jf (x) x�j ; (0; A] aral¬¼g¬ üzerinde

s¬n¬rl¬ysa, (II.31) ile tan¬mlanan Jackson integrali, (0; A] üzerinde f fonksiyonunun

q-karş¬t türevi olan bir F fonksiyonuna yak¬nsar. Ayr¬ca, F (0) = 0 olmak üzere F

fonksiyonu x = 0 da süreklidir.

·Ispat. (0; A] üzerinde jf (x) x�j < M olsun. Herhangi 0 � x < A ve i = 1; 2; :::

için
�

�(qix)
�
f (qix)

�

� < M eşitsizli¼ginden jf (qix)j < M (qix)
�� olmal¬d¬r. Eşitsizli¼gi qi

ile geni̧sleterek, 0 < x � A için

�

�qif
�

qix
��

� < Mqi
�

qix
�

��
=Mx��

�

q1��
�i

bulunur. 1�� > 0 ve 0 < q < 1 oldu¼gundan, bu eşitsizli¼ge göre (II.31)�deki seri, yak¬n-

sak bir geometrik seri ile üstten s¬n¬rl¬d¬r ve bu yüzden bir F fonksiyonuna noktasal

olarak yak¬nsar. (II.31)�de x = 0 yazarak F (0) = 0 bulunur.

Key� bir � > 0 için � < (�=M(1� q)�)1=1�� seçildi¼ginde, her jxj < � için

jF (x)� F (0)j = jF (x)j =
�

�

�

�

�

(1� q) x

1
X

i=0

qif
�

qix
�

�

�

�

�

�

< (1� q) jxj
1
X

i=0

Mx��
�

q1��
�i

<
M�1�� (1� q)

1� q1��
< �

sa¼glan¬r. Yani, F fonksiyonun x = 0 da süreklidir. Ayr¬ca 0 < qx � A oldu¼gundan

F fonksiyonu q-türevlenebilirdir. (II.31)�deki serinin q-türevini ald¬¼g¬m¬zda, DqF (x) =

f(x) elde ederiz. Böylece F fonksiyonunun f �nin q-kaŗs¬t türevi oldu¼gu da kan¬tlanm¬̧s

olur.

Tan¬m II.2 0 < a < b olsun. Belirli q-integral,

b
Z

0

f (x) dqx = b (1� q)

1
X

i=0

qif
�

qib
�

(II.32)

olmak üzere
b
Z

a

f (x) dqx =

b
Z

0

f (x) dqx�
a
Z

0

f (x) dqx (II.33)
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eşitli¼giyle tan¬mlan¬r.

Bu tan¬m¬n q-analiz aç¬s¬ndan önemi, (II.32)�deki seri toplam¬n¬n [0; b] aral¬¼g¬n¬n

xi = qib parçalan¬̧s¬ al¬nd¬¼g¬nda ortaya ç¬kan Riemann toplam¬ olmas¬d¬r. Burada

q ! 1 için b (1� q) qi ! 0 d¬r ve ve seri toplam¬, [qib; b] üzerinde Riemann integraline

yak¬nsar. Bu argümanla, f fonksiyonunun [0; b] kapal¬ aral¬¼g¬nda sürekli oldu¼gu görülür

ve buradan da

lim
q!1

b
Z

0

f (x) dqx =

b
Z

0

f (x) dx

eşitli¼gi elde edilir. Böylece Jackson integralinin Riemann integralinin q-benzeri oldu¼gu

kan¬tlanm¬̧s olur.

Tan¬m II.3 f fonksiyonunun R+ [ f0g daki genelleştirilmiş q-integrali,
1
Z

0

f (x) dqx =

1
X

i=�1

qi
Z

qi+1

f (x) dqx

toplam¬yla tan¬mlan¬r.
qi
Z

qi+1

f (x) dqx = (1� q) qif
�

qi
�

oldu¼gundan
1
Z

0

f (x) dqx = (1� q)

1
X

i=�1

qif
�

qi
�

(II.34)

formülü elde edilir.

Teorem II.3 x�f (x) ; � < 1 iken x = 0 noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda ve � > 1 iken

yeterince büyük x ler için s¬n¬rl¬ysa genelleştirilmiş q-integrali yak¬nsakt¬r.

·Ispat. (II.34)�te sa¼gdaki serinin pozitif ve negatif indisli terimleri ayr¬larak

1
X

i=�1

qif
�

qi
�

=

1
X

i=1

q�if
�

q�i
�

+

1
X

i=0

qif
�

qi
�

şeklinde yaz¬labilir. Bu iki toplam¬n yak¬nsakl¬¼g¬n¬ ayr¬ ayr¬ gösterece¼giz. ·Ikinci toplam,

(0; 1] aral¬¼g¬ndaki q-integralidir. Teorem II.2�deki i̧slemler, verilen koşullardan ilki
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gözönüne al¬narak yap¬ld¬¼g¬nda toplam¬n yak¬nsakl¬¼g¬ kan¬tlan¬r. Birinci toplam ise,

ikinci koşullarda, yani x�in yeterince büyük olmas¬ ve bir � > 1 için jx�f (x)j < M

koşullar¬ alt¬nda i ler için

�

�q�if
�

q�i
��

� = qi(��1)
�

�q��if
�

q�i
��

� < Mqi(��1)

eşitli¼gi ve Teorem II.2�deki argüman uygulanarak bulunur. Buna göre birinci seri,

yak¬nsak bir geometrik seri ile üstten s¬n¬rland¬¼g¬ndan mutlak yak¬nsakt¬r.

Teorem II.4 (q-·Integralin Temel Teoremi): 0 � a < b � 1 ve F , f fonksi-

yonunun bir karş¬t türevi olsun. F; x = 0 da sürekliyse,

b
Z

a

f (x) dqx = F (b)� F (a)

sa¼glan¬r.

·Ispat. F fonksiyonu, x = 0 da sürekli oldu¼gundan, bir sabit fark¬yla Jackson

formülünden

F (x) = (1� q) x

1
X

i=0

qif
�

qix
�

+ F (0) :

eşitli¼giyle verilir. Buradan

a
Z

0

f (x) dqx = F (a)� F (0) ve b 2 R için
b
Z

0

f (x) dqx = F (b)� F (0)

ifadeleri birbirinden ç¬kar¬larak istenen formül elde edilir.

Sonuç II.1 x = 0 noktas¬n¬n bir komşulu¼gunda f 0 (x) (f �nin klasik türevi ) tan¬ml¬ ve

x = 0 da sürekliyse
b
Z

a

Dqf (x) dqx = f (b)� f (a) (II.35)

sa¼glan¬r.
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·Ispat. L�Hospital kural¬yla

lim
x!0

Dqf (x) = lim
x!0

f (qx)� f (x)

x (q � 1) = f 0 (0)

elde edilir. Dqf (0) = f 0 (0) tan¬mlanarak, Dqf (x) fonksiyonu x = 0 da sürekli hale

getirildi¼ginde, teorem uygulanarak istenen eşitlik elde edilir.

K¬smi integralin q-benzerini tan¬mlamak için, öncelikle iki fonksiyonun çarp¬m¬n¬n

q-türevi,

Dq (f (x) � g (x)) = f (x) �Dqg (x) + g (qx) �Dqf (x)

olarak hesaplan¬r. Bu eşitli¼ge (II.35) uygulan¬rsa, q-analizdeki k¬smi integral formülü

b
Z

a

f (x) �Dqg (x) dqx = f (b) g (b)� f (a) g (a)�
b
Z

a

g (qx) �Dqf (x) dqx (II.36)

şeklinde elde edilir.

II.4 q-GAMMA VE q�BETA FONKS·IYONLAR

Gamma fonksiyonunun q-benzeri:

�q (x) =

1
Z

0

tx�1 Eq ((1� q) qt) dqt; x > 0 (II.37)

integraliyle tan¬mlan¬r. (II.34) ile verilen Jackson integrali yard¬m¬yla x > 0 için,

�q (x) =

1
Z

0

tx�1 Eq ((1� q) qt) dqt

=

�

1

1� q

�x
1
Z

0

tx�1 Eq (qt) dqt

=

�

1

1� q

�x�1 1
X

i=�1

qxi
�

qi+1; q
�

1

=
(q; q)

1

(1� q)x�1

1
X

i=0

qxi

(q; q)i
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eşitli¼gi bulunur ve buradaki q-gamma fonksiyonu, kutuplar¬ hariç geni̧sletilirse

�q (x) =
(q; q)

1

(qx; q)
1

(1� q)1�x (II.38)

formülüyle verilir.

Klasik analizdeki gamma fonksiyonu

� (x+ 1) = x� (x)

ve

� (n+ 1) = n!; n 2 N

fonksiyonel eşitliklerini sa¼glar. Bu eşitliklerin q-benzerleri,

�q (x) =
(q; q)

1

(qx; q)
1

(1� q)1�x

=
(q; q)

1

(1� qx) (qx+1; q)
1

(1� q)1�x�1 (1� q)

=
1� q

1� qx
�q (x+ 1)

ve

�q (n+ 1) =
(q; q)

1

(qn+1; q)
1

(1� q)�n =
(q; q)n
(1� q)n

= [n]!

olarak elde edilir.

Beta fonksiyonunun q-benzeri:

�q (x; y) =
�q (x) �q (y)

�q (x+ y)
(II.39)

olarak tan¬mlan¬r. Tan¬mdan

�q (x; y) =
�q (x) �q (y)

�q (x+ y)
= �q (y; x)

simetri özelli¼gi kolayca görülür.

(II.38) ile verilen q-gamma tan¬m¬ (II.39)�da yerine yaz¬l¬rsa,

�q (x; y) = (1� q)
(q; qx+y; q)

1

(qx; qy; q)
1
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bulunur. x > 0 için q-binom teoreminden,

�q (x; y) = (1� q)
(q; q)

1

(qy; q)
1

1
X

i=0

(qy; q)
1

(q; q)
1

qxi

= (1� q)

1
X

i=0

(qi+1; q)
1

(qi+y; q)
1

qxi (II.40)

elde edilir. q-beta fonksiyonunun simetri özelli¼gi ve q-binom teoremi kullan¬larak y > 0

için,

�q (x; y) = (1� q)

1
X

i=0

(qi+1; q)
1

(qi+x; q)
1

qyi (II.41)

oldu¼gu görülür.

(II.40)�ta qi = x de¼gi̧simi yap¬ld¬¼g¬nda,

�q (x; y) = (1� q)

1
X

i=0

(qx; q)i
(qyx; q)i

qxi

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikte belirli q-integral tan¬m¬ uyguland¬¼g¬nda, q-beta fonksi-

yonunun integral tan¬m¬

�q (x; y) =

1
Z

0

tx�1
(tq; q)

1

(tqy; q)
1

dqt x; y > 0 (II.42)

formülüyle elde edilir. Bu formül, klasik gamma ve beta fonksiyonlar¬ için sa¼glanan

� (x; y) =

1
Z

0

tx�1(1� t)y�1dt =
�(x)�(y)

�(x+ y)
(II.43)

eşitli¼ginin q- benzeridir.
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III ÇALIŞMALAR

Bu bölümde ilk olarak ortogonal fonksiyonlar¬n tan¬m¬ yap¬lacakt¬r. Daha sonra

s¬ras¬yla Jacobi polinomlar¬, ultraküresel polinomlar, Hermite polinomlar¬ ve bu poli-

nomlar¬n q-benzerleri ele al¬n¬p her birinin ortogonalli¼gi gösterilecektir. Her bölümde,

incelenen fonksiyonlar¬n ortogonal olmalar¬ndan dolay¬ sa¼glad¬klar¬ üç terimli indirgeme

ba¼g¬nt¬lar¬ ve üreteç fonksiyonlar¬ da ayr¬ca verilecektir.

III.1 ORTOGONAL ve q-ORTOGONAL FONKS·IYONLAR

Tan¬m III.1 Bir f0(x); f1(x); ::: fonksiyon dizisi, n ve m�den ba¼g¬ms¬z ve negatif ol-

mayan bir !(x) fonksiyonu için

b
Z

a

fm(x)fn(x) !(x)dx = 0 m 6= n (III.1)

koşulunu sa¼gl¬yorsa, !(x)�e a¼g¬rl¬k fonksiyonu, ffn(x)g dizisine [a; b] aral¬¼g¬nda !(x)�e

göre ortogonal dizi denir.

Örne¼gin, fn(x) = cos(nx) , n = 0; 1; 2; ::: dizisini alal¬m. Bu dizi için !(x) � 1

al¬rsak,
�
Z

0

fm(x)fn(x) !(x)dx =

�
Z

0

cos(mx) cos(nx)dx = 0 m 6= n

koşulu sa¼gland¬¼g¬ndan, [0; �] aral¬¼g¬nda a¼g¬rl¬¼g¬ 1 olan bir ortogonal dizi elde ederiz.

E¼ger !(x), x = xj�deki basama¼g¬ !j olan bir basamak fonksiyonu ise, (III.1) orto

gonallik ba¼g¬nt¬s¬
X

j

fm(xj)fn(xj) !j = 0; m 6= n (III.2)
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toplam¬na dönüşür. Bu tan¬ma göre ortogonal olan ffn(x)g dizilerine ayr¬k de¼gi̧skene

göre ortogonal dizi denir [3].

Burada sözü geçen ortogonallik d¬̧s¬nda, fonksiyonlar¬n s¬f¬rlar¬na göre verilen bir

ortogonallik tan¬m¬ daha vard¬r.

Tan¬m III.2 �1; �2; ::: say¬lar¬ f(x) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬, �(x) pozitif tan¬ml¬ bir

ölçü olmak üzere,
1
Z

0

f(�mx)f(�nx) d�(x) = 0 m 6= n

eşitli¼gini sa¼glayan f(x) fonksiyonlar¬na s¬f¬rlar¬na göre ortogonal fonksiyon denir.

Bu tan¬mdaki ölçünün özel seçimiyle bu integral Jackson q-integraline dönüştürülebilir.

Böylece s¬f¬rlar¬na göre ortogonalli¼gin

1
Z

0

f(�mx)f(�nx)dqx = 0 m 6= n

q-benzeri elde edilir.

Ortogonal fonksiyon dizileri aras¬nda en s¬k rastlanan ve üzerinde en çok çal¬̧s¬lan,

polinom dizileridir. Ortogonal polinom dizilerinin [4]�te verilen baz¬ özelliklerini in-

celeyece¼giz. Burada, degPk(x) = k koşuluyla oluşturulan fPk(x)g polinom dizileri ele

al¬n¬r. Bu polinom dizilerinde kullan¬lmak üzere ortogonallik tan¬m¬

b
Z

a

Pm(x)Pn(x) !(x)dx = hn�m;n (III.3)

şeklinde yaz¬labilir. Burada tan¬m gere¼gi hn =
b
R

a

P 2n(x) !(x)dx tir ve �m;n Kronecker

deltas¬n¬ temsil eder.

Yar.Teorem III.1 fPk(x)g bir ortogonal polinom dizisi ise, derecesi n olan her P (x)

polinomu, P0; P1; :::; Pn polinomlar¬n¬n bir lineer kombinasyonu olarak yaz¬labilir.
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·Ispat. P (x) =
n
P

k=0

�kPk(x) olacak şekilde �k; k = 0; 1; :::; n sabitlerinin varl¬¼g¬n¬

gösterece¼giz. P (x) =
n
P

k=0

ckx
k olsun. �n say¬s¬ Pn(x)�in başkatsay¬s¬ olmak üzere, �n =

cn=�n al¬n¬rsa, xn teriminin katsay¬s¬ eşitlenmi̧s olur. Ayn¬ i̧slemi P (x) � �nPn(x)

polinomuna uygulayarak �n�1, ve böylece tümevar¬mla tüm �k�lar elde edilir.

Yar.Teorem III.2 fPk(x)g bir ortogonal polinom dizisi ise, bu dizinin her terimi,

derecesi daha küçük olan her P (x) polinomu ile ortogonaldir.

·Ispat. Derecesi n olan bir P (x) polinomu verilsin. Bu polinom, Yard¬mc¬ Teo-

rem III.1�den dolay¬ P0; P1; :::; Pn polinomlar¬n¬n bir lineer kombinasyonu olarak yaz¬la-

bilir. m > n olmak üzere her Pm(x) polinomu, P0; P1; :::; Pn polinomlar¬ ile ortogonal

oldu¼gundan,

b
Z

a

P (x)Pm(x) !(x)dx =

b
Z

a

 

n
X

k=0

�kPk(x)

!

Pm(x) !(x)dx

=

n
X

k=0

�k

b
Z

a

Pk(x)Pm(x) !(x)dx = 0

eşitli¼gi elde edilir.

Teorem III.1 fPk(x)g bir ortogonal polinom dizisi ise, bu dizi için P�1(x) � 0; n 2 N;

An; Bn; Cn reel say¬lar¬ için An�1AnCn+1 > 0 koşullar¬yla

Pn+1(x) = (Anx+Bn)Pn(x)� CnPn�1(x) (III.4)

ile verilen üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r. Ayr¬ca, Pn(x)�in başkatsay¬s¬ �n ise,

An =
�n+1
�n

, Cn =
Anhn

An�1hn�1
(III.5)

·Ispat. Pn+1(x) � AnxPn(x) polinomunun derecesini n yapacak şekilde uygun bir

An seçilirse, bu polinom Yard¬mc¬ Teorem III.1�den, lineer kombinasyonla

Pn+1(x)� AnxPn(x) =

n
X

k=0

�kPk(x)
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şeklinde yaz¬labilir. Bu eşitli¼gin her iki taraf¬n¬ k < n� 1 olmak üzere Pk(x) ile çarp¬p

iki taraf¬n da integrali al¬nd¬¼g¬nda, Yard¬mc¬ Teorem III.2�den, k < n � 1 için �k = 0

bulunur. Öyleyse üstteki eşitlik

Pn+1(x)� AnxPn(x) = �nPn(x) + �n�1Pn�1(x)

eşitli¼gine dönüşür. �n = Bn ve �n�1 = Cn tan¬mlan¬rsa, (III.4) elde edilir. (III.5)�i

kan¬tlamak için üstteki eşitlikte başkatsay¬lar eşitlenirse, �n+1 � An�n = 0 ve bu-

radan da An için verilen formül elde edilir. Cn�i bulmak için (III.4)�te her iki taraf¬

Pn�1(x)!(x) ile çarp¬p integral ald¬¼g¬m¬zda Yard¬mc¬ Teorem III.2�den,

0 =

b
Z

a

Pn�1(x)Pn+1(x)!(x)dx

=

b
Z

a

Pn�1(x)(Anx+Bn)Pn(x)!(x)dx�
b
Z

a

Pn�1(x)CnPn�1(x)!(x)dx

= An

b
Z

a

xPn�1(x)Pn(x)!(x)dx� Cnhn�1 (III.6)

elde edilir. Kan¬t¬n baş¬ndaki lineer kombinasyonu xPn�1(x) için yaz¬larak

xPn�1(x) =
�n�1
�n

Pn(x) +

n�1
X

k=0

�kPk(x)

eşitli¼gi bulunur. (III.6)�da yerine yazarsak,

Cnhn�1 =
An
An�1

hn

bulunur, bu da (III.5)�i verir.

Teorem III.2 Bir fPk(x)g ortogonal polinom dizisindeki her Pn(x) polinomunun n

tane reel, birbirinden farkl¬ ve ortogonalli¼gin tan¬mland¬¼g¬ [a; b] aral¬¼g¬n¬n içinde kalan

s¬f¬r¬ vard¬r.

·Ispat. [a; b] aral¬¼g¬nda Pn(x) polinomunun i̧saret de¼gi̧stirdi¼gi noktalar¬n say¬s¬ m

olsun. Bu noktalar x1; :::; xm olsun. Bu noktalar¬n her biri polinomun s¬f¬r¬d¬r ve
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Cebirin Temel Teoremi gere¼gince, m � n olmal¬d¬r. m = n oldu¼gunu gösterece¼giz.

P (x) =

m
Y

i=1

(x� xi)

polinomunun derecesi m ve i̧saret de¼gi̧stirdi¼gi noktalar x1; :::; xm dir. Bu durumda,

P (x)Pn(x) polnomu, xj�ler d¬̧s¬nda her yerde ya tamamen pozitif ya da tamamen

negatiftir. !(x) > 0 oldu¼gundan,

b
Z

a

P (x)Pn(x)!(x)dx > 0 veya

b
Z

a

P (x)Pn(x)!(x)dx < 0

eşitsizliklerinden biri sa¼glanmal¬d¬r. E¼ger m < n olsayd¬, P �nin derecesi Pn�nin dere-

cesinden küçük olurdu ve Yard¬mc¬ Teorem III.2�den dolay¬ bu integralin s¬f¬r olmas¬

gerekirdi. Öyleyse m < n olamaz. Buradan da n = m sonucuna ulaş¬l¬r.

Yar.Teorem III.3 Bir fPk(x)g ortogonal polinom dizisinde her x ve her n = 0; 1; 2; :::

için

P 0n+1(x)Pn(x) > Pn+1(x)P
0

n(x)

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. S¬f¬rlar¬ etkilemeyece¼gi için, polinomlar gerekti¼ginde -1 ile çarp¬larak başkat-

say¬lar¬ pozitif olacak şekilde düzenlenebilir. Kan¬t¬ tümevar¬mla yapaca¼g¬z.

n = 0 için P 01(x) > 0; P0(x) > 0 ve P
0

0(x) = 0 oldu¼gundan, istenen eşitlik sa¼glan¬r.

Tümevar¬m varsay¬m¬nda P 0n(x)Pn�1(x) > Pn(x)P
0

n�1(x) olsun. Teorem III.1�deki üçlü

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬nda A = �n=�n+1; B = �0n=�n � �0n+1=�n+1 ve C = �n�1hn=�nhn�1

al¬nd¬¼g¬nda A > 0 ve C > 0 ve a = 1=A olmak üzere,

Pn+1(x) = a [(x�B)Pn(x)� CPn�1(x)]

eşitl¼gi yaz¬l¬r. Türev ald¬¼g¬m¬zda

P 0n+1(x) = a
�

(x�B)P 0n(x) + Pn(x)� CP 0n�1(x)
�
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ve buradan da

P 0n+1Pn � Pn+1P
0

n = a
�

(x�B)P 0n + Pn � CP 0n�1
�

Pn � a [(x�B)Pn � CPn�1]P
0

n

= a
�

P 2n + C(Pn�1P
0

n � PnP
0

n�1)
�

> aC(Pn�1P
0

n � PnP
0

n�1)

Tümevar¬m varsay¬m¬ndan gelen Pn�1P
0

n � PnP
0

n�1 > 0 eşitsizli¼gi yukar¬da yerine

yaz¬l¬rsa, P 0n+1Pn � Pn+1P
0

n > 0 elde edilir.

Teorem III.3 Bir fPk(x)g ortogonal polinom dizisindeki Pn(x) polinomunun her bir

s¬f¬r, Pn+1(x) polinomunun ard¬ş¬k iki s¬f¬r¬n¬n aras¬nda kal¬r.

·Ispat. Burada da polinomlar¬ başkatsay¬lar¬ pozitif olacak şekilde düzenleyelim. xj

ve xj+1; Pn+1�in ard¬̧s¬k iki s¬f¬r¬ olsun. Yard¬mc¬ Teorem II.3�ten,

P 0n+1(xj)Pn(xj) > Pn+1(xj)P
0

n(xj) = 0

Öyleyse, P 0n+1(xj) ile Pn(xj)�nin i̧saretleri ayn¬d¬r. xj�den xj+1�e geçerken, P
0

n+1 i̧saret

de¼gi̧stirir. Yukar¬daki eşitsizlik xj+1 için de sa¼glanaca¼g¬ndan, Pn de i̧saret de¼gi̧stirme-

lidir. Buna göre Pn�in, xj ile xj+1 aras¬nda bir s¬f¬r¬ olmal¬d¬r.

Ortogonal polinomlar, ayn¬ zamanda en çok ikinci dereceden bir Q(x) polinomu ve

birinci dereceden bir L(x) polinomu ile tan¬mlanan

Q(x)f 00 + L(x)f 0 + �f = 0 (III.7)

diferansiyel denkleminin çözümleridir. Bu denklem Sturm-Liouville tipi diferansiyel

denklemdir. Buna göre, bu denklemin �0 < �1 < �2 < ::: olmak üzere, her �k özde¼geri

için bir Pk çözümü vard¬r ve bu çözümler için (III.1) denklemi sa¼glan¬r.

III.2 JACOB·I VE q-JACOB·I POL·INOMLARI

Jacobi polinomlar¬, � > �1 ve � > �1 reel sabitler ve n 2 N olmak üzere

P (�;�)n (x) =
(� + 1)n

n!
2F1(�n; n+ � + � + 1;� + 1;

1� x

2
) (III.8)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Bu polinomlar¬n ortogonalli¼gini kan¬tlamak için, (II.16)�daki seri

toplam¬ ile tan¬mlanan Gauss hipergeometrik fonksiyonun [4]�te bulunan baz¬ özellik-

lerini kan¬tlamal¬y¬z.

Gauss hipergeometrik fonksiyonu için (III.7)�de tan¬mlanan diferansiyel denklem

x(1� x)y00 + [c� (a+ b+ 1)x]y0 � aby = 0 (III.9)

formülüyle verilen denklemdir. Buna Euler hipergeometrik diferansiyel denklemi ad¬

verilir. Bu denklemin her iki taraf¬n¬ M = xc�1(1� x)a+b�c ile çarparak,

xc(1� x)a+b�c+1y00 + [c� (a+ b+ 1)x]xc�1(1� x)a+b�cy0 = abxc�1(1� x)a+b�cy

eşitli¼gi elde edilir. Eşitli¼gin sol taraf¬ x(1� x)My0 ifadesinin türevi oldu¼gundan,

d

dx
[x(1� x)My0] = abMy

elde edilir.

d

dx
2F1(a; b; c;x) =

ab

c
2F1(a+ 1; b+ 1; c+ 1; x)

eşitli¼ginden görüldü¼gü üzere, Gauss fonksiyonunun türevi de bir sabit fark¬yla Gauss

fonksiyonu oldu¼gundan, a, b ve c yerine s¬ras¬yla a+1, b+1 ve c+1 yaz¬larak oluşan Euler

diferansiyel denklemini sa¼glar. Ayn¬ i̧slemler,M ifadesi yeni Gauss fonksiyonlar¬na göre

yeniden tan¬mlanmak suretiyle y�nin türevleri için tekrarlan¬p k kere türev al¬n¬rsa,

tümevar¬mdan

dk

dxk
[xk(1� x)kMy(k)] = (a+ k � 1)(b+ k � 1)My(k�1) = (a)k(b)kMy

eşitli¼gi elde edilir.

y(k) =
dk

dxk
2F1(a; b; c;x) =

(a)k(b)k
(c)k

2F1(a+ k; b+ k; c+ k;x)

eşitli¼gini denklemde yerine koyarak,

dk

dxk
[xk(1� x)kM 2F1(a+ k; b+ k; c+ k;x)] = (c)k M 2F1(a; b; c;x)
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ifadesine ulaş¬l¬r. E¼ger n 2 N olmak üzere b = �n al¬n¬rsa, k = n için

2F1(�n; a; c;x) =
x1�c(1� x)c+n�a

(c)n

dn

dxn
[xc+n�1(1� x)a�c]

formülü elde edilir. Jacobi formülüne ulaşmak için x = (1 � y)=2, a = n + � + � + 1,

c = � + 1 yaz¬l¬rsa,

2F1

�

�n; n+ � + � + 1;� + 1;
1� y

2

�

=
(�1)n(1� y)��(1 + y)��

(� + 1)n2n
dn

dyn
[(1�y)n+�(1+y)n+�]

(III.10)

elde edilir. Buradan, Jacobi polinomlar¬n¬n başka bir ifadesi olan ve Rodrigues formülü

olarak da bilinen

P (�;�)n (x) =
(�1)n
2nn!

(1� x)��(1 + x)��
dn

dxn
[(1� x)n+�(1 + x)n+�] (III.11)

eşitli¼gi elde edilir. Bu bilgilerle, Jacobi polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gine dair [5]�teki

verilerden derlenen aşa¼g¬daki teoremi kan¬tlayabiliriz:

Teorem III.4 Jacobi polinomlar¬ !(x) = (1� x)�(1 + x)� fonksiyonuna göre ortogo-

naldir ve

1
Z

�1

P (�;�)n (x)P (�;�)m (x)(1� x)�(1 + x)�dx =
2�+�+1�(n+ � + 1)�(n+ � + 1)

(2n+ � + � + 1)�(n+ � + � + 1)n!
�mn

(III.12)

ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glar.

·Ispat. Yaz¬m¬n k¬salmas¬ için öncelikle

fn(x) = (1� x)n+�(1 + x)n+� ve gn(x) = (1� x)��(1 + x)��
dn

dxn
fn(x)

tan¬mlayal¬m. Bu durumda (III.11) Rodrigues formülünden

cn =
(�1)n
2nn!

olmak üzere

P (�;�)n (x) = cngn(x) (III.13)

30



olur. Öyleyse yeni yaz¬mla

1
Z

�1

P (�;�)n (x)P (�;�)m (x)!(x)dx = cncm

1
Z

�1

gm(x)gn(x)(1� x)�(1 + x)�dx (III.14)

= cncm

1
Z

�1

gm(x)
dn

dxn
fn(x)dx

eşitli¼gi elde edilir. Genelli¼gi bozmadan m � n alal¬m.

I =

1
Z

�1

gm(x)
dn

dxn
fn(x)dx (III.15)

integralini k¬smi integrasyonla hesaplamak için

u = gm(x) dv =
dn

dxn
fn(x)dx

du = g0m(x)dx v =
dn�1

dxn�1
fn(x)

alal¬m.

I = uvj1
�1 �

1
Z

�1

vdu

ifadesinde k < n için f (k)n (x) = dk

dxk
fn(x) fonksiyonu, çarp¬m türevi tan¬m¬ndan

(1� x)�+n�k(1 + x)�+n�k

çarpan¬n¬ içerir. �+ n� k � �+ 1 > 0 ve � + n� k � � + 1 > 0 oldu¼gundan, x = �1

için f (k)n (x) = 0 olur.

Buradan,

I = �
1
Z

�1

g0m(x)f
(n�1)
n (x)dx

elde edilir. Ayn¬ k¬smi integrasyon i̧slemini m kez uygularsak,

I = (�1)m
1
Z

�1

g(m)m (x)f (n�m)n (x)dx (III.16)

eşitli¼gi elde edilir.
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Durum 1: m < n için (III.16)�da bir k¬smi integral daha al¬rsak, gm(x) = P
(�;�)
m (x)=cm

polinomu derecesi m olan bir polinom oldu¼gundan g(m+1)m (x) � 0 ve buradan da

I = (�1)m+1
1
Z

�1

g(m+1)m (x)f (n�m�1)n (x)dx = 0

olur. Bunu (III.14)�de yerine yaz¬l¬rsa,

1
Z

�1

P (�;�)n (x)P (�;�)m (x)(1� x)�(1 + x)�dx = 0; n 6= m

elde edilir.

Durum 2: m = n için (III.16) eşitli¼gi

I = (�1)n
1
Z

�1

g(n)n (x)fn(x)dx

şeklini al¬r. gn(x) polinomunda başkatsay¬na an denise,

I = an n!(�1)n
1
Z

�1

fn(x)dx = an n!(�1)n
1
Z

�1

(1� x)n+�(1 + x)n+�dx

elde edilir. Burada, (II.43) ile verilen beta integralinde t = (1+ x)=2, y� 1 = n+� ve

x� 1 = n+ � al¬nd¬¼g¬nda

I = an n!(�1)n
1
Z

�1

22n+�+�+1
�

1� x

2

�n+��
1 + x

2

� n+�

dx

= an n!(�1)n
22n+�+�+1�(n+ � + 1)�(n+ � + 1)

�(2n+ � + � + 2)
(III.17)

denklemi elde edilir. ·Integrali hesaplamak için geriye sadece an�yi bulmak kald¬. Bunun

için gn(x) polinomu x > 1 al¬n¬p aç¬ld¬¼g¬nda,

gn(x) = (�1)n(x� 1)��(x+ 1)�� d
n

dxn
�

(x� 1)n+�(x+ 1)n+�
�

= (�1)nx����
�

1� 1

x

�

���

1 +
1

x

�

��
dn

dxn

"

x�+�+2n
�

1� 1

x

�n+��

1 +
1

x

�n+�
#

= (�1)nx����
�

1� 1

x

�

���

1 +
1

x

�

��
�

(� + � + n+ 1)nx
�+�+n + � � �

�

= (�1)n
�

1 +
�

x
+ � � �

�

�

1� �

x
+ � � �

�

[(� + � + n+ 1)nx
n + � � � ]

= (�1)n(� + � + n+ 1)nx
n + � � �
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hesab¬ndan

an = (�1)n(n+ � + � + 1)n = (�1)n
�(2n+ � + � + 1)

�(n+ � + � + 1)

olarak bulunur. Bu ve (III.17)�daki bulgular n = m için (III.14)�te yerine yaz¬l¬p gerekli

sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda,

1
Z

�1

�

P (�;�)n (x)
�2
(1� x)�(1 + x)�dx = c2nI =

2�+�+1�(n+ � + 1)�(n+ � + 1)

(2n+ � + � + 1)�(n+ � + � + 1)n!

elde edilir. Durum 1 ve Durum 2�deki sonuçlar birleştirildi¼ginde teoremdeki (III.12)

formülü oluşur.

Jacobi polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu, R = (1� 2xr + r2)1=2 olmak üzere

F (x; r) =
2�+�

R
(1� r +R)��(1 + r +R)��

ile verilir. Yani, F (x; r)�nin seri aç¬l¬m¬nda rn teriminin katsay¬s¬ P (�;�)n (x) polino-

mudur. Bunu

F (x; r) =

1
X

n=0

P (�;�)n (x)rn (III.18)

şeklinde yazabiliriz. [4] �teki bölüm 6.42�de bunun kan¬t¬ verilmi̧stir. Jacobi polinom-

lar¬n¬n bu tan¬m¬ kullan¬larak ortogonalli¼gin bir kan¬t¬ daha verilebilir [4].

Teorem III.5 (III.18) ile tan¬mlanan Jacobi polinomlar¬, !(x) = (1 � x)�(1 + x)�

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir.

·Ispat. Genelli¼gi bozmadan 0 � m � n al¬nabilir.

I =

1
Z

�1

P (�;�)m (x)P (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx

integralinde P (�;�)m (x) polinomunu aç¬p terimleri çarpt¬¼g¬m¬zda bu integral, k = 0; 1; � � � ;m

için
1
Z

�1

xkP (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx
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terimlerinin bir lineer kombinasyonu şeklinde yaz¬l¬r. Bu integralin de¼gerini hesaplamak

için (III.18) tan¬m¬ndan,

Ik =

1
X

n=0

rn
1
Z

�1

xkP (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx (III.19)

=

1
Z

�1

xkF (x; r)(1� x)�(1 + x)�dx (III.20)

eşitli¼gi yaz¬l¬r. R = (1� 2xr + r2)1=2 = 1� ry de¼gi̧sken dönüşümü yap¬ld¬¼g¬nda,

x = y +
r

2
(1� y2)

ve

dx = (1� ry)dy, 1� x =
1

2
(1� y)(2� r � ry), 1 + x =

1

2
(1 + y)(2 + r � ry)

eşitlikleri elde edilir. Bu bilgiler (III.20)�de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,

Ik =

1
Z

�1

xk
2�+�

R
(1� r +R)��(1 + r +R)��(1� x)�(1 + x)�dx

=

1
Z

�1

h

y +
r

2
(1� y2)

ik 2�+�

1� ry
�

�

1
2
(1� y)(2� r � ry)

�� �1
2
(1 + y)(2 + r � ry)

��

(2� r + ry)�(2 + r + ry)�
(1� ry)dy

=

1
Z

�1

h

y +
r

2
(1� y2)

ik

(1� y)� (1 + y)� dy

elde edilir. Bu ifadede görüldü¼gü üzere, Ik integrali, r�nin derecesi k olan bir polino-

mudur. Bu bilgi ¬̧s¬¼g¬nda (III.19) ifadesindeki katsay¬lara bak¬ld¬¼g¬nda, n = k + 1; k +

2; ::: için
1
Z

�1

xkP (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx = 0

oldu¼gunu görürüz. Öyleyse, tekrar I integraline dönüldü¼günde, 0 � k � m < n için

tüm terimler s¬f¬rlanaca¼g¬ndan,
1
Z

�1

P (�;�)m (x)P (�;�)n (x)(1� x)�(1 + x)�dx = 0; n 6= m
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elde edilir. Bu da ortogonallik tan¬m¬ oldu¼gundan teorem kan¬tlanm¬̧s olur.

q-JACOB·I POL·INOMLARI

Jacobi polinomlar¬n¬n iki tane q-benzeri tan¬mlanm¬̧st¬r. Küçük q-Jacobi polinom-

lar¬

pn(x; a; b; q) = 2�1

0

B

@

q�n; abqn+1

aq

; q;xq

1

C

A
(III.21)

ile, büyük q-Jacobi polinomlar¬ ise

Pn(x; a; b; c; q) = 3�2

0

B

@

q�n; abqn+1; x

aq; cq

; q; q

1

C

A
(III.22)

ile tan¬mlan¬r. Küçük q-Jacobi polinomlar¬n¬n, Jacobi polinomlar¬n¬n q-benzeri oldu¼gu

lim
q!1

pn(
1� x

2
; q�; q�; q) = lim

q!1
2�1

0

B

@

q�n; qn+�+�+1

q�+1
; q;
1� x

2
q

1

C

A

= 2F1

�

�n; n+ � + � + 1;� + 1;
1� x

2

�

=
n!

(� + 1)n
P (�;�)n (x) =

P
(�;�)
n (x)

P
(�;�)
n (1)

eşitliklerinden görülür. Büyük q-Jacobi polinomlar¬ için benzer şekilde,

lim
q!1

Pn(x; q
�; q�;�q; q) = lim

q!1
3�2

0

B

@

q�n; qn+�+�+1; x

q�+1;�q+1
; q; q

1

C

A
=
P
(�;�)
n (x)

P
(�;�)
n (1)

eşitli¼gi sa¼gland¬¼g¬ndan q-benzerli¼gi gösterilmi̧s olur.

q-Jacobi polinomlar¬, (III.2)�de verilen ayr¬k de¼gi̧skene göre ortogonallik tan¬m¬n¬

sa¼glar [3].

Teorem III.6 Küçük q-Jacobi polinomlar¬, 0 < q ; aq < 1 ve

hn(a; b; q) =
(1� abq2n+1)(abq; q)n(aq; q)n(aq; q)1
(1� abq)(q; q)n(bq; q)n(abq2; q)1

(aq)�n (III.23)
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olmak üzere

1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)ipm(q
i; a; b; q)pn(q

i; a; b; q) =
�m;n

hn(a; b; q)
(III.24)

eşitli¼gi ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glar.

·Ispat. (III.24) ifadesinde genelli¼gi bozmadan 0 � m � n al¬n¬p pn aç¬larak

T =

1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)ipm(q
i; a; b; q)pn(q

i; a; b; q)

=

1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)i
1
X

k=0

(q�n; abqn+1; q)k
(aq; q)k(q; q)k

�

qi+1
�k
pm(q

i; a; b; q)

=

1
X

k=0

(q�n; abqn+1; q)k
(aq; q)k(q; q)k

qk
1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)iqikpm(q
i; a; b; q) (III.25)

elde edilir. (III.25) ifadesinde iç k¬s¬mdaki toplam¬ hesaplamak için önce pm aç¬l¬p q-

binom teoremi uyguland¬¼g¬nda,

1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)iqikpm(q
i; a; b; q) =

1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)iqik
m
X

j=0

(q�m; abqm+1; q)j
(aq; q; q)j

�

qi+1
�j

=

m
X

j=0

(q�m; abqm+1; q)j
(q; aq; q)j

qj 1�0(bq;�; q; aq1+k+j)

=

m
X

j=0

(q�m; abqm+1; q)j
(q; aq; q)j

qj
(abqk+j+2; q)1
(aqk+j+1; q)1

=

m
X

j=0

(q�m; abqm+1; q)j
(q; aq; q)j

qj
(abqk+2; q)1
(aqk+1; q)1

(aqk+1; q)j
(abqk+2; q)j

=
(abqk+2; q)1
(aqk+1; q)1

3�2

0

B

@

q�m; abqm+1; aqk+1

aq; abqk+2
; q; q

1

C

A

elde edilir. Burada 3�2 ifadesi Ek I�deki formül (5) ile aç¬ld¬¼g¬nda, 0 � k � m için

1
X

i=0

(bq; q)i
(q; q)i

(aq)iqikpm(q
i; a; b; q) =

(q; bq; q)m(abq
2; q)1

(abq2; q)2m(aq; q)1
(�aq)mq(m2 )�k;m

bulunur. Bu eşitlik (III.25)�te yerine yaz¬larak,

T =

1
X

k=0

(q�n; abqn+1; q)k
(aq; q)k(q; q)k

qk
(q; bq; q)m(abq

2; q)1
(abq2; q)2m(aq; q)1

(�aq)mq(m2 )�k;m
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elde edilir. Toplam içindeki terimler k 6= m için s¬f¬rlanaca¼g¬ndan, yaln¬zca k = n = m

durumu için s¬f¬rdan farkl¬ sonuç elde edilir. Gerekli düzenleme ve sadeleştirmeler

yap¬ld¬¼g¬nda, (III.24) bulunur.

Teorem III.7 Büyük q-Jacobi polinomlar¬ için,

hn(a; b; c; q) =M �1 (1� abq2n+1)(abq; q)n(aq; cq; q)n
(1� abq)(q; q)n(bq; abq=c; q)n

(�ac)nq�(n2)

ve

M =

bq
Z

cq

(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx =
aq(1� q)(q; c=a; aq=c; abq2; q)1

(aq; bq; cq; abq=c; q)1
(III.26)

olmak üzere

bq
Z

cq

Pm(x; a; b; c; q)Pn(x; a; b; c; q)
(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx =
�m;n

hn(a; b; c; q)
(III.27)

eşitli¼gi ile verilen ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r.

·Ispat. (III.27)�deki integralde Pm Ek I�deki formül (9) ile, Pn ise (III.22) tan¬m¬ ile

aç¬l¬rsa,

I =

bq
Z

cq

Pm(x; a; b; c; q)Pn(x; a; b; c; q)
(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx

=

bq
Z

cq

(bq; abq=c; q)m
(aq; cq; q)m

(c=b)m 3�2

0

B

@

q�m; abqm+1; bx=c

bq; abq=c

; q; q

1

C

A
�

3�2

0

B

@

q�n; abqn+1; x

aq; cq

; q; q

1

C

A

(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx

elde edilir. Bu integralde

(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

= A ve
(bq; abq=c; q)m
(aq; cq; q)m

(c=b)m = B

denip 3�2 fonksiyonlar¬n¬n seri aç¬l¬mlar¬ yaz¬l¬rsa,

I =

bq
Z

cq

A�B �
m
X

j=0

n
X

k=0

(q�m; abqm+1; bx=c; q)j(q
�n; abqn+1; x; q)k

(bq; abq=c; q)j(q; q)j(q; q)k(aq; cq; q)k
qj+k
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elde edilir. Bu ifadede x içeren terimler bir araya toplan¬p integral seri toplam¬n¬n içine

al¬n¬rsa,

bq
Z

cq

(bx=c; q)j(x; q)k
(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx =

bq
Z

cq

(x=a; x=c; q)1
(xqk; bxqj=c; q)1

dqx

= M
(bq; abq=c; q)j(aq; cq; q)k

(abq2; q)j+k

integral hesab¬ndan,

I =M
(bq; abq=c; q)m
(aq; cq; q)m

(c=b)m
m
X

j=0

n
X

k=0

(q�m; abqm+1; q)j(q
�n; abqn+1; q)k

(q; q)j(q; q)k(abq2; q)j+k
qj+k (III.28)

bulunur. Genelli¼gi bozmadan 0 � m � n alal¬m. Ek - I�deki formül (7)�den elde edilen

m
X

j=0

(q�m; abqm+1; q)j
(q; abqk+2; q)j

qj =
(q1+k�m; q)m
(abqk+2; q)m

(abqm+1)m

eşitli¼gi, (III.28)�deki serileri toplamak için kullan¬l¬rsa,

m
X

j=0

n
X

k=0

(q�m; abqm+1; q)j(q
�n; abqn+1; q)k

(q; q)j(q; q)k(abq2; q)j+k
qj+k

=
(q�n; abqn+1; q)m
(abq2; q)2m

(abqm+2)m
n�m
X

k=0

(qm�n; abqm+n+1; q)k
(q; abq2m+2; q)k

qk

=
(q�n; abqn+1; q)n
(abq2; q)2n

(abqn+2)n �m;n

elde edilir. Bu sonuç (III.28)�de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda, (III.27)�nin sa¼g taraf¬na ulaş¬l¬r.

Küçük q-Jacobi polinomlar¬, ortogonal polinom dizileri olarak, (III.4) ile verilen bir

üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glarlar. Bu ba¼g¬nt¬, Teorem III.1�deki hesaplamalar,

An =
1

an
, Cn =

cn
an

ve Bn =
cn
an
+ 1

olmak üzere yap¬ld¬¼g¬nda,

an =
(1� abqn+1)(1� aqn+1)

(1� abq2n+1)(1� abq2n+2)
(�qn) (III.29)
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ve

cn =
(1� qn)(1� bqn)

(1� abq2n)(1� abq2n+1)
(�aqn) (III.30)

olmak üzere

xpn(x) = an [pn+1(x)� pn(x)]� cn [pn(x)� pn�1(x)] (III.31)

formülüyle verilir. Teorem III.1�deki AnCn+1 > 0 koşulunun sa¼glanmas¬ için 0 < q < 1,

0 < aq < 1 ve bq < 1 olmal¬d¬r.

q-Jacobi polinomlar¬, için ileride çeşitli uygulamalar¬n¬ yapaca¼g¬m¬z daha genel bir

ortogonallik ba¼g¬n¬t¬s¬ [6]�da verilmi̧stir. Bu ba¼g¬nt¬y¬ bir teorem alt¬nda inceleyelim:

Teorem III.8 Küçük q-Jacobi polinomlar¬ için ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬,

K =
(1=b; 1=abcq; abcq2; q; q)1
(aq; cq; 1=abq; 1=bc; q)1

(III.32)

olmak üzere

1
X

i=�1

pm(cq
i; a; b; q)pn(cq

i; a; b; q)
(bcq; q)i
(cq; q)i

(aq)i (III.33)

= K
(q; q)n(bq; q)n(1� abq)(aq)n

(aq; q)n(abq; q)n(1� abq2n+1)
�m;n:

·Ispat. (III.33) ifadesine k¬saca S denip küçük q-Jacobi polinomlar¬n¬ yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,

S =

1
X

i=�1

(bcq; q)i
(cq; q)i

(aq)i
1
X

r=0

1
X

s=0

(q�n; abqn+1; q)r
(aq; q; q)r

(q�m; abqm+1; q)s
(aq; q; q)s

(cqi+1)r+s

ifadesi elde edilir. Burada i�den ba¼g¬ms¬z k¬s¬mlar d¬̧sar¬ al¬n¬p

N =

1
X

r=0

1
X

s=0

(q�n; abqn+1; q)r
(aq; q; q)r

(q�m; abqm+1; q)s
(aq; q; q)s

(cq)r+s

yaz¬ld¬¼g¬nda, (II.27) ile verilen Ramanujan 1	1 formülünden

S = N �
1
X

i=�1

(bcq; q)i
(cq; q)i

(aq1+r+s)i = N � 1	1

2

6

4

bcq

cq

; q; aq1+r+s

3

7

5

= N � (q; 1=b; abcq
2+r+s; 1=abcq1+r+s; q)1

(cq; 1=bc; aq1+r+s; 1=abq1+r+s; q)1
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eşitlikleri elde edilir. Bu formülde q-Pochammer sembollerini (II.15)�in de¼gi̧sik versi-

yonlar¬n¬ kullanarak gereken şekillerde aç¬p sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda,

S = N �
�

K � (aq; q)r+s(1=abcq
1+r+s; q)r+s

(abcq2; q)r+s(1=abq2+r+s; q)r+s

�

bulunur. N yerine yaz¬ld¬ktan sonra, bu formüldeki kesirli ifade (II.6) ve (II.12) eşit-

likleriyle aç¬l¬p sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda

S = K �
 

1
X

r=0

(q�n; abqn+1; q)r
(abq2; q; q)r

qr

!

�
 

1
X

s=0

(q�m; abqm+1; aq1+r; q)s
(aq; q; abq2+r; q)s

qs

!

= K �
 

1
X

r=0

(q�n; abqn+1; q)r
(abq2; q; q)r

qr

!

�3 �2

2

6

4

q�m; abqm+1; aq1+r

aq; abq2+r
; q; q

3

7

5

elde edilir. Buradaki 3�2 ifadesi Ek I�de (5) ile verilen q-Saalchütz toplam formülüyle

aç¬l¬rsa,

S = K �
1
X

r=0

(q�n; abqn+1; q)r
(abq2; q; q)r

qr
(b�1q�m; q�r; q)m
(aq; abq1+m+r; q)s

elde edilir. Genelli¼gi bozmadan n � m alabiliriz. Bu durumda, son formüldeki kat-

say¬lara bak¬ld¬¼g¬nda n < r için (q�n; q)r = 0 ve r < m için (q�r; q)m = 0 olaca¼g¬ndan,

n 6= m için katsay¬lar s¬f¬rlan¬r. Dolay¬s¬yla,

S = 0, n 6= m

bulunur. n = m için ise, son formül (II.12) kullanarak aç¬l¬p sadeleştirmeler yap¬ld¬¼g¬nda,

S = K
(q; q)n(bq; q)n(1� abq)(aq)n

(aq; q)n(abq; q)n(1� abq2n+1)

formülü elde edilir. Böylece (III.33) kan¬tlanm¬̧s olur.

Bu teoremde c = 1 al¬nd¬¼g¬nda Teorem III.6 elde edilir. Bu yüzden bu teoreme

Teorem III.6�n¬n genelleştirilmi̧s versiyonu denebilir.
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III.3 ULTRAKÜRESEL VE q-ULTRAKÜRESEL

POL·INOMLAR

Jacobi polinomlar¬ kullan¬larak başka polinomlar tan¬mlanabilir. Bunlardan biri

ultraküresel polinomlard¬r [4].

Tan¬m III.3 � > �1 bir reel say¬ olmak üzere

C�n(x) =
(2�)n
�

�+ 1
2

�

n

P (��(1=2);��(1=2))n (x) (III.34)

şeklinde tan¬mlanan polinomlara ultraküresel polinom denir.

Ultraküresel polinomlar, tan¬mlar¬ gere¼gi Jacobi polinomlar¬n¬n � = � için özel du-

rumudur. Ultraküresel polinomlar¬n üreteç fonksiyonu, Jacobi polinomlar¬ yard¬m¬yla

bulunabilir [4].

Teorem III.9 (III.34) ile verilen ultraküresel polinomlar

U(x; r) = (1� 2xr + r2)�� (III.35)

fonksiyonu taraf¬ndan üretilirler.

·Ispat. Öncelikle, Jacobi polinomlar¬ için (III.18)�de verilenden farkl¬ bir üreteç

fonksiyonunu bulmak gerekir. Bunun için Teorem III.4�ten �; � > �1 ve

hk =

1
Z

�1

h

P
(�;�)
k (x)

i2

(1� x)�(1 + x)�dx

=
2�+�+1�(k + � + 1)�(k + � + 1)

(2k + � + � + 1)�(k + � + � + 1)k!

olmak üzere Jacobi polinomlar¬nda "Poisson çekirde¼gi" ad¬ verilen

1
X

k=0

P
(�;�)
k (x)P

(�;�)
k (y)rk=hk

41



toplam¬ yaz¬l¬r. Bu ifadede y = 1 al¬nd¬¼g¬nda P (�;�)k (1) = (� + 1)k=k! yerine yaz¬l¬p

gamma fonksiyonlar¬ da aç¬larak

�(� + � + 1)

2�+�+1�(� + 1)�(� + 1)

1
X

k=0

(2k + � + � + 1)(� + � + 1)k
(� + 1)k

P
(�;�)
k (x)rk

Buradaki seri,

r(�+�+1)=2
1
X

n=0

(� + � + 1)n
(� + 1)n

P (�;�)n (x)rn

serisinde türev al¬narak elde edilmi̧s bir seridir. Bu seride P (�;�)n (x) polinomunun

(III.8) ile verilen hipergeometrik aç¬l¬m¬, (1 + x)=2�nin kuvvetleri için yap¬l¬p yerine

yaz¬ld¬¼g¬nda

1
X

n=0

(� + � + 1)n
(� + 1)n

P (�;�)n (x)rn =

1
X

n=0

n
X

k=0

(� + � + 1)n+k ((1 + x)=2)k

(n� k)!k!(� + 1)k
(�1)nrn

=
X

k;n

(� + � + 1)n+2k (1 + x)
k

n!k!(� + 1)k2k
(�1)nrn+k

=

1
X

k=0

1
X

n=0

(2k + � + � + 1)n
n!

(�1)nrn � (� + � + 1)2k (1 + x)
k

k!(� + 1)k2k
rk

elde edilir. Binom teoremi ve (a)2k = 22k(a=2)k((a + 1)=2)k eşitli¼gini kullan¬larak

sondaki ifade

1
X

k=0

(� + � + 1)2k (1 + x)
k rk

k!(� + 1)k2k(1 + r)2k+�+�+1

=
1

(1 + r)�+�+1

1
X

k=0

((� + � + 1)=2)k((� + � + 2)=2)k2
k (1 + x)k rk

k!(� + 1)k(1 + r)2k

şeklinde yaz¬l¬r. Bu seri hipergeometrik seri şeklinde yaz¬ld¬¼g¬nda tüm bu i̧slemlerin

sonucu olarak

1
X

n=0

(� + � + 1)nP
(�;�)
n (x)rn

(� + 1)n
=

1

(1 + r)�+�+1
2F1

2

6

4

(� + � + 1)=2; (� + � + 2)=2

� + 1

;
2r(1 + x)

(1 + r)2

3

7

5

(III.36)
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elde edilir. Böylece başta ihtiyaç duyulan üreteç fonksiyonu oluşturulmuş oldu. Ultra-

küresel polinomlara geçi̧s yapmak için (III.36)�da � = � al¬nd¬¼g¬nda,

1
X

n=0

(2� + 1)n
(� + 1)n

P (�;�)n (x)rn =
1

(1 + r)2�+1
2F1

2

6

4

(2� + 1)=2; �+ 1

� + 1

;
2r(1 + x)

(1 + r)2

3

7

5

=
1

(1 + r)2�+1

�

1� 2r(1 + x)
(1 + r)2

�

��� 1
2

= (1� 2xr + r2)���
1
2

elde edilir. Burada � = � + 1
2
al¬narak (III.35) eşitli¼gi elde edilir.

Teorem III.10 Ultraküresel polinomlar, � > �1, � 6= 0 olmak üzere (1�x2)��(1=2)a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonaldir. Bu ortogonallik,

1
Z

�1

C�n(x)C
�
m(x)(1� x2)��(1=2)dx =

"

(2�)n
�

�+ 1
2

�

n

#2p
�
�
�

�+ 1
2

�

(n+ �) � (�)
�m;n

ba¼g¬nt¬s¬yla verilir.

·Ispat. Teorem III.4�te � = � = �� 1
2
al¬n¬rsa

1
Z

�1

C�n(x)C
�
m(x)(1� x2)��(1=2)dx

=

1
Z

�1

(2�)n
�

�+ 1
2

�

n

(2�)m
�

�+ 1
2

�

m

P (��(1=2);��(1=2))n (x)P (��(1=2);��(1=2))m (x)(1� x2)��(1=2)dx

=

"

(2�)n
�

�+ 1
2

�

n

#2
22�
�

�(n+ �+ 1
2
)
�2

(2n+ 2�)�(n+ 2�)n!
�m;n

=
p
�
(2�)n �

�

�+ 1
2

�

(n+ �) � (�)
�m;n

eşitlikleri elde edilir.

Bu kan¬ttakine benzer şekilde, Jacobi polinomlar¬ için Bölüm III.2�deki formüller

kullan¬larak ultraküresel polinomlar¬n özellikleri ç¬kar¬l¬r. (III.11) ile verilen Rodrigues

formülü ultraküresel polinomlar için

(1� x2)��(1=2)C�n(x) =
(�2)n(�)n
n!(n+ 2�)n

dn

dxn
(1� x2)n+��(1=2) (III.37)
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şeklini al¬r. Üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ ise, n � 2, C�0 (x) = 1 ve C�1 (x) = 2x olmak

üzere

nC�n(x) = 2(n+ �� 1)xC�n�1(x)� (n+ 2�� 2)C�n�2(x) (III.38)

formülüyle verilir [4].

Ultraküresel polinomlar hipergeometrik serilerle ifade edilebilirler.

Teorem III.11 Ultraküresel polinomlar için

C�n(x) =
(�)n
n!
(2x)n 2F1

0

B

@

�n=2; (1� n)=2

1� n� �

;x�2

1

C

A
(III.39)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Üreteç fonksiyonu U(x; r) ile başlayarak

(1� 2xr + r2)�� = (1 + r2)��
�

1� 2xr

1 + r2

�

��

=

1
X

k=0

(�)k
k!

(2xr)k

(1 + r2)k+�

=
X

n;k

(�)k
k!

(�+ k)n
n!

(�1)n(2x)krk+2n =
X

n;k

(�)k+n
k!n!

(�1)n(2xr)kr2n

=

1
X

n=0

(�)n
n!
(2x)nrn 2F1

2

6

4

�n=2; (1� n)=2

1� n� �

;x�2

3

7

5

eşitlikleri elde edilir. Buradan da teoremde istenen eşitlik ç¬kar.

Jacobi polinomlar¬n¬n bir özel durumu olmas¬n¬n yan¬s¬ra, ultraküresel polinomlar

kendilerine özgü kullan¬̧sl¬ ve güzel özellikleri de taş¬rlar. Bunlara bir örnek olarak,

(III.35) ile verilen üreteç fonksiyonunda x = cos � yaz¬l¬rsa,

(1� 2xr + r2)�� = (1� 2r cos � + r2)�� = (1� rei�)��(1� re�i�)��

elde edilir. Binom teoremine göre bu ifadeler aç¬larak

C�n(cos �) =

n
X

k=0

(�)k(�)n�k
k!(n� k)!

ei(n�2k)� =

n
X

k=0

(�)k(�)n�k
k!(n� k)!

cos(n� 2k)�
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formülü ç¬kar¬l¬r.

q�ULTRAKÜRESEL POL·INOMLAR:

Tan¬m III.4 Sürekli q-ultraküresel polinomlar, x = cos � olmak üzere,

Cn(x; �jq) =
n
X

k=0

(�; q)k(�; q)n�k
(q; q)k(q; q)n�k

cos(n� 2k)� (III.40)

ile tan¬mlan¬r.

Bu tan¬m¬n q-hipergeometrik serilerle yaz¬l¬̧s¬

Cn(x; �jq) =
(�; q)n
(q; q)n

ein� 2�1

0

B

@

q�n; �

q1�n=�

; q; q=�e2i�

1

C

A
(III.41)

=
(�2; q)n
(q; q)n

e�in� 3�2

0

B

@

q�n; �; �e2i�

�2; 0

; q; q

1

C

A
(III.42)

şeklindedir [3]. q-Benzerli¼gi limit hesab¬yla aşa¼g¬daki gibi gösterilir:

lim
q!1

Cn(x; q
�jq) = lim

q!1

n
X

k=0

(�; q)n(�; q)n�k
(q; q)k(q; q)n�k

cos(n� 2k)�

=

n
X

k=0

(�)k(�)n�k
k!(n� k)!

cos(n� 2k)�

= C�n(x)

Teorem III.12 q-Ultraküresel polinomlar

!�(cos �) =

�

�

�

�

(e2i�; q)1
(�e2i�; q)1

�

�

�

�

2

(III.43)

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonaldir. Ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬

�
Z

0

Cm(cos �; �jq)Cn(cos �; �jq)!�(cos �)d� (III.44)

=
2�(1� �)

(1� �qn)

(�2; q)n
(q; q)n

(�; q)1(�q; q)1

(�2; q)1(q; q)1
�m;n
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·Ispat. (III.40) kullan¬larak Cm(cos �; �jq) yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,
�
Z

0

Cm(cos �; �jq)Cn(cos �; �jq)!�(cos �)d�

=

�
Z

0

 

m
X

k=0

(�; q)k(�; q)n�k
(q; q)k(q; q)n�k

cos(m� 2k)�
!

Cn(cos �; �jq)!�(cos �)d�

=

m
X

k=0

(�; q)k(�; q)n�k
(q; q)k(q; q)n�k

�
Z

0

cos(m� 2k)�Cn(cos �; �jq)!�(cos �)d�

elde edilir. Buradaki toplam¬n içindeki integrale J denirse, integralin içindeki ifade �

yerine �� al¬nd¬¼g¬nda de¼gi̧smedi¼ginden,

J =

�
Z

0

cos(m� 2k)�Cn(cos �; �jq)!�(cos �)d�

=
1

2

�
Z

��

ei(m�2k)�
n
X

l=0

(�; q)l(�; q)n�l
(q; q)l(q; q)n�l

ei(n�2l)�!�(cos �)d�

yaz¬l¬r. Bu integral i��n¬n tek katsay¬lar¬ için s¬f¬rlanaca¼g¬ndan, bir s tamsay¬s¬ için

m� n� 2k = �2s; yani m� 2k = n� 2s olmal¬d¬r. Bu durumda bir üstteki ifade

J =
1

2

n
X

l=0

(�; q)l(�; q)n�l
(q; q)l(q; q)n�l

�
Z

��

e2i(n�l�s)�!�(cos �)d�

şeklinde yaz¬labilir. Bu toplam¬n içindeki integrale I denirse,

I =

�
Z

��

eik�!�(cos �)d� =

�
Z

��

eik�
(e2i�; q)1(e

�2i�; q)1
(�e2i�; q)1(�e�2i�; q)1

d�

bulunur. Buradan, j�j < 1 için q-binom teoreminden

I =

 

1
X

n=0

(1=�; q)n
(q; q)n

�n

! 

1
X

m=0

(1=�; q)m
(q; q)m

�m

! �
Z

��

ei(k+2n�2m)�d�

integrali gelir. k tek oldu¼gunda bu integral s¬f¬rlanaca¼g¬ndan, k = 2l al¬n¬rsa,

I = 2�

1
X

n=0

(1=�; q)1(1=�; q)l+n
(q; q)n(q; q)l+n

�2n+l

= 2�
(1=�; q)l
(q; q)l

�l 2�1

0

B

@

1=�; ql=�

ql+1
; q; �2

1

C

A
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sonucu bulunur. Buradaki Heine serisi Ek I�deki formül (3) ile aç¬ld¬¼g¬nda,

2�1

0

B

@

1=�; ql=�

ql+1
; q; �2

1

C

A
=
(�ql; q)1(�q; q)1

(�2; q)1(ql+1; q)1
2�1

0

B

@

1=q; ql=�

�ql
; q; �q

1

C

A

bulunur. Bu 2�1 yaln¬zca iki terim içerdi¼gi için, bunlar I�da yerine yaz¬l¬rsa,

I =
2��l(1=�; q)l(1 + q

l)

(�q; q)l

(�q; q)1(�; q)1

(�2; q)1(q; q)1

sonucu bulunur. Teoremde verilen integrale dönüş yapmak için I için bulunan sonuç

J �de yerine yaz¬l¬p gerekli sadeleştirme ve dönüşümler uyguland¬¼g¬nda, s = 1; 2; :::; n�1

için J = 0 ve

J = �
(�q; q)1(�; q)1(�

2; q)n

(�2; q)1(q; q)1(�q; q)n
, s = 0; n

bulunur. Baştaki integrale dönülüp J yerine yaz¬ld¬¼g¬nda,

�
Z

0

Cn(cos �; �jq)Cm(cos �; �jq)!�(cos �)d�

= 2�
(�q; q)1(�; q)1(�

2; q)n(�; q)n

(�2; q)1(q; q)1(�q; q)n(q; q)n
�m;n

=
2�(1� �)

(1� �qn)

(�2; q)n
(q; q)n

(�; q)1(�q; q)1

(�2; q)1(q; q)1
�m;n

eşitlikleri yaz¬larak (III.44) elde edilir.

q-ultraküresel polinomlar¬n üreteç fonksiyonu, 0 < r < 1 için,

1
X

n=0

Cn(cos �; �jq)rn =
(�rei�; q)1(�re

�i�; q)1
(rei�; q)1(re�i�; q)1

(III.45)

ile verilen fonksiyondur. Üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬,

2(1� �qn)xCn(x; �jq) = (1� qn+1)Cn+1(x; �jq) (III.46)

+(1� �2qn�1)Cn�1(x; �jq)

ifadesiyle verilir [4].
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III.4 HERM·ITE VE q-HERM·ITE POL·INOMLARI

Hermite polinomlar¬ e�x
2=2fonksiyonunun türevlerinden ortaya ç¬km¬̧st¬r [5]. !(x) =

e�x
2=2 olsun. Birkaç kez türev al¬n¬rsa:

!0(x) = �xe�x2=2, !00(x) = (x2 � 1)e�x2=2, !000(x) = (�x3 + 3x)e�x2=2, ...

Türev almaya devam edilirse, n�inci türevde e�x
2=2�nin yan¬ndaki çarpan¬n, x�in derecesi

n olan bir polinomu oldu¼gu görülür. Bu polinoma Hn(x) denirse

Hn(x) = (�1)nex
2=2!(n)(x)

ve buradan

!(n)(x) = (�1)ne�x2=2Hn(x)

oldu¼gu görülür. Bu ifadenin türevi al¬n¬rsa,

!(n+1)(x) = (�1)n [�xHn(x) +H 0

n(x)] e
�x2=2

elde edilir. Ayn¬ zamanda

!(n+1)(x) = (�1)n+1e�x2=2Hn+1(x)

oldu¼gundan, bu iki ifade eştilenerek

Hn+1(x) = xHn(x)�H 0

n(x) (III.47)

elde edilir. Bu formülle, H0(x) = 1�den başlanarak hesaplan¬rsa, Hn(x) polinomunun

derecesi n ve başkatsay¬s¬ 1 olan bir polinom oldu¼gu görülür. Bu i̧slemlerle elde edilen

Hn(x) = (�1)nex
2=2 d

n

dxn
e�x

2=2 (III.48)

polinomlar¬na Hermite polinomlar¬ denir.

Hermite polinomlar¬n¬n aç¬k yaz¬l¬̧s¬, e�x
2=2 fonksiyonunun formel kuvvet serisi aç¬l¬m¬

yaz¬larak

Hn(x) =

[n=2]
X

k=0

(�1)kn!
k!(n� 2k)!(2x)

n�2k (III.49)
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şeklinde verilir [7]. (Burada, [:] gösterimi tamde¼ger fonksiyonunu ifade eder.)

Hermite polinomlar¬, en temel ortogonal polinomlardan biridir. Ortogonalli¼gi aşa¼g¬-

daki teoremle kan¬tlayal¬m:

Teorem III.13 Hermite polinomlar¬, (�1;1) aral¬¼g¬nda !(x) = e�x
2=2 a¼g¬rl¬k fonksiy-

onuna göre ortogonaldir. Ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬

1
Z

�1

Hm(x)Hn(x)e
�x2=2dx = n!(2�)1=2�m;n (III.50)

şeklindedir.

·Ispat. Hermite polinomlar¬n¬n tan¬m¬ndan,

I =

1
Z

�1

Hm(x)Hn(x)e
�x2=2dx = (�1)n

1
Z

�1

Hm(x)!
(n)(x)dx

şeklinde yaz¬l¬r. Genelli¼gi bozmadan m � n al¬nabilir. K¬smi integral almak için

u = Hm(x) dv = !(n)(x)dx

du = H 0

m(x)dx v = !(n�1)(x)

denirse,

I = uvj1
�1

�
1
Z

�1

vdu

integralinde uv ifadesi e�x
2=2 ile bir polinomun çarp¬m¬ oldu¼gundan, x = �1 için

s¬f¬rlan¬r. Ayn¬ k¬smi integrali m defa uygulayarak

I = (�1)n+m
1
Z

�1

H(m)
m (x)!(n�m)(x)dx (III.51)

elde edilir.

n�m > 0 durumunda bir kere daha ayn¬ k¬smi integral uyguland¬¼g¬ndaH(m+1)
m (x) �

0 olaca¼g¬ndan, I = 0 sonucuna ulaş¬l¬r. Böylece Hermite polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gi

kan¬tlanm¬̧s olur.
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n = m durumunda ise (III.51) integrali

1
Z

�1

[Hn(x)]
2 e�x

2=2dx = (�1)2n
1
Z

�1

H(n)
n (x)!(x)dx

= n!

1
Z

�1

e�x
2=2dx = n!(2�)1=2

bulunur ve böylece (III.50) de¼geri hesaplanm¬̧s olur.

Hermite polinomlar¬, her ortogonal polinom dizisi gibi (III.4) ile verilen bir üç terimli

indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glarlar. Bu ba¼g¬nt¬y¬ bulmak için öncelikle

!0(x) + x!(x) = 0

denklemine bak¬l¬r. Bu denklemin n defa türevi al¬nd¬¼g¬nda

!(n+1)(x) + x!(n)(x) + n!(n�1)(x) = 0

elde edilir. Hermite polinomlar¬ cinsinden ifade edilirse,

e�x
2=2
�

(�1)n+1Hn+1(x) + x(�1)nHn(x) + n(�1)n�1Hn�1(x)
�

= 0

ve buradan da

Hn+1(x)� xHn(x) + nHn�1(x) = 0 (III.52)

ile verilen üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ bulunur.

Hermite polinomlar¬n¬n, ortogonal polinom dizileri için verilen (III.7) türündeki

diferansiyel denklemini bulmak için (III.47) ifadesi (III.52) ile kaŗs¬laşt¬r¬l¬p n yerine

n+ 1 al¬n¬rsa

H 0

n+1(x) = (n+ 1)Hn(x)

bulunur. H 0

n+1(x)�in bu denklemdeki ve (III.47)�in türevindeki ifadeleri eşitlenirse,

Hermite polinomlar¬n¬n diferansiyel denklemi için

H 00

n+1(x)� xH 0

n(x) + nHn(x) = 0 (III.53)
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ifadesi elde edilmi̧s olur.

Hermite polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

H(x; t) = ext�(t
2=2) (III.54)

şeklinde tan¬mlan¬r. Bu fonksiyonun Hermite polinomlar¬n¬ üretti¼gini görmek için,

H(x; t)�nin t için kuvvet serisi aç¬l¬m¬na bakmak gerekir.

H(x; t) =

1
X

n=0

fn(x)
1

n!
tn

olsun. (III.54)�ten gelen @H=@t = (x � t)H eşitli¼ginde bu seri aç¬l¬m¬n¬ yerine yaz¬p

katsay¬lar¬ eşitledi¼gimizde,

1

n!
fn+1(x) =

x

n!
fn(x)�

1

(n� 1)!fn�1(x)

eşitli¼gi bulunur. Eşitlik n! ile çarp¬ld¬¼g¬nda

fn+1(x)� xfn(x) + nfn�1(x) = 0

denklemi elde edilir. Bu da (III.52) ile verilen indirgeme ba¼g¬nt¬s¬d¬r. (III.54) ile yap¬lan

hesaplamayla f0(x) = 1 = H0(x), f1(x) = x = H1(x) bulunaca¼g¬ndan, tümevar¬mla

her n 2 N için f0(x) = H0(x) oldu¼gu görülür. Elde edilen

ext�(t
2=2) =

1
X

n=0

Hn(x)
1

n!
tn

ifadesinden, (III.54) ile verilen H(x; t) fonksiyonunun, Hermite polinomlar¬n¬n üreteç

fonksiyonu oldu¼gu kan¬tlanm¬̧s olur [5].

Hermite polinomlar¬ hipergeometrik fonksiyonlarla (II.19)�da verilen şekilde ifade

edilebillir. (III.48) tan¬m¬ seri aç¬l¬m¬yla yaz¬l¬rsa,

Hn(x) = (�1)nex2=2 d
n

dxn
e�x

2=2

= (�1)n
 

1
X

i=0

1

2ii!
x2i

! 

1
X

j=0

(�1)j (2j � n+ 1)n
2jj!

x2j�n

!
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Bu çarp¬m¬ yap¬p gereken katsay¬lar hesapland¬¼g¬nda,

[n=2]
X

k=0

(�1)k(n)2k(2x)n�2k = (2x)n 2F0(�n=2; (1� n)=2;�;�x�2) (III.55)

elde edilir .

q-HERM·ITE POL·INOMLARI:

Sürekli q-Hermite polinomlar¬, (sürekli) q-ultraküresel polinomlar¬n � = 0 al¬narak

yaz¬lan özel durumudur [4].

Tan¬m III.5 Cn q-ultraküresel polinom olmak üzere,

Hn(xjq) = (q; q)nCn(x; 0jq) (III.56)

ile verilen polinomlara q-Hermite polinomlar¬ denir.

Bu tan¬mda, ultraküresel polinomlarda oldu¼gu gibi x = cos � al¬n¬rsa, q-Hermite

polinomlar¬ için eşde¼ger bir tan¬m,

Hn(cos �jq) = (q; q)nCn(cos �; 0jq)

= (q; q)n

n
X

k=0

cos(n� 2k)�
(q; q)k(q; q)n�k

=

n
X

k=0

(q; q)ne
i(n�2k)�

(q; q)k(q; q)n�k
(III.57)

Bu tan¬mdaki polinomlar¬n Hermite polinomlar¬ ile q-benzerli¼gi

lim
q!1�

Hn

�

x
�

1�q
2

�1=2 jq
�

�

1�q
2

�n=2
= Hn(x)

eşitli¼ginden ç¬kar¬l¬r.

Teorem III.14 q-Hermite polinomlar¬, !0(cos �) =
�

�(e2i�; q)1
�

�

2
a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonaldir. Ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬

�
Z

0

Hn(cos �jq)Hm(cos �jq)!0(cos �)d� =
2�

(qn+1; q)1
�m;n (III.58)

ile verilir.
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·Ispat. q-Hermite polinomlar¬n¬n (III.56) tan¬m¬ yerine yaz¬ld¬¼g¬nda
�
Z

0

Hn(cos �jq)Hm(cos �jq)!0(cos �)d� =

�
Z

0

(q; q)nCn(x; 0jq)(q; q)mCm(x; 0jq)!0(cos �)d�

= (q; q)n(q; q)m

�
Z

0

Cn(x; 0jq)Cm(x; 0jq)!0(cos �)d�

şeklinde yaz¬l¬r. Bu ifadedeki integral (III.44) formülünde � = 0 alarak hesaplan¬rsa
�
Z

0

Hn(cos �jq)Hm(cos �jq)!0(cos �)d� =
(q; q)n(q; q)m2�

(q; q)n(q; q)1
�m;n =

2�

(qn+1; q)1
�m;n

elde edilir.

q-Hermite polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu, x = cos � olmak üzere,

1
X

n=0

Hn(xjq)
(q; q)n

rn =
1

(rei�; q)1(re�i�; q)1
(III.59)

ile, üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ ise

2xHn(xjq) = Hn+1(xjq) + (1� qn)Hn�1(xjq) (III.60)

ifadesiyle verilir.

q-HERM·ITE T·IP·I POL·INOMLAR:

[6]�da, küçük q-Jacobi polinomlar¬ kullan¬larak tan¬mlanan q-Hermite tipi bir poli-

nom dizisi tan¬mlan¬p Teorem III.8�den bu yeni polinomlar¬n ortogonalli¼gi ve üreteç

fonksiyonlar¬ bulunmuştur. Bu bulgular¬ açmak için

Hn(x; c; q) =

n
X

k=0

(q�n; q)k
(q2; q2)k

(�cx)kqnk+k(k�1)=2 (III.61)

polinomlar¬n¬ ele alal¬m. Bu polinomlar, c = 1 için Hermite polinomlar¬n¬n q-benzeridir.

Ayn¬ zamanda, küçük q-Jacobi polinomlar¬ ile de ifade edilebilirler. Bunu görmek için

lim
b!1

pn(�
cx

bq2
;�1; b; q) = lim

b!1
2�1
�

q�n;�bqn+1;�q;�cx=bq
�

= lim
b!1

1
X

k=0

(q�n; q)k
(q; q)k(�q; q)k

(�bqn+1; q)k
(bq)k

(�cx)k

=

n
X

k=0

(q�n; q)k
(q2; q2)k

(�cx)kqnk+k(k�1)=2
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eşitlikleri hesaplan¬r.

Bu limit ileHn(x; c; q) polinomlar¬n¬n ortogonalli¼gini hesaplamak için, Teorem III.8�de

c yerine �c=bq2, a yerine �1 yaz¬ld¬ktan sonra b!1 limiti al¬n¬rsa,

1
X

i=�1

(�c=q; q)i(�q)iHn(q
i; c; q)Hm(q

i; c; q) (III.62)

= lim
b!1

1
X

i=�1

(�c=q; q)i
(�c=bq; q)i

(�q)ipn(�
cqi

bq2
;�1; b; q)pm(�

cqi

bq2
;�1; b; q)

eşitli¼gi yaz¬l¬r. Teorem III.8�in sonucu kullan¬larak, (III.32)�de verilen K için bu ifade

lim
b!1

K
(q; q)n(bq; q)n(1� abq)(aq)n

(aq; q)n(abq; q)n(1� abq2n+1)
�m;n

olarak yaz¬l¬r. Limit hesab¬ yap¬ld¬¼g¬nda,

1
X

i=�1

(�c=q; q)i(�q)iHn(q
i; c; q)Hm(q

i; c; q) =
(q=c; c; q; q)1
(�q;�q2=c; q)1

(q; q)n
(�q; q)nqn

�m;n (III.63)

ile verilen ayr¬k ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ bulunur.

Ayr¬ca, Hn(x; c; q) polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

1
X

n=0

zn

(q; q)n
Hn(x; c; q) =

(�cxz; q2)1
(z; q)1

da [6]�da verilmi̧stir.

q-Hermite polinomlar¬ kullan¬larak oluşturulan bir di¼ger ortogonal polinom dizisi

de [8]�de verilen ve Al-Salam Chihara polinomlar¬ olarak da bilinen polinom dizisidir.

III.5 BESSEL VE q-BESSEL FONKS·IYONLARI

Ortogonallik sadece polinomlar için de¼gil, genel olarak fonksiyonlar için tan¬mlan¬r.

Bu fonksiyonlar aras¬nda en bilineni, hipergeometrik fonksiyonlarla yaz¬l¬m¬ (II.18) ile

verilen Bessel fonksiyonlar¬d¬r. Bessel fonksiyonlar¬ için (III.7)�de tan¬mlanan difer-

ansiyel denklem, z bir kompleks de¼gi̧sken ve � reel ya da kompleks de¼gerler alan bir

parametre olmak üzere

u00 +
1

z
u0 +

�

1� �2

z2

�

u = 0 (III.64)
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ile verilen ikinci dereceden diferansiyel denklemdir. Bu denkleme ikinci dereceden �

mertebeli Bessel denklemi denir.

Bu denklemin çözümlerinden biri, � = n 2 N al¬nd¬¼g¬nda bulunan

Jn(z) =

1
X

k=0

(�1)k
k!(n+ k)!

�z

2

�n+2k

; jzj <1 (III.65)

ile verilmi̧s birinci türde n mertebeli Bessel fonksiyonlar¬d¬r. Oran kriterinden, bu

serinin tüm kompleks düzlemde yak¬nsak oldu¼gu ve dolay¬s¬yla z�nin bir tam fonksiyonu

oldu¼gu görülür. Bu serinin (III.64) denkleminin bir çözümü oldu¼gunu görmek için

öncelikle katsay¬lar¬

�k =
(�1)k

2n+2kk!(n+ k)!

ile gösterilip (III.64)�ün sa¼g taraf¬na u = u1 = Jn yaz¬ld¬¼g¬nda

1
X

k=0

�

(n+ 2k)(n+ 2k � 1) + (n+ 2k)� n2
�

�kz
n+2k�2 +

1
X

k=0

�kz
n+2k

=

1
X

k=1

4�kk(n+ k)zn+2k�2 +

1
X

k=0

�kz
n+2k

=

1
X

k=1

[4�k+1(k + 1)(n+ k + 1) + �k] z
n+2k

elde edilir. Son serideki katsay¬ s¬f¬rlanaca¼g¬ndan, sondaki seri toplam¬ s¬f¬r olur ve

(III.64) sa¼glan¬r.

Birinci türde do¼gal say¬ mertebeli Bessel fonksiyonlar¬n¬n üç terimli indirgeme ba¼g¬n-

t¬s¬n¬ bulmak için, (III.65)�in her iki taraf¬ zn ile çarp¬l¬p türevi al¬n¬rsa,

d

dz
[znJ� ] =

1
X

k=0

(�1)k(2n+ 2k)
2n+2kk!(n+ k)!

z2n+2k�1

= zn
1
X

k=0

(�1)k
k!(n+ k � 1)!

�z

2

�n+2k�1

= znJn�1(z)

elde edilir. Baştaki türev çarp¬m türevi formülüyle al¬n¬p elde edilen ifadenin her iki

taraf¬ zn ile bölünerek

J 0n(z) +
n

z
Jn(z) = Jn�1(z)
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formülü elde edilir. Ayn¬ i̧slemleri z�n için yaparak

J 0n(z)�
n

z
Jn(z) = �Jn+1(z)

bulunur. Bu iki formül birbirinden ç¬kar¬larak

Jn+1(z) =
2n

z
Jn(z)� Jn�1(z); n = 1; 2; 3; ::: (III.66)

ile verilen üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ bulunmuş olur.

Bessel fonksiyonlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

w(z; t) = ez(t�t
�1)=2; 0 < jtj <1 (III.67)

ile verilen fonksiyondur. t�nin bir fonksiyonu olarak görüldü¼günde 0 < � � t � A <1

için analitik oldu¼gundan, Laurent aç¬l¬m¬

w(z; t) =

1
X

n=�1

cn(z)t
n

olarak yaz¬labilir. cn(z) katsay¬lar¬, ezt=2 ve e�z=2t fonksiyonlar¬n¬n t de¼gi̧skenine göre

kuvvet serileri yaz¬l¬p birbiriyle çarp¬ld¬¼g¬nda katsay¬lar eşitlenerek

cn(z) = Jn(z); n = 0; 1; 2; :::

cn(z) = (�1)nJ�n(z); n = �1;�2; :::

bulunur. Bunlar Laurent aç¬l¬m¬nda yerine yaz¬ld¬¼g¬nda, üreteç fonksiyonu için

w(z; t) = J0(z) +

1
X

n=1

Jn(z)
�

tn + (�1)nt�n
�

; 0 < jtj <1

eşitli¼gi elde edilir.

(III.64) Bessel denkleminin genel çözümü için, Jn ile lineer ba¼g¬ms¬z bir çözüm daha

bulunur. Bu çözüm [7]�de verilen,  Euler sabiti ve  (1) = �,  (m+1) = �+
m
P

i=1

1=i

olmak üzere

Yn(z) =
2

�
Jn(z) log

z

2
� 1

�

n�1
X

k=0

(n� k � 1)!
k!

�z

2

�2k�n

� 1
�

n�1
X

k=0

(�1)k
k!(n+ k)!

�z

2

�2k+n

[ (k + 1) +  (k + n+ 1)]
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ile verilen ikinci türde Bessel fonksiyonudur. Bu fonksiyon [�1; 0] hariç analitiktir.

Do¼gal say¬ mertebeli Bessel denkleminin genel çözümleri, A ve B sabit olmak üzere

u = AJn(z) +BYn(z)

şeklindedir.

Kompleks mertebeli birinci türde Bessel fonksiyonlar¬ [�1; 0] boyunca kesilen komp

leks düzlemde

J�(z) =

1
X

k=0

(�1)k
�(k + 1)�(� + k + 1)

�z

2

��+2k

; jzj <1; j arg zj < � (III.68)

şeklinde tan¬mlan¬r. Tan¬mdaki seri her z ve � için yak¬nsakt¬r. Ayn¬ zamanda, yeter-

ince büyük R ve N için jzj � R ve j�j � N al¬nd¬¼g¬nda, oran kriterine göre düzgün

yak¬nsakt¬r. Serinin her terimi [�1; 0] boyunca kesilen kompleks düzlemde analitik

oldu¼gundan, bu fonksiyon da ayn¬ bölgede analitiktir.

(III.68) ile verilen fonksiyonun, (III.64) Bessel denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬ göstermek

için, do¼galsay¬ mertebeli durum için yap¬lan kan¬t¬n ayn¬s¬

�k =
(�1)k

2�+2k�(k + 1)�(� + k + 1)

al¬narak tekrarlan¬r [7].

Bessel fonksiyonlar¬, s¬f¬rlar¬na göre ortogonaldir [7]. Bunu aşa¼g¬daki teoremle kan¬t-

layal¬m:

Teorem III.15 � � �1
2
için J�(z) birinci türde reel mertebeli Bessel fonksiyonlar¬

için,

0 < j�1 < j�2 < � � � < j�m < � � �

say¬lar¬ J�(z)�nin pozitif reel s¬f¬rlar¬ olmak üzere,

1
Z

0

zJ�(j
�
mz)J�(j

�
nz)dz =

1

2

�

(J 0�(j
�
m))

2
+

�

1� �2

(j�m)
2

�

(J�(j
�
m))

2

�

�n;m (III.69)

s¬f¬rlar¬na göre ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r.
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·Ispat. � ve � s¬f¬rdan ve birbirinden farkl¬ reel say¬lar olmak üzere, çözümleri

s¬ras¬yla u� = J�(�z) ve u� = J�(�z) olan

u00� +
1

z
u0� +

�

�2 � �2

z2

�

u� = 0; ve u00� +
1

z
u0� +

�

�2 � �2

z2

�

u� = 0

diferansiyel denklemleri yaz¬ls¬n. Bu denklemlerden ikincisi zu� ile çarp¬l¬p ilkinden

ç¬kar¬ld¬ktan sonra sonucun integrali al¬nd¬¼g¬nda

�

�2 � �2
�

1
Z

0

zu�u�dz = z
�

u�u
0

� � u0�u�
�

j10

ve buradan da � > �1 için
1
Z

0

zJ�(�z)J�(�z)dz =
�J�(�)J

0

�(�)� �J 0�(�)J�(�)

�2 � �2
(III.70)

elde edilir. Burada � = j�m ve � = j�n al¬nd¬¼g¬nda,

1
Z

0

zJ�(j
�
mz)J�(j

�
nz)dz = 0; m 6= n

bulunur. (III.70)�in � �! � limiti L�Hospital kural¬yla al¬n¬p (III.64) diferansiyel

denklemi yard¬m¬yla J 00� içeren terimler yok edilerek s¬f¬rlar yerine yaz¬l¬rsa

1
Z

0

zJ�(j
�
mz)J�(j

�
nz)dz =

1

2

�

(J 0�(j
�
m))

2
+

�

1� �2

(j�m)
2

�

(J�(j
�
m))

2

�

eşitli¼gi elde edilir ve böylece Bessel fonksiyonlar¬n¬n w(z) = z a¼g¬rl¬k fonksiyonuyla

s¬f¬rlar¬na göre ortogonal oldu¼gu gösterilmi̧s olur.

q-BESSEL FONKS·IYONLARI:

Bessel fonksiyonlar¬ için birçok q-benzer tan¬mlanm¬̧st¬r. Burada, kompleks x de¼ger-

leri için Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonlar¬n¬n [9]�de verilen özelliklerini inceleyece¼giz.

Tan¬m III.6 Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonu, z 2 C� f0g olmak üzere

J�(z; q) = z�
(q�+1; q)1
(q; q)1

1
X

k=0

(�1)kq(k2)
(q�+1; q)k(q; q)k

�

qz2
�k

(III.71)

= z�
(q�+1; q)1
(q; q)1

1�1(0; q
�+1; q; qz2) (III.72)
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şeklinde tan¬mlan¬r.

Burada, z��J�(z; q2) fonksiyonu s¬f¬ra denk olmayan analitik bir fonksiyon oldu¼gun-

dan, J�(z; q) fonksiyonu C� f0g�da analitiktir.

q-Benzerli¼gi,

lim
q!1�

J�((1� q)z; q) = lim
q!1�

1
X

k=0

(�1)kz�+2kqk(k+1)=2
(q;q)k
(1�q)k

(q;q)1
(qk+�+1;q)1

(1� q)���k

= lim
q!1�

1
X

k=0

(1� q)k(�1)kz�+2kqk(k+1)=2
(q; q)k�q(� + k + 1)

=

1
X

k=0

(�1)�z�+2k
k!�(� + k + 1)

= J�(2z)

eşitliklerinden kan¬tlan¬r.

Bu fonksiyonunun q-türevine ait iki formül aşa¼g¬daki teoremle verilmi̧stir.

Teorem III.16 Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonunun q-türevi

Dq

�

(:)�J�(:; q
2)
�

(z) =
z�

1� q
J��1(z; q

2) (III.73)

Dq

�

(:)��J�(:; q
2)
�

(z) = �q
1��z��

1� q
J�+1(zq; q

2) (III.74)

özelliklerini sa¼glar.

·Ispat. 1) (III.73) formülünü bulmak için, J�(z; q2) ifadesi (III.71) ile aç¬ld¬ktan

sonra Bölüm II.1�de q-türev için verilen Dq(z
�) = [�]z��1 tan¬m¬ndan

Dq

�

(:)�J�(:; q
2)
�

(z) = Dq

"

z�z�
(q2�+2; q2)1
(q2; q2)1

1
X

k=0

(�1)kqk(k�1)
(q2�+2; q2)k(q2; q2)k

�

q2z2
�k

#

= Dq

"

1
X

k=0

(�1)kqk(k�1)q2k
(q2; q2)1(q2; q2)k

(q2�+2; q2)1
(q2�+2; q2)k

z2�+2k

#

=

1
X

k=0

(�1)kqk(k�1)q2k
(q2; q2)1(q2; q2)k

(q2� ; q2)1
(1� q)(q2� ; q2)k

z2kx�x��1

=
z�

1� q

1
X

k=0

z��1(q2� ; q2)1
(q2; q2)1

(�1)kqk(k�1)
(q2; q2)k(q2� ; q2)k

(qz)2k

=
z�

1� q
J��1(z; q

2)
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eşitlikleri yaz¬larak kan¬t yap¬l¬r.

2) (III.74) formülü de benzer şekilde kan¬tlan¬r.

(III.64) ile verilen Bessel denkleminin q-benzeri, (III.73) ve (III.74) kullan¬ld¬ktan

sonra q ! 1� limiti al¬narak bulunan

J�(q
2z; q2) + q��(q2z2 � 1� q2�)J�(qz; q

2) + J�(z; q
2) = 0 (III.75)

ifadesiyle verilmi̧s q-fark denklemidir.

Bu denklem yard¬m¬yla, Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonunun

J�(z; q
2) =

�

1� q2�

z
+ z

�

J�(z; q
2)� J��1(z; q

2) (III.76)

J�(qz; q
2) = q���1

�

1� q2�

z
J�(z; q

2)� J��1(z; q
2)

�

(III.77)

ifadeleriyle verilen iki özelli¼gi ç¬kar¬l¬r.

Bessel fonksiyonunun s¬f¬rlar¬na göre ortogonal olmas¬n¬ q-analize taş¬mak için q-

Bessel fonksiyonunun s¬f¬rlar¬ ile ilgili özelliklerine bakmak gerekir.

Önerme III.1 Re(�) > �1, z > 0 ve a; b 2 C� f0g için

(a2 � b2)

z
Z

0

xJ�(aqx; q
2)J�(bqx; q

2)dqx

= (1� q)q��1
�

aJ�+1(aqz; q
2)J�(bz; q

2)� bJ�+1(bqz; q
2)J�(az; q

2)
�

(III.78)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.

·Ispat. Verilen integrale I deyip x�x�� ile çarp¬ld¬ktan sonra (II.36) ile verilen

q-k¬smi integral tan¬m¬nda

f(qx) = x��J�(aqx; q
2) ve (Dqg)(x) = x�+1J�(bqx; q

2),

yaz¬l¬rsa

f(x) = q�x��J�(ax; q
2) ve (III.73)�ten (Dqf)(x) = �

aqx��

1� q
J�+1(bqx; q

2);

(III.74)�ten g(x) =
1� q

bq
x�+1J�+1(bqx; q

2)
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bulunur. Bu bilgiler q-integral tan¬m¬nda yerine yaz¬l¬p integral hesapland¬¼g¬nda, gerekli

sadeleştirmeler sonucunda

I

(a2 � b2)
=

1� q

b
q��1zJ�+1(bqz; q

2)J�(az; q
2)

+
a

b

z
Z

0

xJ�+1(aqx; q
2)J�+1(bqx; q

2)dqx

bulunur. a ve b�nin yerini de¼gi̧stip ayn¬ i̧slemleri uygulayarak elde edilen eşitlik yukar¬-

daki eşitlikten ç¬kar¬ld¬¼g¬nda I (III.78)�de istenen şekilde elde edilir.

Teoremdeki Re(�) > �1 k¬s¬tlamas¬n¬n gereklili¼gini göstermek için J�(x; q2) fonksiy-

onunun 0 civar¬ndaki x�ler için, bir sabitle çarp¬lm¬̧s x� fonksiyonu gibi davrand¬¼g¬n¬

gözlemek gerekir. Bu gözleme göre A ve B sabitler olmak üzere

I

(a2 � b2)
� x Ax�Bx�dqx = AB

z
Z

0

x2�+1dqx = AB(1� q)z

1
X

k=0

(qkz)2�+1qk

eşitli¼gi, (II.32) kullan¬larak bulunur. Bu serinin yak¬nsak olmas¬ için ise oran testinden
�

�

�

�

q(2k+2)(�+1)

q2k(�+1)

�

�

�

�

=
�

�q2(�+1)
�

� = q2Re(�+1) < 1

olmal¬d¬r. Bu durum da ancak ve ancak 2Re(� + 1) > 0 yani Re(�) > �1 oldu¼gunda

gerçekleşir.

Sonuç III.1 � reel say¬ ve � > �1 koşuluyla J�(z; q2) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬ reeldir.

·Ispat. Öncelikle � reel oldu¼gunda s¬f¬rlar¬n varl¬¼g¬n¬ göstermek gerekir. Bunun için

(III.75)�te t = q�1
p

1 + q2� al¬n¬rsa J�(q2t; q2) = �J�(t; q2) bulunur. J� fonksiyonu reel

eksende pozitif reel de¼gerli ve sürekli oldu¼gundan, (q2t; t) aral¬¼g¬nda bir s¬f¬r¬ olmal¬d¬r.

S¬f¬rlar¬n reel oldu¼gunu kan¬tlamak için a 6= 0 say¬s¬ J� �n¬n bir s¬f¬r¬ olsun. � reel

oldu¼gundan,

J�(a; q
2) = J�(a; q2) = 0

olur. Önerme�de z = 1 ve b = a al¬n¬rsa (III.78)�in sa¼g taraf¬ s¬f¬rlanaca¼g¬ndan,

(a2 � a2)

1
Z

0

x
�

�J�(aqx; q
2)
�

�

2
dqx = 0
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olur. E¼ger a 6= a olursa,

1
Z

0

x
�

�J�(aqx; q
2)
�

�

2
dqx = (1� q)

1
X

k=0

�

�J�(aq
k+1; q2)

�

�

2
= 0

eşitli¼ginden her k için J�(aqk+1; q2) = 0 olmal¬d¬r. Fakat o zaman C� f0g�da analitik

olan x��J�(x; q
2) � 0 ve dolay¬s¬yla J�(x; q2) � 0 oldu¼gundan, çeli̧ski elde ederiz.

Öyleyse a = a, yani a 2 R veya a 2 iR olmal¬d¬r. Fakat, c 2 R olmak üzere x = ic

al¬n¬rsa,

J�(ic; q
2) = (ic)�

(q2�+2; q2)1
(q2; q2)1

1
X

k=0

qk(k+1)c2k

(q2�+2; q2)k(q2; q2)k

ifadesinde � > �1 oldu¼gundan, her terim pozitif reel say¬ olur. Bu durumda sa¼g taraf

asla s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan, a 2 iR olamaz. Öyleyse a 2 R, yani bütün s¬f¬rlar reel

olmal¬d¬r.

E¼ger a 2 R J� �n¬n s¬f¬r¬ ise, �a da s¬f¬r¬d¬r. Öyleyse, s¬f¬rlar¬ çal¬̧s¬rken yaln¬zca

pozitif olanlara çal¬̧s¬labilir. a 6= 0 bir pozitif s¬f¬r olmak üzere,
1
Z

0

x
�

J�(aqx; q
2)
�2
dqx = �

1

2
(1� q)q��1J�+1(aq; q

2)J 0�(a; q
2) (III.79)

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu eşitlik, Jackson integrali ile klasik türevi ili̧skilendirmesi bak¬m¬n-

dan önemlidir.

Yar.Teorem III.4 � > �1 olmak üzere J��nün herhangi bir a 6= 0 s¬f¬r¬ basit s¬f¬rd¬r.

·Ispat. Teoremdeki koşullarla Sonuç 1�in kan¬t¬nda kullan¬lan çeli̧ski yaratan argü-

man uygulanarak

1
Z

0

x
�

�J�(aqx; q
2)
�

�

2
dqx =

1
Z

0

x
�

J�(aqx; q
2)
�2
dqx > 0

olmas¬ gerekti¼gi görülür. Bu bilgi ile (III.79)�a bak¬ld¬¼g¬nda, J 0�(a; q
2) 6= 0 olmas¬

gerekti¼gi, yani a�n¬n basit s¬f¬r oldu¼gu görülür.

Teorem III.17 � > �1 olmak üzere Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonu J��nün say¬la-

bilir sonsuz çoklukta pozitif basit s¬f¬r¬ vard¬r.
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·Ispat. Sonuç 1 ve Yard¬mc¬ Teorem 1�den dolay¬ tüm s¬f¬rlar reel ve basit oldu¼gu

için yaln¬zca sonsuz çoklukta s¬f¬r oladu¼gunu kant¬lamak yeterli olacakt¬r. Çeli̧ski elde

etmek için sonlu say¬da s¬f¬r oldu¼gunu varsayal¬m. En büyük s¬f¬r a olsun.

x2q2 � 1� q2� > 0 ve q2x > a

eşitliklerini sa¼glayan pozitif bir x sabitlenirse,

J�(q
2x; q2), J�(qx; q

2) ve J�(x; q
2)

ifadelerinin s¬f¬rdan farkl¬ ve ayn¬ i̧saretli oldu¼gu görülür. Öyleyse, (III.75) ile verilen

q-fark denklemi yaz¬ld¬¼g¬nda

J�(q
2x; q2) + q��(q2x2 � 1� q2�)J�(qx; q

2) + J�(x; q
2)

ifadesi s¬f¬rdan farkl¬ olur. Bu durum da (III.75) denklemi ile çeli̧ski yarat¬r. Öyleyse

en büyük s¬f¬r olamaz, dolay¬s¬yla sonlu say¬da s¬f¬r olamaz.

Bu teoreme göre, � > �1 olmak üzere Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonu J�(z; q2)�nin

s¬f¬rlar¬ j�k (q
2) veya k¬saca jk ile gösterilip

0 < j1 < j2 < � � � < jk < jk+1 < � � �

şeklinde s¬rayla yaz¬labilir.

Şimdiye kadar elde etti¼gimiz bulgularla, Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonunun s¬f¬r-

lar¬na göre ortogonal oldu¼gunu kan¬tlayabiliriz.

Teorem III.18 � > �1 ve 0 < j1 < j2 < � � � say¬lar¬ J�(z; q2) fonksiyonunun pozitif
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s¬f¬rlar¬ olsun. Aşa¼g¬daki eşitlikler sa¼glan¬r:

1
Z

0

xJ�(qjnx; q
2)J�(qjmx; q

2)dx (III.80)

= �1
2
(1� q)q��1J�+1(qjn; q

2)J 0�(jn; q
2)�m;n (III.81)

=
1

2
(1� q)2q��2

�

DqJ�(:; q
2)
�

(jn)J
0

�(jn; q
2)�m;n (III.82)

= �1
2
(1� q)q��2j�1n J�(qjn; q

2)J 0�(jn; q
2)�m;n (III.83)

= �1
2
(1� q)q�2J�+1(jn; q

2)J 0�(jn; q
2)�m;n (III.84)

·Ispat. i) (III.80)=(III.81) : n 6= m için Önerme 1�den (III.80) integrali 0 olur.

n = m oldu¼gunda ise, bu integral (III.79)�daki integrale dönüşür ve de¼gerler yerine

yaz¬ld¬¼g¬nda (III.81)�e ulaş¬l¬r.

ii) (III.81)=(III.82) : f(z) = J�(z; q
2) ve g(z) = z�� al¬n¬p Bölüm II�de tan¬mlanan

çarpma q-türevi ve (III.74) uyguland¬¼g¬nda,

�

DqJ�(:; q
2)
�

(z) =
�q
1� q

J�+1(qz; q
2) +

1� q�

z(1� q)
J�(z; q

2)

formülü elde edilir. Bu formülde z yerine jn yaz¬l¬rsa

�

DqJ�(:; q
2)
�

(jn) =
�q
1� q

J�+1(qjn; q
2) +

1� q�

jn(1� q)
J�(jn; q

2)

=
�q
1� q

J�+1(qjn; q
2)

bulunur. Bu sonuç (III.81)�de yerine yaz¬larak (III.82) elde edilir.

iii) (III.82)=(III.83) : q-Türev tan¬m¬ndan

�

DqJ�(:; q
2)
�

(jn) =

�

J�(:; q
2)� J�(q:; q

2)

(1� z)

�

(jn)

=
J�(qjn; q

2)

(1� x)

bulunur. Bu de¼ger (III.82)�de yerine yaz¬ld¬¼g¬nda (III.80)�e ulaş¬l¬r.

iv) (III.80)=(III.84) : (III.77) eşitli¼gini �q�+1 ile çarp¬p (III.76) eşitli¼gi ile taraf

tarafa toplayarak

J�+1(z; q
2)� q�+1J�+1(qz; q

2) = zJ�(z; q
2)

64



eşitli¼gi bulunur. Bu eşitlikte z yerine jn yaz¬l¬rsa sa¼g taraf s¬f¬rlan¬r ve

J�+1(jn; q
2) = q�+1J�+1(qjn; q

2)

eşitli¼gi elde edilir. Bu bilgi (III.80)�de yerine yaz¬larak (III.84) elde edilir.

Bu teoremle verilen eşitliklere Fourier-Bessel ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬ ad¬ verilir [9].

Bu ba¼g¬nt¬lar, Hahn-Exton q-Bessel fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n ortogonallikteki önemini

aç¬klamaktad¬r. Bu teorem yard¬m¬yla bu fonksiyonun s¬f¬rlar¬ ile ilgili baz¬ bilgileri elde

ederiz.

Yar.Teorem III.5 � > �1 olmak üzere J�(z; q2) fonksiyonunun iki ard¬ş¬k s¬f¬r¬n¬n

aras¬nda J��1(z; q
2) ve J�+1(z; q

2) fonksiyonlar¬n¬n her ikisinin de en az birer tane s¬f¬r¬

vard¬r.

·Ispat. (III.73) kullanarak tan¬mlanan

g(z) =
x�

1� q
J��1(z; q

2) = Dq

�

(:)�J�(:; q
2)
�

(z)

fonksiyonuna bak¬ld¬¼g¬nda, a say¬s¬ J�(z; q2) fonksiyonunun bir s¬f¬r¬ ise q-türev tan¬m¬n-

dan

g(a) = �(aq)
�J�(aq; q

2)

(1� q)a

eşitli¼gi elde edilir. Buna göre, e¼ger 0 < a < b say¬lar¬ J�(z; q2) fonksiyonunun ard¬̧s¬k

s¬f¬rlar¬ ise, Yard¬mc¬ Teorem III.4 ve Teorem III.8�den g(a)g(b) < 0 eşitsizli¼gi görülür.

Buna göre, g(z)�nin tan¬m¬ndan, J��1(a; q2) ile J��1(b; q2) de¼gerleri ters i̧saretlidir.

Böylece teorem J��1(z; q
2) için kan¬tlanm¬̧s olur.

(III.76) eşitli¼gine bak¬ld¬¼g¬nda, J��1(a; q2) = �J�+1(a; q2) eşitli¼gi bulunur. bir

önceki kan¬t¬ uygulayarak, teorem J�+1(z; q
2) için kan¬tlan¬r.

Teorem III.19 J�(z; q
2) ile J�+1(z; q

2) fonksiyonlar¬n¬n pozitif s¬f¬rlar¬ aras¬nda

0 < j�1 < j�+11 < j�2 < j�+12 < j�3 � ��

eşitsizlikleriye verilen bir ilişki vard¬r.
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·Ispat. Yard¬mc¬ Teorem III.5�ten dolay¬ yaln¬zca j�1 < j�+11 eşitsizli¼gini göster-

mek yeterli olacakt¬r. Tan¬m III.6�daki 1�1 fonksiyonunda x = z = 0 al¬nd¬¼g¬nda 1

de¼geri bulunur. Süreklilikten, z 2 (0; j�1 ) için J�(z; q2) > 0 olmas¬ gerekir. Dolay¬s¬yla

J�(z; q
2) bu aral¬kta azalan bir fonksiyondur, yani J 0�(j

�
1 ; q

2) < 0. Öyleyse, Yard¬mc¬

Teorem III.4 ve Teorem III.18�e göre J�+1(j�1 ; q
2) > 0 olmal¬d¬r. Öyleyse, J�+1(z; q2)

fonksiyonunun (0; j�1 ) aral¬¼g¬nda çift say¬da s¬f¬r¬ olmas¬ gerekir. j
�
1 en küçük pozitif s¬f¬r

oldu¼gundan ve Yard¬mc¬ Teorem III.5�ten dolay¬, hiç s¬f¬r olmad¬¼g¬ sonucuna var¬l¬r.

Bu bilgilerin bir uygulamas¬ olarak, j�1 için bir üst s¬n¬r elde edilebilir. [9]�te tarif

edilen i̧slemler aç¬l¬rsa, (III.75) q- fark denkleminde z = jz1 için,

J�(q
2j�1 ; q

2) + q��(q2(j�1 )
2 � 1� q2�)J�(qj

�
1 ; q

2) = 0

eşitli¼gi bulunur. z 2 (0; j�1 ) için J�(z; q2) > 0 oldu¼gundan J�(q2j�1 ; q2) > 0 ve J�(qj�1 ; q2) >

0 olur. Dolay¬s¬yla

q��(q2(j�1 )
2 � 1� q2�) < 0

olmal¬d¬r. Buradan da

j�1 <

p

1 + q2�

q

eşitsizli¼gi elde edilir.

Teorem III.19�un bir başka sonucu da, J�(z; q2) ile J�+1(z; q2) fonksiyonlar¬n¬n 0�dan

farkl¬ ortak s¬f¬r¬n¬n olmamas¬d¬r.

Önerme III.2 � > 0 için DqJ�(:; q
2) fonksiyonunun 0�dan farkl¬ kökleri reel ve basit-

tir.

·Ispat. Sonuç III.1�in kan¬t¬ndaki argümanlar¬ yeri geldi¼ginde � > 0 ifadesi eklenerek

uyguland¬¼g¬nda köklerin reel oldu¼gu ayn¬ şekilde kan¬tlan¬r. Basit kökler oldu¼gunu

kant¬lamak için ise öncelikle bir integral hesab¬ yapmak gerekir. Önerme III.1�de z = 1
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yaz¬l¬p Teorem III.18�deki eşitlikler kullan¬l¬rsa

(a2 � b2)

1
Z

0

xJ�(aqx; q
2)J�(bqx; q

2)dqx

= (1� q)q��1
�

aJ�+1(aq; q
2)J�(b; q

2)� bJ�+1(bq; q
2)J�(a; q

2)
�

= (1� q)2q��2
�

b
�

DqJ�(:; q
2)
�

(b)J�(a; q
2)� a

�

DqJ�(:; q
2)
�

(a)J�(b; q
2)
�

(III.85)

elde edilir. Baştaki ifadeyi önce (a2 � b2)�ye bölüp b! a limitini L�Hospital kural¬yla

al¬p a�y¬ DqJ�(:; q
2) fonksiyonunun 0�dan farkl¬ bir s¬f¬r¬ olarak kabul edersek, i̧slemler

sonucunda

1
Z

0

x
�

�J�(aqx; q
2)
�

�

2
dqx = �

1

2
(1� q)2q��2J�(a; q

2)
�

DqJ�(:; q
2)
�

0

(a)

elde edilir. Eşitli¼gin sol taraf¬ s¬f¬r olamayaca¼g¬ndan, sa¼g taraf da s¬f¬r olamaz. Dolay¬s¬yla

(DqJ�(:; q
2))

0

(a) 6= 0, yani a basit s¬f¬rd¬r.
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IV SONUÇLAR VE TARTIŞMA

Bu çal¬̧smada öncelikle, negatif olmayan !(x) a¼g¬rl¬k fonksiyonu yard¬m¬yla

b
Z

a

fm(x)fn(x)!(x)dx = 0, m 6= n

[a; b] aral¬¼g¬nda !(x)�e göre ortogonal dizi tan¬m¬ ve �n; f(x) fonksiyonunun n: s¬f¬r¬

olmak üzere

1
Z

0

f(�mx)f(�nx)d�(x) = 0, m 6= n

s¬f¬rlar¬na göre ortogonallik tan¬m¬ verildi. Ayr¬ca, Jackson integrali yard¬m¬yla

1
Z

0

f(�mx)f(�nx)dqx = 0, m 6= n

s¬f¬rlar¬na göre q-ortogonallik tan¬m¬ verildi.

Sonra, ortogonal polinom dizileri çal¬̧s¬ld¬. fPk(x)g dizisinde degPk(x) = k olmak

üzere ortogonallik
b
Z

a

Pm(x)Pn(x)!(x)dx = hn�m;n, m 6= n

ile yaz¬ld¬. Burada

hn =

b
Z

a

(Pn(x))
2 !(x)dx

Herhangi bir P (x) polinomunun fPk(x)g ortogonal dizisinin lineer kombinasyonu olarak

yaz¬labilece¼ginin ve degP (x) < n olan her polinomun bu dizi ile ortogonal oldu¼gunun

kan¬t¬ verildi. fPk(x)g ortogonal dizisinin P�1(x) � 0; n 2 N; An; Bn; Cn reel say¬lar¬

için An�1AnCn+1 > 0 koşullar¬yla

Pn+1(x) = (Anx+Bn)Pn(x)� CnPn�1(x)

ile verilen bir üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ ve buradaki katsay¬lar¬n, Pn(x)�in

başkatsay¬s¬ �n olmak üzere,

An =
�n+1
�n

, Cn =
Anhn

An�1hn�1
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oldu¼gu gösterildi. fPk(x)g ortogonal dizisindeki her Pk(x)�in [a; b] aral¬¼g¬nda k tane

reel ve farkl¬ s¬f¬r¬n¬n oldu¼gu görüldü. Yine bu diziden Pk(x)�in s¬f¬rlar¬n¬n Pk+1(x)�in

s¬f¬rlar¬n¬n aras¬nda oldu¼gu anlaş¬ld¬. Ayr¬ca bu dizinin elemanlar¬n¬n Sturm-Liouville

diferansiyel denkleminin çözümleri oldu¼gu ifade edildi.

Daha sonra aşa¼g¬daki baz¬ özel ortogonal polinom aileleri, q-benzerleriyle birlikte

tan¬t¬ld¬:

1) a) � > �1 ve � > �1 reel sabitler ve n 2 N olmak üzere

P (�;�)n (x) =
(� + 1)n

n!
2F1(�n; n+ � + � + 1;� + 1;

1� x

2
)

şeklinde tan¬mlan Jacobi polinomlar¬n¬n !(x) = (1� x)�(1 + x)� a¼g¬rl¬k fonksiyonuna

göre ortogonal oldu¼gu ve ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬n

1
Z

�1

P (�;�)n (x)P (�;�)m (x)(1� x)�(1 + x)�dx =
2�+�+1�(n+ � + 1)�(n+ � + 1)

(2n+ � + � + 1)�(n+ � + � + 1)n!
�mn

oldu¼gu gösterildi. Jacobi polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonunun R = (1 � 2xr + r2)1=2

olmak üzere

F (x; r) =
2�+�

R
(1� r +R)��(1 + r +R)��

oldu¼gu ifade edildi.

b) Küçük q-Jacobi polinomlar¬

pn(x; a; b; q) = 2�1

0

B

@

q�n; abqn+1

aq

; q;xq

1

C

A

ile, büyük q-Jacobi polinomlar¬

Pn(x; a; b; c; q) = 3�2

0

B

@

q�n; abqn+1; x

aq; cq

; q; q

1

C

A

olmak üzere Jacobi polinomlar¬n¬n iki tane q-benzerinin tan¬m¬ verildi. Bu iki polinom

dizisinin Jacobi polinomlar¬n¬n q-benzeri oldu¼gu gösterildi.
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Küçük q-Jacobi polinomlar¬ için 0 < q ; aq < 1 ve

hn(a; b; q) =
(1� abq2n+1)(abq; q)n(aq; q)n(aq; q)1
(1� abq)(q; q)n(bq; q)n(abq2; q)1

(aq)�n

olmak üzere

1
X

i=0

pm(q
i; a; b; q)pn(q

i; a; b; q)
(bq; q)i
(q; q)i

(aq)i =
�m;n

hn(a; b; q)

eşitli¼gi ile, büyük q-Jacobi polinomlar¬ için,

hn(a; b; c; q) =M �1 (1� abq2n+1)(abq; q)n(aq; cq; q)n
(1� abq)(q; q)n(bq; abq=c; q)n

(�ac)nq�(n2)

ve

M =

bq
Z

cq

(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx =
aq(1� q)(q; c=a; aq=c; abq2; q)1

(aq; bq; cq; abq=c; q)1

olmak üzere
bq
Z

cq

Pm(x; a; b; c; q)Pn(x; a; b; c; q)
(x=a; x=c; q)1
(x; bx=c; q)1

dqx =
�m;n

hn(a; b; c; q)

eşitli¼gi ile ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬ verildi.

2) a) � > �1 bir reel say¬ olmak üzere, Jacobi polinomlar¬ yard¬m¬yla

C�n(x) =
(2�)n
�

�+ 1
2

�nP
(��(1=2);��(1=2))
n (x)

ultraküresel polinomlar tan¬mland¬. Ultraküresel polinomlar¬n üreteç fonksiyonu

U(x; r) = (1� 2xr + r2)��

ile verildi. � > �1, � 6= 0 olmak üzere ultraküresel polinomlar¬n ortogonalli¼gi, (1 �

x2)��(1=2)a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre

1
Z

�1

C�n(x)C
�
m(x)(1� x2)��(1=2)dx =

��(n+ 2�)21�2�

(�(�))2 (n+ �)n!
�m;n

ba¼g¬nt¬s¬yla verildi. Bu polinomlar¬n üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬, n � 2, C�0 (x) = 1

ve C�1 (x) = 2x olmak üzere

nC�n(x) = 2(n+ �� 1)xC�n�1(x)� (n+ 2�� 2)C�n�2(x)
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formülüyle, hipergeometrik serilerle temsili de

C�n(x) =
(�)n
n!
(2x)n 2F1

2

6

4

�n=2; (1� n)=2

1� n� �

;x�2

3

7

5

eşitli¼giyle ifade edildi. x = cos � yaz¬larak,

C�n(cos �) =

n
X

k=0

(�)k(�)n�k
k!(n� k)!

ei(n�2k)� =

n
X

k=0

(�)k(�)n�k
k!(n� k)!

cos(n� 2k)�

başka bir yaz¬l¬̧s elde edildi.

b) Sürekli q-ultraküresel polinomlar¬n tan¬m¬, x = cos � olmak üzere,

Cn(x; �jq) =
n
X

k=0

(�; q)k(�; q)n�k
(q; q)k(q; q)n�k

cos(n� 2k)�

ile verildi [4]. Bu tan¬m¬n q-hipergeometrik serilerle yaz¬l¬̧s¬

Cn(x; �jq) =
(�; q)n
(q; q)n

ein� 2�1

0

B

@

q�n; �

q1�n=�

; q; q=�e2i�

1

C

A

=
(�2; q)n
(q; q)n

e�in�

0

B

@3�2
q�n; �; �e2i�

�2; 0

; q; q

1

C

A

ifade edildi [3]. q-Ultraküresel polinomlar¬n

!�(cos �) =

�

�

�

�

(e2i�; q)1
(�e2i�; q)1

�

�

�

�

2

a¼g¬rl¬k fonksiyonuna göre ortogonal oldu¼gu ve ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬n

�
Z

0

Cn(cos �; �jq)Cm(cos �; �jq)!�(cos �)d�

=
2�(1� �)

(1� �qn)

(�2; q)n
(q; q)n

(�; q)1(�q; q)1

(�2; q)1(q; q)1
�m;n

oldu¼gu kan¬t¬yla yaz¬ld¬. Bu polinomlar¬n üreteç fonksiyonunun, 0 < r < 1 için,

1
X

n=0

Cn(cos �; �jq)rn =
(�rei�; q)1(�re

�i�; q)1
(rei�; q)1(re�i�; q)1
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ve üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n,

2(1� �qn)xCn(x; �jq) = (1� qn+1)Cn+1(x; �jq)

+(1� �2qn�1)Cn�1(x; �jq)

oldu¼gu gözlendi.

3) a) Hermite polinomlar¬ için

Hn(x) = (�1)nex
2=2 d

n

dxn
e�x

2=2

tan¬m¬ ve

Hn(x) =

[n=2]
X

k=0

(�1)kn!
k!(n� 2k)!(2x)

n�2k

seri tan¬m¬ yap¬ld¬. Hermite polinomlar¬n¬n (�1;1) aral¬¼g¬nda !(x) = e�x
2=2 a¼g¬rl¬k

fonksiyonuna göre ortogonal oldu¼gu ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬n

1
Z

�1

Hm(x)Hn(x)e
�x2=2dx = n!(2�)1=2�m;n

oldu¼gu gösterildi. Bu polinomlar¬n üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬n¬n

Hn+1(x)� xHn(x) + nHn�1(x) = 0

ve üreteç fonksiyonunun

H(x; t) = ext�(t
2=2)

oldu¼gu kan¬t¬yla yaz¬ld¬.

b) Cn; q-ultraküresel polinom olmak üzere,

Hn(xjq) = (q; q)nCn(x; 0jq)

eşitli¼gi ile q-Hermite polinomlar¬n¬n tan¬m¬ yaz¬ld¬. x = cos � al¬narak bu tan¬m

Hn(cos �jq) ==
n
X

k=0

(q; q)ne
i(n�2k)�

(q; q)k(q; q)n�k
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düzenlendi. Bu polinomlar için a¼g¬rl¬k fonksiyonu !0(cos �) =
�

�(e2i�; q)1
�

�

2
ve ortogo-

nallik ba¼g¬nt¬s¬

�
Z

0

Hn(cos �jq)Hm(cos �jq)!0(cos �)d� =
2�

(qn+1; q)1
�m;n

ile verildi. q-Hermite polinomlar¬n¬n üreteç fonksiyonu, x = cos � olmak üzere,

1
X

n=0

Hn(xjq)
(q; q)n

rn =
1

(rei�; q)1(re�i�; q)1

ile, üç terimli indirgeme ba¼g¬nt¬s¬ da,

2xHn(xjq) = Hn+1(xjq) + (1� qn)Hn�1(xjq)

ilebelirtildi. Böylece, bir ortogonal polinom dizisinden bir başka ortogonal polinom

dizisinin türetili̧sine örnek verilmi̧s oldu.

c) [6]�da, küçük q-Jacobi polinomlar¬ kullan¬larak tan¬mlanan q-Hermite tipi bir

polinom dizisi

Hn(x; c; q) =

n
X

k=0

(q�n; q)k
(q2; q2)k

(�cx)kqnk+k(k�1)=2

şeklinde tan¬mland¬ ve ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ verildi. Böylece, limit yard¬m¬yla ortog-

onal polinomlar¬n birinden di¼gerinin elde edili̧sine ve özelliklerin birbirine aktar¬l¬̧s¬na

örnek verilmi̧s oldu.

Son olarak, z bir kompleks de¼gi̧sken ve � reel ya da kompleks de¼gerler alan bir

parametre olmak üzere

u00 +
1

z
u0 +

�

1� �2

z2

�

u = 0

ile verilen ikinci dereceden � mertebeli Bessel denklemi verildi ve bu denklemin � =

n 2 N için çözümü olan

Jn(z) =

1
X

k=0

(�1)k
k!(n+ k)!

�z

2

�n+2k

; jzj <1

ile verilmi̧s birinci türde n mertebeli Bessel fonksiyonlar¬ tan¬mland¬.
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Birinci türde do¼gal say¬ mertebeli Bessel fonksiyonlar¬n¬n üç terimli indirgeme ba¼g¬n-

t¬s¬n¬ veren

Jn+1(z) =
2n

z
Jn(z)� Jn�1(z); n = 1; 2; 3; :::

eşitli¼ginin kan¬t¬ verildi.

Bessel fonksiyonlar¬n¬n üreteç fonksiyonu

w(z; t) = ez(t�t
�1)=2; 0 < jtj <1

ile verildi.

Bessel denkleminin genel çözümü için, Jn ile lineer ba¼g¬ms¬z bir çözüm olan ikinci

türde Bessel fonksiyonunun,

Yn(z) =
2

�
Jn(z) log

z

2
� 1

�

n�1
X

k=0

(n� k � 1)!
k!

�z

2

�2k�n

� 1
�

n�1
X

k=0

(�1)k
k!(n+ k)!

�z

2

�2k+n

[ (k + 1) +  (k + n+ 1)]

tan¬m¬ verildi.

Bessel fonksiyonlar¬n¬n � � �1
2
için J�(z) birinci türde reel mertebeli Bessel fonksiy-

onlar¬ için,

0 < j�1 < j�2 < � � � < j�m < � � �

say¬lar¬ J�(z)�nin pozitif reel s¬f¬rlar¬ olmak üzere,

1
Z

0

zJ�(j
�
mz)J�(j

�
nz)dz =

1

2

�

(J 0�(j
�
m))

2
+

�

1� �2

(j�m)
2

�

(J�(j
�
m))

2

�

�n;m

s¬f¬rlar¬na göre ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬n¬ sa¼glad¬¼g¬ gösterildi.

Bessel fonksiyonlar¬n¬n q-benzerlerinden biri olan Hahn-Exton q-Bessel fonksiy-

onunun, x 2 C� f0g olmak üzere

J�(x; q) = x�
(q�+1; q)1
(q; q)1

1
X

k=0

(�1)kq(k2)
(q�+1; q)k(q; q)k

�

qx2
�k

= x�
(q�+1; q)1
(q; q)1

1�1(0; q
�+1; q; qx2)
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tan¬mlar¬ yaz¬ld¬. Bu fonksiyonunun q-türevine ait şu iki formülün

Dq

�

(:)�J�(:; q
2)
�

(x) =
x�

1� q
J��1(x; q

2)

Dq

�

(:)��J�(:; q
2)
�

(x) = �q
1��x��

1� q
J�+1(xq; q

2)

kan¬tlar¬ aktar¬ld¬. Bessel denkleminin q-benzeri olan

J�(q
2x; q2) + q��(q2x2 � 1� q2�)J�(qx; q

2) + J�(x; q
2) = 0

q-fark denklemi ve bu denklemden ç¬kan

J�(x; q
2) =

�

1� q2�

x
+ x

�

J�(x; q
2)� J��1(x; q

2)

J�(qx; q
2) = q���1

�

1� q2�

x
J�(x; q

2)� J��1(x; q
2)

�

özellikleri belirtildi. Bessel fonksiyonlar¬n¬n Re(�) > �1, z > 0 ve a; b 2 C� f0g için

(a2 � b2)

z
Z

0

xJ�(aqx; q
2)J�(bqx; q

2)dqx

= (1� q)q��1
�

aJ�+1(aqz; q
2)J�(bz; q

2)� bJ�+1(bqz; q
2)J�(az; q

2)
�

eşitli¼gi gösterildi. � reel say¬ ve � > �1 koşuluyla J�(x; q2) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬n¬n

reel, 0�dan farkl¬ ise basit ve say¬labilir sonsuz çoklukta oldu¼gunun kan¬t¬ aktar¬ld¬.

� > �1 ve 0 < j1 < j2 < � � � say¬lar¬ J�(x; q2) fonksiyonunun pozitif s¬f¬rlar¬ ise,

Fourier-Bessel ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬ ad¬ verilen

1
Z

0

xJ�(qjnx; q
2)J�(qjmx; q

2)dx

= �1
2
(1� q)q��1J�+1(qjn; q

2)J 0�(jn; q
2)�m;n

=
1

2
(1� q)2q��2

�

DqJ�(:; q
2)
�

(jn)J
0

�(jn; q
2)�m;n

= �1
2
(1� q)q��2j�1n J�(qjn; q

2)J 0�(jn; q
2)�m;n

= �1
2
(1� q)q�2J�+1(jn; q

2)J 0�(jn; q
2)�m;n
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eşitlikleri kan¬tlar¬yle birlikte verildi. Bu ba¼g¬nt¬lar yard¬m¬yla, � > �1 olmak üzere

J�(x; q
2) fonksiyonunun iki ard¬̧s¬k s¬f¬r¬n¬n aras¬nda J��1(x; q2) ve J�+1(x; q2) fonksiy-

onlar¬n¬n her ikisinin de en az birer tane s¬f¬r¬n¬n varl¬¼g¬ ve J�(x; q2) ile J�+1(x; q2)

fonksiyonlar¬n¬n pozitif s¬f¬rlar¬ ile ilgili

0 < j�1 < j�+11 < j�2 < j�+12 < j�3 � ��

eşitsizlikleri gösterildi. Bu bilgilerin bir uygulamas¬ olarak, j�1 için bir üst s¬n¬r veren

j�1 <

p

1 + q2�

q

eşitsizli¼gi aktar¬ld¬ [9]. S¬f¬rlarla ilgili son olarak � > 0 için DqJ�(:; q
2) fonksiyonunun

0�dan farkl¬ köklerinin reel ve basit oldu¼gu belirtildi. Böylece, ortogonal polinomlar

ile s¬f¬rlar¬na göre ortogonal fonksiyonlar¬n bir yönüyle ortak olan özellikleri derlenmi̧s

oldu.
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V SON DE¼GERLEND·IRMELER ve ÖNER·ILER

Bu çal¬̧smada baz¬ ortogonal polinom dizilerinin ve s¬f¬rlar¬na göre ortogonal fonksiy-

onlar¬n q- benzerleri üzerine çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Çal¬̧sma s¬ras¬nda üç ayr¬ ortogonallik tan¬m¬n¬

irdelemek için ayr¬ ayr¬ fonksiyonlar ele al¬nm¬̧s, özellikle ortogonal ve q-ortogonal poli-

nomlar¬n üreteç fonksiyonlar¬ ve sa¼glad¬¼g¬ baz¬ denklemler aç¬klanm¬̧st¬r. Bunun yan¬

s¬ra, farkl¬ q- ortogonal polinomlar¬n birbirinden gerek tan¬m gerekse limit yard¬m¬yla

türetili̧sine örnekler verilmi̧stir. Ayr¬ca, s¬f¬rlar¬na göre ortogonallik incelenirken elde

edilen verilerle, fonksiyonun s¬f¬rlar¬n say¬s¬, birbirine göre durumlar¬ ve bir üst s¬n¬r¬

üzerinde durulmuştur. Böylece, ortogonalli¼gin klasik analizden q-analize neredeyse

tümüyle taş¬nabilen özelliklerden biri oldu¼gu ve ortogonal polinom dizileri aras¬ndaki

ili̧skilerin daha da çeşitlenerek q-ortogonal dizilerde de bulundu¼gu gözlemlenmi̧stir.

q-Ortogonal polinomlar oldukça zengin bir konudur. Bu tezde yaln¬zca birkaç¬ i̧sle-

nen ba¼g¬nt¬ ve ili̧skiler, [10] kayna¼g¬nda etra�¬ca listelenmi̧stir. Bu listeden en temel baz¬

elemanlar, konunun zenginli¼gine ¬̧s¬k tutmas¬ bak¬m¬ndan Ek II�de verilmi̧stir. ·Ileriki

çal¬̧smalar, yeni ve daha genel ortogonallik ba¼g¬nt¬lar¬ bulmak ve bu ba¼g¬nt¬lar¬ özel

koşullarda var olan ba¼g¬nt¬lara indirgemek üzerine olabilece¼gi gibi, q-hipergeometrik

ifadeleri henüz bulunmayan ya da çok karmaş¬k olan baz¬ ortogonal polinom dizilerinin

hipergeometrik ifadesi ile ilgilenilebilir. Ayr¬ca, q-ortogonal bir polinom dizisinin bir

di¼geri cinsinden ifadesi yoluyla, özelliklerin birinden di¼gerine taş¬nmas¬n¬ kapsayan bir

çal¬̧sma da ele al¬nabilir.
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EKLER

Ek I q-Hipergeometrik Serilerinin Baz¬ Dönüşüm

Formülleri

Bu bölümde [4] ve [2] da verilen baz¬ eşitlikleri ve dönüşüm formüllerini kan¬tlayaca¼g¬z.

1) (II.10) ile verilen q-binom teoremi, Heine serileri ile

2�1(a; c; c; q; z) =1 �0(a;�; q; z) =
(az; q)1
(z; q)1

şeklinde gösterilir.

2) jzj < 1, b > 0 ve c� b 6= 0;�1;�2; ::: koşuluyla,

2�1(q
a; qb; qc; q; z) =

�q(c)

�q(b)�q(c� b)

1
Z

0

tb�1
(tzqa; tq; q)1
(tz; tqc�b; q)1

dqt

·Ispat. q-Beta fonksiyonunun (II.39) ve (II.42) ile verilen tan¬mlar¬nda x = b + n

ve y = c� b al¬rsak,

�q (b+ n; c� b) =

1
Z

0

tb+n�1
(tq; q)

1

(tqc�b; q)
1

dqt =
�q (b+ n) �q (c� b)

�q (c+ n)

olarak yaz¬l¬r. q-Gama fonksiyonunun n 2 N için

�q(x+ n) =
(qx; q)n
(1� q)n

�q(x)

özelli¼gi kullan¬ld¬¼g¬nda, n 2 N; c� b 6= 0;�1;�2; ::: için,

(qb; q)n
(qc; q)n

=
�q (c)

�q (b) �q (c� b)

1
Z

0

tb+n�1
(tq; q)

1

(tqc�b; q)
1

dqt

eşitli¼gi elde edilir. Buradan da, jxj < 1 koşulu eklenerek

2�1(q
a; qb; qc; q; z) =

�q(c)

�q(b)�q(c� b)

1
X

n=0

(qa; q)n
(q; q)n

zn
1
Z

0

tb+n�1
(tq; q)

1

(tqc�b; q)
1

dqt

=
�q(c)

�q(b)�q(c� b)

1
Z

0

tb�1
(tq; q)

1

(tqc�b; q)
1

1�0(q
a;�; q; tz)dqt
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Buradan da formül (1)�deki 1�0 toplam¬n¬ yazd¬¼g¬m¬zda, istenen eşitlik elde edilir.

3)

2�1(a; b; c; q; z) =
(b; az; q)1
(c; z; q)1

2�1(c=b; z; az; q; b)

·Ispat. q-·Integral tan¬m¬ [0; 1] aral¬¼g¬nda yaz¬l¬rsa,

1
Z

0

f(t)dqt = (1� q)

1
X

n=0

f(qn)qn

eşitli¼gi elde edilir. Bunu formül (2)�deki integrale uygulad¬¼g¬m¬zda gerekli i̧slemler

yap¬larak

2�1(q
a; qb; qc; q; z) =

(qb; qaz; q)1
(qc; z; q)1

2�1(q
c�b; z; qaz; q; qb)

eşitli¼gi, bu eşitlikte qa = a, qb = b, qc = c yazarak istenen eşitlik elde edilir.

4) Formül (3) üç kez arka arkaya uyguland¬¼g¬nda

2�1(a; b; c; q; z) =
(abz=c; q)1
(z; q)1

2�1(c=a; c=b; c; q; abz=c)

eşitli¼gine ulaş¬l¬r.

5) (q-Saalschütz toplam formülü)

3�2(a; b; q
�n; c; q1�nab=c; q; q) =

(c=a; c=b; q)n
(c; c=ab; q)n

·Ispat. Formül (4)�teki ifadeler q-binom teoremi ve 2�1 tan¬m¬yla aç¬l¬rsa,

1
X

k=0

(a; q)k(b; q)k
(c; q)k(q; q)k

zk =

1
X

k=0

(ab=c; q)k
(q; q)k

zk
1
X

k=0

(c=a; q)k(c=b; q)k
(c; q)k(q; q)k

�

abz

c

�k

eşitli¼gine ulaş¬l¬r. Eşitli¼gin her iki taraf¬nda zn teriminin katsay¬lar¬ eşitlenip (a; q)n =

(a; q)k(aq
k; q)n�k eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

(a; q)n(b; q)n
(c; q)n(q; q)n

=

n
X

k=0

(c=a; q)k(c=b; q)k
(c; q)k(q; q)k

�

ab

c

�k
(ab=c; q)n�k
(q; q)n�k

=
(ab=c; q)n
(q; q)n

n
X

k=0

(c=a; q)k(c=b; q)k(q
�n; q)k

(c; q)k(q1�nc=ab; q)k
qk
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elde edilir. Burada a yerine c=a, b yerine c=b yaz¬l¬rsa

n
X

k=0

(a; q)k(b; q)k(q
�n; q)k

(c; q)k(q1�nab=c; q)k
qk =

(c=a; q)n(c=b; q)n
(c; q)n(c=ab; q)n

eşitli¼gi elde edilir. Bu da formül (5)�in aç¬k yaz¬l¬̧s¬d¬r.

6)

2�1(a; b; c; q; c=ab) =
(c=a; c=b; q)1
(c; c=ab; q)1

; jc=abj < 1

·Ispat. Formül (3)�te z = c=ab al¬n¬rsa,

2�1(a; b; c; q; c=ab) =
(b; c=b; q)1
(c; c=ab; q)1

2�1(c=b; c=ab; c=b; q; b) =
(b; c=b; q)1
(c; c=ab; q)1

1�0(c=ab;�; q; b)

elde edilir. Formül (1) ile 1�0 yerine yaz¬ld¬¼g¬nda analitik devamla istenen eşitlik

jc=abj < 1 için sa¼glan¬r.

7)Formül (6)�da b = q�n al¬narak,

2�1(a; q
�n; c; q; qnc=a) =

(c=a; q)n
(c; q)n

formülü elde edilir.

8)

2�1(a; q
�n; c; q; q) =

(c=a; q)n
(c; q)n

an

·Ispat. Formül (3)�te z = q, b = q�n yaz¬l¬p (II.12) uygulan¬rsa,

2�1
�

a; q�n; c; q; q
�

=

n
X

i=0

(a; q�n; q)i
(c; q; q)i

qi =

n
X

i=0

(a; q�n; q)n�i
(c; q; q)n�i

qn�i

=
(a; q)n (q

�n; q)n
(c; q)n (q; q)n

qn
n
X

i=0

(q�n; c�1q1�n; q)i
(a�1q1�n; q; q)i

�

cqn

a

�i

=
(a; q)n (q

�n; q)n
(q; q)n (c; q)n

qn 2�1
�

c�1q1�n; q�n; a�1q1�n; q; cqn=a
�

eşitli¼gi elde edilir. Bu eşitlikte, formül (7) yerine yaz¬larak istenen sonuca ulaş¬l¬r.

9) [3, s.61]

3�2

0

B

@

q�n; a; b

c; d

; q; q

1

C

A
=
(d=a; q)n
(d; q)n

an 3�2

0

B

@

q�n; a; c=b

c; aq1�n=d

; q; q

1

C

A
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Ek II Baz¬ q-Ortogonal Polinomlar ve Limit Ba¼g¬nt¬lar¬

Bu bölümde q-ortogonal polinomlar tan¬mlan¬p farkl¬ polinomlar aras¬ndaki [10]�da

verilen baz¬ ba¼g¬n¬tlar¬ s¬ralayaca¼g¬z.

1) Askey-Wilson Polinomlar¬:

Tan¬m:

anpn(x; a; b; c; djq)
(ab; ac; ad; q)n

= 4�3

0

B

@

q�n; abcdqn�1; aei�; ae�i�

ab; ac; ad

; q; q

1

C

A
, x = cos �

Ortogonallik:

1

2�

1
Z

�1

!(x)p
1� x2

pm(x; a; b; c; djq)pn(x; a; b; c; djq)dx = hn�m;n

Burada

!(x) =

�

�

�

�

(e2i�; q)1
(aei�; bei�; cei�; dei�; q)1

�

�

�

�

2

ve

hn(x; �) = (�e
i�; �e�i�; q)1:

Limit Ba¼g¬nt¬lar¬:

a) Askey-Wilson Polinomlar¬nda x yerine x=2a, b = �q=a, c = q=a ve d = a�=

al¬nd¬ktan sonra elde edilen polinomun a! 0 limiti al¬nd¬¼g¬nda Pn(x;�; �; ; q) büyük

q-Jacobi polinomu elde edilir.

b) Askey-Wilson Polinomlar¬nda a = �1=2, b = �1=2q1=2, c =; �1=2 ve d = ��1=2q1=2

al¬nd¬¼g¬nda Cn(x; �jq) q-ultraküresel polinomu elde edilir.

2) Al Salam-Chihara Polinomlar¬:

Tan¬m:

Qn(x; a; bjq) =
(ab; q)n
an

3�2

0

B

@

q�n; aei�; ae�i�

ab; 0

; q; q

1

C

A
, x = cos �
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Ortogonallik: a ve b kompleks eşlenikler ve max(jaj; jbj) < 1 olmak üzere

1

2�

1
Z

�1

!(x)p
1� x2

Qm(x; a; bjq)Qn(x; a; bjq)dx =
�m;n

(qn+1; abqn; q)1

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r. Burada a¼g¬rl¬k fonksiyonu,

!(x) =

�

�

�

�

(e2i�; q)1
(aei�; bei�; q)1

�

�

�

�

2

ile verilmi̧stir.

Limit Ba¼g¬nt¬lar¬:

Al Salam-Chihara Polinomlar¬nda b ! 0 limit al¬nd¬¼g¬nda Hn(x; ajq) q-Hermite

polinomu elde edilir.

3) q-Laguerre Polinomlar¬:

Tan¬m:

P�n (xjq) =
(q�+1; q)n
(q; q)n

3�2

0

B

@

q�n; q(2�+1)=4ei�; q(2�+1)=4e�i�

q�+1; 0

; q; q

1

C

A
, x = cos �

Ortogonallik:

1

2�

1
Z

�1

!(xjq)p
1� x2

P�m(xjq)P�n (xjq)dx =
(q�+1; q)n
(q; q)n

1

(q�+1; q; q)1
q(�+1=2)n�m;n

ortogonallik ba¼g¬nt¬s¬ sa¼glan¬r. Burada a¼g¬rl¬k fonksiyonu,

!(x) =

�

�

�

�

(e2i�; q)1
(q(2�+1)=4ei�; q(2�+3)=4ei�; q)1

�

�

�

�

2

ile verilmi̧stir.

Limit Ba¼g¬nt¬lar¬:

q-Jacobi polinomlar¬nda � ! 1 limiti al¬nd¬¼g¬nda, q-Laguerre polinomlar¬ elde

edilir.
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