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ÖZET

S�radan Türevli Denklemlerde Olasall�k Evrimi Tabanl� �ncele-

meler: Van der Pol Dizgelerinin �zgesel ve Evrimsel Özelliklerinin

Say�sal Olarak �ncelenmesi

Bu tez çal�³mas�nda Olasall�k Evrim Kuram� s�radan türevli denklemlerin çözüm

yöntemi olarak kullan�lm�³t�r. Bu kuram�n felsefesinde yatan amaç, elimizde bulunan

do§rusal olmayan türevli denklem tak�m�n� sonsuz boyutlu do§rusal türevli denklem

tak�m�na dönü³türmektir. Bu i³lemi yaparken uygun ba³lang�ç ko³ullar� da gözönüne

al�narak ad�mlar at�lmaktad�r. Olasall�k Evrim Yakla³�m yöntemini uygulad�§�m�z s�ra-

dan türevli denklem tak�m� tek de§i³kenli veya çok de§i³kenli, birinci veya daha yüksek

kerteden olabilir. Bu tez çal�³mas�nda ikinci kerteden bir s�radan türevli denklem olan

Van der Pol denklemi ele al�nmaktad�r.

Van der Pol denklemine uygulanan Olasall�k Evrim Yakla³�m yöntemi sonucunda

elde edilen bulgular farkl� aç�lardan yorumlanmaktad�r. Van der Pol denklemine ait

dizgenin (sistemin) dizeyi, özde§er ve özyöney gibi ö§eleri belirlenmi³ olup say�sal olarak

incelenmektedir. Evrim olgusunun bu yap�lar üzerindeki etkisi incelenmektedir.

Tez çal�³mas� s�ras�nda, bir yandan Olasall�k Evrim Kuram� da geli³mi³ ve Nicem

�³leybilim alanlar�nda da uygulamalara geçilmi³tir. Önü aç�k olan bu kuram, matematik

alan�nda birçok yap� üzerine uygulanabilirli§ini göstermektedir ve geli³meye devam

etmektedir.

Ocak 2013 Fatih Hunutlu
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ABSTRACT

The Probabilistic Evolution in the Ordinary Di�erential Equ-

ations Based Studies: Analysis for Spectral and Evolutionary

Characteristics of Van der Pol Systems within Numerical App-

roximation Perspective

In this thesis, Probabilistic Evolution Theory is used as a solution method for ordi-

nary di�erential equations. The aim of this theory is to convert a nonlinear di�erential

equation set into a linear one with in�nite dimension. Appropriate initial conditions

are regarded while converting a nonlinear di�erential equation set into a linear one.

Nonlinear di�erential equation set, which is applied to Probabilistic Evolution Appro-

ach method, can be single or multi variable, �rst or higher degree. In this thesis; Van

der Pol equation, second degree ordinary di�erential equation, is deal with.

Analysis, acquired by Probabilistic Evolution Approach method applied to Van

der Pol equation, are interpreted from di�erent points of view. Matrix of Van der

Pol equations' system, whose eigenvalue and eigenvector elements are speci�ed, are

numerically analyzed. E�ect of Evolution on these structures, is analyzed.

During these studies, Probabilistic Evolution Theory has progressed and applied

on the �elds of Quantum Mechanics. This improving theory (Probabilistic Evolution

Theory) shows us the applicability of it on structures in mathematics.

January 2013 Fatih Hunutlu
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1. G�R��

Öncelikle belirtmek gerekir ki tez çal�³mas� s�ras�nda kulland�§�m�z, tezin ba³l�§�n�

da olu³tururan �Olasall�k� kelimesi yerine �ngilizce �Probabilistic� kelimesinin kar³�l�§�

olan �Olas�l�ksal� kelimesinin daha uygun oldu§u kararla³t�r�lm�³ olup bu andan itibaren

bu kavram için �Olas�l�ksal� kelimesi kullan�lacakt�r.

Günümüzde birçok bilimsel alanda s�radan türevli denklemler kar³�m�za ç�kmakta-

d�r. Çünkü bilimin birçok alan�ndaki olguyu türev alma i³lemi kullanarak uzbilimsel

(matematiksel) tan�mlamalarla anlatmak en yayg�n yöntemlerden biridir. Bu tan�m-

lamalar aras�nda denklemler yard�m�yla çe³itli ili³kiler kurulabilir ve sonunda türevli

denklemler elde edilir. Bilimsel yaz�nda s�radan türevli denklemlerin çözümü ile ilgili

çokça yöntem mevcuttur [3, 5�7]. Bu tezde konu edilen çözüm yöntemi olan Olas�l�k-

sal Evrim (OE) (ing: Probabilistic Evolution), s�radan türevli denklemler ba³ta olmak

üzere birçok yap�ya farkl� bir bak�³ aç�s� getirmektedir.

Çok yeni olarak Metin Demiralp ve Emre Demiralp taraf�ndan ortaya at�lan Olas�-

l�ksal Evrim kavram� ile, ister do§rusal olsun isterse olmas�n, aç�k yap�l� (ing: explicit)

tüm s�radan türevli denklemlerin sonsuz ö§eli do§rusal ve de§i³mez katsay�l� bir s�radan

türevli yöney (vektör) denkleme kar³�l�k getirilebilece§i gösterilmi³tir [1, 2]. Ayr�ca bu

olgu göre türevli denklemlere, kuantum mekani§inde Schrödinger denklemine, Hamil-

ton sistemine yeni bak�³ aç�lar� getirmektedir [10�15]. Bu konuda yap�lan çal�³malar�n

yan� s�ra çok say�da ara³t�rmalar da tasarlanmaktad�r.

S�radan türevli sonsuz yöney denklemin ba³lang�ç de§erlerinin sendelenim (ing: �uc-

tuation) kavram� ile çok yak�ndan ili³kili oldu§u da gösterilmi³tir [44�49]. Üstelik ba³-

lang�ç de§erlerine sendelenim katarak sözü edilen sonsuz denklemden sonlu kesmelerle

eniyileme yap�labilece§i de ortaya ç�kar�lm�³t�r. Böylece, yeni ve çok etkin i³ görmesi

olas� bir kuram ufukta belirmi³tir. Bu çal�³ma yukar�da sözü edilen ilk ad�mlardan
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birini olu³turma amaçl� olup sendelenim kavram� ile burada ilgilenilmeyecektir.

Çal�³mada tek de§i³tirgeli (ing: parameter) Van der Pol denkleminin izgesel (ing:

spectral) ve evrimsel özellikleri hem say�sal taban örneklemeli olarak incelenecek hem

de kuramsal kavram ya da olgular�n olu³turulmas�na çal�³�lacakt�r. Çözümlere izgesel

ayr�³t�r�mdan üstel i³lev yap�l� yakla³t�r�mlar getirilmesi ve bunlar�n ba³lang�ç de§erle-

rine nas�l ba§�ml� olduklar�n�n incelenmesi büyük önem kazanmaktad�r [16�21].

Amaç, s�radan türevli denklemlerde, do§rusal olmama niteli§inden kaç�nmakt�r.

Asl�nda bir anlamda do§rusal olmaman�n sonsuz boyutlu bir do§rusall�§�n katlanm�³

biçimi oldu§u yorumu gündemdedir [36�43]. Katlama ve sonsuz denklem ili³kileri ve

kesme yakla³t�ranlar�nda yak�nsama incelemeleri çok önemli olgular olup tezde bu odak-

lara yo§unla³�lmaya çal�³�lacakt�r. Böylece aç�k yap�l� s�radan türevli denklemlere gerçek

anlamda do§rusal uzaylar e³lik ettirip do§rusal yap�larla çal�³abilmek olanakl� duruma

getirilecektir ve bu büyük önem ta³�maktad�r.

Olas�l�ksal Evrim Kuram�'n�n (OEK) ilk temel ta³lar� [1, 2] çal�³malar� ile ortaya

konulmu³tur. Bu çal�³malara da temel olu³turan Lie Cebiri (ing: Lie Algebra) çerçeve-

sinde Metin Demiralp ve Herschel Rabitz taraf�ndan 1993 y�l�nda yay�nlanan [29, 30]

yaz�lar�d�r. Daha sonra bu kuram [8, 9] yaz�lar� ile geli³tirilmi³tir. Tez çal�³mas� s�ra-

s�nda kat�l�nan bilimsel toplant�lar arac�l�§� ile yay�nlanan bildiriler [16�21] bu tezin

içeri§ini olu³turmu³tur.

Bilimsel yaz�nda da sözedilen s�radan türevli denklemler ile ilgili birçok bilgi [3, 5�

7,22,23] kaynaklar�ndan yararlan�larak al�nm�³ ve bu bilgiler �³�§�nda Olas�l�ksal Evrim

Yakla³�m yöntemi uygulanm�³t�r. Tez çal�³mas� kapsam�nda özellikle ikinci kerteden

(ing: order) olmas� nedeniyle Van der Pol denklemi incelendi§inden, s�radan türevli

denklemlerde ikinci kerteli yap�lar daha çok oda§a al�nm�³t�r. Bu yüzden Van der Pol

ile ilgili olarak [24�28] kaynaklar� ba³ta olmak üzere gözönüne al�nm�³t�r.

Olas�l�ksal Evrim Kuram� gere§ince uzay geni³letme, kesme yakla³t�ranlar� gibi i³-
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lemler [31�35] kaynaklar�nda oldukça çal�³�lm�³ ve geli³tirilmi³tir. Van der Pol dizgeleri

kapsam�nda uygulanan uzay geni³letme ve belirlenen kesme yakla³t�ranlar�na �³�k tut-

mas� bak�m�ndan bu kaynaklar gözönünde bulundurulmu³tur.

Ayr�ca tezin yaz�m a³amas�nda Olas�l�ksal Evrim Kuram�'n�n Nicem �³leybilim (ing:

Quantum Mechanics) ve Say�tsal �³leybilim (ing: Statistical Mechanics) alanlar�nda

uygulanmas� sonucu üretilen [10,11,13,14] ve [12,15] yaz�lar� da bu kuram�n önünün ne

kadar aç�k oldu§unu göstermekte olup bu çal�³maya kuramsal ve uygulay�m görü³leri

aç�s�ndan oldukça yararlar� dokunmu³tur.
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2. GENEL B�LG�LER

2.1. Türevli Denklemler

Türevli denklemlerin ortaya ç�k�³� asl�nda 17. yüzy�la dek dayanmaktad�r. Birbir-

lerinden ba§�ms�z olarak Newton ve Leibniz taraf�ndan taban� olu³turulan çözümleyim

(ing: analysis) alan�yla birlikte de geli³meye ba³lam�³t�r. Ça§c�l uzbilimsel �zik ise as-

l�nda Newton �lkeleri ile birlikte ya³ama geçmi³tir. Ayn� zamanda Newton'un Devinim

(Hareket) Yasalar'� �³�§�nda �ziksel olgular�n uzbilimsel biçeleyim (modelleme) kullan�-

larak anlat�m� gündeme gelmi³tir. Tarihsel aç�dan bakacak olursak türevli denklemler

kuram�n�n getirileri, �ziksel biçem (model) kurarken bize kazand�rm�³ oldu§u vars�l

(zengin) görü³lerdir. Bu geli³meler kesim kesim olsa da, as�l amaç iyi tan�ml� ve tutarl�

bir uzbilimsel anlat�m elde etmektir.

Birbirleriyle ili³kisi sürekli de§i³en varl�klar�n olu³turdu§u bir dünyada ya³�yoruz.

Dünyan�n yörüngesi zamanla de§i³iyor, dü³en bir cismin h�z� yer ile uzakl�§�na göre

de§i³iyor, bir çember yar�çap�na göre de§i³iyor, at�lan bir nesnenin yörüngesi h�z�na ve

at�ld�§� aç�ya göre de§i³iyor. Tüm bunlara benzer birçok ili³ki örnek olarak verilebilir.

Özenle bak�lacak olursa bu ili³kilerde de§i³en de§erler varolmaktad�r. Uzbilimde bu

de§erleri de§i³kenler (ing: variables) ile anlat�r�z. Bir de§i³kenin di§erine göre de§i³im

oran�n� türev ile anlat�r�z. Biçeleyim (Modelleme) yaparak kurdu§umuz denklemler bu

de§i³kenlerin birbiriyle olan ili³kilerini anlat�r ve onlar�n türevlerini içeren denklemlere

de türevli denklemler deriz.

Türevli denklemler içerdi§i i³levin biçimine göre isimlendirilirler. E§er bu türevli

denklemlerde yer alan i³levin yaln�z tek bir de§i³kene ba§l� türevi varsa bu denklemlere

s�radan türevli denklem (STD), türevli denklemlerdeki i³levin birden çok de§i³kene

ba§l� türevi varsa göre türevli denklem (GTD) denir. Dolay�s�yla türevli denklemleri

temel olarak ikiye ay�rabiliriz:
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1) S�radan (Adi) türevli denklemler

2) Göre (K�smî) türevli denklemler

Türevli denklemler bilinmeyenlerin birbirlerine ve katsay�larla ilgili konumlar�na

göre:

1) Do§rusal türevli denklemler

2) Do§rusal olmayan türevli denklemler

olarak ikiye ay�rabiliriz. Do§rusal türevli denklemler ile ilgili olu³turulan kuram ol-

dukça geli³mi³ olmas�na kar³�n do§rusal olmayan türevli denklemlerin çözümleyimi

zordur. Biz bu çal�³mada do§rusal olmayan s�radan türevli denklemlerin do§rusal s�ra-

dan türevli denklemlere dönü³türülmesini sa§layan Olas�l�ksal Evrim Kuram� alt�nda,

ikinci kerteden (mertebesi) do§rusal olmayan s�radan türevli denklem olan Van der Pol

denklemini inceleyece§iz.

2.1.1. S�radan türevli denklemler

S�radan türevli denklemler, içerdi§i i³levin tek de§i³kenli olmas�na ve bu de§i³kene

ba§l� türev veya türevleri içermesine ba§l�d�r. En yüksek türev derecesine göre denkle-

min kertesi belirlenir. Bir s�radan türevli denklemi kapal� biçemde anlatacak olursak

F (y, y′, y′′, . . . , yn) = f(x) (2.1)

yazabiliriz. S�radan türevli denklemdeki i³lev gerçel de§erli ya da karma³�k de§erli ola-

bildi§i gibi yöney veya dizey (matris) de§erli de olabilir. S�radan türevli denklemin

anlatt�§� dizge gözönüne al�narak bu i³lev seçilir.

(2.1) e³itli§inin sa§ yan�ndaki f(x) i³levi s�f�ra e³it olursa ba§da³�k (homojen) türevli

denklem, de§ilse ba§da³�k olmayan türevli denklem denir.
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2.1.2. Göre türevli denklemler

Bilinmeyen çok de§i³kenli i³levleri ve onlar�n göre türevlerini içeren türevli denk-

lemlere göre türevli denklemler denir. Bir göre türevli denklemdeki i³levi u (x1, . . . , xn)

ile simgeleyecek olursak göre türevli denklemleri kapal� biçemde

F

(
x1, . . . xn, u,

∂u

∂x1
, . . .

∂u

∂xn
,

∂2u

∂x1∂x1
, . . . ,

∂2u

∂x1∂xn
, . . .

)
= 0 (2.2)

yazabiliriz. Asl�nda göre türevli denklemler sürekli de§i³kenlerle ilgili de§i³im oranlar�n�

içerir. Göre türevli denklemler genellikle süreklili§in söz konusu oldu§u ses, s�v� ak�³�,

elektrodinamik, �s� iletimi vb. konularda kullan�l�r. S�radan türevli denklemlerde oldu§u

gibi göre türevli denklemlerde de do§rusall�k söz konusu olabilir. Dalga denklemi, �s�

denklemi, Laplace denklemi bilinen do§rusal göre türevleri denklemlere örnek olarak

verilebilir.

Bu konu ile ilgili daha fazla bilgi verilmeyecek olup tezin çal�³ma konusu olan ikinci

kerteden do§rusal olmayan Van der Pol s�radan türevli denklemine geçmek yerinde

olacakt�r.

2.2. Van Der Pol Denklemi

Hollandal� bir �zikçi ve elektrik mühendisi olan Balthasar Van der Pol'ün (27 Ocak

1889 - 6 Ekim 1959) ortaya att�§� bu denklem, elektrik devreleri üzerinde yapt�§� çal�³-

malar sonucu betimlenmi³tir. Balthasar Van der Pol radyo dalgalar�n�n yay�l�m�, bo³luk

tüplerinin (ing: vacuum tubes) �zi§i, elektriksel sal�n�mlar�n kuram� ile ilgilenmekteydi.

Van der Pol denklemi genellikle �zikte, biyolojide sinir gözeleri (ing: neuron) üzerinde,

deprem biliminde (ing: seismology) k�r�klar (faylar) üzerinde yap�lan çal�³malarda kul-

lan�lmaktad�r.

Kendi ad�yla bilinen Van der Pol denklemi asl�nda basit bir kendili§inden sal�nan

triyot (ing: triode) devresini betimler. Bu denklem asl�nda triyodun bir ark lambas�
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(ing: arc lamp), bir akkor bo³almal� tüp (ing: glow discharge tube) veya elektronik

bo³luk tübü gibi birçok elektroteknik ayg�tlar yerine bir prototip biçe (ing: model) ola-

rak kullan�ld�§�n� söyler. Bu denklem ³u anda karga³al� (ing: chaotic) davran�³ üreten

bir de§erlendirme dizgesi olarak biliniyorsa, sal�n�mlar� s�n��and�rmas�ndan dolay�d�r.

Burada bahsedilen sal�n�mlar bir s�§an�n (ing: capacitor) bo³almas�n� anlatan gev³eme

sal�n�mlar�d�r (ing: relaxation oscillations). Asl�nda Van der Pol do§rusal olmayan sal�-

n�mlar�n triyot devresi gibi kendili§inden sal�n�ml� dizgelerce üretilmesini anlatmas�yla

bilinmi³tir. 19. yüzy�ldan beri bilimsel yaz�nda yer alan gev³eme sal�n�mlar�na ait dört

adet kendili§inden sal�n�ml� dizge tan�mlanm�³t�r: Gérard-Lescuyer'in (1880) ortaya

att�§� seri ba§l� dinamo makineleri, Duddell'in (1901) ke³fetti§i ve Blondel'in (1905)

inceledi§i arp (ing: musical arc), de Forest'in (1907) tasarlad�§� triyot, Abraham ve

Bloch'�n (1919) ayr�nt�land�r�lm�³ çok katl� titre³icisi (ing: multivibrator). Kendili§in-

den sal�n�ml� dizgeyi tan�mlayan türevli denklem 1908 y�l�nda ilk olarak Poincaré arp

için ortaya atm�³t�r. Seri ba§l� dinamo makineleri için Janet (1919), triyot için Blondel

(1919) ilgili denklemleri anlatm�³lard�r. Janet (1919) bu üç adet kendili§inden sal�n�ml�

dizgeyi ifade eden denklemin ayn� oldu§unu vurgulam�³t�r. 1926 y�l�nda ise Van der Pol

bu dizgeler taraf�ndan payla³�lan ilgili dinamik özellikleri de içeren genel bir boyutsuz

denklem betimlemi³tir.

20. yüzy�l�n ilk yar�s� boyunca Balthasar Van der Pol, radyo ve uzileti³im (ing:

telecommunication) alanlar�nda önemli bir rol oynad�. Bo³luk tüpleri üzerindeki çal�³-

malar�yla birlikte bir yüzy�lda kayda de§er geli³meler olu³turmu³tur. Bugün bu bo³luk

tüpleri, gönderici ve al�c�lar�n (ing: transmitters and receivers) devrelerindeki ak�³�n

denetimini sa§lamaktad�r. Ça§da³lar� Lorenz, Thompson ve Appleton ile birlikte bir

elektron bo³luk tüpündeki sal�n�mlar üzerinde deneyler yapt�lar. Sonuç olarak tüm ba³-

lang�ç ko³ullar�n�n, sonlu geni³likteki ayn� devirli (ing: periodic) yörüngeye yak�nsad�-

§�n� belirlediler. Bu davran�³ do§rusal denklemlerin çözümünün davran�³�ndan de§i³ik
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oldu§u için do§rusal olmayan bir türevli denklem ile anlat�lmas� gerekiyordu.

Balthasar Van der Pol'ün betimledi§i bu do§rusal olmayan denklemin zamana ba§l�

türevli anlat�m�n� aç�k biçimde yazacak olursak

d2x

dt2
− µ(1− x2)dx

dt
+ x = 0, µ > 0 (2.3)

elde edilir. Burada x ba§�ms�z konum de§i³keni, t zaman de§i³keni, µ ise de§i³mez

(sabit) katsay�d�r ve dizgenin azalan gücünü gösterir. Van der Pol denklemini zamana

ba§l� türevlemeye göre daha k�sa biçimde

ẍ− µ(1− x2)ẋ+ x = 0, µ > 0 (2.4)

yazabiliriz. Bu anlat�ma bakacak olursak ³u de§i³ik durumlar� gözlemleyebiliriz.

a) E§er x2 terimi gözard� edilebilirse yani x yeteri kadar küçükse, dizge (−µẋ) teri-

mini içerecektir. Böylece durum uzay�ndaki (ing: phase space) (x = 0, ẋ = 0) de§i³mez

noktas� karars�zl�§� (ing: instability) gösterecektir. Buna kar³�n x2 terimi 1'e göre bas-

k�n olursa dizgedeki azalma art� (ing: positive) olacakt�r.

b) µ de§i³mez teriminin s�f�rlanmas� durumunda denklem ẍ+ x = 0 yap�s�na dönü-

³ecektir ve sal�ngaç �Basit Uyumlu Sal�ngaç� (ing: Simple Harmonic Oscillator) ad�n�

alacakt�r. Bu dizgenin çözümü çok iyi bilinen x(t) = c1 cos(t) + c2 sin(t) ucaysal (ku-

tupsal) yap�s�nda olacakt�r. Buradaki c1 ve c2 de§i³mez katsay�lar� ba³lang�ç ko³ullar�

alt�nda verilir.

c) (−µ (1− x2) ẋ) teriminin katsay�s� direnç ya da sürtünme olarak adland�r�l�r.

Ola§an durumda (−µ (1− x2)) terimi art�d�r. E§er bu terim eksi ise �eksi direnç� olarak

adland�r�l�r.

Asl�nda Van der Pol denklemi Rayleigh türevli denkleminin özel bir durumudur.

ÿ − µ(1− 1

3
ẏ2)ẏ + y = 0, µ > 0 (2.5)
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2.3. Zorlamal� Van Der Pol Denklemi

Van der Pol ve Van der Mark (1927) bir elektrik devresinin bir direnç (ing: re-

sistance), bir s�§a (ing: capacitance) ve bir Neon lambas�ndan (ing: Neon lamp) olu³-

tu§unu varsayd�lar. Daha sonra elektrik devresine bir telefon al�c�s�n�n eklenmesiyle

dizgenin yan�t�n� duydular. Bunun yan�s�ra, dizgenin devir atlamadan önce ç�kard�§�

düzensiz (ing: irregular) gürültüyü duydular. Ancak bu gürültü sürekli frekans�n ya-

n�nda duyulmaktayd�. Bugün ise onlar�n duyduklar� bu gürültü belirleyici karga³a (ing:

deterministic chaos) olarak nitelendiriliyor.

Van der Pol çal�³t�§� konularda gev³eme sal�n�mlar�n�n öneminin ay�rd�na varm�³t�

ve, deyim yerindeyse, tekil sapt�r�m kuram�n�n (ing: singular perturbation theory) bir

kö³eta³� oldu§unu kavram�³t�.

Van der Pol denkleminde e³itli§in sa§ yan�na devirli ve ba§da³�k (homojen) olmayan

bir zorlama terimi eklenerek �Zorlamal� Van der Pol Denklemi� elde edilir.

ẍ(t) + µ
(
x2 − 1

)
ẋ(t) + x(t) = a sin(2πνt), µ > 0 (2.6)

(2.6) e³itli§indeki µ terimi ile zorlamay� getiren sinüs i³levinden dolay� dizgedeki frekans

(ing: frequency) belirlenir. Denklemlerdeki a ve ν de§i³mez katsay�lard�r, s�ras�yla genlik

(ing: amplitude) ve s�kl�§� ifade eder. Ayr�ca çözümün belirtkesi (ing: characteristic)

de bu katsay�lara ba§l�d�r, karga³al� davran�³ veya çatallanma (ing: bifurcation) gibi

durumlarla kar³�la³�labilir.

Van der Pol'ün do§rusal olmayan sal�n�mlar ve devreler kuram� üzerindeki çal�³-

malar� Cartwright ve Littlewood'un ufuk açan çal�³malar�na öncü olmu³tur. 2. Dünya

Sava³�'ndan hemen önce, 1938'de �ngiliz Radyosu Ara³t�rma Kurulu (ing: British Ra-

dio Research Board) radyo mühendisli§inde ortaya ç�kar�lan türevli denklemler için

uzbilimcilere öneri yapt�. Bu öneriye yan�t olarak Cartwright ve Littlewood Zorlamal�

Van der Pol denklemi üzerinde çal�³maya ba³lad�lar ve bu denklemin iki durumlu (ing:

bistable) de§i³ken dizgeli oldu§unu gösterdiler. Ek olarak, kararl� devirli yörüngelerin
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aras�nda düz bir s�n�r olmad�§�n� gösterdiler. Böylece bu dizgenin ayr�nt�l� bir biçimde

ara³t�r�lmas�yla karga³al� devinimlerini bulmu³ oldular.

Van der Pol'ün 1920'li y�llardaki bu giri³imi Van der Pol denklemini, özünden uya-

r�ml� erey (ing: limit) döngülü sal�n�mlar (ing: self-excited limit cycle oscillations) için

bir biçem (ing: prototype) yapm�³t�r. Böylece bu denklem sapt�r�mdan uyumlu devinim

alan�na, gev³eme sal�n�mlar�na dek geni³ çapl� bir de§i³ken dizgesi üzerinde çal�³�lma-

s�n� sa§lam�³t�r. Fiziksel ve biyolojik biçe çe³itleri olu³turmak için de yayg�n bir biçimde

kullan�lmaktad�r.
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3. OLASILIKSAL EVR�M KURAMI

3.1. Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m Yöntemi

Olas�l�ksal Evrim olgusu son zamanlarda geli³en ve türevli denklemlerin çözümüne

yard�mc� olmakla birlikte, türevli denklemlerin birçok alan�nda uygulay�m� olan bir

yakla³�m yöntemidir. Metin Demiralp taraf�ndan ortaya at�lan ve toplulu§u BEBBYT

(Bili³im Enstitüsü Bilgisay�m Bilimi Yöntemleri Toplulu§u) ile birlikte geli³tirilmekte

olan bir yakla³�m yöntemidir. Günden güne geli³tirilen bu yakla³�m yöntemi [8,9], do§-

rusal olmayan s�radan türevli denklemleri, do§rusal ve ba§da³�k olan sonsuz boyutlu

s�radan türevli denklem tak�m�na dönü³türmektedir. Bu i³lem sonunda olu³an sonsuz

boyutlu do§rusal ve ba§da³�k s�radan türevli denklem tak�m�, uygun ba³lang�ç ko³ullar�

alt�nda sonsuz ö§eli de§i³mez katsay�l� bir dizey ile gösterilmektedir. Bu sonsuz ö§eli

katsay�lar� bilinen dizeyin en genel durumu üst Hessenberg [18,21] yap�s�nda olacakt�r.

Çal�³malar�m�z da Hessenberg yap� yerine üçgensel yap�lar olu³turarak ilerleyece§iz.

Nedeni de, üçgensel yap�l� bir dizey ile çal�³man�n, kesme yakla³t�ranlar�n�n daha ko-

lay ve çözümcül (analitik) olarak belirlenmesinde önemli konum almas�d�r. Bu arada

sa§ yan i³levinde olu³acak tekilliklerden veya genellik yitimlerinden uzak durulacak,

bu durumlar olabildi§ince ba³lang�ç ko³ullar�na aktar�lmaya çal�³�lacakt�r. Olu³turulan

üçgensel yap�l� dizeylerle çal�³mak yerine iki kö³egenli dizeylerle çal�³mak ad�na ikinci

dereceden çokçokterimli (ing: multinomial) i³levler elde edilecektir. Bunun için uzay ge-

ni³letme olgusu kullan�lacak, sa§ yan i³levinin durumuna göre uzay geni³letme ad�mlar�

da de§i³kenlik gösterecektir.

Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m yöntemini daha iyi kavramak ad�na kolay yap�l� say�la-

bilecek bir bilinmeyenli s�radan türevli denklem ve buna e³lik eden uygun bir ba³lang�ç

ko³uluna yöntemimizi uygulayal�m.

ẋ(t) = f (x(t)) ; x(0) = a, t ∈ [0,∞) (3.1)
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Bu yöntem kabaca do§rusal olmayan bir i³levi do§rusal bir yap�ya dönü³türece§inden,

(3.1) anlat�m� için, sol yanda bir bilinmeyenli birinci kerteden do§rusal olmayan s�radan

türevli denklemin var oldu§unu söyleyebiliriz. E³itli§in sa§ yan�nda ise betimleyici i³lev

(ing: descriptive function) olarak bizim belirledi§imiz ve karma³�k düzlemde çözümcül

olan bir i³lev yer almaktad�r.

Betimleyici i³lev olarak belirledi§imiz f i³levi ayn� zamanda aç�kça t zaman de§i³-

kenine ba§l� olmad�§� için özerk (otonom) yap�dad�r. Ancak bu durum bize genellikten

hiçbir ³ey kaybettirmez. t zaman de§i³kenine denk dü³en yeni bir bilinmeyen tan�mlaya-

rak s�radan türevli denklem tak�m�na kazand�rd�§�m�z bu yeni durum ile özerk olmayan

bir yap� elde edebiliriz. Bunun sonucunda ise iki bilinmeyene ve iki ba³lang�ç ko³uluna

sahip olaca§�z.

f 'nin x-karma³�k düzleminde çözümcül bir i³lev oldu§u öngörümünü ye§liyoruz. x-

karma³�k düzlemi, bu düzlemin (0, 0) ba³lang�ç noktas�ndaki birim çemberli Riemann

yuvar�na denk dü³er. Tüm karma³�k düzlemin d�³ kesimindeki noktalar kuzey yar�m

yuvar�, iç kesimindeki noktalar ise güney yar�m yuvar� betimler. Düzlemle arakesit

çemberindeki (ekvatordaki) tüm noktalar ise hem Riemann yuvar�n�n her iki yar�m yu-

var�nda hem de karma³�k düzlemdedirler. Riemann yuvar�n�n kuzey ucay�, x-karma³�k

düzlemindeki hiçbir noktaya kar³�l�k gelmemektedir. Bu durum karma³�k düzlemdeki

sonsuzluk demektir. E§er sonsuzlu§u karma³�k düzleme katmak istersek, yeni olu³an

geni³lemi³ düzleme �Geni³letilmi³ Karma³�k Düzlem� denir. Ancak biz yaln�zca kar-

ma³�k düzlem üzerinde çal�³�yoruz. Dolay�s�yla karma³�k düzlemdeki çözümcüllü§ün

(ing:analyticity) tam i³lev (ing: entire function) olmas� demektir.

f i³levimizi, tam i³lev oldu§undan, Taylor toplamdizisini (serisini) kullanarak x(r)

dolaylar�nda açal�m. Böylece

f (x(t)) =
∞∑
j=0

fj
(
x(t)− x(r)

)j
(3.2)
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e³itli§ini yazabiliriz. E³itli§in sa§ yan�nda bir sonsuz do§rusal birle³im gözlenir.

xk(t) ≡
(
x(t)− x(r)

)k
, k = 0, 1, 2, ... (3.3)

ile tan�mlanan i³levler do§rusal ba§�ms�z olmalar�na kar³�n i³levsel (fonksiyonel) ba-

§�ml�d�r. Bu i³levlerin do§rusal ba§�ms�z olmas�, tam i³lev uzay� için taban i³levleri

olarak kullan�m olana§�n� sa§lar. Dolay�s�yla bir s�radan türevli denklem tak�m� kur-

mak olas�d�r. Bu yap�y� olu³turmak ad�na (3.3) e³itli§inin her iki yan�n�n t de§i³kenine

göre türevini alarak

ẋk(t) = k

∞∑
j=0

fj
(
x(t)− x(r)

)k+j−1
= k

∞∑
j=0

fjxk+j−1(t), k = 0, 1, 2, ... (3.4)

denklem tak�m�n� olu³turabiliriz. Dizey gösterilimini kullanabilmek ad�na bu denklem-

lerden birkaç�n� yazacak olursak

ẋ0(t) = 0

ẋ1(t) =
∞∑
j=0

fjxj(t)

ẋk(t) = k
∞∑
j=0

fjxk+j−1(t) k = 2, 3, ... (3.5)

anlat�mlar�n� gözlemleyebiliriz. Bu durum bizi dizey cebiri kullanarak

ẋ0

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

...


=



0 0 0 0 0 · · ·

f0 f1 f2 f3 f4 · · ·

0 2f0 2f1 2f2 2f3 · · ·

0 0 3f0 3f1 3f2 · · ·

0 0 0 4f0 4f1 · · ·
...

...
...

...
...

. . .





x0

x1

x2

x3

x4

...


(3.6)

e³itli§ini yazmaya zorlar. Asl�nda (3.6) e³itli§inin sol yan�nda bir yöneyin birinci ker-

teden türevli anlat�m�, sa§ yan�nda ise bir dizey ile türevli anlat�m� gösterilen yöneyin
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kendisinin çarp�m� bulunmaktad�r. Bu e³itlikte dizeyin ö§eleri bilinmektedir, bu ö§eler

Taylor aç�l�m�ndan gelen katsay�lard�r. Dolay�s�yla bulunmas� gereken de§erler yöneyin

ö§eleridir. Bu amaçla sa§ yandaki yöneyi

x(t) = [ x0(t) x1(t) x2(t) ... ]
T (3.7)

yap�s�nda tan�mlayarak, (3.6) e³itli§ini daha kapal� biçimde yaz�p

ẋ(t) = Ex(t) (3.8)

�Olas�l�ksal Denklemi� ni elde edebiliriz. Burada E

E =



0 0 0 0 0 · · ·

f0 f1 f2 f3 f4 · · ·

0 2f0 2f1 2f2 2f3 · · ·

0 0 3f0 3f1 3f2 · · ·

0 0 0 4f0 4f1 · · ·
...

...
...

...
...

. . .


(3.9)

ile verilen bir dizeyi simgeler ve bu dizeyin tüm ö§eleri bilinen de§i³mez de§erlerdir.

Çözülmesi gereken sorun art�k (3.8) denklemidir. Bu denklemin biçimsel çözümünü

(ing: formal solution)

x(t) = etEx(0) (3.10)

yap�s�nda yazabiliriz. Yani x(t) yöneyini, bir üstel i³lev ve bu yöneyin ba³lang�ç nok-

tas�nda ald�§� de§erleriyle elde edilen ba³lang�ç yöneyinin çarp�lmas�yla elde edebiliriz.

Ba³lang�ç yöneyi bildi§imiz bir de§eri olan veya duruma uygun seçilmi³ bir yöneydir.

x(0) = [x0(0) x1(0) x2(0) ... ]T

=
[
1
(
a− x(r)

) (
a− x(r)

)2
...
]T

(3.11)

Ba³lang�ç yöneyinin ö§elerini, (3.11) e³itli§indeki gibi,
(
a− x(r)

)
anlat�m�n�n artan eksi

olmayan tamsay� üslüleri olarak seçersek, E dizeyine �Evrim Dizeyi� denir. Çünkü bu

ba³lang�ç ko³ullar� alt�nda E dizeyi dizgenin evrimini tan�mlamaktad�r.
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�Evrim� kavram�n�n nereden geldi§ini aç�klam�³ olduk, �Olas�l�ksal� kavram�n�n ne-

reden geldi§ini anlayabilmek için ba³lang�ç yöneyine odaklan�m gerekir. Ba³lang�ç yö-

ney ö§elerinin özel olarak
(
a− x(r)

)
teriminin artan üslüleri yap�s�nda seçilmi³ olmas�

(3.8) denkleminin çözümüne bir k�s�t getirmektedir. Bu ö§eler üslülerin birle³iminden

olu³abilece§i gibi genelde de§i³ik de§erler de alabilirler. E§er ba³lang�ç yöneyini

x(0) = [ a0 a1 a2 ... ]
T (3.12)

olarak yazarsak bu ba³lang�ç yöneyinin genel terimini, tümlevli yap�da,

ak ≡
∫ ∞
−∞

dαw(α)αk, k = 0, 1, 2, ... (3.13)

ile verebiliriz. Burada bir a§�rl�k i³levi alt�nda beklem (ing: moment) söz konusudur.

Bu durum bizi

xk(t) ≡
∫ ∞
−∞

dαW (α, t)αk, k = 0, 1, 2, ... (3.14)

e³itli§ini

W (α, 0) = w(α) (3.15)

ko³ulu alt�nda yazmaya zorlar. (3.14) e³itli§i çözüm yöneyinin k. ö§esinin t an�ndaki

beklenen de§eri demektir yani W (α, t) a§�rl�§� alt�nda αk'n�n beklenen de§eridir. Ge-

nel olarak w(α) a§�rl�§� yap�s�nda yaz�lan W (α, t) a§�rl�k i³levi ayn� zamanda olas�l�k

yo§unlu§unu da anlatt�§�ndan dolay� bu beklenen de§erlerin zamanla evrimle³mesi,

olas�l�k yo§unlu§unun evrimiyle ili³kilidir. Bu ili³ki nedeniyle ilgili denklemlere �Olas�-

l�ksal Evrim Denklemleri (OED)� diyoruz. Ba³ta verilen uygun ba³lang�ç ko³ullu tek

bilinmeyenli s�radan türevli denklem, a§�rl�k i³levinin
(
a− x(r)

)
'deki Dirac delta i³levi

olmas�yla uyumludur.

Olas�l�ksal Evrim Denklemi'nin çözümü (3.10) e³itli§i ile anlat�lm�³t�. Çözüm yö-

neyi ö§elerinin üsleri de asl�nda artan do§al say�lardan olu³maktad�r. Özellikle çözüm
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yöneyinin ikinci ö§esi
(
x(t)− x(r)

)
dir. Böylece verilen tek bilinmeyenli s�radan türevli

denkleminin as�l çözümünü

x(t) = e2
Tx(t) + x(r) (3.16)

olarak yazabiliriz. Art�k x(t), ba³ta verilen tek bilinmeyenli s�radan türevli denklemi-

mizin kesin çözümüdür.

(3.16) çözümünü inceleyecek olursak x(t) yöneyinin tan�m�n�n yap�lmas� gerekti§i

ortaya ç�kar. Çünkü x(t) sonsuz boyutlu bir yöneydir ve sonsuz boyutla çal�³mak türlü

zorluklar getirir. Bu zorluklar� en aza indirmek ad�na sonlu boyutta kesmeler yap-

mak olas� yollardan biridir. Sonsuz boyutta yap�lan kesmeler bir dizi yakla³t�ranlar ve

yak�nsakl�k incelemeleri gerektirecektir. Daha sonra bu konulara ayr�nt�l� bir biçimde

de§inece§iz.

Olas�l�ksal Evrim Denklemi'nde sol ba³tan olmak üzere (n + 1) boyutlu kesmeler

yapacak olursak 

ẋ0

ẋ1

...

ẋn


=



0 0 · · · 0

f0 f1 · · · fn−1

...
...

. . .
...

0 0 · · · nf1





x0

x1

...

xn


(3.17)

sonlu boyutlu e³itli§ini elde ederiz. �imdi e³itli§in sa§ yan�ndaki sonlu x(t) yöneyini

x(n+1)(t) = [ x0(t) x1(t) ... xn(t) ]T (3.18)

yap�s�nda tan�mlamak gerekir. Bu tan�m �³�§�nda (3.17) e³itli§ine dayanarak Olas�l�ksal

Evrim Denklemi'ni sonlu boyut için

ẋ(n+1)(t) = E(n+1)x(n+1)(t) (3.19)

yap�s�nda yazabiliriz. E§er bu denklemin biçimsel çözümünü sonlu boyut için yazmak

istersek

x(n+1)(t) = etE
(n+1)

x(n+1)(0) (3.20)
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e³itli§ini elde ederiz. Buradaki sonlu boyutlu ba³lang�ç yöneyi ise apaç�kt�r ki

x(n+1)(0) =
[
1
(
a− x(r)

)
...

(
a− x(r)

)n ]T
(3.21)

yap�s�nda yaz�l�r.

(3.20) e³itli§indeki sonlu üstel dizeyin belirleniminin birkaç yolu olsa da burada

�Kesilmi³ Evrim Dizeyi� nin izgesel ayr�³t�r�m�n� (ing: spectral decomposition) kulla-

naca§�z. �zgesel ayr�³t�r�m yöntemi gere§i

E(n+1)ξ
(n+1)
i = λiξ

(n+1)
i ; i = 1, ..., n+ 1 (3.22)

e³itli§ini yazar�z. Burada λi, i. özde§er, ξ
(n+1)
i ise i. özyöneyi (özvektör) göstermektedir.

Ayr�ca E(n+1) dizeyi bak�³�k (simetrik) olmak zorunda olmad�§�ndan sa§ ve sol özyö-

neylerin ayr� ayr� belirlenmesi gerekmektedir. E(n+1) dizeyinin sa§ ve sol özyöneylerini

s�ras�yla QR dizeyinin dü³eys�ralar� (sütunlar�) ve QL dizeyinin yatays�ralar� (sat�rlar�)

olu³turmak ko³ulu ile ve I, (n+1)×(n+1) boyutlu birim dizey olmak üzere QLQR = I

e³itli§i sa§lanmal�d�r. Di§er bir deyi³le, E(n+1) dizeyinin dü³eys�ralar� ayr�larak Gram-

Schmidt yöntemi uygulan�r ve dikgenle³tirilir. Olu³an dizeyin dü³eys�ralar� QR dizeyini

olu³turur. E(n+1) dizeyinin yatays�ralar� ayr�larak Gram-Schmidt yöntemi uygulan�r ve

dikgenle³tirilir. Olu³an dizeyin yatays�ralar� QL dizeyini olu³turur.

Böylelikle özde§erlerin kö³egene oturdu§u

Λ(n+1) =



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λn+1


(3.23)

dizeyini tan�mlayabiliriz. Çözümünü arad�§�m�z i³lev üstel yap�da oldu§u için Λ(n+1)

dizeyinin de üsteli al�nmas� gerekir.
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etΛ
(n+1)

=



etλ1 0 · · · 0

0 etλ2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · etλn+1


(3.24)

Böylelikle sonlu yap�daki x(n+1)(t) çözüm yöneyi için gerekli olan

etE
(n+1)

= Q
(n+1)
R etΛ

(n+1)
(
Q

(n+1)
R

)T
(3.25)

üstel i³lev belirlenmi³ olur. (3.25) e³itli§i QL dizeyi kullan�larak da yaz�labilirdi. Bu

durumda e³itli§in sol yan�ndaki çarp�m�n ilk ö§esi QL dizeyinin devri§i (ing: transpose),

üçüncü ö§esi ise QL dizeyi olacakt�. Art�k çözüm hakk�nda belirlenimler yapabilmek

ad�na kesme yakla³t�ranlar�n�n incelenmesi gerekecektir.

3.2. �kinci Derecelilik

Betimleyici i³levler x de§i³kenine göre çokçokterimlilerse (ing: multinomials) özyi-

nelemeli (ing: recursive) yap�larla u§ra³mak kesme yakla³t�ranlar�n�n üretimi aç�s�ndan

daha elveri³lidir. �leride yapaca§�m�z yal�nla³t�r�mlarla görece§iz ki Evrim Dizeyi üç-

gensel yap�da olacakt�r. Evrim Dizeyi üzerinde herhangi bir i³lem gerçekle³tirilmezse

üst Hessenberg yap�da oldu§u görülmektedir. Ancak Hessenberg yap�yla çal�³mak üç-

gensel yap�yla kar³�la³t�r�ld�§�nda dizey cebiri aç�s�ndan birçok zorluk getirecektir. Bu

yüzden üçgensel yap�ya geçmek ye§lenir. E Evrim Dizeyi'nde f0 ö§esi s�f�rlan�rsa dize-

yin üst üçgensel yap�ya kavu³aca§� apaç�kt�r. f0 de§eri, betimleyici i³levin x(r) Taylor

aç�l�m noktas�ndaki ald�§� de§erdir. E§er f , x(r) de§erini alarak en az�ndan bir s�f�r�

varsa, f0 s�f�rlan�r ve E üçgensel yap�ya kavu³ur. Ancak f 'nin herhangi bir x(r) de§eri

için hiçbir zaman s�f�rlanmayaca§� zamanlar da olabilir. Böylesine durumlarda uygun

uzay geni³letim ad�mlar� at�larak daha yüksek boyutlarda üçgensellik sa§lanabilir.
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Kesme yakla³t�ranlar� üçgensel durumlarda daha kolay belirlenir. Ancak üçgensel

dizeyin ö§eleri seyrek de§ildir, yani yar� dolu bir dizeydir ve çözümleyimi de zor olabilir.

Ancak uzay geni³letim yöntemi [31�35] neredeyse tüm ikinci dereceli çokçokterimli

tan�mlay�c� i³levlerden olu³an s�radan türevli denklem tak�mlar�n� elde etmek amac�yla

kullan�labilir. Böylelikle ikinci derecelilik çok önemli bir konuma gelir.

Bu tez çal�³mas� çerçevesinde ilgilenilen Van der Pol denklemi için ikinci derecelilik

elde etmek amac�yla uygun uzay geni³letim ad�mlar�n� ataca§�z. Uygulanacak uzay

geni³letim yönteminde izlenilen yol e³siz olmay�p ilk göze çarpan ad�mlarla ilerleyece§iz.

Van der Pol denklemini yeniden an�msayacak olursak

ẍ− µ(1− x2)ẋ+ x = 0, µ > 0 (3.26)

yazar�z.

y = x− x3

3
− ẋ

µ
(3.27)

Liénard dönü³ümü [16] alt�nda Van der Pol denklemi

ẋ = µ

(
x− 1

3
x3 − y

)
ẏ =

1

µ
x (3.28)

iki boyutlu biçime dönü³türülür. Burada amaç denklemi çözümleyebilece§imiz en basit

duruma getirmektir. Liénard dönü³ümünden de§i³ik dönü³ümler tan�mlayarak da yol

al�nabilir. Bu iki boyutlu durumu inceleyecek olursak ilk e³itli§in sa§ yan�nda üçüncü

dereceden bir terim vard�r ve ikinci derecelili§i elde etmek ad�na bu terimden kurtulmak

gerekir. Bir terimin derecesini dü³ürmek için uzay geni³letim yöntemine s�kça ba³vu-

rulur. Bu amaçla ilk olarak dönü³üm yap�lacak terim seçilmelidir. Sorun yaratan terim

x3 oldu§undan, dönü³üm yap�lacak terim olarak seçilmesi ak�lc� olacakt�r. Böylece,

u1 ≡ x2 ⇒ u̇1 = 2xẋ (3.29)
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dönü³ümü ile yeni bir bilinmeyen tan�mlayarak devam edilir ve

u̇1 = 2µ

(
u1 −

1

3
u21 − xy

)
(3.30)

e³itli§i yaz�l�r. Böylece e³itli§in sa§ yan�nda ikinci derecelilik elde edilmi³ olur. Tüm

tak�m�m�z� yazacak olursak

ẋ = µ

(
x− 1

3
xu1 − y

)
ẏ =

1

µ
x

u̇1 = 2µ

(
u1 −

1

3
u21 − xy

)
(3.31)

üç boyutlu yeni bir yap� elde etmi³ oluruz. Bu denklem tak�m�na ba³lang�ç ko³ullar� da

e³lik etmektedir ancak ba³lang�ç ko³ullar�n� ilerleyen a³amada inceleyece§iz, burada ko-

nunun ayr�nt�s�na girilmeyecektir. Sonuç olarak, Van der Pol denklemine bir bilinmeyen

eklenerek üç boyutlu yap� kazan�lm�³ ve ikinci derecelilik elde edilmi³tir.

Benzer i³lemler Zorlamal� Van der Pol denklemi için de yap�labilir. Bu denklemi

yeniden an�msayal�m.

ẍ(t) + µ
(
x2 − 1

)
ẋ(t) + x(t) = a sin(2πνt) (3.32)

Denklemi çözümleyebilmek için yine uygun dönü³ümler

t ≡ τ

µ
, ẋ→ x′

µ
, ẍ→ x′′

µ2

y =
x′

µ2
+
x3

3
− x (3.33)

yaz�labilir. Buradaki türevleyim τ simgesine göredir. Bu dönü³ümler

1

µ2
x′ = y − x3

3
+ x

y′ = −x+ a sin(2πνµt) (3.34)

alt�nda iki boyutlu yap�ya eri³ilmi³ olur. Ancak tak�m�n daha yal�n olmas� ad�na ε ≡ 1
µ2

ve ω ≡ νµ de§i³tirgeleri ile θ ≡ ωt diye yeni üretilen ba§�ms�z de§i³ken tan�mlar�

22



yap�larak

εx′ = y + x− x3

3

y′ = −x+ a sin(2πθ)

θ′ = ω (3.35)

üç boyutlu dizgeye ula³�l�r. Burada ilk denklem yine üçüncü dereceden bir çokçokte-

rimlidir. Bu durum bizi uzay geni³letim yapmaya zorlar ve benzer mant�kla

u1 ≡ x2 ⇒ u′1 = 2xx′ (3.36)

u′1 =
2

ε

(
xy + u1 −

u1x

3

)
(3.37)

dönü³ümü ile

x′ =
1

ε

(
y + x− xu1

3

)
y′ = −x+ a sin(2πθ)

θ′ = ω

u′1 =
2

ε

(
xy + u1 −

u21
3

)
(3.38)

dört boyutlu yap�ya ula³�l�r. Burada θ bilinmeyeni ikinci derecelilikten gelen bir de-

§i³kendir. Ancak (3.38) tak�m�n�n sa§ yan�ndaki sinüs i³levli yap�s� çokçokterimlilikten

uzak bir yap�dad�r. Amac�m�z ikinci derecelilik elde etmek olsa da s�radan türevli denk-

lem tak�mlar�n�n çokçokterimli olmas� ye§lenir. Bu yüzden sinüs i³levinden kurtulmak

gerekir. Uzay geni³letim ile bu terimden kaç�n�labilece§i gibi kosinüs i³levini de göz

önünde bulundurmak gerekir. Dolay�s�yla

u2(t) ≡ sin(2πθ), u3(t) ≡ cos(2πθ) (3.39)
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tan�mlanarak yap�lan uzay geni³letim ad�mlar� ile (3.38) tak�m�

x′ =
1

ε

(
y + x− xu1

3

)
y′ = −x+ au2

θ′ = ω

u′1 =
2

ε

(
xy + u1 −

u21
3

)
u′2 = 2ωπu3

u′3 = −2ωπu2 (3.40)

alt� boyutlu yap�s�na ula³�r.

(3.31) ve (3.40) denklem tak�mlar� ile s�ras�yla Van der Pol ve Zorlamal� Van der

Pol denklemleri ikinci dereceli duruma getirilmi³ oldu. Art�k Olas�l�ksal Evrim Yakla-

³�m�'n� (OEY) (ing: Probabilistic Evolution Approach) uygulayabilece§imiz bir durum-

day�z. Tez çal�³mas�nda yaln�zca Van der Pol denklemi üzerinde yo§unla³�laca§�ndan

Zorlamal� Van der Pol denklemi için ba³ka bir i³lem yap�lmayacakt�r. Yaln�zca uzay

geni³letim ve ikinci derecelilik kavramlar�n�n daha iyi anla³�labilmesi ad�na Zorlamal�

Van der Pol denklemi üzerinde de çal�³�lm�³t�r.

�imdi Van der Pol denkleminin ikinci dereceli duruma getirilen (3.31) yap�s� üzerine

Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m yöntemini uygulayaca§�z. Ancak (3.31) yap�s�nda Van der

Pol denklemi x, y ve u1 ile simgelenen üç bilinmeyen içerir. Olas�l�ksal Evrim Yakla-

³�m�'n�n daha iyi kavranabilmesi ad�na önce iki bilinmeyenli yap�lara uygulanabilirli§ini

inceleyelim.
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3.3. Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m�'n�n Birinci Kerteden �ki Bilin-

meyenli Aç�k Yap�l� S�radan Türevli Denklemlere Uygula-

n�m�

Emre Demiralp, Metin Demiralp ve Luis Hernandez-Garcia üçlüsünün bilimsel

yaz�na sundu§u bu yöntemin uygulay�m�n� [1, 2] yaz�lar�nda görebiliriz. �ki bilinmeyen

için yap�lacak bu inceleme asl�nda çok bilinmeyenli durumlar için temel olu³turacakt�r.

E§er iki bilinmeyenli aç�k yap�l� s�radan türevli denklemler için bir ba³lang�ç de§er

sorunu tan�mlamak istersek

ẋ1(t) = f1 (x1(t), x2(t)) , x1(0) = a1

ẋ2(t) = f2 (x1(t), x2(t)) , x2(0) = a2 (3.41)

yazabiliriz. Olas�l�ksal Evrim Kuram�'nda belirtti§imiz gibi sa§ yandaki f1 ve f2 i³lev-

lerini betimleyici i³lev olarak adland�r�yoruz ve bunlar�n özerklik, tam i³lev olma gibi

özellikleri yine korunmaktad�r. Olas�l�ksal Evrim Kuram�'nda izledi§imiz ad�mlar� s�ra-

s�yla uygulayacak olursak öncelikle betimleyici i³levleri Taylor toplamdizisine açaca§�z.(
x
(r)
1 , x

(r)
2

)
aç�l�m noktas� olmak üzere

fi (x1(t), x2(t)) =
∞∑
j=0

∞∑
k=0

f
(i)
j,k

(
x1(t)− x(r)1

)j (
x2(t)− x(r)2

)k
, i = 1, 2 (3.42)

Taylor toplamdizisine açabiliriz. f (i)
j,k ile anlat�lan de§erler ilgili Taylor katsay�lar�d�r.

Bundan sonra kullan�lacak anlat�mlar� daha derli toplu bir biçimde yazabilmek ad�na

s(t) =

 x1(t)− x(r)1

x2(t)− x(r)2


f(t) =

 f1 (x1(t), x2(t))

f2 (x1(t), x2(t))

 (3.43)

yöneysel ö§e tan�mlar�n� yapal�m. Burada s simgesine �dizge yöneyi� (ing: system vec-

tor) diyece§iz ve f(t) yi de bu bilgiler �³�§�nda d�³ üslü toplamdizisine (ing: outer power
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series)

f (t) =
∞∑
k=0

f (k)s⊗k (3.44)

açal�m. s'nin k. d�³üslüsü ise

s⊗k ≡
k⊗
j=1

s (3.45)

e³itli§iyle tan�mlan�r. D�³ çarp�m (outer product) asl�nda �Kronecker Çarp�m�� na (ing:

Kronecker Product) denktir, ço§u zaman dolays�z çarp�m (ing: direct product) ad�yla

da an�l�r. Kronecker çarp�m�, iki yöneysel veya dizeysel ya da kar�³�k çarp�m aras�nda

tan�mlan�r. Çarp�mdaki birinci çarpan�n her ö§esi ikinci çarpan ile çarp�l�r ve bir alt-

kesim (ing: block) olu³ur. Tüm çarp�mlar s�ras�yla bu altkesim içine yerle³ir. Çarpan�n

durumuna göre olu³an altkesim ö§e yöney veya dizey olabilir. Bundan sonra ⊗ ile

gösterilen çarp�mlar� Kronecker çarp�m� olarak adland�raca§�z.

Kronecker çarp�m�n� ³öylesine aç�k olarak dile getirebiliriz: s'nin 0. üslüsü her zaman

1'e e³ittir. 1. üslü ise s'nin kendisine e³ittir. s'nin 2. üslüsü ise s21, s1s2, s2s1 ve s
2
2 olmak

üzere dört ö§e içerir. Bu biçimde devam ederek s'nin k. üslüsünün 2k adet ö§e içerdi§ini

görebiliriz.

�imdi (3.44) e³itli§i ile seriye aç�lan f betimleyici i³lev yöneyinin katsay�lar� olan

f (k) de§erlerini bulmal�y�z.

�lk katsay� olan f (0), aç�l�m noktas�nda ald�§� de§erlerin belirlenimiyle yaz�lan

f (0) =

 f1(x
(r)
1 , x

(r)
2 )

f2(x
(r)
1 , x

(r)
2 )

 (3.46)

iki ö§eli yöneydir.

�kinci ö§e olan f (1), 2 × 2 boyutlu bir dizey olmal�d�r. Bu dizeyin ö§elerini f (1,c)
1,1 ,

f
(1,c)
1,2 , f (1,c)

2,1 , f (1,c)
2,2 ile gösterecek olursak alt s�rasay�da virgül ile ayr�lm�³ say�lar ö§elerin

yatays�ra ve dü³eys�ralar�n�, üst s�rasay�daki virgül ile ayr�lm�³ anlat�m ise kaç�nc� ö§e

oldu§unu ve katsay� oldu§unu gösteren c simgesi yer almaktad�r. Toplamdizi aç�l�m�n-
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daki ikinci terim

f (1)s⊗1 =


f
(1,c)
1,1

(
x1(t)− x(r)1

)
+ f

(1,c)
1,2

(
x2(t)− x(r)2

)

f
(1,c)
2,1

(
x1(t)− x(r)1

)
+ f

(1,c)
2,2

(
x2(t)− x(r)2

)

 (3.47)

biçiminde belirlenir. (3.47) e³itli§ine kar³�l�k gelen Taylor aç�l�m�n�n birinci dereceli

terimi ise

f (1) =



(
∂f1
∂x1

)
r

(
∂f1
∂x2

)
r

(
∂f2
∂x1

)
r

(
∂f2
∂x2

)
r

 (3.48)

ile anlat�l�r. Buradaki r alt s�rasay�s� aç�l�m noktas�ndaki belirlenmi³ de§eri göstermek-

tedir. Asl�nda f (1), betimleyici i³levin bilinmeyenlerine göre Jacobiyen dizeyidir.

Üçüncü ö§e f (2) ise 2× 4 boyutlu bir dizeydir ve ö§elerini f (2,c)
1,1 , f (2,c)

1,2 , f (2,c)
1,3 , f (2,c)

1,4 ,

f
(2,c)
2,1 , f (2,c)

2,2 , f (2,c)
2,3 , f (2,c)

2,4 ile gösterecek olursak

(
f (2)s⊗2

)
1

= f
(2,c)
1,1

(
x1(t)− x(r)1

)2
+
(
f
(2,c)
1,2 + f

(2,c)
2,1

)(
x1(t)− x(r)1

)(
x2(t)− x(r)2

)
+f

(2,c)
1,4

(
x2(t)− x(r)2

)2
(3.49)

yaz�l�r. E³itli§in sol yan�ndaki 1 alt s�rasay�s� birinci ö§eyi anlatmaktad�r. �kinci ö§e

ile ilgilenilmeyecek, yaln�zca, katsay�lardaki belirsizlik vurgulanacakt�r. E³itli§in sa§

yan�ndaki anlat�mlar�, aç�k yap�l� Taylor aç�l�m�n�n ikinci dereceden terimlerinden f1

için

f
(2,c)
1,1 =

1

2!

(
∂2f1
∂x21

)
r

, f
(2,c)
1,4 =

1

2!

(
∂2f1
∂x22

)
r

(3.50)

f
(2,c)
1,2 + f

(2,c)
2,1 =

(
∂2f1
∂x1∂x2

)
r

(3.51)

kar³�la³t�r�mlar�n� yaparak yazabiliriz. (3.51) e³itli§inde bir kar�³�k toplam söz konusu-

dur. Bu durum aç�kça ortaya koyuyor ki, d�³ çarp�mda derece büyüdükçe katsay�lardaki
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key�li§in artmas�n�n yan�nda e³siz olmamak da ortaya ç�k�yor. Yani e³itli§in sol yan�n-

daki katsay�lar�n de§erlerini e³it dü³ünebiliriz. Dolay�s�yla

f
(2,c)
1,2 = f

(2,c)
2,1 =

1

2!

(
∂2f1
∂x1∂x2

)
r

(3.52)

e³itli§ini yazabiliriz. E§er iki farkl� s�rada kar�³�k göre türevleyim (ing: partial di�eren-

tiation) yaz�lacaksa

f
(2,c)
1,2 =

1

2!

(
∂2f1
∂x1∂x2

)
r

, f
(2,c)
2,1 =

1

2!

(
∂2f1
∂x2∂x1

)
r

(3.53)

ile anlat�l�r. Ancak (3.52) e³itli§indeki gibi kar�³�k türevlerde s�ra önemli de§ildir (i³-

levlerdeki çözümcüllük Taylor toplamdizisine geni³letildi§inde türevleyimlerdeki s�ra

de§i³iminin önemi yoktur).

D�³ üslü katsay�s� f (2)'nin ilk yatays�ras� asl�nda betimleyici i³lev f1'in kats�zla³-

t�r�lm�³ (ing: unfolded) biçiminin aç�l�m noktas�ndaki Hess dizeyinin [21] belirlenen

de§eridir. Burada çal�³�lan yap� katl� (ing: folded) oldu§u için izlenilen yöntem katl�l�§�

ortadan kald�rmakt�r. Böylece katl� yap� tek bir boyuta indirgenir, yani kats�zla³t�r�l�r.

Benzer biçimde d�³ üslü katsay�s� f (2)'nin ikinci yatays�ras� da f2'nin kats�zla³t�r�lm�³

biçiminin aç�l�m noktas�ndaki Hess dizeyinin belirlenen de§eridir. Bu yöntemle bir kat-

s�zla³t�r�lm�³ dizey yap�s� elde edilir. Bu yap� yaln�zca bu katsay�lara özgü de§ildir. Bu

dizey biçimi üç yönlü bir dizinin (ing: three-way array) düzlemsel izdü³ümü olarak dü-

³ünülebilir. Böylece yukar�da söz edilen Hess dizeylerini katl�la³t�rarak 2×2×2 boyutlu

çoklu dizi (ing: multilinear array) elde edilir. Benzer anlay�³la f (3) için de belirlenimler

yap�l�r ve 2×2×2×2 boyutlu çoklu dizinin kats�zla³t�r�lm�³ durumu elde edilir. D�³ üslü

katsay�s� f (k)'n�n boyutu k oldu§undan ×j=kj=12 boyutlu bir çoklu dizinin kats�zla³t�r�lm�³

durumu gündeme gelecektir. Yani × ile gösterilen j yönlü ve 2k boyutlu bir çoklu dizi-

nin daha derli toplu yaz�lm�³ biçimidir. Tüm bu sonuçlar asl�nda Kronecker çarp�m�n�n

do§as�ndan gelen özelliklerdir. Kronecker çarp�m� için, dizi teriminin boyutlulu§unu

artt�ran d�³ çarp�m�n düzlemsel izdü³ümü denilebilir.
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Zamansal de§i³kenli§i vurgulamak ad�na s⊗k ifadesinin zamana ba§�ml�l�§�n�

sk(t) ≡ s⊗k(t) (3.54)

biçiminde yazabiliriz. Zamansal ba§�ml�l�§�n anlam� asl�nda bu d�³ üslülerin, bir taban

tak�m�n�n ö§eleri biçiminde dü³ünülmesi demektir. Bu yöneyler zamanla de§i³en i³lev

ö§eleri oldu§undan i³levsel ba§�ml�d�r ancak do§rusal ba§�ms�zd�r. Zaten bu yöneylerin

do§rusal ba§�ms�zl�§�, bize d�³ üslü aç�l�m� olarak yazabilmemizi sa§lamaktad�r.

Bir sonraki ad�m Olas�l�ksal Evrim Kuram�'nda oldu§u gibi taban tak�m� olu³turul-

du§undan, ö§elerinin zamana göre türevlenimi olacakt�r. Dolay�s�yla

ṡk(t) =
k−1∑
j=0

s⊗j(t)⊗

(
∞∑
m=0

f (m)s⊗m(t)

)
⊗ s⊗(k−j−1)(t), k = 1, 2, ... (3.55)

zamana ba§l� türevleyimi Leibniz kural�na uygun olarak yazabiliriz. Çarp�mlar üze-

rindeki bu türevleyimde, Kronecker çarp�m� genelde de§i³imli (ing: commutative) ol-

mad�§�ndan s�raya özen gösterilmesi gerekmektedir. (3.55) e³itli§indeki ö§eleri tek tek

tan�mlayacak olursak

s⊗j(t) ≡ (Is(t))⊗j = I⊗js⊗j(t) (3.56)

yazar�z. I dizeyi, 2 × 2 boyutlu birim dizeydir. Ayr�ca (3.56) e³itli§inde d�³ üslünün

dizey-yöney çarp�m� üzerine da§�lma özelli§i kullan�lm�³t�r. Bu özellik dizey-dizey veya

dizey-yöney çarp�mlar� üzerindeki Kronecker çarp�m�n özelli§inden türetilmi³tir. Ayr�ca

(3.56) e³itli§i

s⊗j(t)⊗ f (m)s⊗m(t) =
(
I⊗js⊗j(t)

)
⊗
(
f (m)s⊗m(t)

)
=
(
I⊗j ⊗ f (m)

)
s⊗(j+m)(t) (3.57)

ve

s⊗j(t)⊗ f (m)s⊗m(t)⊗ s⊗(k−j−1)(t) =
(
I⊗j ⊗ f (m) ⊗ I⊗(k−j−1)

)
s⊗(k+m−1)(t) (3.58)

e³itliklerini yazmam�z� sa§lar. Bu anlat�mlardan yararlanarak (3.55) e³itli§ini yeniden

³öyle

ṡk(t) =
∞∑
m=0

Ek,ms⊗m(t), k = 0, 1, 2, ... (3.59)
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yazabiliriz. s'nin m. d�³ üslüsünü elde edebilmek için toplam�n s�rasay�s�n� m yerine

m− k + 1 olacak biçimde de§i³tirerek

Ek,m ≡
k−1∑
j=0

I⊗j ⊗ f (m−k+1) ⊗ I⊗(k−j−1), k,m = 0, 1, 2, ... (3.60)

olarak yaz�labilir. Burada d�³ üslü aç�l�m katsay�s� f (m), m'nin eksi de§erleri için var

olmaz. Bu yüzden tüm Ek,m altkesim ö§eleri, m'nin k − 1 de§erinden küçük oldu§u

yerlerde s�f�rlan�r. Son bulgular� uygun dizey ve yöney biçiminde yazacak olursak

E ≡



0 0 0 · · ·

E1,0 E1,1 E1,2 · · ·

0 E2,1 E2,2 · · ·
...

...
...

. . .


(3.61)

s(t) =
[
s⊗0 s⊗1 s⊗2 · · ·

]T
(3.62)

elde ederiz. Kolayca ay�rd�na var�labilece§i üzere, m < k− 1 de§erleri için E dizeyi üst

altkesim Hessenberg biçimindedir.

Sonuç olarak (3.61) ve (3.62) anlat�mlar�, bize

ṡ(t) = Es(t) (3.63)

de§i³mez katsay�lar içeren E dizeyli, sonsuz boyutlu, do§rusal ve ba§da³�k olan yöney

yap�l� s�radan türevli denklemini yazmam�za olanak sa§lamaktad�r. Yine Olas�l�ksal

Evrim Kuram�'ndan bildi§imiz üzere bu denklemin biçimsel çözümünü

s(t) = etEs(0) (3.64)

olarak yazabiliriz. s(0) ile anlat�lan s(t) yöneyinin ba³lang�ç de§eridir. E dizeyi çözümün

ve devinimin niteli§ini, di§er bir deyi³le evrimini belirtti§i için �Evrim Dizeyi� diyoruz.

Üst altkesim Hessenberg yap�s�ndaki Evrim Dizeyi, izgesel incelemeye ve kesme yak-

la³t�ranlar�n� belirlemeye izin vermemektedir. Dolay�s�yla Evrim Dizeyi'nin yap�s�nda
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üçgensellik aranmaktad�r. Bu amaçla m = k − 1 için

Ek,k−1 ≡
k−1∑
j=0

I⊗j ⊗ f (0) ⊗ I⊗(k−j−1), k = 1, 2, ... (3.65)

f (0) katsay�s�n�n s�f�rland�§� yerlerde altkesim üçgensel yap�ya kavu³ulur. Yani betimle-

yici i³levin aç�l�m noktas�nda s�f�rlanmas� gerekir. Bu durum her zaman geçerli olma-

yaca§� için yeni bilinmeyenler tan�mlayarak uzay geni³letim yard�m�yla daha yüksek

boyutta f (0) katsay�s�n�n s�f�rlanmas�n� sa§layaca§�z. Böylece sistemimize iki yeni bilin-

meyen eklenerek dört ba³lang�ç ko³ullu dört bilinmeyenli bir aç�k yap�l� s�radan türevli

denklem tak�m� olu³acakt�r. Böylece Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m yöntemi alt�nda dört

betimleyici i³levin de kesin s�f�r�n�n var oldu§u d�³ üslü aç�l�m�n� kullanabilece§iz ve

Evrim Dizeyi'nde üçgensel yap�ya kavu³aca§�z. Üçgensel yap� nedeniyle dizeyin evri§i

varsa elde edilebilmesi, ayr�ca özde§erler ve özyöneylerin bulunmas� sa§lanacakt�r.

�lk olarak dizeyin evri§inin olma olas�l�§�n� inceleyelim. m = k için

Ek,k ≡
k−1∑
j=0

I⊗j ⊗ f (1) ⊗ I⊗(k−j−1), k = 1, 2, ... (3.66)

yaz�l�r. f (1) evirtildikçe her toplam da evirtilebilir. f (1) bilinmeyenlerine göre betimle-

yici i³levin Jacobiyen dizeyidir. Ayr�ca f (1), betimleyici i³levlerin i³levsel ba§�ms�zl�§�

sürdükçe tekil olmamay� da sürdürecektir.

Asl�nda Ek,k altkesim ö§esinin s�f�r uzay özelliklerini anlamak için toplam�n evri§inin

al�nmas� yerine izgesel inceleme yapmak daha do§ru bir yöntemdir. f (1) katsay�s�n�n

özde§erlerini ve özyöneylerini s�ras�yla λ1, λ2 ve u1, u2 ile gösterecek olursak Ek,k'n�n

özyöneyleri, dizeylerdeki Kronecker çarp�m kuram�ndan bilindi§i üzere, k. d�³ çarp�m

için bu özyöneylerin tüm olas� birle³imleri söz konusudur ve 2k say�dad�r. Bunun anlam�

ise Ek,k'n�n özde§erleri, toplam� k olacak ³ekilde λ1 ve λ2 simgelerinin tüm do§rusal

birle³im katsay�lar�ndan olu³maktad�r. E§er Jacobiyen'in özde§erleri birbirleri ile evrik

imliyse bu do§rusal birle³imler s�f�rlanabilir. Bu durum Evrim Dizeyi'nin ana kö³egen

altkesim ö§elerinin evriltilememesi yani Evrim Dizeyi'nin evriltilememesi demektir.
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Ba³al i³leybilim (ing: classical mechanics) sorunlar�ndan al�nan, iki veya daha çok

bilinmeyenli aç�k yap�l� s�radan türevli denklemlerin ba³lang�ç de§er sorunlar�nda diz-

genin yörüngesinin belirlenimi çok önem kazanmaktad�r. Ayr�ca betimleyici i³levler

bir tek say�l i³levin yönele§im (ing: gradient) ö§eleri olarak ortaya ç�kar ve Jacobiyen

dizeyi bilinmeyenlerine göre say�l i³levin Hess dizeyine dönü³ür. Bu dönü³üm bize bak�-

³�m özelli§i kazand�r�r ve bak�³�mdan dolay� f (1)'in gerçel özde§erleri olur. Böylece art�

tan�ml�l�k olmas� durumunda özelliklerinden yararlan�labilir.

Di§er önemli bir konu da bilinmeyenlerine göre tüm betimleyici i³levlerin en çok

ikinci dereceden çokçokterimli olmalar�d�r, yani ikinci dereceliliktir. �kinci derecelilikte

as�l kolayla³t�r�m asl�nda Evrim Dizeyi üzerinde en çok üç s�f�rlanmayan altkesim kö³e-

genli yap�ya geçmektir. E§er bu yap� üçgensellik ile birlikte sa§lan�rsa altkesim kö³egen-

lilik bize özyinelemelerle kesme yakla³t�ranlar�n�n belirlenimine kolayl�k getirecektir.

3.4. Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m Yönteminin Van der Pol Denk-

lemine Uygulanmas�

(3.31) denklemi ile Van der Pol denklemi birinci kerteden üç boyutlu bir s�radan

türevli denklem tak�m�na dönü³türülmü³tü. 3.3 bölümünde sözedilen birinci kerteden

iki bilinmeyenli s�radan türevli denklem tak�m�na Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m yönte-

minin uygulanmas�n� taban alarak ve bu bölümde iki bilinmeyen yerine üç bilinmeyen

gözönüne al�narak devam edilecektir. Burada önemli olan denklem say�s� de§il bilinme-

yen say�s�d�r. Yani üç tane denklemden daha çok denklem de var olabilirdi, de§i³en tek

³ey bu dizge için yaz�lacak olan betikleme (ing: scripting) veya uzi³ (ing: algorithm)

daha karma³�k olurdu.

3.3 bölümünde at�lan ad�mlara ko³ut olarak öncelikle Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m�

32



için tan�mlamalar yapmal�y�z. (3.31) denklemi gözönüne al�narak

f1 (x, y, u1) = µ

(
x− 1

3
xu1 − y

)
f2 (x, y, u1) =

1

µ
x

f3 (x, y, u1) = 2µ

(
u1 −

1

3
u21 − xy

)
(3.67)

yaz�l�r. f1,f2 ve f3 i³levleri sa§ yan betimleyici i³levlerdir. Böylece Taylor toplamdizisine

aç�lacak f(t) yöneysel ö§esini

f(t) =


µ
(
x− 1

3
xu1 − y

)
1
µ
x

2µ
(
u1 − 1

3
u21 − xy

)


3×1

(3.68)

biçiminde yazabiliriz. Asl�nda Taylor aç�l�m�n� Kronecker üslü toplamdizisi olarak ya-

zaca§�z. Daha sonra aç�l�m yeniden belirtilecektir. Tak�m�m�z üç bilinmeyenli olaca§�

için dizge yöneyi de

s =


x− x(r)1

y − x(r)2

u1 − x(r)3


3×1

(3.69)

3× 1 boyutlu bir yöney olacakt�r. Yine üç bilinmeyenli bir dizge oldu§undan, x(r)1 , x(r)2

ve x(r)3 Taylor aç�l�m�n�n yap�ld�§� konaçlar� (ing: coordinate) simgelemek üzere

x(r) =


x
(r)
1

x
(r)
2

x
(r)
3


3×1

(3.70)

üç aç�l�m noktas�n� belirten x(r) yöneyi yaz�l�r. Aç�l�m konumunu belirten x(r) yöneyi

bu an için tan�mlanmayacak olup elde edilen uygun sonuçlar en genel durumuyla b�ra-

k�lacakt�r.
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Üç boyutlu dizgemiz ikinci dereceden s�radan türevli denklemlerden olu³tu§u için

belirlenmesi gereken f (0), f (1) ve f (2) Kronecker üslü katsay�lar�d�r. Bunun nedeni de

(l = 3, 4, ...) de§erleri için f (l) katsay�lar�n�n s�f�rlanacak olu³udur. f (0) katsay�s� için

f (0) =


µ
(
x
(r)
1 − 1

3
x
(r)
1 x

(r)
3 − x

(r)
2

)
x
(r)
1

µ

2µ

(
x
(r)
3 − 1

3

(
x
(r)
3

)2
− x(r)1 x

(r)
2

)


3×1

(3.71)

3×1 boyutlu yöneyi yaz�l�r. Burada f(t) yöneyinde bilinmeyen de§i³kenler yerine aç�l�m

konumu bile³enlerinin de§erleri yaz�larak s'nin 0. Kronecker üslüsünün katsay�s� olan

f (0) hesaplan�r. f (1) için

f (1) =


µ

(
1− x

(r)
3

3

)
−µ −µ

3
x
(r)
3

1
µ

0 0

−2µx
(r)
2 −2µx

(r)
1 µ

(
1− 2

3
x
(r)
3

)


3×3

(3.72)

3 × 3 boyutlu dizeyi yaz�l�r. Yani f(t) yöneyinin her bir ö§esinin üç bilinmeyene göre

türevi al�n�r ve ilgili bilinmeyenler yerine yine aç�l�m konumundaki bile³enlerin de§erleri

yaz�larak f (1) belirlenir.

Benzer ³ekilde f (2) için

f (2) =


0 0 −µ

3
0 0 0 −µ

3
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −2µ 0 −2µ 0 0 0 0 −4µ
3


3×9

(3.73)

3 × 9 boyutlu dizeyi yaz�l�r. Burada da f(t) yöneyinin yine her bir ö§esinin üç bilin-

meyene göre s�rayla ikinci kerteden türevi al�n�r ve aç�l�m konumundaki bile³enlerin

de§erlerinin ilgili bilinmeyenlerde yerine konulmas�yla f (2) katsay�s� belirlenir.

�imdi Kronecker üslü toplamdizisi aç�l�m�ndaki s'nin Kronecker üslülerini belir-

leyelim. D�³ çarp�m olarak burada Kronecker çarp�m�n� kulland�§�m�zdan dolay� f(t)

yöneyini Kronecker üslü toplamdizisine aç�yoruz. Kronecker çarp�m�n�n tan�m�n� (3.45)
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e³itli§i ile yapm�³t�k. Bu tan�m �³�§�nda

s⊗0 = 1 (3.74)

uyla³�m� yaz�l�r. Bunun nedeni de, s'nin 0. Kronecker üslüsünü her zaman 1 olarak

öngörmü³ olmam�zd�r.

s⊗1 de§erini belirleyecek olursak

s⊗1 =


x− x(r)1

y − x(r)2

u1 − x(r)3


3×1

(3.75)

3 × 1 türünde yöney e³itli§i yaz�l�r. s'nin 1. Kronecker üslüsünün özüne yani dizge

yöneyine e³it oldu§unu söylemi³tik.

Devam edecek olursak s⊗2 için

s⊗2 =



(
x− x(r)1

)(
x− x(r)1

)
(
x− x(r)1

)(
y − x(r)2

)
(
x− x(r)1

)(
u1 − x(r)3

)
(
y − x(r)2

)(
x− x(r)1

)
(
y − x(r)2

)(
y − x(r)2

)
(
y − x(r)2

)(
u1 − x(r)3

)
(
u1 − x(r)3

)(
x− x(r)1

)
(
u1 − x(r)3

)(
y − x(r)2

)
(
u1 − x(r)3

)(
u1 − x(r)3

)


9×1

(3.76)

9 ö§eli yöneyi yaz�l�r. s⊗2 yöneyi de s'nin ö§elerinin kar�³�k çarp�mlar�ndan olu³makta-

d�r. (l = 3, 4, ...) de§erleri için f (l) katsay�lar� s�f�rland�§�ndan s⊗l de§erlerini belirlemeye

gerek yoktur.

An�msayacak olursak Evrim Dizeyi'nin en genel biçimi üst Hessenberg yap�s�ndayd�.

Ancak çe³tli dizey cebiri belirlenimlerinde kar³�la³�lan zorluklar nedeniyle üçgensel ya-
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p�ya geçmek e§ilimindeydik. Üçgensel yap�ya geçebilmek için asal kö³egenin bir alt�n-

daki kö³egenin s�f�rlanmas� gerekir. Bu durum ancak betimleyici i³levin aç�l�m nokta-

s�nda s�f�rlanmas�yla elde edilir. Van der Pol denkleminin üç boyutlu duruma getirilmi³

yap�s�na bakacak olursak (x, y, u1) = (0, 0, 0) noktas�nda sa§ yan i³levleri s�f�rlanmakta-

d�r. Dolay�s�yla
(
x
(r)
1 , x

(r)
2 , x

(r)
3

)
aç�l�m noktas� da (0, 0, 0) seçilecek olursa (yani ba³lan-

g�ç (ing: origin) noktas�nda) f (0) s�f�rlan�r. Dolay�s�yla asal kö³egenin alt�ndaki kö³egen

s�f�rlan�r ve Evrim Dizeyi üst üçgensel yap�ya bürünmü³ olur.

Bu bilgiler �³�§�nda f(t) yöneyini Kronecker üslü toplamdizisine açacak olursak

f (t) =
∞∑
k=0

f (k)s⊗k = f (0)s⊗0 + f (1)s⊗1 + f (2)s⊗2 + · · · (3.77)

e³itli§ini elde ederiz. Taban tak�m� olarak ald�§�m�z s⊗k anlat�m�n� türevleyimle

d

dt

[
s⊗k
]

= ṡk =
∞∑
m=0

[
k−1∑
j=0

I⊗j ⊗ f (m−k+1) ⊗ I⊗(k−j−1)

]
s⊗m, k = 1, 2, ... (3.78)

ve bunun da kullan�m�yla Evrim Dizeyi'nin altkesim biçimindeki ö§elerini

Ek,m ≡
k−1∑
j=0

I⊗j ⊗ f (m−k+1) ⊗ I⊗(k−j−1), k,m = 0, 1, 2, ... (3.79)

yap�s�nda buluruz.

Evrim Dizeyi'ni en genel durumda altkesim ö§eler türünden yazacak olursak

E ≡



0 0 0 0 · · ·

E1,0 E1,1 E1,2 0 · · ·

0 E2,1 E2,2 E2,3 · · ·
...

...
. . . . . . . . .


(3.80)

e³itli§ini elde ederiz. Evrim Dizeyi'nin (3.79) e³itli§i ile belirleyebildi§imiz altkesim

ö§elerinin birkaç�n� tek tek yazacak olursak
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E1,0 = I⊗0 ⊗ f (0) ⊗ I⊗0 = f (0)

E1,1 = I⊗0 ⊗ f (1) ⊗ I⊗0 = f (1)

E1,2 = I⊗0 ⊗ f (2) ⊗ I⊗0 = f (2)

E2,1 = I⊗0 ⊗ f (0) ⊗ I⊗1 + I⊗1 ⊗ f (0) ⊗ I⊗0

E2,2 = I⊗0 ⊗ f (1) ⊗ I⊗1 + I⊗1 ⊗ f (1) ⊗ I⊗0

E2,3 = I⊗0 ⊗ f (2) ⊗ I⊗1 + I⊗1 ⊗ f (2) ⊗ I⊗0 (3.81)

de§erlerini elde ederiz. S�ras�yla E1,0 ö§esi

E1,0 =


0

0

0


3×1

(3.82)

asl�nda bir 0 yöneyidir. E1,1 ise

E1,1 =


µ −µ 0

1
µ

0 0

0 0 2µ


3×3

(3.83)

yap�s�nda bir dizeydir. E1,2 aç�k olarak

E1,2 ≡


0 0 −µ

3
0 0 0 −µ

3
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −2µ 0 −2µ 0 0 0 0 −4µ
3


3×9

(3.84)

yap�s�nda yaz�labilir. E2,1 ise
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E2,1 =



0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0


9×3

(3.85)

di§er bir deyi³le, bir 0 dizeyidir. E2,2 ise

E2,2 =



2µ −µ 0 −µ 0 0 0 0 0

1
µ

µ 0 0 −µ 0 0 0 0

0 0 3µ 0 0 −µ 0 0 0

1
µ

0 0 µ −µ 0 0 0 0

0 1
µ

0 1
µ

0 0 0 0 0

0 0 1
µ

0 0 2µ 0 0 0

0 0 0 0 0 0 3µ −µ 0

0 0 0 0 0 0 1
µ

2µ 0

0 0 0 0 0 0 0 0 4µ


9×9

(3.86)

³eklinde belirlenen bir dizeydir.

Evrim Dizeyi'nin buraya kadar belirlenen altkesim ö§elerine bak�lacak olursa asal

kö³egenin alt�nda kalan kö³egene ait altkesim ö§eler ya 0 yöneyi ya da 0 dizeyidir.

Yani asal kö³egenin alt�nda kalan kö³egen s�f�rlanm�³t�r. Dolay�s�yla Evrim Dizeyi'nin

üst üçgensel yap�s�n�
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E ≡



0 0 0 0 · · ·

0 E1,1 E1,2 0 · · ·

0 0 E2,2 E2,3 · · ·
...

...
...

. . . . . .


(3.87)

anlat�m� ile verebiliriz.

(3.87) ile belirlenmi³ olan dizeyi, E dizeyimizin 13×13 boyutunda �Kesilmi³ Evrim

Dizeyi� olarak adland�rabiliriz. Sonlu boyutlu Kesilmi³ Evrim Dizeyi'nin özde§erlerini

belirleyebilmek için Mathematica ile buyrukdizileyim (programlama) gerçekle³tirilmi³-

tir. Bu dizeyin özde§erlerini Eλ yöneyinin bile³enleri olarak gösterirsek

Eλ ≡



0

µ

µ

2µ

4µ

1
2

(
µ−

√
−4 + µ2

)
µ−

√
−4 + µ2

1
2

(
5µ−

√
−4 + µ2

)
1
2

(
5µ−

√
−4 + µ2

)
1
2

(
µ+

√
−4 + µ2

)
µ+

√
−4 + µ2

1
2

(
5µ+

√
−4 + µ2

)
1
2

(
5µ+

√
−4 + µ2

)


13×1

(3.88)

yap�s�na ula³�r�z.

(3.88) ile 3×3 boyutlu Kesilmi³ Evrim Dizeyi'nin özde§erlerini belirlemi³ olmam�za

kar³�n, Evrim Dizeyi'nin tüm özde§erlerini belirlemek zor de§il. Bu amaçla Evrim Di-
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zeyi'nin ana kö³egendeki altkesim ö§elerini gözönünde bulundurmak yeterli olacakt�r.

(3.79) e³itli§inde m = k seçilerek,

Ek,k ≡
k−1∑
j=0

I⊗j ⊗ f (1) ⊗ I⊗(k−j−1), k = 1, 2, ... (3.89)

yap�s� elde edilir. Burada f (1), E1,1 ile e³le³en 3× 3 boyutlu bir dizeydir. f (1) dizeyinin

özde§erlerini ϕ1, ϕ2, ϕ3 ile özyöneylerini ise φ1, φ2 φ3 ile gösterecek olursak, Ek,k altke-

sim ö§elerinin özde§erlerinin bu üç eksi olmayan tamsay� özde§erin do§rusal birle³imi

oldu§unu göstermek hiç de zor de§ildir. Ayr�ca, Ek,k altkesim ö§elerinin özyöneyleri,

bu üç özyöneyin Kronecker çarp�m�na denk dü³er. f (1) dizeyinin özyöneylerini

ϕ1 = 2µ,

ϕ2 =
1

2

(
µ+

√
µ2 − 4

)
ϕ3 =

1

2

(
µ−

√
µ2 − 4

)
(3.90)

ile gösterebiliriz. Bu bilgiler do§rultusunda Kesilmi³ Evrim Dizeyi'nin özyöneylerini

yeniden Mathematica ile buyrukdizileyim gerçekle³tirerek bulabiliriz. 13× 13 boyutlu

dizey biçimindeki özyöneyleri daha derli toplu yazabilmek için a³a§�daki k�saltmalar

yap�lm�³t�r:

A = −µ+
√
µ2 − 4

B = µ+
√
µ2 − 4

C = −2µ+
√
µ2 − 4

D = 2µ+
√
µ2 − 4

E = −5µ+
√
µ2 − 4

F = 5µ+
√
µ2 − 4

K = −2µ2 + µ4 − µ3
√
µ2 − 4

L = −2µ2 + µ4 + µ3
√
µ2 − 4 (3.91)
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Bu k�saltmalar� kullanarak Kesilmi³ Evrim Dizeyi'nin özyöneylerini Eν dizeyinin ö§eleri

olarak

Eν ≡



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 2µ2 µ2 µ2 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 − 2
3

0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 − 1
2
µA 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −2µ2 A
B

1
2
K − 1

2
µA 0 − 1

2
µA 1 0 0 0 0

0 µAE
24C

− A
12C

0 0 0 0 0 0 0 − 1
2
µA 1 0

0 µAE
24C

− A
12C

0 0 0 − 1
2
µA 0 0 1 0 0 0

0 1
2
µB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −2µ2 B
A

1
2
L 1

2
µB 0 1

2
µB 1 0 0 0 0

0 µFB
24D

− B
12D

0 0 0 0 0 0 0 1
2
µB 1 0

0 µFB
24D

− B
12D

0 0 0 1
2
µB 0 0 1 0 0 0


13×13

(3.92)

yap�s�nda elde ederiz. Bu dizeye bakarak µ = 2 seçiminin özel bir durum oldu§unu

söyleyebiliriz. (3.91) k�saltmalar�n� gözönünde bulundurarak µ = 2 durumunda kökün

içi s�f�rlanacak ve dizeyin tüm ö§eleri gerçel ifadelerden olu³acakt�r. µ 6= 2 durumunda

ise köklü say�dan dolay� dizey karma³�k ö§eler de içerecektir.

�imdi özel olarak iki kö³egenli yap�s� olan Evrim Dizeyi için kesme yakla³t�ranlar�

belirlenecektir.
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3.5. �ki Kö³egenli Evrim Dizeyleri �çin Kesme Yakla³t�ranlar�

Belirlenimi

Bu bölümde Evrim Dizeyi'nin özel durumu olan iki kö³egenli biçimini [17, 19]

inceleyece§iz. Bu durumu en genel yap�da anlatabilmek için (3.4) e³itli§i ile olu³turdu-

§umuz yap� üzerine k�s�tlama getirmemiz gerekir. E§er bu e³itlikteki fj katsay�lar�ndan

yaln�zca herhangi ikisi s�f�rdan farkl� bir de§ere sahip, di§erleri ise s�f�r olursa Evrim

Dizeyi iki kö³egenli yap�ya bürünür. Ancak Evrim Dizeyi'nin asal kö³egeninin dolu ol-

mas� ye§lendi§inden f1 katsay�s�n�n s�f�rdan farkl� olmas� gerekir. �kinci olarak fm+1

katsay�s�n� s�f�rdan de§i³ik seçerek asal kö³egenden m kö³egen uzakl�kta bir kö³egen

yaratm�³ oluruz. Böylece Evrim Dizeyi'nin iki kö³egenli biçimini genelle³tirmi³ oluruz.

Örne§in m de§eri 1 seçilerek yaln�zca asal kö³egen ve bir üstteki kö³egeni dolu olan bir

Evrim Dizeyi olu³turulur, m de§eri 2 seçilerek asal kö³egen ile onun iki üstteki kö³e-

geni dolu olan bir Evrim Dizeyi olu³turulur. Benzer seçimlerle üst üçgensel yap�da iki

kö³egenli Evrim Dizeyleri olu³turulabilir. �ki kö³egenli bu yap�y� en genel durumda

ẋk(t) = k [ f1xk(t) + fm+1xk+m(t) ] , f1, fm+1 6= 0, k,m = 0, 1, 2, ... (3.93)

ile anlat�r�z. Bu e³itli§i ba§�nt�land�racak olursak

ẋ0

ẋ1

ẋ2

ẋ3

...


=



0 0 0 0 · · · 0 0 0 0 · · ·

0 f1 0 0 · · · 0 fm+1 0 0 · · ·

0 0 2f1 0 · · · 0 0 2fm+1 0 · · ·

0 0 0 3f1 · · · 0 0 0 3fm+1 · · ·
. . . . . .





x0

x1

x2

x3

...


(3.94)

e³itli§ini yazabiliriz. (3.94) e³itli§indeki dizeyin dolu kö³egenleri olan asal kö³egen ve m

kö³egen uzakl�ktaki kö³egen s�f�rdan de§i³ik f1 ve fm+1 say�l katsay�lar�n� içermektedir.

f(x) betimleyici i³levi f1
(
x− x(r)

)
+ fm+1

(
x− x(r)

)m+1
anlat�ml� bir çokterimli (ing:
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polynomial) yap�s�ndad�r. Bu çokterimli yap�s�ndaki betimleyici i³levin s�f�rlar�ndan

biri x(r)'de, di§er s�f�rlar� ise gerçel eksendeki x = x(r) özekli (merkezli), |f1/fm+1|1/m

yar�çapl� çemberin üzerine e³it aç�l� aral�klarla yerle³mi³tir.

(3.94) denklemi ile verilen sonsuz boyutlu yöney e³itli§inin elimizde olu³una kar-

³�n, (3.93) e³itli§indeki gibi özyineli s�radan türevli denklem yap�s�, daha özel nitelikli

oldu§undan, ye§lenebilir. Asl�nda bu özyineleme uygun tan�mlamalar yap�larak alt öz-

yinelemelere bölünebilir. As�l amac�m�z x1(t) çözümünü bulmak oldu§undan (3.93)

e³itli§inde tüm k de§erleri yerine mk + 1 yaz�l�r ve

ẋmk+1(t) = (mk + 1)
[
f1xmk+1(t) + fm+1xm(k+1)+1(t)

]
,

f1, fm+1 6= 0, k = 0, 1, 2, ... (3.95)

sonsuz say�labilir say�da denklem elde edilir. Bu, s�radan türevli bir özyineleyimdir.

S�radan türevli i³leçler (operatörler), çok özel k�s�tlay�mlar olmad�kça, boyca sonsuza

gidebilen niteliktedirler. Sonsuzluktan kaç�nmak için bu özyineleyimlerden s�radan tü-

revli i³leçleri gidermekte yarar vard�r. Bu yap�l�rsa tümlev i³leçleri (ing: integral opera-

tor) görünebilir. Ama, onlar�n tümlevlenenleri tekillik içermedikçe, i³leç boylar� sonlu

kal�r. Bu da i³leri kolayla³t�ran bir olgudur. Böylece, ilk olarak xmk+1(t) için çözüm

arayaca§�z. Bu yüzden, xmk+1(t) bilinmeyenine göre kolay bir s�radan türevli denklem

yap�l� anlat�m� çözebilmek için

xmk+1(t) = xmk+1(0)e(mk+1)f1t + Ikxm(k+1)+1(t), k = 0, 1, 2, ... (3.96)

e³itli§ine ula³�r�z. (3.96) e³itli§inin sa§ yan�ndaki ikinci terimi

Ikxm(k+1)+1(t) ≡ (mk + 1)fm+1

∫ t

0

dτe(mk+1)f1(t−τ)xm(k+1)+1(τ),

k = 0, 1, 2, ... (3.97)

olarak aç�k biçimde yazabiliriz. (3.11) e³itli§inde belirtildi§i gibi xmk+1(t) için,

xmk+1(0) =
(
a− x(r)

)mk+1
k = 0, 1, 2, ... (3.98)
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ba³lang�ç ko³ulunu yazabiliriz. Bu bilgiler �³�§�nda (3.96) e³itli§ini

xmk+1(t) =
(
a− x(r)

)mk+1
e(mk+1)f1t + Ikxm(k+1)+1(t), k = 0, 1, 2, ... (3.99)

yap�s�nda yeniden yazabiliriz. Böylece as�l amac�m�z olan x1(t) çözümünü, k = 0 seçimi

için

x1(t) =
(
a− x(r)

)
ef1t + I0xm+1(t)

=
(
a− x(r)

)
ef1t + I0

(
a− x(r)

)m+1
e(m+1)f1t + I0I1x2m+1(t)

=
(
a− x(r)

)
ef1t +

∞∑
j=0

I0...Ij
(
a− x(r)

)(j+1)m+1
e((j+1)m+1)f1t (3.100)

yap�s�nda elde ederiz. Bu çözüm asl�nda Olas�l�ksal Evrim Denklemi'nin ikinci ö§esini

betimler. (3.100) e³itli§indeki üçüncü anlat�m ise, tek bir de§er olarak belirlenebilirse,

kesin sonucu verir. Bu amaçla sonsuz toplam�n genel terimini belirleyebilmek için

Ije[ (j+1)m+1 ]f1t = ( jm+ 1 )fm+1e
[ jm+1 ]f1t

∫ t

0

dτemf1τ

= ( jm+ 1 )fm+1e
[ jm+1 ]f1t

(
emf1t − 1

mf1

)
(3.101)

ilk verilen Ij tümlev i³lecini kullanaca§�z. Genel terimi belirleyebilmek ad�na ayn� an-

lat�ma yeniden tümlev i³lecini uygulayaca§�z. Böylece,

Ij−1Ije[ (j+1)m+1 ]f1t = ( jm+ 1 )( (j − 1)m+ 1 )
f 2
m+1

2!
e[ (j−1)m+1 ]f1t

(
emf1t − 1

mf1

)2

=
Γ( j + 1 + 1

m
)

Γ( j + 1 + 1
m
− 2 )

f 2
m+1

2!
e[ (j+1−2)m+1 ]f1t

(
emf1t − 1

f1

)2

(3.102)

e³itli§ine ula³�r�z. Bu yoldan ilerleyerek,

Ij−k+1...Ije[ (j+1)m+1 ]f1t =
Γ( j + 1 + 1

m
)

Γ( j + 1 + 1
m
− k )

fkm+1

k!
e[ (j+1−k)m+1 ]f1t

(
emf1t − 1

f1

)k
(3.103)

ve sonuç olarak

I0...Ije[ (j+1)m+1 ]f1t =
Γ( j + 1 + 1

m
)

Γ( 1
m

)

f j+1
m+1

(j + 1)!
ef1t

(
emf1t − 1

f1

)j+1

(3.104)
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genel anlat�m�n� elde ederiz. Yukar�da belirtilen Γ ile Gama i³levi simgelenmektedir. �ki

Gama i³levinin oran�n� Pochhammer simgesi ile anlatabiliriz. Pochhammer simgesinin

[17,19] tan�m� bilimsel yaz�nda

(a)n ≡ a(a+ 1)...(a+ n− 1) =
Γ(a+ n)

Γ(a)
(3.105)

olarak yap�l�r. Bu tan�m arac�l�§� ile Gama i³levlerinin oran�n�

Γ( j + 1 + 1
m

)

Γ( 1
m

)
=

(
1

m

)
j+1

(3.106)

olarak yazabiliriz. Bu bilgiler �³�§� alt�nda (3.104) e³itli§ini

I0...Ije[ (j+1)m+1 ]f1t =

(
1

m

)
j+1

f j+1
m+1

(j + 1)!
ef1t

(
emf1t − 1

f1

)j+1

(3.107)

diye de yazabiliriz.

Sonuç olarak belirlemek istedi§imiz genel anlat�m� elde etmi³ olduk. Böylece (3.100)

e³itli§indeki x1(t) terimini

x1(t) =
(
a− x(r)

)
ef1t +

∞∑
j=0

(
1

m

)
j+1

f j+1
m+1

(j + 1)!

(
a− x(r)

)(j+1)m+1
ef1t

(
emf1t − 1

f1

)j+1

=
(
a− x(r)

)
ef1t

∞∑
j=0

(
1

m

)
j

f jm+1

j!

(
a− x(r)

)mj (emf1t − 1

f1

)j
=

(
a− x(r)

)
ef1t1F0

(
1

m

∣∣∣∣fm+1

(
a− x(r)

)m(emf1t − 1

f1

))
(3.108)

bütüncül yap�s�nda yeniden anlatabiliriz. (3.108) e³itli§indeki 1F0 ile Genelle³tirilmi³

A³k�nuzamc�l �³levler'in (ing: Generalized Hypergeometric Functions) [17, 19] özel bir

durumudur. Bu i³lev tek de§i³kenlidir, i³levin de§i³keni ise 1/m dir.

3.6. Kesme Yakla³t�ranlar�n�n Yak�nsakl�§� ve Niteli§i

1F0 i³levinin de§eri de§i³kenin baz� de§erlerine göre çözümcül olarak belirlenebilir.

Çözümcüllü§e her zaman ula³amayabilece§imizden burada bu konu üzerinde durulma-

yacakt�r. Asl�nda (3.108) ile yeniden vurgulanan toplamdizi, yakla³�m kuram� aç�s�ndan
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daha önemlidir. Üstelik bu toplamdizinin yak�nsamas� ile ilgili bilgi elde bulunmakta

ve yak�nsamadan do§an yan�lg� da denetlenebilecektir [17,19].

(3.100) ile elde edilen çözüm üzerinde kesme yaparak

x
(n)
1 (t) ≡

(
a− x(r)

)
ef1t +

n∑
j=0

I0...Ij
(
a− x(r)

)(j+1)m+1
e[ (j+1)m+1)f1 ]t (3.109)

e³itli§ini kolayca yazabiliriz. Yeniden üretti§imiz (3.108) e³itli§indeki ikinci anlat�m�

gözönüne alarak yukar�da yap�lan kesmeyi

x
(n)
1 (t) =

(
a− x(r)

)
ef1t +

n∑
j=0

(
1

m

)
j

f jm+1

j!

(
a− x(r)

)mj (emf1t − 1

f1

)j
(3.110)

yap�s�nda elde edebiliriz.

(3.108) e³itli§indeki toplamdizi a³a§�daki ko³ul alt�nda yak�nsamaktad�r. Bir yak�n-

sakl�k düzey s�nay�m� olarak bu ko³ulu ³öyle yazabiliriz.∣∣∣∣fm+1

f1

(
a− x(r)

)m (
emf1t − 1

)∣∣∣∣ < 1 (3.111)

Tam bu noktada kararl�l�k konusu öne ç�kmaktad�r. Kararl�l�§� denetleyen tek ölçüt

f1'in de§eridir. t sonsuza gitti§inde çözümün davran�³�n� etkileyecektir. E§er f1 eksi

de§er al�rsa, f1t'nin üstel i³levi tüm eksi olmayan zaman durumlar� için 1 ile s�n�rl�

olacakt�r. Dolay�s�yla, (3.111) e³itli§ini∣∣∣∣fm+1

f1

(
a− x(r)

)m (
emf1t − 1

)∣∣∣∣ < ∣∣∣∣fm+1

f1

(
a− x(r)

)m∣∣∣∣ < 1, t ∈ [ 0,∞) , f1 < 0

(3.112)

diye yeniden yazabiliriz. Ortadaki anlat�m� gözönünde bulundurarak

∣∣a− x(r)∣∣ < ∣∣∣∣ f1
fm+1

∣∣∣∣ 1
m

, f1 < 0 (3.113)

e³itsizli§ini yazabiliriz. Sa§ yandaki anlat�m as�l s�radan türevli denklemin betimleyici

i³levi olan f(x) ile eksiksiz bir biçimde belirlenebilir. f(x)'in aç�k biçimini

f(x) ≡ f1
(
x− x(r)

)
+ fm+1

(
x− x(r)

)m+1
(3.114)
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olarak yazm�³t�k. f(x)'in s�f�rlar�ndan biri gerçel eksen üzerindeki x(r) noktas�nda, di§er

s�f�rlar� ise gerçel eksendeki x = x(r) özekli, |f1/fm+1|1/m yar�çapl� çemberin üzerine

e³it aç�l� aral�klarla yerle³mi³tir. (3.113) e³itli§i asl�nda a ba³lang�ç de§eri üzerinde bir

k�s�t getirmektedir. Yani bu noktan�n gerçel eksendeki x = x(r) özekli, |f1/fm+1|1/m

yar�çapl� çember içinde bir nokta olmas� gerekmektedir. Di§er bir deyi³le, betimleyici

i³levin bir s�f�r�nda olu³turulan Olas�l�ksal Evrim Denklemleri'nin toplamdizi çözümü,

verilen ba³lang�ç noktas�n�n yukar�da sözedilen teker içinde oldu§u sürece yak�nsad�§�n�

söyleyebiliriz. Yani betimleyici i³levin en yak�n s�f�r� yak�nsakl�§� belirleyen as�l ölçüttür.

E§er f1 s�f�r veya art� de§erler al�rsa dizge karars�z bir yap�da olur ve f1t'nin üstel

i³levinin s�n�rs�z büyümesi, tüm zaman durumlar�nda yak�nsama için çözüme izin ver-

mez. Yak�nsama yaln�zca sol yandan t = 0 ile s�n�rl� bir zaman aral�§�nda gözlenebilir.

Bu durumu göz önünde bulundurarak (3.111) e³itsizli§ini∣∣∣∣fm+1

f1

(
a− x(r)

)m (
emf1t − 1

)∣∣∣∣ < ∣∣∣∣fm+1

f1

(
a− x(r)

)m (
emf1T − 1

)∣∣∣∣ < 1,

f1 ≥ 0, t ∈ [ 0, T ] (3.115)

olarak yeniden yazabiliriz ve

∣∣a− x(r)∣∣ < ∣∣∣∣ f1
fm+1

∣∣∣∣ 1
m ∣∣emf1T − 1

∣∣− 1
m , f1 ≥ 0, t ∈ [ 0, T ] (3.116)

elde ederiz. Bu e³itsizlik yak�nsakl�§�n [ 0, T ] ile belirtilen zaman aral�§�n�n büyüklü§üne

ba§l� oldu§unu anlat�r. f1
m

ln 2 say�l�ndan büyük tüm T de§erleri için yak�nsakl�k tekeri

küçülür. T sonsuza tekdüze (monoton) giderken bu yak�nsakl�k tekeri gittikçe küçülerek

bir ve sonunda yaln�zca bir nokta olacakt�r. Bu küçülmenin düzeyi f1'e ba§l�d�r. Daha

büyük f1 de§erleri, daha küçük yak�nsama tekerleri demektir. En küçük daralman�n

düzeyi do§ald�r ki f1'in s�f�rdaki de§eridir.

Bu çözümleyim amac�m�z için yeterli olacakt�r. Yeniden vurgulamak gerekirse, en

önemli nokta, kesme yakla³t�ranlar�n�n niteli§i zaman aral�§�n�n uzunlu§una ve karar-

l�l�k durumunda f1'in de§erine ba§l�d�r.
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(3.108) ve (3.110) e³itliklerinden yararlanarak∣∣∣x1(t)− x(n)1 (t)
∣∣∣ ≤ ∣∣(a− x(r))∣∣ ∣∣ef1t∣∣

×
∞∑

j=n+1

∣∣∣∣∣
(

1

m

)
j

∣∣∣∣∣ |fm+1|j

j!

∣∣(a− x(r))∣∣mj ∣∣∣∣(emf1t − 1

f1

)∣∣∣∣j
(3.117)

e³itsizli§ini yazabiliriz. Bu e³itsizlikte, özenle bakarsak,∣∣∣∣∣
(

1
m

)
j

j!

∣∣∣∣∣ < 1 (3.118)

ko³ulunu gözlemleyebiliriz. Bu ko³ul bize (3.117) e³itsizli§ini∣∣∣x1(t)− x(n)1 (t)
∣∣∣ <

∣∣(a− x(r))∣∣ ∣∣ef1t∣∣ ∞∑
j=n+1

|fm+1|j
∣∣(a− x(r))∣∣mj ∣∣∣∣(emf1t − 1

f1

)∣∣∣∣j
=

∣∣(a− x(r))∣∣ ∣∣ef1t∣∣ |fm+1|n+1
∣∣(a− x(r))∣∣m(n+1)

∣∣∣∣(emf1t − 1

f1

)∣∣∣∣n+1

×
[

1− |fm+1|
∣∣(a− x(r))∣∣m ∣∣∣∣(emf1t − 1

f1

)∣∣∣∣ ]−1 (3.119)

yeniden yazd�r�r. (3.119) e³itsizli§inin en sa§ yan�ndaki terim yap�lan kesmeden kay-

naklanan yan�lg� için üst s�n�r göstermektedir. Bu ba§�nt� yak�nsakl�k incelemesi için

iyi bir anlat�md�r.

3.7. Uygulama

Bu bölümde ³imdiye kadar sözedilen tüm olgular� kesin aç�klay�c� uygulamalarla

destekleyece§iz. Yukar�da sözedildi§i gibi x1(t) i³levi, x(n)1 (t) kesme yakla³t�ranlar�yla

belirlenebilirdi. Bu yakla³t�ranlar�n zamana ba§l�l�§� as�l analitik çözümün zamana ba§l�

davran�³� ile kar³�la³t�r�labilir.

�ekil 3.1.'de x1(t) için belirlenen 4 farkl� kesme yakla³t�ran�n�n zamana ba§l�l�§�

ile ayn� zaman aral�§�ndaki kesin çözümünün kar³�la³t�r�lmas� gösterilmektedir. Bu uy-

gulamalarda a ba³lang�ç de§eri için 0.4 de§eri seçilmi³tir. Bu seçimin nedeni ba³lang�ç

de§erinin yak�nsakl�k tekeri içinde kalmas�d�r. E§er yak�nsama bekleniyorsa yak�nsakl�k
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bölgesi olan bu teker içinde çal�³mak gerekecektir. Ayr�ca x(r) = 0, f1 = −2 ve f2 = 4

seçilmi³tir. f1 katsay�s�n� eksi seçmemizin nedeni, bir önceki bölümde belirtti§imiz gibi,

f1t'nin üstel i³levinin tüm eksi olmayan zaman durumlar� için 1 ile s�n�rl� olmas�d�r.

Ayr�ca ba³lang�ç de§erinin x = x(r) özekli, |f1/fm+1|1/m yar�çapl� çember içinde içinde

olabilmesi için f2'nin de bu ko³ula uygun seçimi söz konusudur. Buradaki seçim bu

ko³ullar� sa§lamakta, a = 0.4 ba³lang�ç de§eri
(
0, 1

2

)
çemberi içinde kalmaktad�r.

�ekil 3.1. � a = 0.4 ba³lang�ç de§eri için (n = 0, 1, 2, 5) kesme boyutlu x1(t) ile x(t)

kesin çözüm e§risi

Öte yandan �ekil 3.2., her bir kesme yakla³t�ran�n�n kesme düzeyi 5 olan farkl�

ba³lang�ç de§erli e§riler ile kesin çözümleri kar³�la³t�rmaktad�r. Gözönüne al�nan tüm

ba³lang�ç de§erleri elbette yak�nsakl�k tekeri içinde kalacakt�r. �ekil 3.1.'de oldu§u gibi

yine x(r) = 0, f1 = −2 ve f2 = 4 seçilmi³tir.
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�ekil 3.2. � Kesme derecesi n = 5 ve yak�nsakl�k tekeri içindeki a = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4

ba³lang�ç de§erleri için kesin çözüm ile x1(t) kesme yakla³t�ranlar�

�ekil 3.1. ve �ekil 3.2.'den de görülebilece§i gibi kesme yakla³t�ranlar�nda h�zl� bir

yak�nsama vard�r. n = 5 gibi küçük bir kesimde bile neredeyse kesin çözüm ile ayn�

e§ri yakalanm�³t�r. Asl�nda n = 3, 4 kesimlerinde de kesin çözüme çok yak�n e§riler

elde edilmi³tir. Yak�nsaman�n bu denli etkili olmas�n�n sebebini ba³lang�ç de§erinin

yak�nsakl�k tekeri içinde kalmas� veya betimleyici i³levin s�f�r�n�n civar�nda (yak�nsakl�k

ko³ullar�n� gözönüne alarak) çal�³mam�z olarak söyleyebiliriz.

Ayr�ca belirtmek gerekir ki tüm bu yap�lar asal kö³egen ve üstündeki kö³egeni içe-

ren iki kö³egenli bir dizey için incelendi§inden f1 ve f2 katsay�lar� seçilmi³tir. E§er

aralar�nda m kö³egen fark olan bir Evrim Dizeyi incelenseydi, f1 katsay�s� ile fm+1

katsay�lar�n�n seçimi söz konusu olacakt�.
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�ekil 3.3. ve �ekil 3.4. de benzer dü³ünceyle x2(t) kesme yakla³t�ran� için olu³-

turulmu³tur. Ancak x2(t) için kesme yakla³t�ranlar�n�n niteli§inin x1(t) için olanlar

düzeyinde iyi olmad�§� hemen gözlenmektedir. Yine de n = 5 kesme düzeyinde oldukça

iyi bir yak�nsama gözlenebilmektedir. Burada iki kö³egenli yap�n�n kolay durumu olan

yani asal kö³egeni ve bir üstündeki kö³egeni dolu olan Evrim Dizeyi ile çal�³t�§�m�zdan

dolay� m = 1 alaca§�z. Bu öngörüm ile x2(t) i³levinin çözümcül anlat�m�n�

x2(t) =
(
a− x(r)

)2
e2f1t

∞∑
j=0

(j + 1) f j2
(
a− x(r)

)j (ef1t − 1

f1

)j
(3.120)

olarak yazabiliriz. (3.120) e³itli§indeki di§er bilinenler x1(t) kesme yakla³t�ran�n bili-

nenleriyle ayn� tutulmu³tur, yine x(r) = 0, f1 = −2 ve f2 = 4 seçimleri söz konusudur.

�imdi s�ras�yla �ekil 3.3. ve �ekil 3.4.'ü art�k belirleyebiliriz.

�ekil 3.3. � a = 0.4 ba³lang�ç de§eri için (n = 0, 1, 2, 5) kesme boyutlu x2(t) ile x(t)

kesin çözüm e§risi
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�ekil 3.4. � Kesme derecesi n = 5 ve yak�nsakl�k tekeri içindeki a = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4

ba³lang�ç de§erleri için kesin çözüm ile x2(t) kesme yakla³t�ranlar�

Bu kesimde, kesme yakla³t�ranlar�n�n say�sal duyarl�k ve nitelik aç�s�ndan nas�l bir

etkinlik sergiledi§i, say�sal uygulay�mlar sonuçlar�n�n çizimleriyle gösterilmeye çal�³�l-

m�³t�r. Sonuçlar, yak�nsakl�k tekeri öze§ine yakla³�ld�kça yak�nsay�m�n ivmelendi§i ve,

dolay�s�yla, yakla³t�r�m niteli§inin yükseldi§i sav�n� desteklemektedir. Ba³lang�ç de§eri-

nin özekten uzakla³�p yak�nsakl�k çemberine yakla³�m� durumunda ise hem yak�nsay�m

yava³lamakta, hem de buna ba§�ml� olarak, yakla³t�r�m niteli§inde dü³me söz konusu

olmaktad�r. Sonuç olarak, say�sal uygulay�m sonuçlar�, kuramsal beklentileri kar³�lar

niteliktedirler.
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3.8. As�l S�radan Türevli Denklemin Ba³lang�ç De§er Sorunu-

nun Kesin Çözümü

Tek bilinmeyenli s�radan türevli denklemler ilkesel olarak de§i³kenlere ay�r�m yön-

temi kullan�larak çözülebilir. Bu yöntem çerçevesinde ataca§�m�z ad�mlardan k�saca

sözetmek gerekirse, bu yöntem arac�l�§� ile bilinmeyen de§i³kene göre al�nan tümlev

(3.122) ile belirtilecek ve zamana e³it oldu§u gözlemlenecektir. Daha sonra bir i³levin

evri§i ve tümlevin yak�nsakl�§�na ba§�ml�l�§� söz konusu olacakt�r.

�imdi aralar�nda m kö³egen fark olan iki kö³egenli Evrim Dizeyi'ni betimleyen as�l

s�radan türevli denklemimize odaklanal�m. Bu yap�y�

ẋ(t) = f1x+ fm+1x
m+1, x(0) = a (3.121)

ile betimliyorduk. Burada gözlemleyebildi§imiz gibi betimleyici i³levin s�f�rlar�ndan biri

0 noktas�nda oldu§undan çözümleme yapmaya yard�mc� olmaktad�r. Dolay�s�yla∫ x

a

dξ

f1ξ + fm+1ξ
m+1 = t (3.122)

³eklinde de§i³kenlerine ay�r�m yöntemini kolayca uygulayabiliriz. Basit bir uzbilimsel

i³lem ile ∫ x

a

dξ

ξ
−
∫ x

a

dξ
fm+1ξ

m−1

f1 + fm+1ξ
m = f1t (3.123)

elde edebiliriz. Daha aç�k bir biçimde yazmak ad�na elde edilen tümlevler al�n�r ve

ln
(x
a

)
+

1

m
ln

(
f1 + fm+1a

m

f1 + fm+1xm

)
= f1t (3.124)

e³itli§i gözlenir. Bu e³itlik arac�l�§� ile

xm

f1 + fm+1xm
=

amemf1t

f1 + fm+1am
(3.125)

e³de§erlili§i gerçeklenir. (3.125) e³itli§inden x(t) i³levinin gerçek köklerini

x(t) = aef1t
[

1− fm+1

f1
am
(
emf1t − 1

) ]− 1
m

(3.126)
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olarak belirleyebiliriz. �kinci bir ö§e ise bu e³itlik ile 1F0 Genelle³tirilmi³ A³k�nuzamc�l

�³levi'nin aç�k yap�l� çözümcül anlat�m�d�r. Dolay�s�yla Olas�l�ksal Evrim Denklemi'nin

çözümü (3.126) ile üretilebilir.

3.9. Van der Pol Denklemi �çin Tek Yönlü Yar� Çözümcül Uza-

n�m

Bu ana dek yapt�§�m�z incelemeler sonucunda söyleyebiliriz ki kesme yakla³t�ran-

lar�n�n yak�nsakl�§� yaln�zca Evrim Dizeyi'nce belirlenmemektedir. Ba³lang�ç verisi ya-

k�nsakl�k konusunda önemli bir görev üstlenmektedir. E§er betimleyici i³lev yaln�zca

tek bir noktada s�f�rlan�rsa, tüm ba³lang�ç verileri için yak�nsama güvence alt�na al�n�r.

Di§er yandan, betimleyici i³levin birden fazla s�f�r� varsa yak�nsama yaln�zca öze§i bu i³-

levin bir s�f�r�nda yerle³en, yar�çap� bir di§er s�f�ra uzanan tekerlerin olu³turdu§u s�n�rl�

bir bölgede geçerli olacakt�r. Bu durum üslü taban tak�m�n�n etkili olmad�§� yar� son-

suz bir bölge olu³turacakt�r. Dolay�s�yla çözümcül uzan�ma (ing: analytic continuation)

gereksinim duyulacakt�r. Bu bölümde de çözümcül uzan�m durumu incelenecektir.

Çözümcül uzan�m [20] konusunu genel bir çerçevede anlatarak bu yöntemin Van

der Pol denklemine uygulanabilirli§inden söz edece§iz. Bu yöntemi s�radan türevli bir

denklem olan Van der Pol denklemine uygulamadan önce uygun ba³lang�ç ko³ullar�

seçilmelidir. Van der Pol denklemi ikinci kerteden iki bilinmeyenli bir s�radan türevli

denklem tak�m�d�r. Ancak çözümcül uzan�m konusunun daha iyi anla³�labilmesi için

yine benzer biçimde ilk önce bir bilinmeyenli s�radan türevli denklem için ayr�nt�land�-

raca§�z.

K�saca an�msatmak ad�na uygun ba³lang�ç ko³ullu bir bilinmeyenli s�radan türevli

denklemi

ẋ(t) = f (x(t)) ; x(0) = a, t ∈ [ 0,∞) (3.127)

ile anlat�yorduk. Betimleyici i³lev f 'nin tekilliklerinin varl�§�ndan dolay� sonsuzluktan
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ayr�larak x-karma³�k düzleminde çözümcül kabul edilebilecektir. x uzay�nda tan�ml�

çözümcül uzan�m için yeni bir bilinmeyeni

y(t) ≡ 1

x(t) + α
, t ∈ [ 0,∞) (3.128)

olarak tan�mlayabiliriz. Bu yeni bilinmeyeni uygun ba³lang�ç ko³ullar� e³li§inde (3.127)

e³itli§inde yerine yazarak

ẏ(t) = −y(t)2f

(
1

y(t)
− α

)
≡ g (y(t)) , y(0) =

1

a+ α
(3.129)

elde ederiz. Art�k yeni s�radan türevli denklemin betimleyici i³levi, f 'nin durumuna

ba§l� olarak y = 0 için tekillik içerebilir. Bununla birlikte ço§u durumda betimleyici i³-

levler uygun uzay geni³letim ad�mlar� kullan�larak ikinci dereceli duruma getirilebilir. f

i³levinde tekilli§in yaratt�§� olumsuzluk kald�r�ld�§�nda g i³levi ikinci dereceli yap�labi-

lir. Böylelikle g i³levinin, belki sonsuzluk d�³�nda, her yerde çözümcül oldu§u durumlar�

dü³ünerek Taylor toplamdizisine aç�l�m�n� yazarak

g (y(t)) =
∞∑
j=0

gj
(
y(t)− y(r)

)j
(3.130)

anlatabiliriz. Burada art�k yeni betimleyici i³levimiz g, gj'ler ise Taylor katsay�lar�d�r.

Olas�l�ksal Evrim Kuram�'ndan bildi§imiz gibi g i³levi için kurdu§umuz bu dizgede de(
y(t)− y(r)

)j
üslü i³levleri de do§rusal ba§�ms�z, i³levsel ba§�ml�d�rlar. Dolay�s�yla bu

i³levleri çözümcül bir taban tak�m�n�n üyeleri olarak kabul edebiliriz ve

yk(t) ≡
(
y(t)− y(r)

)k
, k = 0, 1, 2, ... (3.131)

anlat�m�n� yazabiliriz. Yine Olas�l�ksal Evrim Kuram�'ndan yola ç�karak, bu anlat�m�n

her iki yan�n�n türevini al�r�z ve

ẏk(t) = k

∞∑
j=0

gj
(
y(t)− y(r)

)k+j−1
, k = 0, 1, 2, ... (3.132)

yap�s�n� elde ederiz. Böylece (3.132) e³itli§i çok iyi bildi§imiz Evrim Dizeyi'ni olu³turur.

Ancak Evrim Dizeyi'nin ö§eleri art�k f 'nin de§il g'nin katsay�lar�ndan olu³maktad�r.
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(3.132) bizi

ẏ(t) = Ey(t) (3.133)

e³itli§ine kavu³turur. Bu e³itlikteki Evrim Dizeyi'ni

E =



0 0 0 0 0 · · ·

g0 g1 g2 g3 g4 · · ·

0 2g0 2g1 2g2 2g3 · · ·

0 0 3g0 3g1 3g2 · · ·
...

...
...

...
. . .

...


(3.134)

ile anlatabiliriz. E'nin tüm ö§eleri bilinen de§i³mez de§erlerdir. Olas�l�ksal Evrim Ku-

ram�'nda sözedilen E'nin üst Hessenberg veya üst üçgensel yap�da olmas� e³ biçimde

burada da geçerlidir. Tek ko³ul burada f de§il g i³levi oldu§u için g0 katsay�s�n�n s�f�r-

lanmas�d�r. (3.133) e³itli§i ile betimledi§imiz ana denklemimizin biçimsel çözümünü

y(t) = etEy(0) (3.135)

yazabiliriz. (3.135) çözümünde sözedilen y i³levindeki ba³lang�ç ko³ullu de§eri

y(0) = [ y0(0) y1(0) y2(0) ... ]T

=

[
1

(
1

a+ α
− y(r)

) (
1

a+ α
− y(r)

)2

...

]T
(3.136)

olarak yazabiliriz. Çözümcül uzan�m ad�na bu ana dek yap�lan çözümleyim ilerleye-

bilmemiz için yeterlidir. �imdi ikinci dereceli s�radan türevli denklem yap�lar�ndaki

çözümcül uzan�m� inceleyece§iz.

Aç�k yap�l� s�radan türevli denklemlerin ikinci dereceli bir kümesini en genel biçimde

ẋi(t) = φi,0 (x1(t), ..., xN−1(t)) + φi,1 (x1(t), ..., xN−1(t))xN(t) + φi,2xN(t)2

i = 1, ..., N (3.137)

anlatabiliriz. Bu e³itlikte φi,0 x'ler türünden ikinci dereceden çokçokterimliler, φi,1 bi-

rinci dereceden çokçokterimli, φi,2 ise s�f�r�nc� dereceden bir çokçokterimli yani asl�nda

bir katsay�d�r.
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Çözümcül uzan�mda (3.128) e³itli§i ile elde etti§imiz yeni bilinmeyeni göz önünde

bulundurarak özel olarak i = N için

yN(t) ≡ 1

xN(t)
(3.138)

tan�m�n� yapabiliriz. Daha sonra bu terimin her iki yan�n�n türevini al�p (3.137) e³itli-

§inde yerine yazarsak

ẏN(t) = −φN,0y2N − φN,1yN − φN,2 (3.139)

e³itli§ini elde ederiz. Sa§ yanda son terim d�³�nda di§er terimler çokçokterimli yap�s�n-

dad�r.

E§er N için yazd�§�m�z (3.138) tan�mlamas�n� daha genel olarak yapmak istersek

yi(t) ≡
xi(t)

xN(t)
(3.140)

elde ederiz. Yine ayn� yöntemle türev alarak ve (3.137) e³itli§inde yerine yazarak

ẏi(t) = −φN,0xiy2N − φN,1xiyN − φN,2xi + φi,0yN + φi,1 + φi,2
1

yN
,

i = 1, ..., N − 1 (3.141)

yap�s�na ula³�r�z.

Bu son e³itlik bize ³unu gösterir: 1
yN

terimi çokçokterimlili§i bozdu§undan, e§er

φi,2 s�f�rlan�rsa (3.141) e³itli§i çokçokterimli yap�s�na kavu³ur. φi,2'nin s�f�rlanmad�§�

durumlarda ba³ka yöntemler aranmal�d�r ancak bu an için bu konu ile ilgili herhangi

bir ara³t�rma yap�lmam�³t�r. Çokçokterimli yap�ya geçmek istememizin nedeni ikinci

dereceliliktir. Uygun uzay geni³letim ad�mlar� kullan�larak çokçokterimli yap�y� ikinci

dereceli duruma dönü³türebiliriz. Böylece kesme yakla³t�ranlar�n� üretme i³lemine ge-

çilebilir. Sonuç olarak tek yönlü yar� çözümcül uzan�m i³lemini, geni³letilmi³ uzayda

Van der Pol denkleminin Olas�l�ksal Evrim Denklemleri'ne uygulayabiliriz.

Özet olarak Van der Pol denklemi ikinci dereceli yap�ya dönü³türüldükten sonra

x de§i³kenlerinden biri seçilerek y'ye göre evri§inin tan�m� yap�l�r. Böylece bu yöntem
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belirtilen denklem tak�mlar�na uygulanabilir. Bunun anlam� ise tek yönlü yar� çözümcül

uzan�m�n x ve y yönlerinde gerçekle³tirimi demektir.
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4. SONUÇLAR

Bilimsel yaz�nda, sürekli ilerleyen bilimin ve teknolojinin geli³melerinin t�kand�§�

noktalarda ortaya ç�kan sorunlar� çözmek ad�na çe³itli uzbilimsel yöntemler bulunmak-

tad�r. Günümüzde de bilimin birçok alan�nda benzer sorunlar vard�r ve çözümleri için

çe³itli yöntemler geli³tirilmektedir. Ça§�m�zda, ço§u alanda uygulay�m� olan Nicem �³-

leybilim ve Say�tsal �³leybilim'in de çe³itli sorunlar� vard�r. Olas�l�ksal Evrim Kuram�

da ba³ta bu alanlarda geli³tirilmi³ olup, sonras�nda daha de§i³ik alanlarda da uygula-

maya konulmu³tur. Bu tezin içeri§ini de olu³turan Olas�l�ksal Evrim Yakla³�m yöntemi

sözedilen alanlara uygulanm�³ ve ba³ar�l� sonuçlar elde edilmi³tir. Kuram gün geçtikçe

geli³mekte ve bu çal�³man�n yaz�m a³amas�nda Nicem �³leybilim a§�rl�kl� olmak üzere

birçok alanda önemli bulgular ortaya ç�kar�lm�³t�r.

Bu çal�³mada önce Olas�l�ksal Evrim Kuram� hakk�nda ayr�nt�l� bilgi verilmi³ ve

Say�tsal �³leybilim'den bir örnek say�labilecek Uyumlu Sal�ngaç'� niteleyen Van der Pol

denklemi ele al�nm�³t�r. Olas�l�ksal Evrim Kuram� olu³turulurken önce birinci kerteden

türevli denklemler için uygulamalar yap�lm�³t�r. Kuram geli³tikçe daha yüksek kerte-

den türevli denklemler gözönüne al�nm�³t�r. Van der Pol denklemi de ikinci kerteden

bir türevli denklem olmas� sebebiyle seçilmi³tir. Ayr�ca denklemin yap�s�nda bulundur-

du§u belirleyici karga³a, sal�ngac�n sönümü veya patlamas� durumlar� Olas�l�ksal Evrim

yöntemini uygulama aç�s�ndan oldukça yatk�n duruma getirmi³tir.

Van der Pol denklemini Olas�l�ksal Evrim Kuram� ba§lam�nda i³leyebilmek için

çe³itli ad�mlar mevcuttur. �kinci kerteden olan denklem önce birinci kerteye uzay ge-

ni³letim ad�mlar� uygulanarak dü³ürülmü³tür. �kinci derecelilik kavram�n�n gereklili§i

ve önemi vurgulanm�³t�r. Gerekli oldu§u durumlarda ikinci dereceli yap�ya geçilmi³tir.

Daha sonra Olas�l�ksal Evrim yöntemi uygulanm�³t�r. Olas�l�ksal Evrim Kuram�'n�n

ilk olarak birinci kerteden türevli denklemlerin içerdi§i i³levlerin tek de§i³kene ba§l�

olanlar�na uygulamal� i³lemler yap�lm�³t�r. Ancak Van der Pol denklemi ikinci kerte-
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den tek de§i³kenli oldu§u için ya birinci kerteye indirgenecekti ya da ikinci kerteden

olan yap�s� korunarak devam edilecekti. �lk yol daha uygulay�mc�l oldu§undan birinci

kerteli yap� tercih edilmi³tir. Kuram ³u anda üçten daha çok de§i³kene sahip denk-

lemlere bile uygulamaya uygundur. Bu çerçevede yaz�lan makaleler, bildiriler bu sav�

desteklemektedir.

Olas�l�ksal Evrim yöntemi ba§lam�nda Van der Pol denklemi için belirlenen Evrim

Dizeyi sonsuz ö§eli oldu§undan belirli bir düzeyde kesme yap�lm�³ olup kesme yakla³-

t�ranlar� belirlenmi³tir. Bu kesme yakla³t�ranlar�n�n yak�nsakl�§� ve yine bu ba§lamda

niteli§i ara³t�r�lm�³t�r. Belirlenen yan�lg� düzeyine ba§l� olarak yak�nsakl�k niteli§inin

de§erlendirilmesi söz konusudur. Yak�nsakl�k için bir üst s�n�r belirleyerek somut ko-

³ullar ortaya ç�kar�lm�³t�r.

Belirlenen kesme yakla³t�ranlar� ile kesin çözümün kar³�la³t�r�mlar� 4 ayr� çizimde

verilmi³tir. Bu çizimlerden ilk olarak göze çarpan ise yak�nsakl�k tekerinde çal�³�ld�§�

takdirde çok küçük kesme boyutlar�nda dahi yak�nsaman�n çok iyi oldu§u, hatta kesin

çözümle örtü³ebilecek kadar yak�nsamalar gözükmektedir. Burada iki adet kesme yak-

la³t�ran� belirlenimine gidilmi³ olup daha fazla kesme yakla³t�ranlar� hakk�nda yorum

yapabilecek kadar sonuç elde edilmi³tir. x2(t) kesme yakla³t�ran�n�n niteli§i x1(t) kesme

yakla³t�ran�n�n niteli§i düzeyinde olmad�§� gözlenmi³tir, bu beklenen bir sonuçtur. Ya-

k�nsakl�k tekerinin öze§ine yakla³�ld�kça yak�nsaman�n iyile³ti§i anla³�lmaktad�r.

Son olarak kesme yakla³t�ranlar�n�n belirleniminde yaln�zca Evrim Dizeyi'nin rolü

de§il ba³lang�ç de§erlerinin de ne kadar etkili oldu§unu gösterebilmek için çözümcül

uzan�m konusuna de§inilmi³tir. Betimleyici i³levin s�f�rland�§� nokta say�s�na göre ya-

k�nsakl�§�n de§i³kenli§i gözlenmi³tir. E§er betimleyici i³levin tek bir noktada s�f�r� varsa

yak�nsama tüm ba³lang�ç verileri için geçerlidir. Birden fazla s�f�r olmas� durumunda

yak�nsakl�k yaln�zca, s�f�rlar� merkez kabul eden ve yar�çaplar� bir di§er s�f�ra dek uza-

nan tekerlerin olu³turdu§u bölgelerde geçerli oldu§u gösterilmi³tir.
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Bu çal�³ma sonunda söyleyebiliriz ki, ³imdiye dek ortaya konan çal�³malara ko³ut

olarak hem kuramsal hem de uygulay�m yönünden önü oldukça aç�k olan Olas�l�ksal

Evrim Yakla³�m yönteminin yaln�zca bir aya§�n� olu³turan bu çal�³ma, kuram�n sa-

v�n� do§rular nitelikte sonuçlar ortaya koymu³tur. Yöntemin uygulanabilirli§ini somut

ad�mlar atarak göstermi³tir. Var olan sorunlar� ortadan kald�rmaya yönelik bulgular�

belirtmi³ ve iyile³tirme sa§lam�³t�r.
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