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tesekkiir ederim. Biinyesinde bulunmaktan seving duydugum BEBBY'T iiyelerine kat-
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OZET

Siradan Tiirevli Denklemlerde Olasallik Evrimi Tabanh Incele-
meler: Van der Pol Dizgelerinin izgesel ve Evrimsel Ozelliklerinin
Sayisal Olarak Incelenmesi

Bu tez calismasinda Olasallik Evrim Kurami siradan tiirevli denklemlerin ¢oziim
yontemi olarak kullanilmigtir. Bu kuramin felsefesinde yatan amac, elimizde bulunan
dogrusal olmayan tiirevli denklem takimini sonsuz boyutlu dogrusal tiirevli denklem
takimina doniigtiirmektir. Bu iglemi yaparken uygun baglangi¢ kogullar1 da gdzoniine
alinarak adimlar atilmaktadir. Olasallik Evrim Yaklagim yontemini uyguladigimiz sira-
dan tiirevli denklem takimi tek degiskenli veya ¢ok degigkenli, birinci veya daha yiiksek
kerteden olabilir. Bu tez ¢aligmasinda ikinci kerteden bir siradan tiirevli denklem olan
Van der Pol denklemi ele alinmaktadir.

Van der Pol denklemine uygulanan Olasallik Evrim Yaklagim yontemi sonucunda
elde edilen bulgular farkhh acilardan yorumlanmaktadir. Van der Pol denklemine ait
dizgenin (sistemin) dizeyi, 6zdeger ve 6zyoney gibi 6geleri belirlenmig olup sayisal olarak
incelenmektedir. Evrim olgusunun bu yapilar iizerindeki etkisi incelenmektedir.

Tez ¢aligmasi sirasinda, bir yandan Olasallik Evrim Kurami da gelismis ve Nicem
Isleybilim alanlarmda da uygulamalara gecilmistir. Onii acik olan bu kuram, matematik
alaninda bircok yap1 iizerine uygulanabilirligini géstermektedir ve gelismeye devam
etmektedir.

Ocak 2013 Fatih Hunutlu






ABSTRACT

The Probabilistic Evolution in the Ordinary Differential Equ-
ations Based Studies: Analysis for Spectral and Evolutionary
Characteristics of Van der Pol Systems within Numerical App-

roximation Perspective

In this thesis, Probabilistic Evolution Theory is used as a solution method for ordi-
nary differential equations. The aim of this theory is to convert a nonlinear differential
equation set into a linear one with infinite dimension. Appropriate initial conditions
are regarded while converting a nonlinear differential equation set into a linear one.
Nonlinear differential equation set, which is applied to Probabilistic Evolution Appro-
ach method, can be single or multi variable, first or higher degree. In this thesis; Van
der Pol equation, second degree ordinary differential equation, is deal with.

Analysis, acquired by Probabilistic Evolution Approach method applied to Van
der Pol equation, are interpreted from different points of view. Matrix of Van der
Pol equations’ system, whose eigenvalue and eigenvector elements are specified, are
numerically analyzed. Effect of Evolution on these structures, is analyzed.

During these studies, Probabilistic Evolution Theory has progressed and applied
on the fields of Quantum Mechanics. This improving theory (Probabilistic Evolution
Theory) shows us the applicability of it on structures in mathematics.

January 2013 Fatih Hunutlu
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1. GIRIS

Oncelikle belirtmek gerekir ki tez calismasi sirasinda kullandigimiz, tezin baghgini
da olustururan “Olasallik” kelimesi yerine Ingilizce “Probabilistic” kelimesinin karsihig
olan “Olasiliksal” kelimesinin daha uygun oldugu kararlagtirilmig olup bu andan itibaren
bu kavram icin “Olasiliksal” kelimesi kullamilacaktar.

Giintimiizde bir¢ok bilimsel alanda siradan tiirevli denklemler kargimiza ¢ikmakta-
dir. Ciinkii bilimin bir¢ok alanindaki olguyu tiirev alma islemi kullanarak uzbilimsel
(matematiksel) tanimlamalarla anlatmak en yaygin yontemlerden biridir. Bu tanim-
lamalar arasinda denklemler yardimiyla cegitli iligkiler kurulabilir ve sonunda tiirevli
denklemler elde edilir. Bilimsel yazinda siradan tiirevli denklemlerin ¢oziimii ile ilgili
¢okga yontem mevcuttur [3,5-7]. Bu tezde konu edilen ¢oziim yontemi olan Olasilik-
sal Evrim (OE) (ing: Probabilistic Evolution), siradan tiirevli denklemler bagta olmak
iizere bircok yapiya farkli bir bakig acis1 getirmektedir.

(ok yeni olarak Metin Demiralp ve Emre Demiralp tarafindan ortaya atilan Olasi-
liksal Evrim kavram ile, ister dogrusal olsun isterse olmasin, acik yapih (ing: explicit)
tiim siradan tiirevli denklemlerin sonsuz 6geli dogrusal ve degismez katsayili bir siradan
tiirevli yoney (vektor) denkleme karsilik getirilebilecegi gosterilmigtir [1,2]. Ayrica bu
olgu gore tiirevli denklemlere, kuantum mekaniginde Schrodinger denklemine, Hamil-
ton sistemine yeni bakig acilar1 getirmektedir [10-15]. Bu konuda yapilan ¢aligmalarin
yani sira ¢ok sayida arastirmalar da tasarlanmaktadir.

Siradan tiirevli sonsuz yoney denklemin baglangic degerlerinin sendelenim (ing: fluc-
tuation) kavrami ile cok yakindan iliskili oldugu da gosterilmistir [44-49]. Ustelik bas-
langic degerlerine sendelenim katarak sozii edilen sonsuz denklemden sonlu kesmelerle
eniyileme yapilabilecegi de ortaya cikarilmigtir. Boylece, yeni ve ¢ok etkin ig gérmesi

olasit bir kuram ufukta belirmistir. Bu caligma yukarida sozii edilen ilk adimlardan



birini olusturma amach olup sendelenim kavramai ile burada ilgilenilmeyecektir.

Cahgmada tek degistirgeli (ing: parameter) Van der Pol denkleminin izgesel (ing:
spectral) ve evrimsel 6zellikleri hem sayisal taban 6rneklemeli olarak incelenecek hem
de kuramsal kavram ya da olgularin olugturulmasina cahsilacaktir. Coziimlere izgesel
ayrigtirimdan iistel iglev yapili yaklagtirimlar getirilmesi ve bunlarin baslangic degerle-
rine nasil bagimh olduklarinin incelenmesi biiyiik 6nem kazanmaktadir [16-21].

Amacg, siradan tirevli denklemlerde, dogrusal olmama niteliginden kacinmaktir.
Aslinda bir anlamda dogrusal olmamanin sonsuz boyutlu bir dogrusalligin katlanmig
bigimi oldugu yorumu giindemdedir [36-43|. Katlama ve sonsuz denklem iligkileri ve
kesme yaklagtiranlarinda yakinsama incelemeleri cok énemli olgular olup tezde bu odak-
lara yogunlagilmaya caligilacaktir. Boylece agik yapil siradan tiirevli denklemlere gercek
anlamda dogrusal uzaylar eslik ettirip dogrusal yapilarla calisabilmek olanakli duruma
getirilecektir ve bu biiyiik 6nem tagimaktadir.

Olasiliksal Evrim Kurami’'nin (OEK) ilk temel taglari [1, 2] caligmalar: ile ortaya
konulmusgtur. Bu ¢aligmalara da temel olugturan Lie Cebiri (ing: Lie Algebra) cerceve-
sinde Metin Demiralp ve Herschel Rabitz tarafindan 1993 yilinda yaymlanan [29, 30]
yazilaridir. Daha sonra bu kuram [8,9] yazilari ile geligtirilmistir. Tez ¢aligmas: sira-
sinda katilinan bilimsel toplantilar aracihig ile yayinlanan bildiriler [16-21] bu tezin
icerigini olugturmustur.

Bilimsel yazinda da sozedilen siradan tiirevli denklemler ile ilgili birgok bilgi [3,5-
7,22,23| kaynaklarindan yararlanilarak alinmig ve bu bilgiler igiginda Olasiliksal Evrim
Yaklagim yontemi uygulanmigtir. Tez ¢alismasi kapsaminda ozellikle ikinci kerteden
(ing: order) olmasi nedeniyle Van der Pol denklemi incelendiginden, siradan tiirevli
denklemlerde ikinci kerteli yapilar daha ¢ok odaga alinmigtir. Bu yiizden Van der Pol
ile ilgili olarak [24-28| kaynaklar1 bagta olmak iizere gézoniine alinmigtur.

Olasiliksal Evrim Kurami geregince uzay genisgletme, kesme yaklagtiranlar: gibi ig-



lemler [31-35] kaynaklarinda oldukga ¢aligilmig ve gelistirilmigtir. Van der Pol dizgeleri
kapsaminda uygulanan uzay genigletme ve belirlenen kesme yaklagtiranlarina 1gik tut-
mas1 bakimindan bu kaynaklar gozoniinde bulundurulmustur.

Ayrica tezin yazim agamasinda Olasiliksal Evrim Kurami’nin Nicem Isleybilim (ing:
Quantum Mechanics) ve Sayitsal Isleybilim (ing: Statistical Mechanics) alanlarinda
uygulanmasi sonucu iiretilen [10,11,13,14] ve [12,15] yazilari da bu kuramin 6niiniin ne
kadar acik oldugunu gostermekte olup bu caligmaya kuramsal ve uygulayim goriigleri

agisindan oldukcga yararlart dokunmugtur.






2. GENEL BILGILER

2.1. Tirevli Denklemler

Tiirevli denklemlerin ortaya c¢ikisi aslinda 17. yiizyila dek dayanmaktadir. Birbir-
lerinden bagimsiz olarak Newton ve Leibniz tarafindan tabani olugturulan ¢éziimleyim
(ing: analysis) alaniyla birlikte de gelismeye baglamigtir. Cageil uzbilimsel fizik ise as-
linda Newton Ilkeleri ile birlikte yagama gecmistir. Ayni zamanda Newton’un Devinim
(Hareket) Yasalar’i 1igiginda fiziksel olgularin uzbilimsel bigeleyim (modelleme) kullani-
larak anlatimi giindeme gelmistir. Tarihsel acidan bakacak olursak tiirevli denklemler
kuramimin getirileri, fiziksel bicem (model) kurarken bize kazandirmig oldugu varsil
(zengin) goriiglerdir. Bu geligmeler kesim kesim olsa da, asil amag iyi taniml ve tutarl
bir uzbilimsel anlatim elde etmektir.

Birbirleriyle iligkisi siirekli degigen varliklarin olusturdugu bir diinyada yasiyoruz.
Diinyanin yoriingesi zamanla degisiyor, diisen bir cismin hizi yer ile uzakhigina gore
degisiyor, bir cember yaricapina gore degisiyor, atilan bir nesnenin yoriingesi hizina ve
atildig1 aciya gore degigiyor. Tiim bunlara benzer bircok iligki 6rnek olarak verilebilir.
Ozenle bakilacak olursa bu iligkilerde degisen degerler varolmaktadir. Uzbilimde bu
degerleri degigkenler (ing: variables) ile anlatiriz. Bir degiskenin digerine gore degigim
oranim tiirev ile anlatiriz. Bigeleyim (Modelleme) yaparak kurdugumuz denklemler bu
degiskenlerin birbiriyle olan iligkilerini anlatir ve onlarin tiirevlerini iceren denklemlere
de tiirevli denklemler deriz.

Thirevli denklemler icerdigi iglevin bi¢imine gore isimlendirilirler. Eger bu tiirevli
denklemlerde yer alan iglevin yalniz tek bir degiskene bagh tiirevi varsa bu denklemlere
siradan tiirevli denklem (STD), tiirevli denklemlerdeki iglevin birden ¢ok degigkene
bagl tiirevi varsa gore tiirevli denklem (GTD) denir. Dolayisiyla tiirevli denklemleri

temel olarak ikiye ayirabiliriz:



1) Swradan (Adi) tiirevli denklemler
2) Gore (Kismi) tiirevli denklemler

Tiirevli denklemler bilinmeyenlerin birbirlerine ve katsayilarla ilgili konumlarina
gore:
1) Dogrusal tiirevli denklemler
2) Dogrusal olmayan tiirevli denklemler
olarak ikiye ayirabiliriz. Dogrusal tiirevli denklemler ile ilgili olusturulan kuram ol-
dukca gelismis olmasina karsin dogrusal olmayan tiirevli denklemlerin ¢oziimleyimi
zordur. Biz bu calismada dogrusal olmayan siradan tiirevli denklemlerin dogrusal sira-
dan tiirevli denklemlere doniigtiiriillmesini saglayan Olasiliksal Evrim Kurami altinda,
ikinci kerteden (mertebesi) dogrusal olmayan siradan tiirevli denklem olan Van der Pol

denklemini inceleyecegiz.

2.1.1. Siradan tiirevli denklemler

Siradan tiirevli denklemler, icerdigi iglevin tek degigkenli olmasina ve bu degiskene
bagl tiirev veya tiirevleri icermesine baghdir. En yiiksek tiirev derecesine goére denkle-

min kertesi belirlenir. Bir siradan tiirevli denklemi kapali bicemde anlatacak olursak

Fyy,y',....y") = f(z) (2.1)

yazabiliriz. Siradan tiirevli denklemdeki iglev gercel degerli ya da karmagik degerli ola-
bildigi gibi yoney veya dizey (matris) degerli de olabilir. Siradan tiirevli denklemin
anlattigr dizge gozoniine alinarak bu islev secilir.

(2.1) esitliginin sag yanindaki f(z) iglevi sifira esit olursa bagdagik (homojen) tiirevli

denklem, degilse bagdagik olmayan tiirevli denklem denir.



2.1.2. Gore tiirevli denklemler

Bilinmeyen ¢ok degiskenli iglevleri ve onlarin gore tiirevlerini igeren tiirevli denk-
lemlere gore tiirevli denklemler denir. Bir gore tiirevli denklemdeki iglevi u (z1, ..., x,)

ile simgeleyecek olursak gore tiirevli denklemleri kapali bicemde

(2.2)

2 2
F(ml,...xn,u, ou ou  J*u J*u ):O

Oxy  ~ Ox, 0xr10x, ' 0x0x,

yazabiliriz. Aslinda gore tiirevli denklemler siirekli degiskenlerle ilgili degisim oranlarini
icerir. Gore tiirevli denklemler genellikle siirekliligin s6z konusu oldugu ses, sivi akisi,
elektrodinamik, 1s1 iletimi vb. konularda kullanilir. Siradan tiirevli denklemlerde oldugu
gibi gore tiirevli denklemlerde de dogrusallik s6z konusu olabilir. Dalga denklemi, 1s1
denklemi, Laplace denklemi bilinen dogrusal gore tiirevleri denklemlere 6rnek olarak
verilebilir.

Bu konu ile ilgili daha fazla bilgi verilmeyecek olup tezin ¢caligma konusu olan ikinci
kerteden dogrusal olmayan Van der Pol siradan tiirevli denklemine gecmek yerinde

olacaktir.

2.2. Van Der Pol Denklemi

Hollandali bir fizik¢i ve elektrik miihendisi olan Balthasar Van der Pol’iin (27 Ocak
1889 - 6 Ekim 1959) ortaya attig1 bu denklem, elektrik devreleri iizerinde yaptig ¢alig-
malar sonucu betimlenmigtir. Balthasar Van der Pol radyo dalgalarinin yayilimi, bogluk
tiiplerinin (ing: vacuum tubes) fizigi, elektriksel salimmlarin kuram ile ilgilenmekteydi.
Van der Pol denklemi genellikle fizikte, biyolojide sinir gozeleri (ing: neuron) iizerinde,
deprem biliminde (ing: seismology) kiriklar (faylar) iizerinde yapilan galigmalarda kul-
lanilmaktadir.

Kendi adiyla bilinen Van der Pol denklemi aslinda basit bir kendiliginden salinan

triyot (ing: triode) devresini betimler. Bu denklem ashinda triyodun bir ark lambasi



(ing: arc lamp), bir akkor bogalmah tiip (ing: glow discharge tube) veya elektronik
bosluk tiibii gibi bir¢ok elektroteknik aygitlar yerine bir prototip bice (ing: model) ola-
rak kullamildigini soyler. Bu denklem su anda kargagali (ing: chaotic) davranig iireten
bir degerlendirme dizgesi olarak biliniyorsa, salimmlar1 simflandirmasindan dolayidir.
Burada bahsedilen salinimlar bir siganin (ing: capacitor) bosalmasini anlatan gevseme
salinmmlarndir (ing: relaxation oscillations). Ashnda Van der Pol dogrusal olmayan sali-
nimlarin triyot devresi gibi kendiliginden salinimli dizgelerce iiretilmesini anlatmasiyla
bilinmigtir. 19. ylizyildan beri bilimsel yazinda yer alan gevseme salinimlarina ait doért
adet kendiliginden salimimli dizge tanmmlanmigtir: Gérard-Lescuyer’in (1880) ortaya
attigl seri bagh dinamo makineleri, Duddell’in (1901) kesfettigi ve Blondel'in (1905)
inceledigi arp (ing: musical arc), de Forest’in (1907) tasarladigi triyot, Abraham ve
Bloch’in (1919) ayrintilandirilmig gok kath titresicisi (ing: multivibrator). Kendiligin-
den salinimh dizgeyi tanimlayan tiirevli denklem 1908 yilinda ilk olarak Poincaré arp
icin ortaya atmigtir. Seri bagh dinamo makineleri i¢in Janet (1919), triyot igin Blondel
(1919) ilgili denklemleri anlatmiglardir. Janet (1919) bu ti¢ adet kendiliginden salinimh
dizgeyi ifade eden denklemin ayni oldugunu vurgulamigtir. 1926 yilinda ise Van der Pol
bu dizgeler tarafindan paylagilan ilgili dinamik 6zellikleri de igeren genel bir boyutsuz
denklem betimlemigtir.

20. yiizyihn ilk yarisi boyunca Balthasar Van der Pol, radyo ve uziletisim (ing:
telecommunication) alanlarinda énemli bir rol oynadi. Bogluk tiipleri tizerindeki galig-
malariyla birlikte bir yiizyilda kayda deger gelismeler olugturmugtur. Bugiin bu bosluk
tiipleri, gonderici ve alicilarin (ing: transmitters and receivers) devrelerindeki akigin
denetimini saglamaktadir. Cagdaslari Lorenz, Thompson ve Appleton ile birlikte bir
elektron bosluk tiipiindeki salinimlar iizerinde deneyler yaptilar. Sonug olarak tiim bas-
langi¢ kosullarinin, sonlu geniglikteki aym devirli (ing: periodic) yoriingeye yakinsadi-

gini belirlediler. Bu davranig dogrusal denklemlerin ¢éziimiiniin davranigindan degisik



oldugu i¢in dogrusal olmayan bir tiirevli denklem ile anlatilmasi gerekiyordu.
Balthasar Van der Pol’iin betimledigi bu dogrusal olmayan denklemin zamana bagh

tiirevli anlatimini acik bicimde yazacak olursak

dx

d
o (1—x2)—x+x:0, uw>0 (2.3)

dt
elde edilir. Burada z bagimsiz konum degigkeni, ¢ zaman degiskeni, p ise degismez
(sabit) katsayidir ve dizgenin azalan giiclinii gosterir. Van der Pol denklemini zamana

bagl tiirevlemeye gore daha kisa bigimde
i—p(l—a®)i+x=0, pu>0 (2.4)

yvazabiliriz. Bu anlatima bakacak olursak su degisik durumlar1 gozlemleyebiliriz.

a) Eger 22 terimi gozard: edilebilirse yani x yeteri kadar kiigiikse, dizge (—ui) teri-
mini igerecektir. Boylece durum uzaymdaki (ing: phase space) (x = 0,2 = 0) degismez
noktas1 kararsizigh (ing: instability) gosterecektir. Buna kargin 22 terimi 1’e gore bas-

kin olursa dizgedeki azalma art1 (ing: positive) olacaktir.

b) p degigsmez teriminin sifirlanmasi durumunda denklem # 4+ x = 0 yapisina donii-
secektir ve salinga¢ “Basit Uyumlu Salinga¢” (ing: Simple Harmonic Oscillator) adini
alacaktir. Bu dizgenin ¢6ziimii ¢ok iyi bilinen x(t) = ¢; cos(t) + cosin(t) ucaysal (ku-
tupsal) yapisinda olacaktir. Buradaki ¢; ve ¢y degismez katsayilar baglangic kogullar

altinda verilir.

¢) (—p (1 —2?)2) teriminin katsayis1 direng ya da siirtiinme olarak adlandirilir.
Olagan durumda (—u (1 — z?)) terimi artidir. Eger bu terim eksi ise “eksi direng” olarak
adlandirilir.

Aslinda Van der Pol denklemi Rayleigh tiirevli denkleminin &zel bir durumudur.

1.5, .
j—n=29)y+y=0,  p>0 (2.5)



2.3. Zorlamali Van Der Pol Denklemi

Van der Pol ve Van der Mark (1927) bir elektrik devresinin bir direng (ing: re-
sistance), bir siga (ing: capacitance) ve bir Neon lambasindan (ing: Neon lamp) olus-
tugunu varsaydilar. Daha sonra elektrik devresine bir telefon alicisinin eklenmesiyle
dizgenin yanitini duydular. Bunun yanisira, dizgenin devir atlamadan 6nce ¢ikardigi
diizensiz (ing: irregular) giiriiltiiyli duydular. Ancak bu giiriiltii siirekli frekansin ya-
ninda duyulmaktaydi. Bugiin ise onlarm duyduklar: bu giiriiltii belirleyici kargasa (ing:
deterministic chaos) olarak nitelendiriliyor.

Van der Pol caligtign konularda gevseme salinimlarinin 6éneminin ayirdina varmisti
ve, deyim yerindeyse, tekil saptirim kuraminin (ing: singular perturbation theory) bir
kosetast oldugunu kavramigti.

Van der Pol denkleminde esitligin sag yanina devirli ve bagdagik (homojen) olmayan

bir zorlama terimi eklenerek “Zorlamali Van der Pol Denklemi” elde edilir.
i(t) + p (2® — 1) @(t) + z(t) = asin(2mvt), pw>0 (2.6)

(2.6) esitligindeki p terimi ile zorlamay: getiren siniis iglevinden dolay1 dizgedeki frekans
(ing: frequency) belirlenir. Denklemlerdeki a ve v degigmez katsayilardir, sirasiyla genlik
(ing: amplitude) ve sikhig ifade eder. Ayrica ¢oziimiin belirtkesi (ing: characteristic)
de bu katsayilara baghdir, kargagali davramg veya catallanma (ing: bifurcation) gibi
durumlarla kargilagilabilir.

Van der Pol’iin dogrusal olmayan salimmlar ve devreler kurami iizerindeki ¢alig-
malar Cartwright ve Littlewood’un ufuk agan ¢aligmalarina 6ncii olmugtur. 2. Diinya
Savagi’ndan hemen 6nce, 1938’de Ingiliz Radyosu Arastirma Kurulu (ing: British Ra-
dio Research Board) radyo miihendisliginde ortaya cikarilan tiirevli denklemler icin
uzbilimcilere 6neri yapti. Bu 6neriye yanit olarak Cartwright ve Littlewood Zorlamal
Van der Pol denklemi iizerinde ¢aliymaya bagladilar ve bu denklemin iki durumlu (ing:

bistable) degisken dizgeli oldugunu gosterdiler. Ek olarak, kararli devirli yoriingelerin
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arasinda diiz bir sinir olmadigini gosterdiler. Boylece bu dizgenin ayrintihi bir bi¢imde
aragtirilmasiyla kargasal devinimlerini bulmug oldular.

Van der Pol’iin 1920°li yillardaki bu girigsimi Van der Pol denklemini, 6ziinden uya-
rimh erey (ing: limit) dongiilii sahmimlar (ing: self-excited limit cycle oscillations) i¢in
bir bigem (ing: prototype) yapmigtir. Béylece bu denklem saptirimdan uyumlu devinim
alanina, gevseme salimmlarina dek genis ¢aplh bir degigsken dizgesi iizerinde ¢aligilma-
sim saglamistir. Fiziksel ve biyolojik bige cesitleri olugturmak icin de yaygin bir bicimde

kullanilmaktadir.
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3. OLASILIKSAL EVRIM KURAMI

3.1. Olasiliksal Evrim Yaklagim Yontemi

Olasiliksal Evrim olgusu son zamanlarda geligen ve tiirevli denklemlerin ¢6ziimiine
yardimc1 olmakla birlikte, tiirevli denklemlerin bircok alaninda uygulayimi olan bir
yaklagim yontemidir. Metin Demiralp tarafindan ortaya atilan ve toplulugu BEBBY'T
(Biligim Enstitiisii Bilgisayim Bilimi Yontemleri Toplulugu) ile birlikte geligtirilmekte
olan bir yaklagim yontemidir. Giinden giine geligtirilen bu yaklagim yontemi [8,9], dog-
rusal olmayan siradan tiirevli denklemleri, dogrusal ve bagdasik olan sonsuz boyutlu
siradan tiirevli denklem takimina doniistiirmektedir. Bu igslem sonunda olusan sonsuz
boyutlu dogrusal ve bagdasik siradan tiirevli denklem takimi, uygun baslangi¢ kosullar
altinda sonsuz 6geli degismez katsayil bir dizey ile gosterilmektedir. Bu sonsuz 6geli
katsayilar1 bilinen dizeyin en genel durumu tist Hessenberg [18,21] yapisinda olacaktir.
Caligmalarimiz da Hessenberg yapi yerine iiggensel yapilar olusturarak ilerleyecegiz.
Nedeni de, iicgensel yapili bir dizey ile calismanin, kesme yaklagtiranlarinin daha ko-
lay ve ¢oziimciil (analitik) olarak belirlenmesinde 6nemli konum almasidir. Bu arada
sag yan iglevinde olusacak tekilliklerden veya genellik yitimlerinden uzak durulacak,
bu durumlar olabildigince baglangic kogullarina aktarilmaya c¢ahsilacaktir. Olugturulan
ticgensel yapili dizeylerle caligmak yerine iki kogegenli dizeylerle calismak adina ikinci
dereceden ¢okgokterimli (ing: multinomial) iglevler elde edilecektir. Bunun igin uzay ge-
nisletme olgusu kullanilacak, sag yan islevinin durumuna gore uzay genisletme adimlari
da degiskenlik gosterecektir.

Olasiliksal Evrim Yaklagim yontemini daha iyi kavramak adina kolay yapili sayila-
bilecek bir bilinmeyenli siradan tiirevli denklem ve buna eglik eden uygun bir baglangic

kosuluna yontemimizi uygulayalim.
i) = f=(t);  20)=a, te0,00) (3.1)
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Bu yontem kabaca dogrusal olmayan bir islevi dogrusal bir yapiya doniigtiireceginden,
(3.1) anlatimu i¢in, sol yanda bir bilinmeyenli birinci kerteden dogrusal olmayan siradan
tiirevli denklemin var oldugunu soéyleyebiliriz. Esitligin sag yaninda ise betimleyici iglev
(ing: descriptive function) olarak bizim belirledigimiz ve karmagik diizlemde ¢6ziimeiil
olan bir iglev yer almaktadir.

Betimleyici islev olarak belirledigimiz f islevi aym zamanda acikca ¢ zaman degis-
kenine baglh olmadigi i¢in 6zerk (otonom) yapidadir. Ancak bu durum bize genellikten
hi¢bir sey kaybettirmez. ¢t zaman degiskenine denk diigen yeni bir bilinmeyen tanimlaya-
rak siradan tiirevli denklem takimina kazandirdigimiz bu yeni durum ile 6zerk olmayan
bir yap1 elde edebiliriz. Bunun sonucunda ise iki bilinmeyene ve iki baglangic kosuluna
sahip olacagiz.

f'nin z-karmasgik diizleminde ¢6ziimciil bir iglev oldugu 6ngoriimiinii yegliyoruz. x-
karmagik diizlemi, bu diizlemin (0,0) baslangi¢ noktasindaki birim ¢emberli Riemann
yuvarina denk diiger. Tiim karmagik diizlemin dig kesimindeki noktalar kuzey yarim
yuvari, i¢ kesimindeki noktalar ise giiney yarim yuvari betimler. Diizlemle arakesit
cemberindeki (ekvatordaki) tiim noktalar ise hem Riemann yuvarimin her iki yarim yu-
varinda hem de karmagik diizlemdedirler. Riemann yuvarinin kuzey ucayi, x-karmagik
diizlemindeki hicbir noktaya karsilik gelmemektedir. Bu durum karmagik diizlemdeki
sonsuzluk demektir. Eger sonsuzlugu karmagik diizleme katmak istersek, yeni olusan
geniglemis diizleme “Genigletilmis Karmagik Diizlem” denir. Ancak biz yalnizca kar-
magik diizlem {izerinde cahgiyoruz. Dolayisiyla karmasik diizlemdeki ¢oziimciilliigiin
(ing:analyticity) tam iglev (ing: entire function) olmasi demektir.

f islevimizi, tam iglev oldugundan, Taylor toplamdizisini (serisini) kullanarak z(")

dolaylarinda acalim. Boylece

fa(t) = 3 £ (xl) = )’ (32)
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esitligini yazabiliriz. Esitligin sag yaninda bir sonsuz dogrusal birlesim gozlenir.

z(t) = (2(t) — x(T))k : k=0,1,2,.. (3.3)
ile tammlanan iglevler dogrusal bagimsiz olmalarina karsin iglevsel (fonksiyonel) ba-
gimhdir. Bu iglevlerin dogrusal bagimsiz olmasi, tam islev uzay: icin taban islevleri
olarak kullanim olanagini saglar. Dolayisiyla bir siradan tiirevli denklem takimi kur-

mak olasidir. Bu yapiy1 olugturmak adina (3.3) egitliginin her iki yaninin ¢ degigkenine

gore tiirevini alarak
: - N k-1
be(t) = kY fi(z(t) — ")
j=0

= kY fimega(t), k=012, (3.4)
j=0

denklem takimini olugturabiliriz. Dizey gosterilimini kullanabilmek adina bu denklem-

lerden birkagini yazacak olursak

a(t) = Zfﬂfj(t)

B(t) = kY fimnga(t) k=23, .. (3.5)
=0
anlatimlarini gozlemleyebiliriz. Bu durum bizi dizey cebiri kullanarak
Zo o o o o o0 -- Zo
Ty Jo i fo Sz faooe 1
Tg 0 2fy 2f1 2fs 2fs - To
- (3.6)
T3 0 0 3fo 3fi 3f2 -+ T3
i‘4 0 0 0 4f0 4f1 tee T4

esitligini yazmaya zorlar. Aslinda (3.6) esitliginin sol yaninda bir y6neyin birinci ker-

teden tiirevli anlatimi, sag yaninda ise bir dizey ile tiirevli anlatimi gosterilen yoneyin
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kendisinin carpimi bulunmaktadir. Bu egitlikte dizeyin 6geleri bilinmektedir, bu 6geler
Taylor acihmindan gelen katsayilardir. Dolayisiyla bulunmasi gereken degerler yoneyin

ogeleridir. Bu amacla sag yandaki yoneyi
x(t) = [o(t) z1(t) zo(t) ...]" (3.7)

yapisinda tamimlayarak, (3.6) esitligini daha kapali bi¢cimde yazip
x(t) = Ex(t) (3.8)
“Olasiliksal Denklemi” ni elde edebiliriz. Burada E

o o o0 0 O

fO fl f2 f3 f4
0 2fo 2fi 2f2 2fs
0 0 3f 3fi 3f

0 0 0 4f, 4f

ile verilen bir dizeyi simgeler ve bu dizeyin tiim 6geleri bilinen degigsmez degerlerdir.
Coziilmesi gereken sorun artik (3.8) denklemidir. Bu denklemin bigimsel ¢6ziimiinii
(ing: formal solution)
x(t) = e'®x(0) (3.10)
yapisinda yazabiliriz. Yani x(¢) yoneyini, bir iistel iglev ve bu yoéneyin baglangig nok-
tasinda aldigr degerleriyle elde edilen baglangic yoneyinin carpilmasiyla elde edebiliriz.

Basglangi¢ yoneyi bildigimiz bir degeri olan veya duruma uygun secilmis bir yoneydir.
x(0) = [xo(0) 21(0) 22(0) ...]"
T
= [1 (a—2™) (a—x(r))z...} (3.11)
Baglangi¢ yoneyinin dgelerini, (3.11) esitligindeki gibi, (¢ — 2™) anlatiminin artan eksi

olmayan tamsay iisliileri olarak secersek, E dizeyine “Evrim Dizeyi” denir. Ciinkii bu

baglangi¢ kogullar1 altinda E dizeyi dizgenin evrimini tamimlamaktadir.
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“Evrim” kavraminin nereden geldigini aciklamig olduk, “Olasiliksal” kavraminin ne-
reden geldigini anlayabilmek icin baglangic yoneyine odaklanim gerekir. Baglangig yo-
ney 6gelerinin 6zel olarak (a — x(””)) teriminin artan {isliileri yapisinda secilmis olmasi
(3.8) denkleminin ¢oziimiine bir kisit getirmektedir. Bu 6geler tisliilerin birlegsiminden

olugabilecegi gibi genelde degisik degerler de alabilirler. Eger baglangic yoneyini
x(0) = [ag ay ay ...]" (3.12)
olarak yazarsak bu baslangic yoneyinin genel terimini, tiimlevli yapida,

a z/ dow(a)a®,  k=0,1,2, ... (3.13)

ile verebiliriz. Burada bir agirlik iglevi altinda beklem (ing: moment) s6z konusudur.
Bu durum bizi
e (t) z/ daW (o, t)a*, k=012, ... (3.14)

esitligini
W(a,0) = w(a) (3.15)

kogulu altinda yazmaya zorlar. (3.14) egitligi ¢6ziim yoneyinin k. 6gesinin ¢ anindaki
beklenen degeri demektir yani W (a,t) agirhgr altinda o*’nin beklenen degeridir. Ge-
nel olarak w(«) agirhg yapisinda yazilan W(a, t) agirlik iglevi ayni zamanda olasilik
yogunlugunu da anlattigindan dolayr bu beklenen degerlerin zamanla evrimlegmesi,
olasilik yogunlugunun evrimiyle iligkilidir. Bu iligki nedeniyle ilgili denklemlere “Olasi-
liksal Evrim Denklemleri (OED)” diyoruz. Bagta verilen uygun baglangic kosullu tek
bilinmeyenli siradan tiirevli denklem, agirlik islevinin (a — :v(”))’deki Dirac delta islevi
olmasiyla uyumludur.

Olasiliksal Evrim Denklemi’nin ¢oziimi (3.10) esitligi ile anlatilmigti. Coziim yo-

neyi 6gelerinin iisleri de aslinda artan dogal sayilardan olusmaktadir. Ozellikle ¢ziim
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yoneyinin ikinci 6gesi (x(t) — x(”)) dir. Boylece verilen tek bilinmeyenli siradan tiirevli
denkleminin asil ¢oziimiinii

z(t) = exx(t) + 2 (3.16)

olarak yazabiliriz. Artik x(¢), basta verilen tek bilinmeyenli siradan tiirevli denklemi-
mizin kesin ¢oziimiidiir.

(3.16) ¢Ozlimiinii inceleyecek olursak x(¢) yoneyinin taniminin yapilmasi gerektigi
ortaya ¢ikar. Ciinkii x(¢) sonsuz boyutlu bir yéneydir ve sonsuz boyutla ¢aligmak tiirli
zorluklar getirir. Bu zorluklar1 en aza indirmek adina sonlu boyutta kesmeler yap-
mak olas1 yollardan biridir. Sonsuz boyutta yapilan kesmeler bir dizi yaklagtiranlar ve
yvakinsaklik incelemeleri gerektirecektir. Daha sonra bu konulara ayrintili bir bicimde
deginecegiz.

Olasiliksal Evrim Denklemi’nde sol bagtan olmak iizere (n 4+ 1) boyutlu kesmeler

yapacak olursak

i’o 0 0o --- 0 ZTo
Ty Jo fi o faa T

= (3.17)
Tn 0O 0 -+ nfi Tn

sonlu boyutlu egitligini elde ederiz. Simdi esitligin sag yanindaki sonlu x(¢) yoneyini
xPV() = [o(t) z1(t) .. 2n(t)]” (3.18)

yapisinda tanimlamak gerekir. Bu tanim giginda (3.17) esitligine dayanarak Olasiliksal

Evrim Denklemi’ni sonlu boyut icin
)-((n+1)(t) _ E(n+1)x(n+l) (t) (319)

yvapisinda yazabiliriz. Eger bu denklemin bi¢imsel ¢6ziimiinii sonlu boyut icin yazmak

istersek
X(’)’H—l) (t) — etE(n’+l)X(7L+1) (O) (320)
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esitligini elde ederiz. Buradaki sonlu boyutlu baslangic yoneyi ise apacgiktir ki
T
x("t(0) = [1 (a—2") . (a—a2™) } (3.21)

yapisinda yazilir.
(3.20) esitligindeki sonlu iistel dizeyin belirleniminin birkag yolu olsa da burada
“Kesilmis Evrim Dizeyi” nin izgesel ayrigtinmmini (ing: spectral decomposition) kulla-

nacagiz. Izgesel ayrigtirim yontemi geregi

E(n+1)£(n+1) _ )\igi(n+1); i—=1

i

nt1 (3.22)

esitligini yazariz. Burada \;, i. 6zdeger, gﬁ.”*” ise i. 6zyoneyi (6zvektor) gostermektedir.
Ayrica EFD dizeyi bakigik (simetrik) olmak zorunda olmadigindan sag ve sol 6zyo-
neylerin ayri ayr1 belirlenmesi gerekmektedir. E*1) dizeyinin sag ve sol 6zyoneylerini
sirasiyla Qg dizeyinin diigeysiralar (siitunlari) ve Qp dizeyinin yataysiralar: (satirlari)
olugturmak kosulu ile ve I, (n+1) x (n+1) boyutlu birim dizey olmak iizere Q,Qr =1
esitligi saglanmalidir. Diger bir deyisle, E*V dizeyinin diiseysiralar1 ayrilarak Gram-
Schmidt yontemi uygulanir ve dikgenlegtirilir. Olusan dizeyin diigeysiralar1 Qg dizeyini

(1) dizeyinin yataysiralar1 ayrilarak Gram-Schmidt yéntemi uygulanir ve

olugturur. E
dikgenlegtirilir. Olugan dizeyin yataysiralari Qj dizeyini olugturur.

Boylelikle 6zdegerlerin kogegene oturdugu

A0 0
A = ’ (3.23)
00

dizeyini tammlayabiliriz. Coziimiinii aradigimiz islev iistel yapida oldugu icin A+

dizeyinin de {isteli ahnmas: gerekir.

19



e 0
0 et>\2 . 0
A (3.24)
0 0 e et)\n+1

Baoylelikle sonlu yapidaki x" TV (¢) ¢oziim yéneyi icin gerekli olan
n n n n T
e () (3.25)

tistel iglev belirlenmis olur. (3.25) esitligi Q dizeyi kullanilarak da yazlabilirdi. Bu
durumda esitligin sol yanindaki garpimin ilk 6gesi Q, dizeyinin devrigi (ing: transpose),
ticlincii 6gesi ise Q, dizeyi olacakti. Artik ¢oziim hakkinda belirlenimler yapabilmek

adina kesme yaklagtiranlarinin incelenmesi gerekecektir.

3.2. Ikinci Derecelilik

Betimleyici iglevler = degiskenine gore ¢okcokterimlilerse (ing: multinomials) 6zyi-
nelemeli (ing: recursive) yapilarla ugragmak kesme yaklagtiranlarinin iretimi agisindan
daha elveriglidir. Tleride yapacagimiz yalinlastirimlarla gorecegiz ki Evrim Dizeyi tic-
gensel yapida olacaktir. Evrim Dizeyi ilizerinde herhangi bir iglem gerceklestirilmezse
iist Hessenberg yapida oldugu goriilmektedir. Ancak Hessenberg yapiyla calismak iic-
gensel yapiyla karsilagtirildiginda dizey cebiri agisindan birgok zorluk getirecektir. Bu
yiizden iicgensel yapiya gecmek yeglenir. E Evrim Dizeyi'nde fy 6gesi sifirlanirsa dize-
yin iist {icgensel yapiya kavusacag: apaciktir. f; degeri, betimleyici islevin (") Taylor
acihm noktasindaki aldigi degerdir. Eger f, (") degerini alarak en azindan bir sifirt
varsa, fp sifirlanir ve E {icgensel yapiya kavusur. Ancak f'nin herhangi bir z(") degeri
icin hicbir zaman sifirlanmayacagi zamanlar da olabilir. Boylesine durumlarda uygun

uzay genigletim adimlar atilarak daha yiiksek boyutlarda iiggensellik saglanabilir.
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Kesme yaklagtiranlar {icgensel durumlarda daha kolay belirlenir. Ancak iicgensel
dizeyin 6geleri seyrek degildir, yani yar1 dolu bir dizeydir ve ¢oziimleyimi de zor olabilir.
Ancak uzay genigletim yontemi [31-35] neredeyse tiim ikinci dereceli gokcokterimli
tanimlayici iglevlerden olusan siradan tiirevli denklem takimlarini elde etmek amaciyla
kullanilabilir. Boylelikle ikinci derecelilik ¢ok 6énemli bir konuma gelir.

Bu tez caligmasi ¢ercevesinde ilgilenilen Van der Pol denklemi icin ikinci derecelilik
elde etmek amaciyla uygun uzay genigletim adimlarimi atacagiz. Uygulanacak uzay
genisletim yonteminde izlenilen yol egsiz olmayip ilk goze carpan adimlarla ilerleyecegiz.

Van der Pol denklemini yeniden animsayacak olursak

i—pu(l—2®)i+2 =0, p>0 (3.26)
yazariz.
3 .
y:x—%—g (3.27)

Liénard doniigiimii [16] altmda Van der Pol denklemi

. 1,
T = T — zx° —
H 3 Y

1
y = —x 3.28
. (3.28)

iki boyutlu bicime doniigtiiriiliir. Burada amac¢ denklemi ¢6ziimleyebilecegimiz en basit
duruma getirmektir. Liénard doniisiimiinden degisik doniigiimler tanimlayarak da yol
alinabilir. Bu iki boyutlu durumu inceleyecek olursak ilk esitligin sag yaninda iigiincii
dereceden bir terim vardir ve ikinci dereceliligi elde etmek adina bu terimden kurtulmak
gerekir. Bir terimin derecesini diigiirmek i¢in uzay genigletim yontemine sik¢a bagvu-
rulur. Bu amacla ilk olarak doniisiim yapilacak terim secilmelidir. Sorun yaratan terim

23 oldugundan, doniisiim yapilacak terim olarak secilmesi akilel olacaktir. Boylece,

U = = Uy = 2z (3.29)
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doniigiimii ile yeni bir bilinmeyen tanimlayarak devam edilir ve

1
U = 2/ <u1 - guf — xy) (3.30)

esitligi yazilir. Boylece esitligin sag yanminda ikinci derecelilik elde edilmis olur. Tiim

. 1
T = ,u(:)s—gxul—y)

takimimizi yazacak olursak

. 1
y = —u
0
. 1,
W = 2| u — JUT Ty (3.31)

ii¢ boyutlu yeni bir yap1 elde etmis oluruz. Bu denklem takimina baslangic kosullar: da
eslik etmektedir ancak baslangic kogullarini ilerleyen agamada inceleyecegiz, burada ko-
nunun ayrintisina girilmeyecektir. Sonug olarak, Van der Pol denklemine bir bilinmeyen
eklenerek ii¢ boyutlu yap1 kazanilmis ve ikinci derecelilik elde edilmistir.

Benzer iglemler Zorlamali Van der Pol denklemi i¢in de yapilabilir. Bu denklemi

yeniden animsayalim.
E(t) + p(2® — 1) @(t) + z(t) = asin(2mvt) (3.32)

Denklemi ¢oziimleyebilmek i¢in yine uygun doniigiimler

T x
t=—, T — —, r— —
1% 2
2
y:E—F?—I (333)

vazilabilir. Buradaki tiirevleyim 7 simgesine goredir. Bu doniigiimler

1, 23 .
—r = y——+z
I Y73
y = —x+asin(2rvut) (3.34)

1

altinda iki boyutlu yapiya erigilmis olur. Ancak takimin daha yalin olmasi adina ¢ = 2

ve w = vu degigtirgeleri ile § = wt diye yeni iiretilen bagimsiz degisken tanimlar
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yapilarak

er! = y—l—x—x—g
3
y = —x+asin(276)
0 = w (3.35)

ii¢ boyutlu dizgeye ulagilir. Burada ilk denklem yine iiciincii dereceden bir ¢okcokte-

rimlidir. Bu durum bizi uzay genisletim yapmaya zorlar ve benzer mantikla

w =2 = u) =2 (3.36)
2 UL

== - — 3.37

Uy = 2 (xy+u1 3 ) (3.37)

doniigiimii ile

3
Y = —x+asin(270)
0 = w
2 u?
/ 1
= = _ 4 3.38
i = 2 (oyru-2) (3.38)

dort boyutlu yapiya ulagilir. Burada 6 bilinmeyeni ikinci derecelilikten gelen bir de-
giskendir. Ancak (3.38) takiminin sag yanindaki sintis iglevli yapisi ¢okcokterimlilikten
uzak bir yapidadir. Amacimiz ikinci derecelilik elde etmek olsa da siradan tiirevli denk-
lem takimlarinin ¢cokcokterimli olmasi yeglenir. Bu yiizden siniis iglevinden kurtulmak
gerekir. Uzay genigletim ile bu terimden kaginilabilecegi gibi kosiniis iglevini de goz

oniinde bulundurmak gerekir. Dolayisiyla

ug(t) = sin(276), ug(t) = cos(2m0) (3.39)
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tamimlanarak yapilan uzay genigletim adimlar ile (3.38) takim

1
NE Y T

€ 3
Yy = —x+aus
0 = w
up = 2 Ty + u U
- Y 173
uy, = 2wmus
uy = —2wTug (3.40)

alt1 boyutlu yapisina ulagir.

(3.31) ve (3.40) denklem takimlar: ile sirasiyla Van der Pol ve Zorlamali Van der
Pol denklemleri ikinci dereceli duruma getirilmig oldu. Artik Olasiliksal Evrim Yakla-
simi’n1 (OEY) (ing: Probabilistic Evolution Approach) uygulayabilecegimiz bir durum-
dayiz. Tez caligmasinda yalnizca Van der Pol denklemi iizerinde yogunlagilacagindan
Zorlamali Van der Pol denklemi igin bagka bir iglem yapilmayacaktir. Yalnizca uzay
genisgletim ve ikinci derecelilik kavramlarinin daha iyi anlagilabilmesi adina Zorlamali
Van der Pol denklemi iizerinde de caligilmigtur.

Simdi Van der Pol denkleminin ikinci dereceli duruma getirilen (3.31) yapisi lizerine
Olasiliksal Evrim Yaklagim yontemini uygulayacagiz. Ancak (3.31) yapisinda Van der
Pol denklemi z,y ve u; ile simgelenen ii¢ bilinmeyen icerir. Olasiliksal Evrim Yakla-
simi’nin daha iyi kavranabilmesi adina 6nce iki bilinmeyenli yapilara uygulanabilirligini

inceleyelim.
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3.3. Olasiliksal Evrim Yaklagimi’nin Birinci Kerteden ki Bilin-
meyenli Acgik Yapili Siradan Tiirevli Denklemlere Uygula-

nimi

Emre Demiralp, Metin Demiralp ve Luis Hernandez-Garcia iicliisiiniin bilimsel
yazina sundugu bu yontemin uygulayimim [1,2| yazilarinda gorebiliriz. Iki bilinmeyen
i¢in yapilacak bu inceleme aslinda cok bilinmeyenli durumlar i¢in temel olusturacaktir.

Eger iki bilinmeyenli acik yapili siradan tiirevli denklemler i¢in bir baglangic deger

sorunu tanimlamak istersek

a1(t) = fi(z1(t), 22(1)),  21(0) =

Ig(t> = fg (.Zl]l (t), xg(t)) y I‘Q(O) = Q2 (341)

yazabiliriz. Olasiliksal Evrim Kurami’nda belirttigimiz gibi sag yandaki f; ve f5 iglev-
lerini betimleyici iglev olarak adlandiriyoruz ve bunlarin 6zerklik, tam iglev olma gibi
ozellikleri yine korunmaktadir. Olasiliksal Evrim Kurami’'nda izledigimiz adimlar: sira-
siyla uygulayacak olursak oncelikle betimleyici iglevleri Taylor toplamdizisine acacagiz.
(:cgr), x@) agilim noktast olmak iizere

i (@1(t), 22(t)) = ZZ

7=0 k=0

78 () =) (o) —2f") . =12 (3.42)

Taylor toplamdizisine agabiliriz. fj(l,z ile anlatilan degerler ilgili Taylor katsayilaridir.

Bundan sonra kullanilacak anlatimlar: daha derli toplu bir bicimde yazabilmek adina

f(t) = (3.43)
fo (21(t), 2(1))

yoneysel 6ge tanimlarini yapalim. Burada s simgesine “dizge yoneyi” (ing: system vec-

tor) diyecegiz ve f(t) yi de bu bilgiler isiginda dig iislii toplamdizisine (ing: outer power
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series)
f(t)=) fPs=* (3.44)
k=0
acalim. s’nin k. digiisliisii ise

k
s®F = ®s (3.45)
j=1

esitligiyle tanimlanir. Dig ¢arpim (outer product) aslinda “Kronecker Carpimi” na (ing:
Kronecker Product) denktir, gogu zaman dolaysiz ¢carpim (ing: direct product) adiyla
da anilir. Kronecker carpimi, iki yoneysel veya dizeysel ya da karisik carpim arasinda
tanimlanir. Carpimdaki birinci ¢arpanin her 0gesi ikinci carpan ile carpilir ve bir alt-
kesim (ing: block) olugur. Tiim ¢arpimlar sirasiyla bu altkesim icine yerlegir. Carpanin
durumuna gore olusan altkesim 6ge yoney veya dizey olabilir. Bundan sonra & ile
gosterilen carpimlart Kronecker ¢carpimi olarak adlandiracagiz.

Kronecker carpimini gdylesine agik olarak dile getirebiliriz: s’nin 0. {isliisii her zaman
e egittir. 1. islii ise s'nin kendisine egittir. s'nin 2. iisliisii ise s?, s152, s28; ve s3 olmak
lizere dort dge igerir. Bu bicimde devam ederek s'nin k. {isliisiiniin 2% adet 6ge icerdigini
gorebiliriz.

Simdi (3.44) esitligi ile seriye acilan f betimleyici iglev yoneyinin katsayilari olan
£(*) degerlerini bulmaliyiz.

Ik katsay1 olan f(©, acilim noktasinda aldig1 degerlerin belirlenimiyle yazilan

o _ | 7 (@, 237) (3.46)
fola” 237)
iki 6geli yoneydir.
Ikinci 6ge olan £, 2 x 2 boyutlu bir dizey olmalidir. Bu dizeyin 6gelerini fl(’ll’c),
fl(}z’c) , fQ(’ll’C), fQ(}Q’C) ile gosterecek olursak alt sirasayida virgiil ile ayrilmig sayilar dgelerin

yataysira ve diigeysiralarini, iist sirasayidaki virgiil ile ayrilmig anlatim ise kacginci 6ge

oldugunu ve katsay1 oldugunu gosteren c simgesi yer almaktadir. Toplamdizi acilimin-
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daki ikinci terim

15 () = 20) + 157 (22() = 21)
FgE1 (3.47)

7857 (w10 = o) + 57 (mat) = 2)

bigiminde belirlenir. (3.47) esitligine kargilik gelen Taylor a¢iliminin birinci dereceli

(o), (5)
0:1:1 r 8.1'2 r

£ = (3.48)

(@), (52)
| \Oz1 /), \Oxy/,

ile anlatilir. Buradaki r alt sirasayisi acihim noktasindaki belirlenmis degeri géstermek-

terimi ise

tedir. Aslinda £, betimleyici islevin bilinmeyenlerine gére Jacobiyen dizeyidir.
Uciincii 6ge £ ise 2 x 4 boyutlu bir dizeydir ve 6gelerini fl(i’c), f1(,22’c)7 ff?éc); f1(,24’c)>

f22 ) fz(?éc), ffgc), 2(,246) ile gosterecek olursak
2,c )2 2,c 2,c r r
((9s2), = 137 (w10 = 2) + (157 + £57) (2a0) = 27) (22(0) = 2”)
2
+1357 (wa(t) — 1) (3.49)
yazilir. Egitligin sol yanindaki 1 alt sirasayisi birinci 6geyi anlatmaktadir. Tkinci 6ge

ile ilgilenilmeyecek, valnizca, katsayilardaki belirsizlik vurgulanacaktir. Esitligin sag

yanindaki anlatimlari, agik yapilh Taylor aciliminin ikinci dereceden terimlerinden f;

i¢in
(2,¢) 1 a2fl (2,¢) 0” fl
fl,l - 5 <8$% r7 1,4 — 2! 8:1:3 ) (3.50)
02 f
(2,¢) (2,¢) 1 1
f1,2 +f (837181‘2)7, (35 )

kargilagtirimlarini yaparak yazabiliriz. (3.51) esitliginde bir karigik toplam sz konusu-

dur. Bu durum acikc¢a ortaya koyuyor ki, dig carpimda derece biiytidiikce katsayilardaki
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keyfiligin artmasinin yaninda egsiz olmamak da ortaya ¢ikiyor. Yani esitligin sol yanin-

daki katsayilarin degerlerini esit diigiinebiliriz. Dolayisiyla

(20 _ p20 _ L [ 0*h
f1,2 - f2,1 - 2' <a[[‘18.’f2 i (352)

esitligini yazabiliriz. Eger iki farkli sirada karigik gore tiirevleyim (ing: partial differen-

tiation) yazilacaksa

(2,0) l 0 fi 2,0 l 0% fi
UE T (8x10$2 o2 =51 G ) (3.58)

ile anlatilir. Ancak (3.52) esitligindeki gibi karigik tiirevlerde sira 6nemli degildir (is-
levlerdeki c¢oziimciilliik Taylor toplamdizisine genigletildiginde tiirevleyimlerdeki sira
degisiminin 6nemi yoktur).

Dis {islii katsayist f(’nin ilk yataysirasi ashnda betimleyici islev fi’in katsizlas-
tirlmig (ing: unfolded) big¢iminin agihm noktasindaki Hess dizeyinin [21] belirlenen
degeridir. Burada ¢aligilan yap: kath (ing: folded) oldugu igin izlenilen yontem katlilig
ortadan kaldirmaktir. Boylece kath yapi tek bir boyuta indirgenir, yani katsizlagtirilir.
Benzer bicimde dis iislii katsayist £ nin ikinci yataysiras: da fo'nin katsizlagtirilmig
bigiminin agilim noktasindaki Hess dizeyinin belirlenen degeridir. Bu yontemle bir kat-
sizlagtirilmig dizey yapisi elde edilir. Bu yap1 yalnizca bu katsayilara 6zgii degildir. Bu
dizey bigimi {i¢ yonlii bir dizinin (ing: three-way array) diizlemsel izdiigiimii olarak dii-
siiniilebilir. Boylece yukarida séz edilen Hess dizeylerini katlilagtirarak 2 x 2 x 2 boyutlu
coklu dizi (ing: multilinear array) elde edilir. Benzer anlayisla £©® icin de belirlenimler
yapilir ve 2 x 2 x 2 x 2 boyutlu ¢oklu dizinin katsizlagtirilmig durumu elde edilir. Dig iislii
katsayis1 f(*)’nin boyutu k oldugundan x;jQ boyutlu bir ¢oklu dizinin katsizlagtirilmig
durumu giindeme gelecektir. Yani x ile gosterilen j yonlii ve 2% boyutlu bir coklu dizi-
nin daha derli toplu yazilmig bicimidir. Tiim bu sonuclar ashinda Kronecker carpiminin

dogasindan gelen 6zelliklerdir. Kronecker ¢arpimi i¢in, dizi teriminin boyutlulugunu

arttiran dis carpimin diizlemsel izdiigiimii denilebilir.
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Zamansal degiskenligi vurgulamak adina s®* ifadesinin zamana bagimliligini
si(t) = s®F(t) (3.54)

bi¢iminde yazabiliriz. Zamansal bagimlihgin anlami aslinda bu dig iisliilerin, bir taban
takiminin 6geleri biciminde diigliniilmesi demektir. Bu yoneyler zamanla degisen islev
ogeleri oldugundan iglevsel bagimhdir ancak dogrusal bagimsizdir. Zaten bu yoneylerin
dogrusal bagimsizligi, bize dig {islii acihmi olarak yazabilmemizi saglamaktadir.

Bir sonraki adim Olasiliksal Evrim Kurami'nda oldugu gibi taban takimi olugturul-

dugundan, 6gelerinin zamana gore tiirevlenimi olacaktir. Dolayisiyla

sngij&%ﬂ®<§iﬁm&m@>@m@kjUm, k=1,2,...  (3.55)

zamana bagh tiirevleyimi Leibniz kuralina uygun olarak yazabiliriz. Carpimlar iize-
rindeki bu tiirevleyimde, Kronecker ¢arpimi genelde degisimli (ing: commutative) ol-
madigindan siraya 6zen gosterilmesi gerekmektedir. (3.55) esitligindeki 6geleri tek tek

tanimlayacak olursak
s®I(t) = (Is(t))®j = I®7s®I(t) (3.56)

yazariz. I dizeyi, 2 x 2 boyutlu birim dizeydir. Ayrica (3.56) esitliginde dig isliiniin
dizey-yoney carpimi iizerine dagilma ozelligi kullanilmigtir. Bu 6zellik dizey-dizey veya
dizey-yoney carpimlari iizerindeki Kronecker carpimin 6zelliginden tiiretilmistir. Ayrica

(3.56) esitligi

s¥(t) @ £Ms®m (1) = (I¥7s% (1)) @ (F™s®™(1)) = (I @ £0™)) st (3)  (3.57)
ve

s (1) @ £ (1) @ sPR (1) = (1% @ £ @ TP g@tm=l(3)  (3.58)

esitliklerini yazmamiz1 saglar. Bu anlatimlardan yararlanarak (3.55) esitligini yeniden

sOyle

$e(t) = Y Brms®(t),  k=0,1,2,.. (3.59)
m=0
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yvazabiliriz. s'nin m. dig iisliisiinii elde edebilmek icin toplamin sirasayisini m yerine

m — k + 1 olacak bi¢cimde degistirerek

k—1
Eppm=» 19 @fm 0 @ot=i-0 " fm=0,1,2,.. (3.60)
=0

olarak yazilabilir. Burada dig iislii acilim katsayis1 £ m’nin eksi degerleri icin var
olmaz. Bu yiizden tiim E,, altkesim &geleri, m’nin £ — 1 degerinden kii¢iik oldugu

yerlerde sifirlanir. Son bulgular uygun dizey ve yoney biciminde yazacak olursak

0 0 0
Eio Ein Epp
E= (3.61)
0 E;i Es
s(t) = [s®0 s®! s®? }T (3.62)

elde ederiz. Kolayca ayirdina varilabilecegi iizere, m < k — 1 degerleri i¢in E dizeyi iist
altkesim Hessenberg bi¢imindedir.

Sonug olarak (3.61) ve (3.62) anlatimlari, bize
s(t) = Es(t) (3.63)

degismez katsayilar iceren E dizeyli, sonsuz boyutlu, dogrusal ve bagdagik olan yoney
yapil siradan tiirevli denklemini yazmamiza olanak saglamaktadir. Yine Olasiliksal

Evrim Kurami’'ndan bildigimiz iizere bu denklemin bicimsel ¢oziimiinii
s(t) = e™®s(0) (3.64)

olarak yazabiliriz. s(0) ile anlatilan s(¢) yoneyinin baglangig degeridir. E dizeyi ¢oziimiin
ve devinimin niteligini, diger bir deyisle evrimini belirttigi icin “Evrim Dizeyi” diyoruz.
Ust altkesim Hessenberg yapisindaki Evrim Dizeyi, izgesel incelemeye ve kesme yak-

lagtiranlarini belirlemeye izin vermemektedir. Dolayisiyla Evrim Dizeyi’nin yapisinda
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iicgensellik aranmaktadir. Bu amacla m = k — 1 i¢in

k—1

E =) IWefOer?¢ty k=12 . (3.65)

j=0
£(0) katsayisinin sifirlandig1 yerlerde altkesim iicgensel yapiya kavusulur. Yani betimle-
yici iglevin agilim noktasinda sifirlanmasi gerekir. Bu durum her zaman gecerli olma-
yacagl icin yeni bilinmeyenler tanimlayarak uzay genisletim yardimiyla daha yiiksek
boyutta f(©) katsayisinin sifirlanmasini saglayacagiz. Boylece sistemimize iki yeni bilin-
meyen eklenerek dort baslangic kogullu dort bilinmeyenli bir acik yapili siradan tiirevli
denklem takimi olugacaktir. Boylece Olasiliksal Evrim Yaklagim yontemi altinda dort
betimleyici islevin de kesin sifirinin var oldugu dig iislii agiliminmi kullanabilecegiz ve
Evrim Dizeyi'nde iicgensel yapiya kavusacagiz. Ucgensel yapi nedeniyle dizeyin evrigi
varsa elde edilebilmesi, ayrica 6zdegerler ve 6zyoneylerin bulunmas: saglanacaktir.

Ik olarak dizeyin evriginin olma olasihgini inceleyelim. m = k icin
k—1
By = > I9gfWereta-b  p=12 (3.66)
=0
yazilir. £V evirtildikce her toplam da evirtilebilir. f1) bilinmeyenlerine gére betimle-
yici islevin Jacobiyen dizeyidir. Ayrica (), betimleyici islevlerin islevsel bagimsizligi
siirdiikce tekil olmamay1 da siirdiirecektir.

Ashnda Ey ;, altkesim 6gesinin sifir uzay 6zelliklerini anlamak i¢in toplamin evriginin
almmasi yerine izgesel inceleme yapmak daha dogru bir yontemdir. 1) katsayisimin
ozdegerlerini ve 6zyoneylerini sirasiyla A\j, Ay ve u;, uy ile gosterecek olursak Ej ;'nin
ozyoneyleri, dizeylerdeki Kronecker carpim kuramindan bilindigi iizere, k. dig carpim
icin bu 6zyoneylerin tiim olast birlesimleri séz konusudur ve 2¥ sayidadir. Bunun anlami
ise By ;'nin 6zdegerleri, toplam1 k olacak gekilde A\; ve Ao simgelerinin tiim dogrusal
birlesim katsayilarindan olugmaktadir. Eger Jacobiyen’in 6zdegerleri birbirleri ile evrik

imliyse bu dogrusal birlegimler sifirlanabilir. Bu durum Evrim Dizeyi'nin ana kdsegen

altkesim 6gelerinin evriltilememesi yani Evrim Dizeyi’nin evriltilememesi demektir.
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Bagal igleybilim (ing: classical mechanics) sorunlarimdan aliman, iki veya daha ¢ok
bilinmeyenli acik yapili siradan tiirevli denklemlerin baglangi¢ deger sorunlarinda diz-
genin yoriingesinin belirlenimi ¢ok 6nem kazanmaktadir. Ayrica betimleyici iglevler
bir tek sayil iglevin yonelegim (ing: gradient) 6geleri olarak ortaya gikar ve Jacobiyen
dizeyi bilinmeyenlerine gore sayil islevin Hess dizeyine doniigiir. Bu doniisiim bize baki-
sim Ozelligi kazandirir ve bakisundan dolay1 £7in gercel 6zdegerleri olur. Boylece arti
tanimlilik olmasi durumunda 6zelliklerinden yararlanilabilir.

Diger 6énemli bir konu da bilinmeyenlerine gére tiim betimleyici iglevlerin en ¢ok
ikinci dereceden cokcokterimli olmalaridir, yani ikinci dereceliliktir. Ikinci derecelilikte
asil kolaylagtirim aslinda Evrim Dizeyi iizerinde en cok ii¢ sifirlanmayan altkesim koge-
genli yapiya ge¢cmektir. Eger bu yap1 iiggensellik ile birlikte saglanirsa altkesim kégegen-

lilik bize 6zyinelemelerle kesme yaklagtiranlarinin belirlenimine kolaylik getirecektir.

3.4. Olasiliksal Evrim Yaklasim Yonteminin Van der Pol Denk-

lemine Uygulanmasi

(3.31) denklemi ile Van der Pol denklemi birinci kerteden ii¢ boyutlu bir siradan
tiirevli denklem takimina doniistiiriilmiistii. 3.3 boliimiinde sézedilen birinci kerteden
iki bilinmeyenli siradan tiirevli denklem takimina Olasiliksal Evrim Yaklasim yonte-
minin uygulanmasini taban alarak ve bu boliimde iki bilinmeyen yerine ii¢ bilinmeyen
gbzoniine alinarak devam edilecektir. Burada 6nemli olan denklem sayist degil bilinme-
yen sayisidir. Yani ii¢ tane denklemden daha cok denklem de var olabilirdi, degisen tek
sey bu dizge i¢in yazlacak olan betikleme (ing: scripting) veya uzig (ing: algorithm)
daha karmagik olurdu.

3.3 boliimiinde atilan adimlara kogut olarak oncelikle Olasiliksal Evrim Yaklagimi
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icin tanimlamalar yapmaliyiz. (3.31) denklemi goézoniine alinarak

fl (CL’,y,Ul) = W (l‘— 1xul _y>

3
fa(eyu) = -
T,y,u = -
2 1 [
1

vazilir. fi,fs ve f3 islevleri sag yan betimleyici iglevlerdir. Boylece Taylor toplamdizisine

acilacak f(t) yoneysel 6gesini

p(z = 3eu —y)

£(t) = Ly (3.68)

i 21 (u1 — %u% — xy) 1oy

biciminde yazabiliriz. Aslinda Taylor acilimini Kronecker iislii toplamdizisi olarak ya-
zacagiz. Daha sonra agilim yeniden belirtilecektir. Takimimiz ii¢ bilinmeyenli olacagi

icin dizge yoneyi de

xr — .I'Y)
Uy — ZE:(;)
L 4 3x1

3 x 1 boyutlu bir ydney olacaktir. Yine ii¢ bilinmeyenli bir dizge oldugundan, z\"”, z{"

ve mgr) Taylor agiliminin yapildig konaclar: (ing: coordinate) simgelemek iizere

x() = | 4 (3.70)

L 4 3x1

iic actlim noktasin belirten x") yoneyi yazilir. Acihm konumunu belirten x") yoneyi
bu an i¢in tanimlanmayacak olup elde edilen uygun sonuclar en genel durumuyla bira-

kilacaktir.
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Uc boyutlu dizgemiz ikinci dereceden siradan tiirevli denklemlerden olugtugu i¢in

belirlenmesi gereken £, f() ve £f2) Kronecker iislii katsayilaridir. Bunun nedeni de

(I =3,4,...) degerleri icin f) katsayilarinin sifirlanacak olusudur. f(© katsayisi icin

u (:cY)

1,..(r)

3

(r)

I

— 10ag) — af))

— &y Lo

2
2u(x§’—§(x§,)) (r) (")

)

- 3x1

(3.71)

3x 1 boyutlu yéneyi yazilir. Burada f(t) yoneyinde bilinmeyen degiskenler yerine agilim

konumu bilegenlerinin degerleri yazilarak s’nin 0. Kronecker iisliisiiniin katsayis1 olan

£ hesaplanir. f icin

[ 2" o (1)
K 1— 3 —H —37T3
-9 (r) ) (r) (1 _ 2 (T’)>
] pi pay” p 39 ) |,

3 x 3 boyutlu dizeyi yazilir. Yani f(¢) yoneyinin her bir 6gesinin ii¢ bilinmeyene gore
tiirevi alinir ve ilgili bilinmeyenler yerine yine agilim konumundaki bilegenlerin degerleri
yazilarak f(!) belirlenir.

Benzer sekilde £? icin

(3.73)

0 —2u 0 —2u 00 0 0 —2

3%x9

3 x 9 boyutlu dizeyi yazilir. Burada da f(¢) yoneyinin yine her bir 6gesinin ii¢ bilin-
meyene gore sirayla ikinci kerteden tiirevi alinir ve acilim konumundaki bilegenlerin
degerlerinin ilgili bilinmeyenlerde yerine konulmasiyla f(® katsayisi belirlenir.

Simdi Kronecker iislii toplamdizisi agilimindaki s'nin Kronecker f{isliilerini belir-
leyelim. Dig ¢arpim olarak burada Kronecker ¢arpimini kullandigimizdan dolayr £(¢)

yoneyini Kronecker iislii toplamdizisine agiyoruz. Kronecker ¢arpiminin tanimini (3.45)
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esitligi ile yapmistik. Bu tanim 1giginda
s¥0 =1 (3.74)

uylagimi yazilir. Bunun nedeni de, s’nin 0. Kronecker {isliisiinii her zaman 1 olarak
ongormiis olmamizdair.

s®! degerini belirleyecek olursak

T — xﬁ")
S®1 = Yy — l'g") (375)
u — i)
L 4 3x1

3 x 1 tiirlinde yoney esitligi yazilir. s’'nin 1. Kronecker iisliisiiniin 6ziine yani dizge
yoneyine egit oldugunu sdylemistik.

Devam edecek olursak s®? icin

®2 _ (3.76)

| (=) (=) ],

9 6geli yoneyi yazilir. %2 yoneyi de s’nin dgelerinin karigik carpimlarmdan olusmakta-
dir. (I = 3,4,...) degerleri icin f) katsayilan sifirlandigindan s®' degerlerini belirlemeye
gerek yoktur.

Animsayacak olursak Evrim Dizeyi’nin en genel bicimi {ist Hessenberg yapisindaydi.

Ancak cestli dizey cebiri belirlenimlerinde karsilasilan zorluklar nedeniyle ii¢gensel ya-
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piya gecmek egilimindeydik. Ucgensel yapiya gecebilmek icin asal késegenin bir altin-
daki kogegenin sifirlanmasi gerekir. Bu durum ancak betimleyici iglevin acilim nokta-
sinda sifirlanmasiyla elde edilir. Van der Pol denkleminin {i¢ boyutlu duruma getirilmig
yapisina bakacak olursak (z,y,u;) = (0,0, 0) noktasinda sag yan iglevleri sifirlanmakta-
dir. Dolayisiyla <a:§r), 2", mgr)) agilim noktasi da (0, 0, 0) segilecek olursa (yani baglan-
gic (ing: origin) noktasinda) £(©) sifirlanir. Dolayisiyla asal kdsegenin altindaki kégegen
sifirlanir ve Evrim Dizeyi iist iicgensel yapiya biiriinmiis olur.
Bu bilgiler 1g1ginda f(¢) yoneyini Kronecker iislii toplamdizisine agacak olursak
f(t) = i fkIg®k — £0g80 4 gl 4 £2)g®2 4 . (3.77)
k=0

esitligini elde ederiz. Taban takimi olarak aldigimiz s®* anlatimim tiirevleyimle

00 k—1
d . ,
- [s%%] =8, = § 197 @ fm=h+l) @ [@k—i=1) | g&m k=1,2,... (3.78)
m=0 | j=0

ve bunun da kullanimiyla Evrim Dizeyi'nin altkesim bi¢imindeki 6gelerini

k—1
Eppn=» I9@fm 0 getib fm=012,.. (3.79)

§=0
yapisinda buluruz.

Evrim Dizeyi'ni en genel durumda altkesim 6geler tiiriinden yazacak olursak

0 0 0 0

Eiop Eix Eio 0

=
Il

(3.80)
0 Eoi1 Ess Egj

esitligini elde ederiz. Evrim Dizeyi'nin (3.79) esitligi ile belirleyebildigimiz altkesim

ogelerinin birkacini tek tek yazacak olursak
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120 @ £O @ 1®0 = £O)
@ fV @190 = £

I®0 ® f(2) ® 20 — f(2)

]3271 — I®O ® f(O) ® I®1 + I®1 ® f(O) ® I®0

E2’2 — I®O ® f(l) ® I®l + I®l ® f(l) ® I®0

Eys = I®"@fP@I1® 19 @ f® g 1% (3.81)
degerlerini elde ederiz. Sirasiyla E; o 6gesi
0
E,, = 0 (3.82)
0
L 4 3x1
ashinda bir 0 yoneyidir. E ; ise
po—p 0
E171 = i 0 0 (383)
0 0 2u
L 4 3%x3
yapisinda bir dizeydir. E 5 agik olarak
o 0 - 0 00 -50 0
E2=|0 0 0 0 00 0 0 0 (3.84)

0 —2¢ 0 —24 00 0 0 —2%
L 4 3%x9

yapisinda yazilabilir. Ey ; ise
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Ey; = 0 0 0 (3-85)

- - 9x3
diger bir deyisle, bir 0 dizeyidir. Es 5, ise

2 —pu 0 —p 0 0 0 0 0

% u 0 0 —p 0 0 0 0
0 0 3z 0 0 —p 0 0 0
L0 0 p o —p 0 0 0 0
Ep=1 0 L 0o L 0o 0 0 0 0 (3.86)
0 0 4 0 0 22 0 0 0

e}
e}
e}
e}
e}
e}
S EI=
<
S

- - 9x9

seklinde belirlenen bir dizeydir.

Evrim Dizeyi’nin buraya kadar belirlenen altkesim 6gelerine bakilacak olursa asal
kosegenin altinda kalan kdgegene ait altkesim &geler ya O yoneyi ya da O dizeyidir.
Yani asal kogegenin altinda kalan kogegen sifirlanmigtir. Dolayisiyla Evrim Dizeyi’nin

iist licgensel yapisini
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(3.87)

e3
Il

anlatim ile verebiliriz.

(3.87) ile belirlenmis olan dizeyi, E dizeyimizin 13 x 13 boyutunda “Kesilmig Evrim
Dizeyi” olarak adlandirabiliriz. Sonlu boyutlu Kesilmis Evrim Dizeyi'nin 6zdegerlerini
belirleyebilmek icin Mathematica ile buyrukdizileyim (programlama) gergeklegtirilmis-

tir. Bu dizeyin 6zdegerlerini E yoneyinin bilegsenleri olarak gosterirsek

o=
VRS
(@2
=
+
|
N
+
=
(¢
N—

N |—=
N
Ot
=
+
|
=~
+
=
[\
N—

13x1
yapisina ulagiriz.

(3.88) ile 3 x 3 boyutlu Kesilmig Evrim Dizeyi'nin 6zdegerlerini belirlemis olmamiza,

kargin, Evrim Dizeyi’nin tiim 6zdegerlerini belirlemek zor degil. Bu amacla Evrim Di-
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zeyi'nin ana kogegendeki altkesim 6gelerini gozoniinde bulundurmak yeterli olacaktir.
(3.79) esitliginde m = k secilerek,
k—1
Ep=) I¥efUer¢tu k=12 . (3.89)
j=0
yapisi elde edilir. Burada (), E; ; ile eslesen 3 x 3 boyutlu bir dizeydir. £ dizeyinin
ozdegerlerini o, @y, @5 ile zytneylerini ise ¢, @, @4 ile gosterecek olursak, Ey ;, altke-
sim Ggelerinin 6zdegerlerinin bu {i¢ eksi olmayan tamsay1 6zdegerin dogrusal birlegimi

oldugunu gostermek hi¢ de zor degildir. Ayrica, Ej altkesim 6gelerinin 6zyoneyleri,

bu ii¢ 6zyoneyin Kronecker carpimina denk diiser. £V dizeyinin 6zyoneylerini

Y1 = 2”7
1
Py = §<u+\/u“’—4)
1
Py = 5(#—Vu2—4) (3.90)

ile gbsterebiliriz. Bu bilgiler dogrultusunda Kesilmis Evrim Dizeyi’nin 6zyéneylerini
yeniden Mathematica ile buyrukdizileyim gerceklestirerek bulabiliriz. 13 x 13 boyutlu

dizey bi¢imindeki 6zyoneyleri daha derli toplu yazabilmek icin asagidaki kisaltmalar

vapilmustir:
A = —p+/pu2—4
B = p++pu2—4
C = —2u++/p2—4
D = 2u++/12—4
E = —Su++/pu2—4
F = bu+/p2—4

K = —2p+p' —pi?/p? -4
L = =22 +p*+ /2 —4 (3.91)
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Bu kisaltmalar: kullanarak Kesilmig Evrim Dizeyi'nin 6zyoneylerini E,, dizeyinin 6geleri

olarak

10 0 0 0 0 0 0 00 0 00

0 0 0 2u? w2 12 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ~1 0 1 00 0 00

0 0 0 1 0 0 0 0 00 0 00

0o 0 0 -2 0 0 0 o 00 0 0 1

0 —ipa 1 0 0 0 0 0 00 0 00
E.=10 o 0 —224 lx —lya 0 —lpA 1 0 0 0 0 (3.92)

0 4B .4 0 0 0 0 0 0 0 —iuAa 1 0

0o &if A 0 0 0 -wd 0 01 0 00

0 IuB 1 0 0 0 0 0 00 0 00

0 0 0o —2u?8 1L iuB 0 iuB 1.0 0 0 0

o &8 __BS 0 0 0 0 0 00 iuBb 1 0

o &8 __B 0 0 0 iuB 0 01 0 00

L - 13x13

yvapisinda elde ederiz. Bu dizeye bakarak p = 2 seciminin 6zel bir durum oldugunu
soyleyebiliriz. (3.91) kisaltmalarini gézoniinde bulundurarak g = 2 durumunda kokiin
ici sifirlanacak ve dizeyin tiim &6geleri gergel ifadelerden olusacaktir. p # 2 durumunda
ise koklii sayidan dolay1 dizey karmasgik 6geler de igerecektir.

Simdi 6zel olarak iki kosegenli yapisi olan Evrim Dizeyi icin kesme yaklagtiranlar

belirlenecektir.
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3.5. Iki Kosegenli Evrim Dizeyleri icin Kesme Yaklagtiranlar:
Belirlenimi

Bu boliimde Evrim Dizeyi'nin 6zel durumu olan iki kogegenli bigimini [17, 19]
inceleyecegiz. Bu durumu en genel yapida anlatabilmek igin (3.4) esitligi ile olugturdu-
gumuz yapi lizerine kisitlama getirmemiz gerekir. Eger bu esitlikteki f; katsayilarindan
yalnizca herhangi ikisi sifirdan farkli bir degere sahip, digerleri ise sifir olursa Evrim
Dizeyi iki kosegenli yapiya biiriiniir. Ancak Evrim Dizeyi'nin asal kégsegeninin dolu ol-
mas1 yeglendiginden f; katsayisiin sifirdan farkli olmasi gerekir. Ikinci olarak fi,i1
katsayisini sifirdan degisik secerek asal kogegenden m késegen uzaklikta bir kdsegen
yaratmig oluruz. Boylece Evrim Dizeyi’'nin iki késegenli bicimini genellegtirmisg oluruz.
Ornegin m degeri 1 secilerek yalnizca asal kosegen ve bir iistteki kogsegeni dolu olan bir
Evrim Dizeyi olusturulur, m degeri 2 segilerek asal kdsegen ile onun iki iistteki koge-
geni dolu olan bir Evrim Dizeyi olugturulur. Benzer secimlerle {ist ii¢gensel yapida iki

kogsegenli Evrim Dizeyleri olusturulabilir. Tki kosegenli bu yapiy1 en genel durumda

.Tk(t> =k [f1$k<t) -+ fm+1xk+m(t)] y fl, fm—H # 0, ]{7, m = 0, 1, 2, (393)

ile anlatirnz. Bu egitligi bagintilandiracak olursak

To oo o o0 ---0 0 0 0 e T
i 0 fi 0 0 -0 foua O 0o - 7
jﬂ'g = 0 0 2f1 0 - 0 0 2fm+1 0 s )
i]g 0 0 0 3f1 - 0 0 0 3fm+1 cee T3
(3.94)

esitligini yazabiliriz. (3.94) esitligindeki dizeyin dolu kogegenleri olan asal kdsegen ve m
kogegen uzakliktaki kosegen sifirdan degisik f; ve f,,.1 sayil katsayilarini icermektedir.
f(z) betimleyici islevi fi (z — ") + fri1 (z — x(’”))mH anlatimli bir ¢okterimli (ing:
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polynomial) yapisindadir. Bu ¢okterimli yapisindaki betimleyici iglevin sifirlarindan
biri #("’de, diger sifirlari ise gercel eksendeki # = (") zekli (merkezli), \fl/fmﬂll/m
yaricapli cemberin iizerine esit acili araliklarla yerlegmistir.

(3.94) denklemi ile verilen sonsuz boyutlu yoney esitliginin elimizde oluguna kar-
sin, (3.93) esitligindeki gibi 6zyineli siradan tiirevli denklem yapisi, daha 6zel nitelikli
oldugundan, yeglenebilir. Aslinda bu 6zyineleme uygun tanimlamalar yapilarak alt 6z-
yinelemelere boliinebilir. Asil amacimiz zq(t) ¢oziimiini bulmak oldugundan (3.93)

esitliginde tiim £ degerleri yerine mk + 1 yazilir ve

Emp1(t) = (mk+1) [fizmes1 () + Frs1Zmesn+1(t)]

fisfmsr 20, k=0,1,2,... (3.95)

sonsuz saylilabilir sayida denklem elde edilir. Bu, siradan tiirevli bir 6zyineleyimdir.
Siradan tiirevli iglecler (operatorler), ¢ok 6zel kisitlayimlar olmadikga, boyca sonsuza
gidebilen niteliktedirler. Sonsuzluktan kaginmak i¢in bu 6zyineleyimlerden siradan tii-
revli islecleri gidermekte yarar vardir. Bu yapilirsa tiimlev iglecleri (ing: integral opera-
tor) goriinebilir. Ama, onlarin tiimlevlenenleri tekillik icermedikge, isle¢ boylari sonlu
kalir. Bu da igleri kolaylagtiran bir olgudur. Boylece, ilk olarak x,,.41(t) igin ¢6ziim
arayacagiz. Bu yiizden, x,,41(t) bilinmeyenine gore kolay bir siradan tiirevli denklem

yapili anlatimi ¢ézebilmek icin

Tt (t) = Tyni1 (0)e™F DI 4 Ty (2), k=0,1,2,.. (3.96)

esitligine ulagiriz. (3.96) esitliginin sag yanindaki ikinci terimi
t
Ikil?m(/c+1)+1(t) = (mk + ]-)fm+1 / dTe(mkH)ﬁ(t_T)xm(k+1)+1(7')>
0
k=0,1,2,.. (3.97)

olarak agik bicimde yazabiliriz. (3.11) esitliginde belirtildigi gibi ,,41(t) i¢in,

Tpps1 (0) = (@ — 2™k =0,1,2,.. (3.98)
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baglangic kogulunu yazabiliriz. Bu bilgiler 1g1ginda (3.96) esitligini

mk+1

Tmp1(t) = (a — :c(r)) e(mk+ it 4 Tipmet1)41 (1), k=0,1,2,... (3.99)

yapisinda yeniden yazabiliriz. Boylece asil amacimiz olan x4 (t) ¢6ziimiinii, £ = 0 se¢imi
i¢in
ZL’l(t) = (CL — J](T)) eflt + I()C(]m+1<t>

= (a — x(T)) et + 7, (a — :10(7"))mJrl emt DAt 4 ToT1xom 41 (t)

= (a—aM)eM + ZIO...IJ- (a— x(r))(j—&-l)m—&-l elUHm+At (3.100)
=0

yapisinda elde ederiz. Bu ¢oziim aslinda Olasiliksal Evrim Denklemi’nin ikinci 6gesini
betimler. (3.100) esitligindeki {igiincii anlatim ise, tek bir deger olarak belirlenebilirse,

kesin sonucu verir. Bu amacla sonsuz toplamin genel terimini belirleyebilmek icin

t
Ije[(j-l-l)m-l-l}ﬁt _ (jm+1)fm+le[jm+l]f1t/ d,]_emfu'
0

= (jm A+ 1) frpgrel/ I i (3.101)
mf1

ilk verilen Z; tiimlev iglecini kullanacagiz. Genel terimi belirleyebilmek adina aym an-

latima yeniden tiimlev iglecini uygulayacagiz. Boylece,

) 2 A mfit _ q 2
T. TelGtm+ilfit 1 1 1 M [G=Dm+1lft (&7 2
j—144€ (jm+1)((G—-m+1) o1 © m
. m 2
_ _PU+t+g) 3H46Hﬂ4—®m+ﬂﬁt i1 (3.102)
N(j+1++-2) 2 ]

esitligine ulagiriz. Bu yoldan ilerleyerek,

y 1 k mfit k
T por Tyl GrOmetlne PO+ 5) o (Ger-bme i (e - 1)
1

D(j+1+=—k) k! f
(3.103)

ve sonuc olarak

Tp.. LelUtm+ilit - — LU AL 5 fo et (& . (3.104)
’ () G+ h

m
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genel anlatimini elde ederiz. Yukarida belirtilen I ile Gama islevi simgelenmektedir. Tki
Gama iglevinin oranini Pochhammer simgesi ile anlatabiliriz. Pochhammer simgesinin

[17,19] tanimi bilimsel yazinda

r
(@)= ala+1)(atn—1)= (;‘(*a‘)”) (3.105)
olarak yapilir. Bu tanim araciligi ile Gama iglevlerinin oranini
T(j+1+2L 1
M - (_) (3.106)
F( m ) m Jj+1

olarak yazabiliriz. Bu bilgiler 1181 altinda (3.104) esitligini

1 m j+1
Tp...LyelUtm+ilht - (l) f’zj“ et (—e flt_l)j (3.107)

diye de yazabiliriz.
Sonug olarak belirlemek istedigimiz genel anlatimi elde etmis olduk. Boylece (3.100)

esitligindeki 1 (¢) terimini

1 fil (j+1)m+1 emfit _ 1\
nt) = (a—20)elt + < ) —mtl_ (g — g™ et | ————
( Z i (] + 1) ( ) fl
(1N f mj (emflt — 1)j
_ (M) ofit m+1 (r)\™
= (a—2")e — ) = (a—x -
( ) Z (m)j J! ( ) S

j=0
! frr1 (@ —a™)" (emffi) ) (3.108)

— — (MY fit -
= (CL T )ellF()(m

biitiinciil yapisinda yeniden anlatabiliriz. (3.108) esitligindeki 1 Fj ile Genellegtirilmisg
Askinuzamcil Islevler’in (ing: Generalized Hypergeometric Functions) [17,19] 6zel bir

durumudur. Bu iglev tek degiskenlidir, iglevin degigkeni ise 1/m dir.

3.6. Kesme Yaklagtiranlarinin Yakinsaklig: ve Niteligi

1Fp islevinin degeri degiskenin bazi degerlerine gore ¢oziimciil olarak belirlenebilir.
Cozlimciilliige her zaman ulagamayabilecegimizden burada bu konu iizerinde durulma-

yacaktir. Aslinda (3.108) ile yeniden vurgulanan toplamdizi, yaklagim kurami agisindan
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daha 6nemlidir. Ustelik bu toplamdizinin yakinsamasi ile ilgili bilgi elde bulunmakta
ve yakinsamadan dogan yanilg1 da denetlenebilecektir [17,19].

(3.100) ile elde edilen ¢6ziim tizerinde kesme yaparak
#0(1) = (a— D) + 3 T Ty (a — ™) T lGromnal(3109)
=0

esitligini kolayca yazabiliriz. Yeniden iirettigimiz (3.108) esitligindeki ikinci anlatimi

gbzoOniine alarak yukarida yapilan kesmeyi

xﬁ’” (t)=(a— x(r)) ef1t 4 Z (%)
=0

yapisinda elde edebiliriz.

emf1t _ 1

fj oy J
”j?'“ (a — ™)™ (f_) (3.110)
: 1

J

(3.108) esitligindeki toplamdizi agagidaki kosul altinda yakinsamaktadir. Bir yakin-

saklik diizey sinayimi olarak bu kogulu séyle yazabiliriz.

f”}‘” (a _ x(r))m (emflt _ 1) <1 (3.111)

Tam bu noktada kararlilik konusu 6ne ¢ikmaktadir. Kararlihigh denetleyen tek o6lgiit
f1’in degeridir. ¢t sonsuza gittiginde ¢oziimiin davranigini etkileyecektir. Eger f; eksi
deger alirsa, fit'nin iistel iglevi tiim eksi olmayan zaman durumlar: i¢in 1 ile sinirh

olacaktir. Dolaysiyla, (3.111) esitligini

S (a— 2™ (emht —1)| < fmt1 (a—2™)"| <1, te[0,00), fi<0

fi fi
(3.112)
diye yeniden yazabiliriz. Ortadaki anlatimi gézéniinde bulundurarak
1
la— 20| < fil S A<0 (3.113)

esitsizligini yazabiliriz. Sag yandaki anlatim asil siradan tiirevli denklemin betimleyici
islevi olan f(x) ile eksiksiz bir bigimde belirlenebilir. f(z)’'in agik bi¢imini

m+1

f@) = fi(z— x(")) + frn1 (2 — xm) (3.114)
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olarak yazmugtik. f(z)’in sifirlarindan biri gercel eksen iizerindeki (") noktasinda, diger
sifirlart ise gercel eksendeki x = ") Bzekli, \fl/me]l/m yarigapl ¢emberin iizerine
esit agili araliklarla yerlegmistir. (3.113) esitligi ashinda a baglangic degeri iizerinde bir
kisit getirmektedir. Yani bu noktanmn gercel eksendeki x = x(" &zekli, |f;/ fm+1|1/ "
yaricapli cember i¢inde bir nokta olmasi gerekmektedir. Diger bir deyisle, betimleyici
iglevin bir sifirinda olugturulan Olasiliksal Evrim Denklemleri'nin toplamdizi ¢oziimi,
verilen baglangi¢c noktasinin yukarida soézedilen teker icinde oldugu siirece yakinsadigini
sOyleyebiliriz. Yani betimleyici iglevin en yakin sifir1 yakinsakligi belirleyen asil 6lgiittiir.

Eger f, sifir veya art1 degerler alirsa dizge kararsiz bir yapida olur ve fit’nin iistel
islevinin siirsiz biiyiimesi, tiim zaman durumlarinda yakinsama icin ¢oziime izin ver-
mez. Yakinsama yalnizca sol yandan ¢ = 0 ile sinirh bir zaman araliginda gozlenebilir.

Bu durumu goz éniinde bulundurarak (3.111) esitsizligini

fm+1 (CL . x(r))m (emflT o 1) < 17

Jm+ (a— )™ (emht — 1)‘ <

fi fi
f1>0, te[0,T] (3.115)
olarak yeniden yazabiliriz ve
1
la— 2| <‘ fll ClemtT o Tm L fi>0, te[0,T]  (3.116)
m+

elde ederiz. Bu egitsizlik yakinsakhigin [0, T'] ile belirtilen zaman arahgimin biiyiikliigiine
bagli oldugunu anlatir. % In 2 sayilindan biiyiik tiim 7" degerleri i¢in yakinsaklik tekeri
kiiciiliir. T sonsuza tekdiize (monoton) giderken bu yakinsaklik tekeri gittikge kiigiilerek
bir ve sonunda yalnizca bir nokta olacaktir. Bu kiiciilmenin diizeyi f;’e baghdir. Daha
biiylik f; degerleri, daha kiiciik yakinsama tekerleri demektir. En kii¢iik daralmanin
diizeyi dogaldir ki f;’in sifirdaki degeridir.

Bu coziimleyim amacimiz icin yeterli olacaktir. Yeniden vurgulamak gerekirse, en
onemli nokta, kesme yaklagtiranlarinin niteligi zaman araliginin uzunluguna ve karar-

lihk durumunda f;’in degerine baghdar.
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(3.108) ve (3.110) esitliklerinden yararlanarak

n(t) =@ < |(a—at)|[e
2 |G),

| fmsal’ [(a— 2|

()
S

T
Jj=n+1 J:
(3.117)
esitsizligini yazabiliriz. Bu egitsizlikte, 6zenle bakarsak,
(),
—2 <1 (3.118)
7!

kogulunu goézlemleyebiliriz. Bu kogul bize (3.117) egitsizligini

J

0 =a0] < |@=a) ] 3 il |(a =)

. <emf1t o 1)
Pt fi

n m(n mflt_l
= [ e o ffa =" | (=)

(?) H (3.119)

yeniden yazdirir. (3.119) esitsizliginin en sag yanindaki terim yapilan kesmeden kay-

n+1

|1 tmalla =)

naklanan yanilg: icin iist sinir gostermektedir. Bu bagint1 yakinsaklik incelemesi i¢in

iyi bir anlatimdair.

3.7. Uygulama

Bu béliimde simdiye kadar sozedilen tiim olgular1 kesin aciklayici uygulamalarla
destekleyecegiz. Yukarida sozedildigi gibi xq(t) islevi, xﬁ”) (t) kesme yaklagtiranlariyla
belirlenebilirdi. Bu yaklagtiranlarin zamana baghligi asil analitik ¢éziimiin zamana bagh
davranigt ile kargilagtirilabilir.

Sekil 3.1.’de z4(t) i¢in belirlenen 4 farkh kesme yaklagtiraninin zamana baghhg
ile aym1 zaman araligindaki kesin ¢oziimiiniin karsilagtirilmas: gosterilmektedir. Bu uy-

gulamalarda a basglangic degeri icin 0.4 degeri secilmigtir. Bu se¢imin nedeni baglangig

degerinin yakinsaklik tekeri icinde kalmasidir. Eger yakinsama bekleniyorsa yakinsaklik
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bélgesi olan bu teker icinde calismak gerekecektir. Ayrica () =0, fi = =2 ve fo, = 4
secilmigtir. f; katsayisini eksi segmemizin nedeni, bir énceki boliimde belirttigimiz gibi,
fit’nin istel islevinin tiim eksi olmayan zaman durumlar: i¢in 1 ile sinirli olmasidir.
Ayrica baglangic degerinin « = z(") 6zekli, | f,/ fm+1|1/ " yaricaplh cember icinde icinde

olabilmesi icin fy’nin de bu kogula uygun se¢imi s6z konusudur. Buradaki se¢im bu

1

kogullan saglamakta, a = 0.4 baglangic degeri (O, 5) cemberi i¢ginde kalmaktadir.

x1(t)

Sekil 3.1. — a = 0.4 baslangi¢ degeri i¢in (n = 0,1,2,5) kesme boyutlu x(t) ile z(t)

kesin ¢6ziim egrisi

Ote yandan Sekil 3.2., her bir kesme yaklastiraninin kesme diizeyi 5 olan farkh
baglangic degerli egriler ile kesin ¢oziimleri karsilagtirmaktadir. G6zoniine alinan tiim
baglangic degerleri elbette yakinsaklik tekeri icinde kalacaktir. Sekil 3.1.’de oldugu gibi

yine (") =0, fi = —2 ve f, = 4 secilmistir.
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x1(t) ve Kesin Coziim R
u._‘a = xit),a=02
- xitha=03
== xyit), a=04
i —  x[t],a=0.1
—  x[t], a=0.2
= —  xft],a=03
x[t], a=0.4

0o 0.5 10 15 20 15 3.0 t

Sekil 3.2. — Kesme derecesi n = 5 ve yakinsaklik tekeri i¢indeki a = 0.1,0.2,0.3,0.4

baglangic degerleri igin kesin ¢oziim ile z1(t) kesme yaklagtiranlar:

Sekil 3.1. ve Sekil 3.2.’den de goriilebilecegi gibi kesme yaklagtiranlarinda hizli bir
yakinsama vardir. n = 5 gibi kii¢iik bir kesimde bile neredeyse kesin ¢6ziim ile ayni
egri yakalanmigtir. Ashinda n = 3,4 kesimlerinde de kesin ¢6ziime ¢ok yakimn egriler
elde edilmigtir. Yakinsamanin bu denli etkili olmasinin sebebini baglangi¢ degerinin
yakinsaklik tekeri iginde kalmas: veya betimleyici iglevin sifirinin civarinda (yakinsaklhk
kogullarim1 goézoniine alarak) ¢aligmamiz olarak sdyleyebiliriz.

Ayrica belirtmek gerekir ki tiim bu yapilar asal kogegen ve iistiindeki kogegeni ice-
ren iki kosegenli bir dizey icin incelendiginden f; ve fo katsayilari secilmistir. Eger
aralarinda m kogsegen fark olan bir Evrim Dizeyi incelenseydi, f; katsayisi ile f,,11

katsayilarinin secimi so6z konusu olacakti.
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Sekil 3.3. ve Sekil 3.4. de benzer diisiinceyle x5(¢) kesme yaklagtiran icin olug-
turulmugtur. Ancak z,(¢) igin kesme yaklagtiranlarinin niteliginin x;(¢) icin olanlar
diizeyinde iyi olmadig1 hemen gozlenmektedir. Yine de n = 5 kesme diizeyinde oldukca
iyi bir yakinsama goézlenebilmektedir. Burada iki kdsegenli yapinin kolay durumu olan
yani asal kogegeni ve bir iistiindeki kdsegeni dolu olan Evrim Dizeyi ile ¢alistigimizdan

dolayr m = 1 alacagiz. Bu 6ngoriim ile xo(t) iglevinin ¢éziimeiil anlatimim

ro(t) = (a— 2flti 1) (a— 2 (eﬁtfl—l)j (3.120)
7=0

olarak yazabiliriz. (3.120) esitligindeki diger bilinenler z;(t) kesme yaklagtiranin bili-
nenleriyle ayn tutulmustur, yine 2" = 0, f; = —2 ve f, = 4 secimleri séz konusudur.

Simdi sirasiyla Sekil 3.3. ve Sekil 3.4.71 artik belirleyebiliriz.

x2(t)
""" n=0
(4]
1S - by = n=1
WA _ i
l_‘ .\
. -" \
R T waw s
& ‘I‘ \ '\“
Yo B
. " —_— x(t)
. A" ‘1‘
a "1 M “‘
0.0s T S

Sekil 3.3. — a = 0.4 baglangi¢ degeri i¢in (n = 0,1,2,5) kesme boyutlu z5(t) ile x(¢)

kesin ¢oziim egrisi
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X, (t) ve Kesin Coziim

015

010 -

005

Sekil 3.4. — Kesme derecesi n = 5 ve yakinsaklik tekeri icindeki @ = 0.1,0.2,0.3,0.4

X3 (t),a=0.1
x(t),a=02
x3(t),a=0.3
(1), a=0.4
x[t], a=0.1
x[t], a=0.2
x[t], a=0.3

x[t], a=0.4

_____
-----

baglangic degerleri igin kesin ¢oztim ile z5(t) kesme yaklagtiranlar:

Bu kesimde, kesme yaklagtiranlarinin sayisal duyarhk ve nitelik acisindan nasil bir
etkinlik sergiledigi, sayisal uygulayimlar sonuclarinin ¢izimleriyle gosterilmeye caligil-
migtir. Sonuclar, yakinsaklik tekeri 6zegine yaklasildikca yakinsayimin ivmelendigi ve,
dolayisiyla, yaklagtirim niteliginin yiikseldigi savini desteklemektedir. Baslangi¢ degeri-
nin 6zekten uzaklagip yakinsaklik cemberine yaklagimi durumunda ise hem yakinsayim
yavaglamakta, hem de buna bagimh olarak, yaklagtirim niteliginde diigme s6z konusu

olmaktadir. Sonug olarak, sayisal uygulayim sonuclari, kuramsal beklentileri kargilar

niteliktedirler.
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3.8. Asil Siradan Tiirevli Denklemin Baslangic Deger Sorunu-
nun Kesin Coziimii

Tek bilinmeyenli siradan tiirevli denklemler ilkesel olarak degiskenlere ayirim yon-
temi kullanilarak ¢oziilebilir. Bu yontem gercevesinde atacagimiz adimlardan kisaca
sozetmek gerekirse, bu yontem araciligi ile bilinmeyen degiskene gore alinan tiimlev
(3.122) ile belirtilecek ve zamana egit oldugu gozlemlenecektir. Daha sonra bir iglevin
evrigi ve tlimlevin yakinsakligina bagimliligi séz konusu olacaktur.

Simdi aralarinda m kogegen fark olan iki kogegenli Evrim Dizeyi'ni betimleyen asil

siradan tiirevli denklemimize odaklanalim. Bu yapiy1
i(t) = fir + fo2™™,  z(0)=a (3.121)

ile betimliyorduk. Burada gozlemleyebildigimiz gibi betimleyici iglevin sifirlarindan biri

0 noktasinda oldugundan ¢oziimleme yapmaya yardimci olmaktadir. Dolayisiyla

/a FE+ fonnet ! (3.122)

seklinde degigskenlerine ayirim yontemini kolayca uygulayabiliriz. Basit bir uzbilimsel

islem ile
T d / fm+1£m 1
d = fit 3.123
[ -] e (3:129)
elde edebiliriz. Daha acik bir bicimde yazmak adina elde edilen tiimlevler alinir ve
x J1+ fma™
In (—) —1 (—) = fit 3.124
a J1+ fmrz™ S ( )
esitligi gozlenir. Bu egitlik araciligi ile
ot (3.125)
Ji+ fomx™  fi 4 fmira™ '
esdegerliligi gerceklenir. (3.125) esitliginden x(t) iglevinin gercek koklerini
z(t) = ae' |1 - 1 a™ (e™Nt — 1) " (3.126)

h
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olarak belirleyebiliriz. Ikinci bir 6ge ise bu esitlik ile ; Fy Genellestirilmis Askinuzameil
Islevi'nin acik yapili ¢coziimeiil anlatimidir. Dolayisiyla Olasiliksal Evrim Denklemi’nin

¢Oziimii (3.126) ile tiretilebilir.

3.9. Van der Pol Denklemi i¢in Tek Yonlii Yar:1 Coziimciil Uza-

nim

Bu ana dek yaptigimiz incelemeler sonucunda soyleyebiliriz ki kesme yaklagtiran-
larmin yakinsakligl yalnizca Evrim Dizeyi'nce belirlenmemektedir. Baslangic verisi ya-
kinsaklik konusunda 6nemli bir gérev iistlenmektedir. Eger betimleyici iglev yalnizca
tek bir noktada sifirlanirsa, tiim baslangic verileri icin yakinsama giivence altina alinir.
Diger yandan, betimleyici iglevin birden fazla sifir1 varsa yakinsama yalnizca 6zegi bu is-
levin bir sifirinda yerlegen, yaricap: bir diger sifira uzanan tekerlerin olugturdugu sinirh
bir bélgede gecerli olacaktir. Bu durum {islii taban takiminin etkili olmadig yar1 son-
suz bir bolge olugturacaktir. Dolayisiyla ¢oziimciil uzanima (ing: analytic continuation)
gereksinim duyulacaktir. Bu béliimde de ¢éziimciil uzanim durumu incelenecektir.

Coziimciil uzanim [20] konusunu genel bir gergevede anlatarak bu yontemin Van
der Pol denklemine uygulanabilirliginden s6z edecegiz. Bu yontemi siradan tiirevli bir
denklem olan Van der Pol denklemine uygulamadan 6nce uygun baglangi¢ kogullari
secilmelidir. Van der Pol denklemi ikinci kerteden iki bilinmeyenli bir siradan tiirevli
denklem takimidir. Ancak ¢oziimciil uzanim konusunun daha iyi anlagilabilmesi icin
yine benzer bicimde ilk 6nce bir bilinmeyenli siradan tiirevli denklem icin ayrintilandi-
racagiz.

Kisaca animsatmak adina uygun baglangi¢ kosullu bir bilinmeyenli siradan tiirevli
denklemi

i) = f@lt);  w0)=a, te[0,00) (3.127)
ile anlatiyorduk. Betimleyici iglev f'nin tekilliklerinin varhgindan dolay1 sonsuzluktan
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ayrilarak z-karmagik diizleminde ¢oziimciil kabul edilebilecektir. x uzayinda tanimh

¢Oziimciil uzanim igin yeni bir bilinmeyeni
y(t) = ———, t €[0,00) (3.128)

olarak tanimlayabiliriz. Bu yeni bilinmeyeni uygun baglangi¢ kosullar1 egliginde (3.127)
esitliginde yerine yazarak

1 1

00 =S (s —a) =ab). w0 = (3129

elde ederiz. Artik yeni siradan tiirevli denklemin betimleyici iglevi, f'nin durumuna

bagh olarak y = 0 i¢in tekillik icerebilir. Bununla birlikte ¢ogu durumda betimleyici is-
levler uygun uzay genigletim adimlar1 kullanilarak ikinci dereceli duruma getirilebilir. f
islevinde tekilligin yarattigi olumsuzluk kaldirildiginda ¢ islevi ikinci dereceli yapilabi-
lir. Boylelikle g iglevinin, belki sonsuzluk disinda, her yerde ¢oziimciil oldugu durumlar

diistinerek Taylor toplamdizisine acilimini yazarak

9 w(®) =g (u(t) =)’ (3.130)

anlatabiliriz. Burada artik yeni betimleyici islevimiz g, g;’ler ise Taylor katsayilaridir.
Olasiliksal Evrim Kurami’'ndan bildigimiz gibi g islevi i¢in kurdugumuz bu dizgede de
(y(t) — y(’"))j iislii islevleri de dogrusal bagimsiz, islevsel bagimhdirlar. Dolayisiyla bu

iglevleri ¢oziimciil bir taban takiminin iiyeleri olarak kabul edebiliriz ve

() -y, k=012, (3.131)

Yk (t)

anlatimini yazabiliriz. Yine Olasiliksal Evrim Kurami’ndan yola cikarak, bu anlatimin

her iki yaninin tiirevini aliriz ve

. - P\ ki1
=0

yapisini elde ederiz. Boylece (3.132) esitligi ¢ok iyi bildigimiz Evrim Dizeyi'ni olugturur.

Ancak Evrim Dizeyi'nin 6geleri artik f’nin degil ¢’nin katsayilarindan olugmaktadir.
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(3.132) bizi
y(t) = Ey(t) (3.133)
esitligine kavusturur. Bu esitlikteki Evrim Dizeyi'ni
_ o 0 o0 0 0 _
go 91 G2 9z G4
E=1| 0 29 201 292 295 - (3.134)

0 0 390 3g1 392

ile anlatabiliriz. E’nin t{iim 6geleri bilinen degismez degerlerdir. Olasiliksal Evrim Ku-
rami’nda sozedilen E’nin {ist Hessenberg veya {ist iicgensel yapida olmasi es bigcimde
burada da gecerlidir. Tek kosul burada f degil g islevi oldugu i¢in g katsayisinin sifir-
lanmasidir. (3.133) esitligi ile betimledigimiz ana denklemimizin bigimsel ¢6ziimiini

y(t) = e™®y(0) (3.135)

yazabiliriz. (3.135) ¢oziimiinde sozedilen y islevindeki baglangig kogullu degeri

y(0) = [%(0) y1(0) y2(0) ...]"

[ ) G ] e

olarak yazabiliriz. Cozlimciil uzamim adina bu ana dek yapilan ¢oziimleyim ilerleye-

bilmemiz icin yeterlidir. Simdi ikinci dereceli siradan tiirevli denklem yapilarindaki
¢oziimcil uzanimi inceleyecegiz.

Acik yapili siradan tiirevli denklemlerin ikinci dereceli bir kiimesini en genel bicimde
i(t) = i (@1(t), s -1 (t) + by (21(1), o -1 (1) 2n (E) + 61528 (1)

1=1,...,N (3.137)

anlatabiliriz. Bu esitlikte ¢, , x’ler tiirtinden ikinci dereceden ¢okgokterimliler, ¢, ; bi-

rinci dereceden gokgokterimli, ¢, , ise sifirmci dereceden bir gokgokterimli yani aslinda

bir katsayidir.
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Coziimciil uzamimda (3.128) esitligi ile elde ettigimiz yeni bilinmeyeni gbz 6niinde
bulundurarak 6zel olarak ¢ = N i¢in

1
{L‘N(t)

yn(t) (3.138)

tanimini yapabiliriz. Daha sonra bu terimin her iki yaniin tiirevini ahip (3.137) esitli-

ginde yerine yazarsak

yn(t) = _QbN,OyJQV - ¢N,1?JN - ¢N,2 (3.139)

esitligini elde ederiz. Sag yanda son terim diginda diger terimler ¢cokcokterimli yapisin-
dadir.

Eger N icin yazdigimiz (3.138) tamimlamasini daha genel olarak yapmak istersek

(3.140)

elde ederiz. Yine aym yontemle tiirev alarak ve (3.137) esitliginde yerine yazarak

. 1
vi(t) = —¢N,0$i?/12\f — ONITIYN — PnoTi T Q0N + i1 + ¢i,2y_Na

i=1,..,N—1 (3.141)

yapisina ulasiriz.

Bu son egitlik bize sunu gdsterir: yiN terimi ¢okcokterimliligi bozdugundan, eger
¢; o sifirlanirsa (3.141) esitligi gokcokterimli yapisia kavugur. ¢;,'nin sifirlanmadig
durumlarda bagka yontemler aranmalidir ancak bu an i¢in bu konu ile ilgili herhangi
bir aragtirma yapilmamistir. Cokcokterimli yapiya ge¢mek istememizin nedeni ikinci
dereceliliktir. Uygun uzay genigletim adimlar1 kullanilarak ¢okgokterimli yapiy1 ikinci
dereceli duruma doniigtiirebiliriz. Béylece kesme yaklagtiranlarini iiretme iglemine ge-
cilebilir. Sonug olarak tek yonlii yar1 ¢oziimciil uzanim islemini, genisletilmis uzayda
Van der Pol denkleminin Olasiliksal Evrim Denklemleri’ne uygulayabiliriz.

Ozet olarak Van der Pol denklemi ikinci dereceli yapiya doniistiiriildiikten sonra

x degigkenlerinden biri secilerek y’ye gore evriginin tanimi yapilir. Béylece bu yéntem
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belirtilen denklem takimlaria uygulanabilir. Bunun anlami ise tek yonlii yar ¢éziimeiil

uzanimin x ve y yonlerinde gerceklegtirimi demektir.
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4. SONUCLAR

Bilimsel yazinda, siirekli ilerleyen bilimin ve teknolojinin geligmelerinin tikandigi
noktalarda ortaya cikan sorunlar1 ¢6zmek adina cegitli uzbilimsel yéntemler bulunmak-
tadir. Giiniimiizde de bilimin bircok alaninda benzer sorunlar vardir ve ¢oziimleri i¢in
cesitli yontemler geligtirilmektedir. Cagimizda, cogu alanda uygulayim olan Nicem Is-
leybilim ve Sayitsal Isleybilim’in de cesitli sorunlar1 vardir. Olasiliksal Evrim Kurami
da basta bu alanlarda gelistirilmig olup, sonrasinda daha degisik alanlarda da uygula-
maya konulmusgtur. Bu tezin igerigini de olugturan Olasiliksal Evrim Yaklagim yéntemi
sozedilen alanlara uygulanmis ve bagarili sonuclar elde edilmistir. Kuram giin gectikce
gelismekte ve bu calismanin yazim agamasinda Nicem Isleybilim agirhklh olmak iizere
bir¢ok alanda onemli bulgular ortaya ¢ikarilmigtir.

Bu ¢aligmada 6nce Olasiliksal Evrim Kurami hakkinda ayrintili bilgi verilmis ve
Sayitsal Isleybilim’den bir 6rnek sayilabilecek Uyumlu Salinga¢’1 niteleyen Van der Pol
denklemi ele alinmigtir. Olasiliksal Evrim Kurami olugturulurken énce birinci kerteden
tiirevli denklemler icin uygulamalar yapilmistir. Kuram gelistikce daha yiiksek kerte-
den tiirevli denklemler g6zoniine alinmigtir. Van der Pol denklemi de ikinci kerteden
bir tiirevli denklem olmasi sebebiyle secilmigtir. Ayrica denklemin yapisinda bulundur-
dugu belirleyici kargaga, salingacin séniimii veya patlamasi durumlar1 Olasiliksal Evrim
yontemini uygulama agisindan oldukca yatkin duruma getirmistir.

Van der Pol denklemini Olasiliksal Evrim Kurami baglaminda isleyebilmek icin
cesitli adimlar mevcuttur. Tkinci kerteden olan denklem once birinci kerteye uzay ge-
nisletim adimlar uygulanarak diisiiriilmiistiir. Tkinci derecelilik kavrammm gerekliligi
ve 6nemi vurgulanmigtir. Gerekli oldugu durumlarda ikinci dereceli yapiya gecilmigtir.
Daha sonra Olasiliksal Evrim yontemi uygulanmigtir. Olasiliksal Evrim Kurami'nin
ilk olarak birinci kerteden tiirevli denklemlerin igerdigi islevlerin tek degiskene bagh

olanlarima uygulamali iglemler yapilmigtir. Ancak Van der Pol denklemi ikinci kerte-

29



den tek degiskenli oldugu icin ya birinci kerteye indirgenecekti ya da ikinci kerteden
olan yapisi korunarak devam edilecekti. Ilk yol daha uygulayimeil oldugundan birinci
kerteli yapi tercih edilmigtir. Kuram su anda iicten daha cok degiskene sahip denk-
lemlere bile uygulamaya uygundur. Bu cercevede yazilan makaleler, bildiriler bu savi
desteklemektedir.

Olasiliksal Evrim yontemi baglaminda Van der Pol denklemi icin belirlenen Evrim
Dizeyi sonsuz 6geli oldugundan belirli bir diizeyde kesme yapilmis olup kesme yaklas-
tiranlart belirlenmigtir. Bu kesme yaklagtiranlarinin yakinsakligi ve yine bu baglamda
niteligi aragtirilmigtir. Belirlenen yanilgi diizeyine bagl olarak yakinsaklik niteliginin
degerlendirilmesi s6z konusudur. Yakinsaklik icin bir iist simir belirleyerek somut ko-
sullar ortaya ¢ikarilmigtir.

Belirlenen kesme yaklagtiranlar ile kesin ¢oziimiin karsilagtirnmlar: 4 ayr ¢izimde
verilmigtir. Bu cizimlerden ilk olarak goze carpan ise yakinsaklik tekerinde calisildig:
takdirde ¢ok kii¢iik kesme boyutlarinda dahi yakinsamanin ¢ok iyi oldugu, hatta kesin
coziimle Ortiigebilecek kadar yakinsamalar goziikmektedir. Burada iki adet kesme yak-
lagtiran1 belirlenimine gidilmig olup daha fazla kesme yaklagtiranlari hakkinda yorum
yapabilecek kadar sonug elde edilmigtir. z5(t) kesme yaklagtiraninin niteligi = () kesme
yaklagtiraninin niteligi diizeyinde olmadig1 gozlenmigtir, bu beklenen bir sonuctur. Ya-
kinsaklik tekerinin 6zegine yaklagildikca yakinsamanin iyilestigi anlagilmaktadir.

Son olarak kesme yaklagtiranlarinin belirleniminde yalnizca Evrim Dizeyi'nin rolii
degil basglangic degerlerinin de ne kadar etkili oldugunu gosterebilmek icin ¢oziimciil
uzanim konusuna deginilmigtir. Betimleyici islevin sifirlandigi nokta sayisina gore ya-
kinsakligin degiskenligi g6zlenmigtir. Eger betimleyici iglevin tek bir noktada sifir1 varsa
yvakinsama tiim baglangic verileri icin gecerlidir. Birden fazla sifir olmasi1 durumunda
yakinsaklik yalnizca, sifirlart merkez kabul eden ve yaricaplar: bir diger sifira dek uza-

nan tekerlerin olusturdugu bolgelerde gecerli oldugu gosterilmistir.
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Bu calisma sonunda soyleyebiliriz ki, simdiye dek ortaya konan caligsmalara kogut
olarak hem kuramsal hem de uygulayim yoniinden onii oldukca acik olan Olasiliksal
Evrim Yaklagim yonteminin yalnizca bir ayagini olugturan bu calisma, kuramin sa-
vini dogrular nitelikte sonuclar ortaya koymustur. Yontemin uygulanabilirligini somut
adimlar atarak gostermigtir. Var olan sorunlar1 ortadan kaldirmaya yonelik bulgular

belirtmis ve iyilestirme saglamigtir.
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