JORDAN TUREVLI ASAL HALKALAR UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

Gulten EROL
(201592171418)

Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Prof. Dr. Oznur GOLBASI

SivVAS
ARALIK, 2018



T.C.
CUMHURIYET UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

JORDAN TUREVLI ASAL HALKALAR UZERINE

YUKSEK LiSANS TEZi

Glulten EROL
(201592171418)

Matematik Anabilim Dah

Tez Damsmani: Prof. Dr. Oznur GOLBASI

SiVAS
ARALIK, 2018



Gillten EROL'wn hamrladiin ve "JORDAN TUREVLI ASAL HALKALAR
UZERINE" adli bu cahsma asagidaki jiri tarafindan MATEMATIK ANA BiLim
DALI'nda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Danismam Prof. Dr. Oznur GOLBASI
Sivas Cumhurivet Universitesi

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Hasret DURNA
Sivas Cumbhuriyet Universitesi

Jiiri Uyesi Dog. Dr. Adem SAHIN
Tokat Gaziosmanpasa Universitesi

Bu tez, Sivas Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitilsi wrafindan YUKSEK
LISANS TEZI olarak onaylanmistir,

Prof. Dr. ismail CELIK
FEN BiLIMLERI ENSTIiTUST MUDURD



Bu tez,Cumhuriyet Universitesi Senatosu’nun 20.08.2014 tarihli ve 7 sayil1 karari ile kabul
edilen Fen Bilimleri Enstitisu Lisansistl Tez Yazim Kilavuzu (Y6nerge)’nda belirtilen

kurallara uygun olarak hazirlanmastir.



Butiin haklar1 saklidir.

Kaynak gostermek kosuluyla alint1 ve gonderme yapilabilir.

© Gulten EROL, 2018



ETiK

Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitisii, Tez Yazim Kilavuzu (Yonerge)’ nda

belirtilen kurallara uygun olarak hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

v' Butin bilgi ve belgeleri akademik kurallar cergevesinde elde ettigimi,

v Gorsel, isitsel ve yazili tim bilgi ve sonuglar bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

v Baskalarinin eserlerinden yararlanilmas: durumunda ilgili eserlere, bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu ve atifta bulundugum eserlerin timuni kaynak
olarak gosterdigimi,

v’ Bitun bilgilerin dogru ve tam oldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik
yapmadigima,

v' Tezin herhangi bir bélumiinii, Cumhuriyet Universitesi veya bir baska tniversitede,

bir bagka tez ¢alismasi olarak sunmadigimi; beyan ederim.

11.01.2019

Gulten EROL



TESEKKUR
Bilgi ve deneyimleriyle bana yol godsteren ve tezin her asamasinda yardimlarini

esirgemeyen saygi deger danisman hocam Prof. Dr. Oznur GOLBASI'na; hayatimin

her aninda en buyuk destekgim olan esime ve degerli aileme ¢ok tesekkiir ederim.

Vi



OZET

JORDAN TUREVLI ASAL HALKALAR UZERINE

Gllten EROL

Yuksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Oznur GOLBASI
2018, 34+x sayfa

Asal halkalarda Jordan tlrevler konusunu arastiran bu tez iki bdlimden
olusmaktadir.

Birinci bolimde tez konusuyla ilgili genel tanim, teorem ve kavramlardan
bahsedilerek drnekler verilmistir. Ikinci bolimde ise V. De Filippis ve arkadaslarmin
2015 wyilinda genellestirilmis Jordan yar1 tlirevler ig¢in yapmis olduklart bir
calismadan hareketle, “R karakteristigi ikiden farkli asal halka ve U, R halkasinin her
u € U icin u? € U ve U € Z kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (f,d, g)
uclisu her u € U igin sifirdan farkli bir genellestirilmis Jordan yari tiirev ise bu

durumda (f, d, g) genellestirilmis yar1 tirevdir" teoremi ispatlanmistir.

Anahtar kelimeler: Asal Halka, Tlrev, Yar1 Tirev, Genellestirilmis Yar1 Turev.
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ABSTRACT

ON PRIME RINGS WITH JORDAN DERIVATIONS

Gilten EROL

Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Oznur GOLBASI
2018, 34+x pages

This thesis which investigates the subject of Jordan derivatives in prime rings
consists of two parts. In the first part, general definitions, theorems, concepts related
to the thesis topic and examples are given. In the second part inspired by the paper of
V. De Filippis and his colleagues in 2015 about of generalized Jordan
semiderivatives "Let R be a prime ring with characteristic different from two and U a
noncentral Lie ideal of R such that u? € U for all u € U. If R admits a nonzero
generalized Jordan semiderivation (f,d) associated with d and g, then R admits a

nonzero generalized semiderivation (f,d) associated with d and g." The theorem

has proven.

Key Words: Prime Ring, Derivation, Semiderivation, Generalized Semiderivation.
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SIMGELER DiZIiNi

€ Elemant

& Eleman degil

\4 Her

c Alt kiime veya esit

= Esit

* : Esit degil

- . Fark

[x, y] . x,y elemanlarinin komitator ¢arpimi

1) : Bos kiime

(0) : Sifir kiimesi

N . Dogal sayilar kiimesi

Z :  Tam sayilar kiimesi

(f,9) . g ile belirlenmis f yari tiirevi

(f, d) : d ile belirlenmis f genellestirilmis tiirevi
(f.d, g) . dve g ile belirlenmis f genellestirilmis yari tiirevi



GIRIS

Asal halkalarin tlirevleri {izerine ilk ¢alisma 1957 yilinda E. C. Posner tarafindan
yapilmistir. Posner bu c¢alismada halkalar iizerinde tiirev tanimimi vererek tiirev
yardimiyla asal halkalarin degismeli olma durumunun arastirilabilecegini gostermis
ve bu konudaki ¢alismalara Onciiliik etmistir. Daha sonra halka {lizerinde farkli tiirev
tanimlar1 yapilmis, asal ve yari-asal halkalarda bu tiirevlerin sagladig1 6zellikler pek

¢ok arastirmaci tarafindan incelenmistir.

Literattirde verilen Lie ideal tanimi ve her idealin bir Lie ideal olmasindan hareketle,
tirevli asal halkalarin Lie idealleri {izerinde yapilan caligmalarla daha genel
sonuglara ulasilmistir. Ote yandan yapilan farkli tiirev tamimlariyla da halkanin

degismeli olma kosullari aragtirilmistir.

Ik kez 1983 yilinda J. Bergen, halkalarda yari tiirev tanimini vermis ve asal
halkalarin yar tiirevlerinin cebirsel 6zelliklerini incelemistir. Bu ¢aligmadan sonra
asal ve yar1 asal halkalarda ttrevler ile ilgili bulunan sonuglar yari tirevler igin
aragtirtlmistir. 1984 yilinda J. C. Chang makalesinde tiirevle ilgili degismeli olma
kosullarindan bazilarin yar tiirevler i¢in dogru oldugunu géstermistir. 1988 yilinda
ise H. E. Bell ve W. S. Martindale bu kosullarin dogrulugunu yar1 tirevler ve

halkanin sifirdan farkli idealleri i¢in arastirmislardir.

1957 yilinda IN. Herstein tarafindan halkalarda Jordan tirev tanimi ilk kez
verilmistir. Herstein her tlirevin bir Jordan tiirev olmasi fikrinden yola ¢ikarak bunun
tersinin ne zaman saglanacagini arastirmis ve 2-torsion free asal halkalarda her
Jordan tlrevin bir tiirev oldugunu ispatlamistir. Bu sonugla ilgili olarak asal/ yar1 asal
halkalarin farkli tlirevleri veya farkli alt kiimeleri icin literatiirde pek cok ¢alisma
yapilmustir. 2015 yilinda ise V. Filippis ve arkadaslari tarafindan genellestirilmis yar1
trev tanimlanmustir. Boylece giliniimiize kadar tiirevle ilgili elde edilen sonuglarin

bir kisminin bu yeni tlirev tanimi i¢in dogru oldugu gosterilmistir.

Bu tez calismasmin amaci, Herstein’in Jordan tiirevlerle ilgili elde etmis
oldugu sonucunun, bir asal halkanin her u € U i¢in u? € U sartin1 saglayan bir U Lie
ideali ve g epimorfizmasi, d yari tirevi ile belirlenen bir fgenellestirilmis yari tiirevi

i¢in saglandiginmi gostermektir.



1.BOLUM

GENEL BILGILER

Bu béliimde tezde kullanilan bazi temel tanim, teorem ve kavramlar verilmistir.
Tamm 1.1: G bos olmayan bir kiime ve * G {lizerinde tanimli bir ikili iglem olsun.
(Gl)Her a,b,c € G icina x (b * ¢) = (a * b) * c dir,

(G2) Her a € G igin a * e = e * a = a olacak sekilde bir e € G vardir,

(G3) Hera € G igin a * x = x * a = e olacak sekilde bir x € G vardir,
(G4)Hera,b € Gicina* b = b * a drr,

ozelliklerinden yalniz (G1) saglaniyorsa G kilimesine x ikili islemi altinda bir yari
grup, (G1) ve (G2) kosullar1 saglaniyorsa G kimesine * ikili islemi altinda bir
monoid, (G1), (G2) ve (G3) kosullar saglaniyorsa G kiimesine * ikili islemi altinda
bir grup denir. (G,*) gosterimi ile G kiimesinin tizerinde tanimli olan * iglemi ile bir
grup oldugu ifade edilir. Eger bir G yar1 grubu (monoidi, grubu) (G4) o6zelligini
sagliyorsa G ye * ikili islemine gore degismeli yar1 grup (degismeli monoid,

degismeli grup) denir.

Tamm 1.2: H kiimesi G grubunun * ikili islemine gére kapali bos olmayan bir alt
kiimesi olsun. H kiimesi * islemine goére bir grup oluyorsa H alt kiimesine G

grubunun bir alt grubu denir ve H < G ile gosterilir.

Tammm 1.3: H < G olsun. H # G ve H # {e;} ise H alt grubuna G grubunun 0z alt

grubu denir.

Uyan 1.4: (G,*) bir grup ve bos kiimeden farkli H, G grubunun bir alt kiimesi olsun.
H kumesinin bir alt grup olmasi igin gerek ve yeter kosul her a,b € H icinaxb € H

ve her a € H icin a™! € H kosullarinin saglanmasidir.

Tamim 1.5: Bos olmayan bir R kiimesi iizerinde toplama ve ¢arpma ikili islemleri

verilsin.

i. (R,+) degismeli grup,



ii. Hera,b,c€Ricina(bc) = (ab)c,
lii. Hera,b,ceRigina(b+c)=ab+ acve(a+ b)c=ac+ bcdir.

Yukaridaki kosullari saglayan R kimesine halka denir ve (R, +,.) ile gosterilir. Eger
her a,b € R icin ab = ba oluyorsa R halkasina degismeli (komiitatif) halka denir.
Eger her a € R igin a.1; = 1x.a olacak sekilde 1; € R eleman1 varsa R halkasina

birimli halka denir.

Tamim 1.6: R bir halka ve S, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger S kiimesi

R deki toplama ve ¢arpma islemleri altinda bir halka ise S ye R nin alt halkasi denir.
Tanmm 1.7: R bir halka ve I, R nin bir alt halkasi olsun.

i. Herr € Rvea € I iginra € I oluyorsa I ya R halkasinin sol ideali denir.

ii. Her r € R ve a € I igin ar € I oluyorsa 1 ya R halkasinin sag ideali
denir.

iii. I ideali R nin hem sol, hem de sag ideali ise [ ya R halkasimin ideali

denir.

Tamm 1.8: R bir halka olmak Uzere A, B, P kiimeleri R nin idealleri ve P # R olsun.
Eger AB € P oldugunda A € P veya B € P oluyorsa P idealine R halkasinin asal

ideali denir.
Tamim 1.9: Sifir ideali asal ideal olan halkaya asal halka denir.

Tanmm 1.10: R bir halka ve I kiimesi R nin bir ideali olsun. Eger I™ = (0) olacak

bicimde 3n € Z* varsa I idealine R nin nilpotent ideali denir.

Tammm 1.11: R bir halka olmak Uzere A ve Q kiimeleri R nin idealleri ve Q # R
olsun. Eger A% € Q oldugunda A < Q oluyorsa Q idealine R halkasinin yar1 asal

ideali denir.
Tamim 1.12: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yar1 asal halka denir.

Tammm 1.13: R bir halka ve m # 0 bir tamsay1 olsun. Hera € R i¢in ma =0

oldugunda a = 0 oluyorsa R halkasina m-torsion free halka denir.



Tammm 1.14: R bir halka olsun.Va € Riginna = 0 esitligini saglayan n pozitif
tamsayilarinin en kiigigline R halkasinin karakteristigi denir ve charR =n ile

gosterilir. Eger boyle bir n sayisi yok ise R halkasinin karakteristigi sifirdir denir.
Tanmm 1.15: R bir halka, X, R halkasinin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.
Cr(X) ={a € R:xa = ax,Vx € X}
kiimesine X kiimesinin R halkasindaki merkezlestiricisi denir.
Tamm1.16: R bir halka olsun.
Z(R) ={a € R:xa = ax,Vx € R}
kiimesine R halkasinin merkezi denir. R halkasinin merkezi, R nin bir alt halkasidir.

Tamm 1.17: R bir halka olsun. x,y € R icin xy — yx ifadesine x ile y elemanlarinin

komiitator ¢carpum denir ve [x, y] ile gosterilir.

Onerme 1.18: Vx, ¥, Z € R icin asagidaki ifadeler dogrudur:

L [x+y,z] =[xz]+ [y 2]

ii. [x,yz] = y[x,z] + [x,y]z

iii. [xy, z] = x[y, z] + [x, z]y

Ayrica [[x, y],z] + [[y, Z],x] + [[Z, x],y] = 0 esitligine Jacobi esitligi denir.
Ispat:
Lx+yzl=(+y)z—z(x+y)=xz+yz—2zx — 2y =XxZ—2X + Yz — Zy
= [x,z] + [y, 2]

dir.

ii.[x,yz] = xyz — yzx = xyz — yzx + yxz — yxz = xyz — yxz + yxz — yzx

=y —yx)z+y(xz—zx) =yl[x z]+ [x,y]z



dir.

iii. [xy, z] = xyz — zxy = xyz — zxy + xzy — xzy = xyz — xzy + xzy — zxy
=x(yz —zy) + (xz — zx)y = x|y, z] + [x,z]y

dir.

Ayrica

[[x, ¥1, 2] + [y, 2], x] + [[2,x], y]
= [(xy —yx), z] + [(yz — zy), x] + [(zx — x2), y]

= (xy —yx)z — z(xy — yx)

+(yz — zy)x — x(yz — zy)

+(zx — x2)y — y(zx — xz)

= XyZ — YXZ — ZXy + Zyx
+yzx — zyx — xyz + xzy
+zxy — xzy — yzx + yxz
=0

olur.
Tamim 1.19: R bir halka, d: R — R tanimli bir doniisiim olsun. Eger Vx,y € R igin

i dx+y)=dx) +d(y)
i.  dxy) =dx)y+xd(y)

oluyorsa d ye R halkasinda bir tiirev denir (Posner, 1957).

a b

Ornek 1.20: R = {(0 0

)| ab € Z} halkasi verilsin. d: R - R,

a b\ _(0 a\. )
d (( 0 O)> = ( 0 O) ile taniml1 dontisiim, R halkasi {izerinde bir tiirevdir.

Cozim:

X = (g 8)’ Y = (J(; %)1) € R alalim.

d(X +Y) = d(X) + d(Y) mi?



d(X+Y):d<(g g)+(’é z)>:d<(aﬁ5x b-(l)—y))z(g agx)

a0 =y )
ve
aw=(g 3
oldugundan
d(X) + d(Y) = (8 g)+(8 5) = (8 “3")
d(X +Y) = d(X) + d(Y)
dir.
d(XY) = d(X)Y + Xd(Y)
mi?
awm=a((G DG 3)=a(( D)-C %
dir.
awor=0 96 =0 o
xa =0 G 5= 9
d(XY) = d(X)Y + Xd(Y)
dir.

Tamim 1.21: R bir halka, d: R = R taniml1 bir doniisiim olsun. Vx,y € R i¢in

. dx+y)=dx)+d)
i, dx?) =d)x + xd(x)

oluyorsa d ye R halkasinda bir Jordan ttrev denir (Herstein, 1957).

Not 1.22: Her turev bir Jordan tiirevdir. Ancak tersi dogru degildir.



Ispat: R bir halka, d: R — R tamiml bir tiirev olsun. Bu durumda her x,y € R igin

i dx+y) =dx)+d(y)
. d(xy) =dx)y + xd(y)
saglanir. Simdi d Jordan tlrev mi?

d tirev oldugu i¢in (i) kosulu zaten saglanir. Ayrica (ii) kosulunda y = x yazilirsa
d(x?) = d(x)x + xd(x)
elde edilir. Boylece her turev bir Jordan tiirevdir.

Tammm 1.23:(4,+,) ve (B, ®, ®) iki halka olmak tzere bir f: A - B fonksiyonu
Vx,y € Rigin

L fx+y)=fO)Sf ()
i fxry)=f0Of»)

kosullar1 saglaniyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.

Tamim 1.24: R bir halka ve g: R — R herhangi bir doniigiim olsun. Vx,y € R i¢in
L fxy) = fOg) +xf () = fx)y + g(Of (v)

il. f(g(x)) = g(f (%))

kosullarini saglayan f: R — R toplamsal doniisiimiine R halkasinda g ile belirlenmis

bir yari tirev denir (Bergen, 1983).
Uyarn 1.25: Her tiirev bir yar tlirevdir. Ancak tersi dogru degildir.
Ispat: R bir halka, d: R — R bir tiirev olsun bu durumda her x,y € R igin

i dx+y) =dx) +d)
ii. d(xy) =dx)y +xd(y)

kosullar1 saglanir. g = I birim doniisiim olarak dustiniilerek (d, I) bir yari tiirevdir.

Ornek 1.26: g, R halkasmim birimden farkli bir homomorfizmas: ve I birim

fonksiyon olmak Uzere f = g — I doniisiimil bir yar1 tirevdir, fakat tiirev degildir.

Cozim: f = g — I alalim.



I. f = g — I donisiimiiniin toplamsal oldugu agiktir.
i flxy) =@ —Dky) =@ —-DMXgly) +x(g—D(y)mi?
(g —Dxy) = glxy) —I(xy) = g(x)g(y) — xy [1.1]
olur. Ote yandan
flxy) =(@g—-DM)gly) +x(g—D)
=g(x)g) —1(x)g(y) +xg(y) — xI(y)
=g(x)gy) —xg(y) +xg(y) — xy
=g(x)gy) —xy [1.2]
bulunur. Boylece [1.1]=[1.2] oldugu i¢in
flxy) =f)gy) + xf(y)

elde edilir.
iii. (g —D(g(x) = g((g — D(x)) mi?
g-D(g®) =9(g(x)-1(g(x) = g(g(x) — g(x) [1.3]

g((g—D) =ggx) = 1(x)) = glg(x) —x) = g(g(x)) — g(x) [1.4]
elde edilir ve [1.3]=[1.4] olur.

Tamim 1.27: R bir halka, g: R — R herhangi bir doniisiim olsun. Vx € R igin
L f(x?) = f)g(x) +xf () = f()x + g(x)f (x)
il. f(g(x) = g(f(x))

kosullarini saglayan f: R — R toplamsal doniisiimiine R halkasinda g ile belirlenmis

bir Jordan yari tiirev denir.
Uyarn 1.28: Her yart tiirev bir Jordan yar1 tiirevdir.

Ispat:R bir halka, f: R — R toplamsal bir doniisiimii g fonksiyonu ile belirlenmis

yari tiirev olsun. Bu durumda Vx, y € R igin

L fe+y)=f)+f)
i flxy) = fIg) +xf ) = fx)y + g()f (¥)
. f(g(x)) = g(f ()
kosullart saglanir. Simdi (f, g) Jordan yar: tirev mi?
f yan tlrev oldugu icin (i) kosulu zaten saglanir. Ayrica (ii) kosulunda y = x

yazilirsa



fx®) = f)g(x) +xf(x) = fO)x + g(x)f (x)

elde edilir. Boylece her yari tirev bir Jordan yari tlrevdir.

Tamim 1.29: R bir halka, f: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Eger her x,y € R

icin f(xy) = f(x)y + xd(y)
kosulunu saglayan bir d: R — R tirevi varsa f ye d ile belirlenmis genellestirilmis
tarev denir (Bresar, 1991).

Uyan 1.30: Her tiirev bir genellestirilmis tiirevdir. Ancak tersi dogru degildir.
Ispat: d: R — R bir tiirev olsun. d genellestirilmis tiirev mi?

d tiirev oldugundan

Ld(x+y)=d(x) +d),

li.d(xy) = d(x)y + xd(y)

kosullar1 saglanir. Bu durumda d doéniisiimii yine d ile belirlenmis genellestirilmis

trev olur.

Ornek 1.31:Z tamsayilar halkasi olmak iizere R= {(Z’ S)| a,b,cé€ Z} kiimesi

matrisler halkasi {izerinde bilinen islemler ile bir halkadir. f,d:R - R ,

f((z (C))> =(a-(l)-b 8) ve d<(z (C))>= (2 8) olarak tanimlansin. Bu

durumda f doniisiimii d tiirevi ile belirlenen bir genellestirilmis tiirevdir. Ancak bir
tirev degildir.
Cozim: X = (a 0) Y = (m 0) € R alalim.

b ¢/’ n k

fX+Y)=fX)+ f(Y) mi?
roan=£((¢ D+ D)=r(GER 20)

=(a+m(-)|-b+n 8) [L.5]

olur. Ote yandan



o= D)+ (G D)=63s D+ Gla O

=(a+b-I(-)m+n 8) [1.6]

[1.5]=[1.6] oldugu i¢in f toplamsal doniisiimdiir.

FOXY) = FOOY + Xd(Y) mi?
ran=£(( DG D)

- f<(bmaTcn c(.)1c)> - (am + bOm +cn 8) [1.7]

bulunur. Ote yandan

peorexan=((G D)Gr D+ De(C D)
=(evs G DG DG o)
:<(a+0b)m g)+(£¢ 8>:(am+b0m+cn 8) [1.8]

[1.7]=[1.8] oldugu i¢in
fEXY) = fX)Y +Xd(Y)

saglanir. Yani f bir genellestirilmis tlirevdir. Ancak

=1 (6 D0 D)= ams s en 9)

ve

o= (8, D0 DG D% 06 D

oldugundan

10



f&XY) = f(X)Y + Xf(Y)
saglanmaz. Bu durumda f bir tiirev degildir.

Tammm 1.32:R bir halka, f: R — R toplamsal bir doniisim olsun. Vx,y € R i¢in
f(x?) = f()x + xd(x)

kosulunu saglayan bir d:R — R Jordan tlrevi varsa f ye d ile belirlenmis

genellestirilmis Jordan tlrev denir.

Not 1.33: Her genellestirilmis tiirev bir genellestirilmis Jordan tlrevdir. Ancak tersi

dogru degildir.

Ispat: (f,d) genellestirilmis bir tiirev olsun. Bu durumda genellestirilmis tiirev

oldugu i¢in (i) kosulu zaten saglanir. Ayrica (ii) kosulunda y = x yazilirsa

f(x?) = fl)x + xd(x)
elde edilir. Boylece her genellestirilmis tiirev bir genellestirilmis Jordan turevdir.

Tamm 1.34:R bir halka, f:R - R ve g:R — R iki fonksiyon olsun. Eger her x,y €
R igin

Lfx+y)=f)+f0)

i.f (xy) = f()y + g(x)d(y) = f(x)g(y) + xd(y)

ii.f(g(x) = 9(f(x))

kosullarini saglayan bir d: R — R yari tiirevi varsa bu durumda f ye g ile belirlenmis

genellestirilmis yar: tiirev denir (Filippis ve ark., 2015).

Uyan 1.35: Her genellestirilmis tiirev bir genellestirilmis yar1 turevdir.

Ispat: Genellestirilmis tiirev taniminda g = I birim doniisiimii olarak alinirsa ve her
d:R — R tanimh tiirevin bir yar1 tiirev oldugu disiiniiliirse her genellestirilmis

tlrevin bir genellestirilmis yari tiirev olacagi agiktir.
Tamim 1.36:R bir halka, f: R — Rve g:R — R iki fonksiyon olsun. Eger her x,y €
R icin
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Lfx+y)=f)+f®)
i f(x?) = f)x + g()d(x) = f(x)g(x) + xd(x)
ii. f(g(x)) = g(f(x))

kosullarin1 saglayan bir d: R = R Jordan yar tiirevi varsa bu durumda f ye d ve g

ile belirlenmis genellestirilmis Jordan yari tiirev denir (Filippis ve ark., 2015).
Uyan 1.37: Her genellestirilmis yar tlirev bir genellestirilmis Jordan yar tiirevdir.

Ispat:R bir halka, f: R — R tanimli (f,d, g) genellestirilmis yar1 tiirev olsun. Her
x,y €Ricinf(x +y) = f(x) + f(y) ve (g(x)) = g(f (x))

kosullar1 saglanir. Ayrica (ii) kosulunda y = x yazilirsa

f(x?) = f)x + gx)d(x) = f(x)g(x) + xd(x)
elde edilir. Boylece her genellestirilmis yar1 tiirev bir genellestirilmis Jordan yari

tirevdir.

Uyar 1.38: Her yar tiirev genellestirilmis yari tirevdir.

Ispat: f yan tiirevinin tamminda f = d olarak alinirsa ve her d:R — R tamiml

tirevin kendisi ile belirlenen bir genellestirilmis yari tiirev oldugu agiktir.
Not 1.39: Tanimlanan tiirevler arasindaki iliski asagidaki sema ile 6zetlenebilir.
Jordan yar tiirev

|

yart tiirev \
turev genellestirilmis yari tiirev
l genellestirilmis tiirev

Jordan tirev

genellestirilmis Jordan tiirev  genellestirilmis Jordan yar tiirev
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Tamm 1.40: R bir halka, U, R nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger
Wx,yeUicinx—yeU

Nvx eUvevr eRicin[x,r] €U

kosullar1 saglaniyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie ideali denir.

Not 1.41: Her ideal bir Lie idealdir.

Ispat: I, R halkasinin bir ideali olsun. Acaba I bir Lie ideal mi?

i) Vx,y € I igin I ideal oldugundan x — y € I saglanur.

ii)Vx elvevVr eRigin[r,x] =rx —xr € [ m1?

I ideal oldugundanr € R, x € I igin rx € [ ve xr € I olur. Boylece [r,x] € I dir.
I Lie idealdir.

Not 1.42: Her Lie ideal bir ideal degildir.

Ornek 1.43:Z tamsayilar halkast olmak iizere R= {(g’ lc))| a,b,ce€ Z} halkasi

verilsin. U:{(g 2:) € R| X,y € Z} kiimesi R halkasinin bir Lie idealidir ancak bir

ideali degildir.

cozim:x = (5 7).y =(§ z)eu ve z=("g ) eRalalm.

i. X—-YeUmu?

x-v=(3 0)-(* D)=("7% V"D evan

0 x 0 a 0 Y —a
i. [Z,X]€Umu?
[Z,X]=ZX—XZ=(’(')1 ’tl)(’(; z)_(z i)(’{f ?)
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— (TYSX myt;l; TlX) _ (x(r)n xn; yt)

=(mx—xm my+nx—xn—yt)=(0 my + nx —xn — yt

0 tx — xt 0 0 )EU

olur. Boylece U Lie idealdir. Ancak X = (J(; 3:) eV, Z= (161 Ttl) € R icin

xz=(o Do Do "aT)ev

oldugu icin U ideal degildir.

Not 1.44: U,R halkasinin bir Lie ideali olsun. Bu durumda Vx € U, Vr € R i¢in
[r,x] € U dur.U Lie ideal oldugundan R nin toplamsal alt grubudur. Lie ideal

taniminin (i) sikkindan [r, x] € U iken —[r,x] € U dur.
Yani —[r,x] = —(rx —xr) = xr —rx = [x,r] € U saglanir.

Lemma 1.45: (Brauer Trick) Bir grup iki 6z alt grubunun birlesimi olarak

yazilamaz.

Ispat: (G,*) bir grup olmak Uzere A ile B, G grubunun iki 6z alt grubu ve G = AU B
olsun. Kabul edelim ki A ¢ B ve B ¢ A olsun. Budurumdaa € A—Bveb€eEB — A
olacak sekilde elemanlar vardir. G bir grup oldugundan a*b € G = AU B dir. O
halde a*b € A veya a *b € B dir. a x b € Aalahm. A, G grubunun bir alt grubu
oldugundan a™! € A vea * b € A oldugu icin b = a1 = (a x b) € Adir. Bu durum
b ¢ A olmasiyla ¢elisir. O halde kabuliimiiz yanlistir. Bu durumda a * b € B elde
edilir. Yine B,G grubunun bir alt grubu oldugundan b € B ve a*b € B
oldugundan a = (a * b) * b~ € Bolur. Bu durum ise a ¢ B olmasiyla gelisir. O
halde kabuliimiiz yanhstir. Boylece A € B veya B c A dir. Simdi kabul edelim Ki
A c B olsun. Bu durumda G = A U B oldugu i¢in G = B elde edilir. Benzer sekilde
B c Aiken G = Aelde edilir. Yani G = AU B ise G = A veya G = B olmalidur.

14



2. BOLUM
LiE IDEALLER VE GENELLESTIiRILMiS JORDAN YARI TUREVLER

1957 yilinda LN. Herstein tarafindan ilk kez Jordan yari tiirev tanimi
verilerek, karakteristigi ikiden farkli asal halkalarda her Jordan tiirevin bir tiirev
oldugu gosterilmistir. Bu teorem 1984 yilinda R. Awtar tarafindan R halkasinin her
u € U igin u? € U sartin1 saglayan bir Lie ideali i¢in ispatlanmustir. 2000 yilinda M.
Ashraf ve N. Rehman ayn1 teoremi genellestirilmis Jordan tiirevler icin ele alirken,
N. Aydin ve O. Gélbasi ise 2005 yilinda genellestirilmis Jordan tiirevler ve R

halkasinin bir Lie ideali i¢in arastirmislardir.

Bu béliimde, V. De Filippis ve arkadaslarinin 2015 yilinda genellestirilmis
Jordan yan tiirevler icin yapmis olduklar1 bir ¢calismadan hareketle, karakteristigi
ikiden farkli bir asal halkanm her u € U igin u? € U sarti1 saglayan U Lie ideali
tizerinde verilen her genellestirilmis Jordan yar1 tiirevin bir genellestirilmis yar tiirev

oldugu gosterilecektir.

Bu bolim boyunca R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, U,R
halkasinmn her u € U icin u’? € U sartim1 saglayan bir Lie ideali, g:R = R bir
epimorfizma olmak (izere d: R — R tanimli g ile belirlenmis bir Jordan yar1 tiirevi ve
f:R - R,d ve g ile belirlenmis bir genellestirilmis Jordan yar1 tiirevi olarak

alinacaktir.

Tanmm 2.1: R bir halka, f:R - R ve g:R — R iki fonksiyon olsun. Eger her x,y €
R icin

ifx+y)=f)+f)
if(xy) = f)y+g(x)dy) = f(x)g(y) + xd(y)
ii.f(g(x)) = g(f (x))

kosullarini saglayan bir d: R — R yari tiirevi varsa bu durumda f ye g ile belirlenmis

genellestirilmis yar tiirev denir.
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Tamm 2.2: R bir halka, f: R > Rve g:R — R iki fonksiyon olsun. Eger her x,y €
R igin

Lfx+y)=fx)+ )

ii.f(x?) = f)x + g(x)d(x) = f(x)g(x) + xd(x)

ii.f(g(x) = g(f(x))

kosullarin1 saglayan bir d: R = R Jordan yan tiirevi varsa bu durumda f ye d ve g

ile belirlenmis genellestirilmis Jordan yar tiirev denir.

Teorem 2.3: R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka; d, R halkasinin bir Jordan

yarl tiirevi ise bu durumda d, R halkasinin bir turevidir (Herstein, 1957).

Teorem 2.4: R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka, g: R — R bir epimorfizma
olmak (izere d: R — R tanimli g ile belirlenmis bir Jordan yari tiirevi ve f:R = R, d
ve g ile belirlenmis bir genellestirilmis Jordan yar1 tiirevi olsun. Bu durumda f, R
halkasinin bir genellestirilmis yart tiirevi Ve d, R halkasinin bir yar tirevidir (Filippis
ve ark., 2015).

Lemma 2.5: R bir 2-torsion free yar1 asal halka ve U, R halkasinin sifirdan farkli bir
Lie ideali olsun. Eger [U, U] c Z ise bu durumda U < Z dir (Herstein, 1957).

Lemma 2.6: R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin merkezi
olmayan bir Lie ideali olsun. Eger a,b € R i¢cin aUb = (0) ise bu durumdaa =0
veya b = 0 dir (Bergen, 1983).

Lemma 2.7: R karakteristigi ikiden farkl1 bir asal halka ve U, R halkasinin her u € U
icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (f,d, g) Ucliisii her u € U
icin f(u?) = f(wu + g(uw)d(w) olan sifirdan farkli bir genellestirilmis Jordan yari

tiirev ise bu durumda
i fuw +vu) = F)v + g)d®) + fF)u + gv)d(w)
i, fluvw) = fFvu + gd@u + gw)g(v)d(u)
. fuww +wou) = fFWvw + gw)d@)w + g(w)g(w)d(w)
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+fWvu + gw)d@W)u + g(w)g(v)d(w)
saglanir,
Ispat:
i) Genellestirilmis Jordan yar tiirev tantmindan
f@?) = f@u + gwd(w)
dir. Bu ifadede u yerine u + v yazilirsa
flw+v)?) =flu+v)u+v)+gu+v)du+v)
= f@u+ fv+fWu+ f(w)v
+gWdw) + gw)d ) + g(w)dw) + g(w)d(v)
elde edilir. Ote yandan
f(w+v)) =f@?+v’+w+w) = f@W?) + f@?) + fuw + vu)

= fWu+gd@) + f(W)v + gw)d®) + f(uv + vu)
olur.

[2.1] ve[2.2] esitlikleri karsilagtirilirsa

fluv +vu) = fv+gwd®) + f(v)u + gw)d(u)

bulunur.

[2.1]

[2.2]

i) (i) sikkindaki ifadede v yerine uv + vu yazilirsa ve her Jordan yari tiirevin bir

genellestirilmis Jordan yari tiirev olmasi nedeniyle (i) esitliginin d Jordan yart tiirevi

icin saglandig1 diisiliniiliirse
fuuv +vu) + (uv + vu)u) = f(w)(uv + vu) + gw)duv + vu)
+f(uv + vu)u + g(uv + vu)d(u)

= fu + fwvu + gdw)v + g(w)gwd(v)
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+gWdW)u + g(w)g(w)dw) + gw)gW)dw) + g(w)g(w)d(w)

+f(wvu + gw)d@)u + f(W)uu + glv)d(w)u
elde edilir.

Ote yandan bu ifadeden
fuw +vu) + (uwv + vu)u) = f@W’v + vu’) + 2f (uvu)
= fWHr+gW)d®) + f(w)u’ + gw)d(w’)
= fuw + gwdWv + gwgw)d®) + f(W)uw’ + g(w)dWu

+g(w)gw)d(u) + 2f (uvu)
elde edilir.

[2.3] ve [2.4] esitlikleri karsilastirilirsa
2f (uvw) = 2(f Wvu + g gW)d(w) + gwd(v)u)
olur. charR # 2 oldugundan
fuvrw) = fvu + g(wg(v)d(w) + gwd(v)u
bulunur.

iii) (i) sikkindaki ifadede u yerine u + w yazilirsa

f((u +w)v(u + W)) =fu+wvru+w)+gu+w)glv)d(u+w)

+g(u+w)dw)(u+w)

= fvu+ f(wvw + fw)vu + fw)vw + gw)d(w)u + glw)d(w)w

+gw)du + gw)dww + gw)g()d(w) + gw)g(w)d(w)

+gw)g(w)dw) + gw)g(v)d(w)
elde edilir.

Ote yandan bu ifade (ii) esitligi kullanilarak yeniden diizenlenirse
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f(w+wv(u +w)) = fuvu + uvw + wou + wow)
= f(uvu) + f(wvw) + f(uvw + wou)

= fwvu + gw)d@u + gw)gw)d@) + f(w)vw

+gw)dw)w + gw)g(w)d(w) + f(uvw + wou) [2.6]
elde edilir.

Boylece [2.5] ve [2.6] esitlikleri karsilagtirilirsa
fuww +wou) = fWow + gd@w + g(wg)dw) + f(w)vu
+gw)d(u + gw)g(v)d(u)
bulunur.

Sonug 2.8: R karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin heru € U
icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (d, g) sifirdan farkli bir

Jordan yar tiirev ise bu durumda ¥ u, v, w € U
i duv +vu) = dWv + gwd®) + d@)u + g(v)d(w)
i, d(uvw) = dWvu + gw)d@)u + g(w)g(v)d(w)
i, d(uvw + wou) = dwow + gWd@)w + g(w)g(w)d(w)
+dWw)vu + gw)d()u + gw)g(v)d(u)
saglanr.

Ispat: Her Jordan yar tiirevin bir genellestirilmis Jordan yar tiirev olmasi nedeniyle

Lemma 2.7 de f = d alinarak bu sonuglar elde edilir.

Lemma 2.9: R karakteristigi ikiden farkl1 bir asal halka ve U, R halkasinin her u € U
icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (f,d, g) Uglist heru € U
icin f(u?) = f(u)g(uw) + ud(u) olan sifirdan farkli bir genellestirilmis Jordan yari

tirev ise bu durumda

. fuw+vu) =fwgw) +ud) + f(v)g(u) + vd(u)
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i flow) = fgwg@) +ud(w)g@w) + uvd(u)
ii.  fluvw +wou) = fFWgw)gw) + ud(@)g(w) + uvd(w)
+Hf(W)g(w)gw) + wd(w)g(w) + wvd(u)
saglanir,
Ispat: i) fnin tammindan Vu, v € U,
fla+v)) = f(w+v)@+v) = f@)+ @)+ fuv + vu)
= fWgw) + ud(w) + fW)gv) + vd(v) + f(uv + vu) [2.7]
dir. Diger taraftan,
flw+v)) =fu+v)gu+v)+ @+ v)du+v)
=fWg@) + fWg) + f(w)g@w) + fFW)g(v) + ud(u) + ud(v)
+vd(w) + vd (v) [2.8]
dir.
[2.7] ve [2.8] nin esitliginden Vu, v € U igin
fw+v) = fg) +ud@) + f(v)g@w) + vd(w)
elde edilir
ii) (i) sikkindaki ifadede v yerine uv + vu yazilirsa
Fuuw + ) + (W + vw) = Fguw + vu) + ud (v + vu)
+f (wv + vu)g(w) + (uv + vu)d(w)

elde edilir. Ote yandan ve her Jordan yan tiirevin bir genellestirilmis Jordan yar

tiirev olmasi nedeniyle (i) esitliginin d Jordan yari tiirevi i¢in saglandig1 diisiiniilerek
(i) esitiginde f = d yazilirsa

dluv +vu) =dw)gw) +ud(v) + d(v)g(u) + vd(u)
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saglanir. Bu son ifadede kullamilirsa
fu(uv + vu) + (uv + vu)u)
= fwgv) + fwgu) + ud(w)g(v)
+u?d(v) + ud(w)g(u) + uvd(w) + f(w)g(w)g@w) + ud(v)g(u)
+f(W)gWg@w) + vdW)gw) + uvd(w) + vud () [2.9]
elde edilir.
Diger taraftan

fuuv + vu) + (uwv + vu)u) = f(W’v + uvu + uvu + vu?)
= fW’v + vu?) + 2f (uvu)

= fW)gw) + wd®) + f(W)g(’) + vd(W’) + 2f (uvw)
= fWgWg) + ud(Wg®) + v’d®) + f(v)g(W’)
+vd(u)g(u) + vud (1) + 2f (uvw) [2.10]
dir.
[2.9] ve [2.10] esitligi ve charR # 2 olmast kullanilirsa her u, v € Uigin
fluvu) = f(w)g(w)g(w) + ud(v)g(w) + uvd(u)
bulunur.
i) (ii) esitligi u ya gore lineerize edilirse
f((u+wv(u+w))
=flu+w)gwglu+w)+ w+w)dw)gu+w)+ (u+wvd(u+w)
=fWgg) + fwgw)gw) + fw)g(w)gw) + f(w)g(w)g(w)
+ud(v)g(w) + ud(®)g(w) + wd(v)g (W) + wd(v)g(w) + uvd (1) + uvd (w)

+wvd(u) + wud (w) [2.11]
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elde edilir.
Diger taraftan bu ifade (ii) kullanilarak diizenlenirse
f(@+w)v(u+w)) = f(uvu) + f(wow) + f(uvw + wou)
= fWg@)gW) +ud(w)g(w) +uvd(u)
+fW)g)g(w) + wd(v)g(w) +wrd(w) + f(uvw + wou) [2.12]
olur.
[2.11] ve [2.12] esitlikleri charR # 2 olmas1 kullanilarak karsilagtirilirsa
Yu,v,w € U icin
flww +wow) = fwg@w)gw) +ud()gw) + uvdw) + f(w)g(v)g(u)
+wd(¥)g(w) + wrd(w)
sonucuna ulastlir.

Sonug 2.10: R karakteristigi ikiden farkl1 bir asal halka ve U, R halkasinin heru € U
icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (d, g) ikilisi her u € U igin

d(u?) = d(u)g(u) + ud(w) olan sifirdan farkli bir Jordan yar tiirev ise bu durumda
i duv +vu) = dwg W) + ud() + d(v)g(w) + vd(w)
i, duvu) = dw)g)gw) + ud(v)g () + uvd(w)
i, duow + wou) = dw)g(W)gw) + ud(v)g(w) + uvd(w)
+dw)g(w)gw) + wd(w)g(w) + wvd(u)
saglanir.

Ispat: Her Jordan yari tiirevin bir genellestirilmis Jordan yar1 tiirev olmas1 nedeniyle

Lemma 2.9 de f = d alinarak bu sonuglar elde edilir.

Uyan 2.11: U, Rhalkasmmin bir Lie ideali olsun. Her u,v,w € U i¢in asagidaki

kisaltmalar kullanilacaktir.
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S(u,v) = f(w) - fWv — g(w)d(v)
¢u(v) = d(wv) — dW)v — g(wd(v)
p(u,v) = f(uv) - f(w)g @) —ud(v)

Y, (v) = dw) — dw)g(v) — ud()

Not 2.12: R, charR # 2 olan bir asal halka ve U, Rhalkasinin bir Lie ideali olsun.

Genellestirilmis yar1 tiirevin tanimindan her u, v € U igin
S(u,v) =0 p(u,v) =0
saglanir.
Ispat: §(u,v) = f(uv) — f(w)v — g(w)d(v) = 0 olsun. Bu durumda
fw) = fwv + gw)d(v)
olur. Ote yandan
fw) = fwg) +ud(v)
dir. Boylece
fv) - fw)g() —ud(v) =0
elde edilir. Dolayisiyla
p(w,v) = fuv) - f(wg() —ud() =0
bulunur.

Uyan 2.13: R, charR # 2 olan bir asal halka ve U, R halkasinm her u € U igin u? €

U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun.
d(u,v) = —-6(v,u)

p(u, U) = _P(v' u)
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Pu(v) = —¢, ()
Yu(v) = =, (W)
saglanir,
ispat: Lemma 2.7 ve Lemma 2.9 (i) ile Sonug 2.8 ve Sonug 2.10 dan
§(u,v) = f(uw) — fFWv — g(wd(v)
ve
S(w,u) = fvw) — f(W)u — g(w)d(w)
esitlikleri taraf tarafa toplanarak
§(u,v) +6(w,u) = f(uv) — fWv — g(wd @) + flvu) — fF(Wu — gw)d(w)
= fuw) + f(vw) = f(Wv = fFWu - g(w)dw) — g(wd(v)
= f(uwv +vu) — (fv + f@u + g@)d@W) + gwd((v))
bulunur. Bu ifadede Lemma 2.7 (i) kullamilarak
S(u,v) +d(w,u) = fwv+ gw)dw) + fw)u+ g(v)d(u)
~(fv + fWu+gw)dw) + gwd®)) =0
elde edilir.
Buradan &(u, v) = —8(v, ) olur.
Benzer sekilde
p(u,v) = f(uv) = f(Wg ) — ud(v)
ve
p(v,u) = f(vu) — f(v)g(u) — vd(u)

esitlikleri taraf tarafa toplanarak
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p(u,v) + p(v,w) = f(uv) — fF(w)g(v) —ud(v) + f(vu) — fF(V)g(w) — vd(w)
= fuv +vw) — (f(wg®) + ud(v) + f (V) g(w) + vd(u))
= (f@g®) +ud(®) + f(w)gw) + vd(w))
~(fg®) +ud®) + f(v)g(w) + vd(w)) = 0
bulunur. Béylece p(u, v) = —p(v, ) elde edilir.
Simdi her u, v € U icin
$u(v) = d(uv) — dW)v — g(u)d(v)
Ve
¢y (W) = d(vu) — dW)u — g(w)d(u)
dir. Bu esitlikler taraf tarafa toplanarak
$u (V) + ¢, (W) = d(wv) — dWv — gW)d(v) + d(ww) — d()u — g(v)d(w)
= d(uv) + d(vw) — dWv — d@W)u — gw)dw) — gw)dv)
= d(uv + vu) — (d(u)v +dW)u+ gw)d(u) + g(u)d(v))
olur. Sonug 2.8 (i) kullanilarak
b (V) + ¢, (W) = dWv + gw)d(v) + dW)u + g(v)d(u)
—(d(u)v +dW)u+ gw)du) + g(u)d(v)) =0
bulunur. Dolayisiyla ¢, (v) = —¢,,(u) elde edilir.
Benzer sekilde
Pu(v) = d(u) — d(Wg(v) — ud(v)
ve
P, () = d(vw) — d(v) g (w) — vd(u)
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esitlikleri taraf tarafa toplanarak
(V) + 1, (W) = d(wv) — d(Wgv) — ud(v) + d(vw) — d(v)g(w) — vd(w)
=dwv +vu) — (dWg®) + ud() + dw)gw) + vd(w))
= (dWg®) + ud®) + d@)g@W) + vdw))
—(dw)g) + ud(w) + d(v)g(u) + vd(w)) =0
bulunur. Béylece 1, (v) = —, (w) elde edilir,

Uyan 2.14: R charR # 2 olan bir asal halka ve U, R halkasinm her u € U igin u? €

U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Her u, v, w € Uigin
5(u,v +w) = 8(u,v) + 6w, w)
pu,v+w) =pu,v) +p(uw)
du(v +w) = ¢, (V) + oy (W)
Yu (v +w) =Py (v) + Py (w)
dir,
ispat: 6(w, v +w) = f(u@ +w)) = F@ W + w) — gw)d (v + w)
=fuw +uw) - fWv - fWw — gwd®) — gwd(w)
= fw) — fwv — g(W)d®) + f(uw) — f(Ww — g(wd(w)
= 5w, v) + 6 (u, w)
elde edilir.
Benzer sekilde
p(w,v+w) = fu(w+w)) - fgw +w) —ud(v +w)

= fuw +uw) - fwg ) — fWgw) —ud(v) —ud(w)
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= fuw) — fWg®) —ud®) + f(uw) — fFWg(w) —ud(w)
=pw,v) +p(u,w)
bulunur.
Ayrica her u, v, w € U igin
(W +w) = d(u@ +w)) —dW @ +w) - gwd(v +w)
=dw +uw) —dw)v —dww — gw)d@) — gw)dw)
=d(uv) —dwv — gw)d®) + d(uw) — dww — gw)d(w)
= ¢y (V) + ¢y (W)
elde edilir.
Yine her u, v, w € U igin
Y+ w) =du+w)) —dwgw +w) —ud + w)
=duw +uw) —dw)g®) —dw)gw) —ud(v) — ud(w)
=d(uv) —dwg®) —ud®) + d(uw) — dw)g(w) — ud(w)
= Yu (V) + P (W)
bulunur.

Lemma 2.15: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin her u €
U igin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun.

Bu durumda her u,v,w € U igin

Gyrw (W) = ¢, (W) + ¢, (W)

olur.

Ispat: Her u,v,w € U igin
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Poiw@W) = d((W + W) — d(w +wlu — g(v + w)d (w)
=d(u+wu) —d@W)u —dw)u — g(v)d(w) — gw)d(w)
=d(vu) —d)u — g(w)d) + dwu) —dw)u — gw)d(u)
= ¢p(u) + ¢y (W)
bulunur.

Lemma 2.16: R, karakteristigi ikiden farkl1 bir asal halka ve U, R halkasimin her u €
U icin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger R nin sifirdan farkli bir

(f,d, g) genellestirilmis Jordan yari tiirevi igin her u, v, w € U olmak izere
§(u,v)wlu,v] + g([u,v))gw)¢,(v) =0
saglanir.

Ispat: Vu,v,w €U igin W = f(uvwvu + vuwuv) alahm Lemma 2.7 (iii)

kullanilarak
W = f(uvwou + vuwu)
= f((uw)w(vu) + (vu)w(uv))
= fuv)wvu + g(uv)d(w)vu + g(uv)g(w)d(vu)
+f (vw)wuw + g(vu)d(w)uw + g(vu) g(w)d (uv) [2.13]
elde edilir,
Ote yandan Lemma 2.7 (ii) ve Sonug 2.8 den
W = f(uvwou + vuwuw)
= fulwwv)u) + f (v(uwu)v)
= fvwvu + g(wd(wwv)u + g(w)g(vwv)d(u)

+f (V) uwuv + g(v)d(uwu)v + g(v)g(uwu)d(v)
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= fvwou + gwd@)wvu + gw)g@)dw)vu + g(w)g(w)gw)d(v)u
+g(w)gwwr)d(w) + fWuwur + g(w)dwwuv + g()g(wWdw)uv
+g(W)gWgw)dwv + g(v)g(uwu)d(v) [2.14]
olur. [2.13] ve [2.14] esitlikleri karsilastirilarak diizenlenirse
0 = fur)wou — fFwvwou — g d@)wou + guv)gw)d(vw)
—gW)gW)gw)d()u — g(wg(vwv)d(u)
+f(vwwuy — fF)uwur — g(w)dwwuv
+g(vuw)gw)d(uv) — g(w)gw)gw)dwv — g(w)gluwu)d(v)
= (fw) - fv — gWd®))wru + glurw)(d(vw) — d@)u — g()d(w))
+H(f(ww) = fF@u — gW)dw))wuv + g(vuw)(d(w) = dwv — gWd(v))
elde edilir. Bu ifadede Uyar: 2.11 deki gsterimler kullanilarak
0 = 6(u, V)wvu + g(uvw) ey (v) — 8w, vIwuv — g(vuw) ¢, (v)
= 8(u, v)(wou — wuv) + (guvw) — g(vuw) )¢, (v)
= 8(u, V)w(vu —uww) + (g(wv) — g(vu)) gw) ¢, (v)
= 6(u, V)wlw, v] + g([u, v))g(W)$u (v)
elde edilir. Bylece Vu, v,w € U igin
§(u, v)wlu,v] + g([w, vDg(w)¢,(v) = 0
sonucu ispatlanmis olur.

Lemma 2.17: R, karakteristigi ikiden farkli bir asal halka ve U, R halkasinin her u €
U igin u? € U kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (f, d, g) UclUsu her u €

U icin f(u?) = f(u)g(u) + ud(u) olan sifirdan farkli bir genellestirilmis Jordan
yart tiirev ise bu durumda her u, v,w € U igin
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pw,v)gw)g([u,v]) =0
saglanir.

Ispat: vu,v,w € U icin Y = f(uvwvu + vuwuv) olsun. Lemma 2.9 (iii)
kullanilarak

Y = fuvwou + vuwuv) = f((ur)w(vw) + (vuw)w(uv))
= fuv)g(w)g(vu) + uvd(w)g(vu) + uvwd(vu)
+f (vu) g(w) g (uv) + vud(w)g(uv) + vuwd (uv) [2.15]
elde edilir.
Ote yandan Lemma 2.9 (ii) ve Sonug 2.10 dan
Y = fuvwou + vuwuv) = f(u(vwv)u) + f(v(uwu)v)
= fwgwwv)gu) + ud(vwv)g(w) + uvwvd (u)
+f (1) g (uwu) g (v) + vd (uww) g (v) + vuwud (v)
= fwg(wwr)gw) +ud(w)g(w)g(v)g(u)
+uvd (W) g(v)g(w) + uvwd (v)g(w) + uvwvd (u)
+f(W)guwu)g(v) + vd(u)g(w)g(u)g(v)
+vud(w)g(w) g(v) + vuwd(w)g(v) + vuwud (v) [2.16]
bulunur. [2.15] ve [2.16] esitlikleri kargilagtirilarak diizenlenirse
fuw)gw)g(vw) — fw)g(wwr)g(w) —ud(w)gw)g(v)g(w)
+f(vuw)gw)gwv) — f(w)g(uwu)g(v) — vd(w)gw)gw) g )
= (fuw) - fWg W) — ud(v))gwvw) + (f(vu) — f () g(w) — vd (w))g(wuv)
olur. Uyar1 2.11 deki gosterimler kullanilarak

0=pwv)gw)gvu) — p(u,v)gw)g(uv)
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= p(u,v)gw)(g(vw) — g(uv))
= p(u, v)gw)(g(vu —uv))
= pu,v)gw)g([w,v])
olur. Béylece Vu, v,w € U igin
pu,v)gw)g([u,v]) = 0
bulunur.

Not 2.18: Asagida verilen teorem Teorem 2.3 ve Teorem 2.4 Un bir genellestirmesini

vermektedir.

Teorem 2.19: R, karakteristigi ikiden farkli asal halka ve U, R halkasinin her u € U
icinu? € U ve U & Z kosulunu saglayan bir Lie ideali olsun. Eger (f,d, g) UclUsi
sifirdan farkli bir genellestirilmis Jordan yar1 turev ise bu durumda (f,d, g) bir

genellestirilmis yar1 tlrevdir.

Ispat: Ispat i¢in Yu,v € U icin §(u, v) = 0 oldugunu goéstermek yeterlidir. Lemma

2.17 den her u,v,w € U igin
pu,v)gw)g([u,v]) =0
olur. T = g(U) kiimesi R halkasinin bir Lie idealidir. Gergekten;
Her g(u),g(v) ETver eRicing(u) —g(v) €T ve [g(w),r] €T mi?

U bir Lie ideal oldugundan u — v € U ve goriintii kiimesi tanimindan g(u —v) € T

dir. Buradan g bir halka epimorfizmasi oldugu i¢in

g —v) = gu) — g(v) oldugundan g(u) — g(v) € T dir.

Ote yandan r € R igin g bir halka epimorfizmasi oldugundan r = g(x) olacak

bicimde en az bir x € R eleman1 vardir. Boylece

[g(w),r] =[gw), g(x)] = g(w)g(x) — g(x)g(w)
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olur. Bu ifadede g nin bir halka epimorfizmasi oldugu kullanilarak

[g(w), 7] = g([u, x])

yazilir. U, R halkasinin bir Lie ideali oldugu i¢in u € U,x € R i¢in [u,x] € U dur.
Boylece [g(uw),r] = g([u,x]) € g(U) =T elde edilir.

Lemma 2.6 dan her u € U igin ve v € U icin p(u,v) = 0 veya g([u,v]) = 0 elde
edilir. Simdi her u € U i¢in

K={veUlp(uv)=0}velL ={veU|g(uv]) =0}

kiimelerini tanimlayalim. K ve L kiimeleri U nun toplamsal alt gruplaridir. Ustelik

U = K U L dir. Budurumda Lemma 1.45 e gbre U = K veya U = L olmalidur.

Kabul edelim ki U = K olsun. Bundan dolay1 p(u, v) = 0 ve dolayisiyla 6 (u,v) = 0

olur. Boylece ispat tamamlanir.
Simdi ise U = L alalim. Lemma 2.16 dan her u, v € U i¢in
§(u, v)wlu, v] + g([u, v)g(w)du(v) = 0
saglanir. Bu esitlikte g([u, v]) = 0 oldugu kullanilarak Yw € U igin
S(u,v)wlu,v] =0
bulunur. Boylece Lemma 2.6 dan Vv € U igin [u, v] = 0 veya § (u, v) = 0 bulunur.

Eger Vv € U i¢in [u,v] =0 ise Lemma 2.5 den U < Z elde edilir bu
hipotezde U € Z olusuyla c¢elisir. Dolayisiyla §(u, v) = 0 olmalidir. Bdylece R
sifirdan farkli bir (f, d, g) genellestirilmis Jordan yari tiirev igcermektedir. Ispat

tamamlanir.
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