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OZET
BAZI MATRISLER ICIN ALT SINIRLAR
Ozkan KARADAS
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dali
Danisman: Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM
2018, 122+xi sayfa

Bu tez alt1 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, tezde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Ikinci boliimde, Hardy esitsizligine kisa bir giris yapilmistir.

Ugiincii boliimde, Agirlikli Ortalama Matrisinin ¢, {izerindeki sinirlihigi aragtirilmigtir.

Dordiincti boliimde, ¢, tizerindeki siirli matrisler ile ilgili alt siir problemi
i¢in yontemler verilmigtir. Ayrica Cesaro Matrisi, p-Cesaro Matrisi, Terraced
Matrisleri, Agirlikli Ortalama Matrisi, Hausdorff Matrisleri ve Hilbert Matrisi

ile ilgili ¢, tizerindeki alt simirlar1 belirlenmistir.

Besinci boliimde, Agirlikli Ortalama Matrisleri ve Norlund Matrisleri i¢in Cop-

son tipli alt sinirlar aratirilmistir.
Altinct boliimde, Agirlikli uzaylar iizerinde integral operatorleri igin alt ve iist
sinirlar belirlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro operatorii, p-Cesaro operatorii, Rhaly operatorii,
Terraced matrisi, Genellegtirilmis Rhaly Cesaro operatorii,

alt smirlar.
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ABSTRACT
LOWER BOUNDS FOR SOME MATRIXS
Ozkan KARADAS
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM
2018, 122+xi pages

This thesis consists of six chapters.
In the first part, basic definitions and theorems used in the thesis are given.
In the second chapter, a short introduction was given to Hardy inequality.

In the third chapter, the boundedness of the Weighted Mean Matrix on /,, were

investigated.

In the fourth chapter, methods for the lower bound problem related to the
bounded matrices on ¢, are given. In addition, the lower bounds of the Cesaro
Matrix, p-Cesaro Matrix, Terraced Matrices, Weighted Mean Matrix, Haus-

dorff Matrices and Hilbert Matrix on ¢, were investigated.

In the fifth chapter, the upper and lower bounds for integral operators on

weighted spaces were determined.

Keywords: Cesaro operator, p-Cesaro operator, Rhaly operator,
Terraced matrices, Generalized Rhaly Cesaro operator,

lower bound.
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SIMGELER DiZiNi

X uzaymdan Y uzay: iizerinde verilen biitiin sinirh

lineer operatorlerin kiimesi

X uzay iizerinde verilen biitiin sinirh lineer operatorlerin kiimesi
smirh lineer 7" operatoriiniin normu

Agirlikhi Ortalama Matrisi

Rhaly (Terraced) Matrisi

Cesaro Matrisi

Kompleks sayilar cismi

Reel sayilar cismi

p- kuvvetten mutlak yakinsak seri olugturan diziler uzay1

ile en biiyiik alt sinir1 gosterecegiz.
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1. MATRIiS DONUSUMLERI VE SINIRLI LINEER OPERATORLER

Simdi Fonksiyonel Analiz ve Matris doniigiimleri hakkinda baz hatirlatmalar vere-

lim:

Tanim 1.1 A = (au), (n,k =0,1,2,...) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun.

Yn = Ap(x) == Z@nkxlm (n=0,1,2,...) (1.1)
k=0

mevcut ise Ax = (A, (x)) dontisim dizisi mevcuttur denir. Eger X veY', s nin iki alt
ciimlesi olmak tizere her x € X icin (A,(z)) donisim dizisi mevcut ve (A,(x)) €Y
ise A matrisi X den 'Y ye bir donisim tanwmlar denir ve A € (X,Y) ile gosterilir.
Toplama veya limiti koruyan matrislerin sinafi ise (X,Y; p) ile gosterilir.

Eger A € (c,c) ise A ya konservatif, A € (¢,c;p) ise A ya regiiler matris denir.
(1.1) serisinin her n icin yakinsak olmast gerektiginden matris doniisimlerinin lineer

oldugu aciktur. ( [43] , Petterson, 1966)

Tamim 1.2 (Suurh Lin. Op) X, Y ki normlu uzay, D(T) C X olmak tizere
T:D(T)—Y bir lineer operator olsun. Eger her x € D(T) igin

ITzlly < ]l x (1.2)

olacak sekilde C' > 0 sayist varsa T ye swnarly lineer dondisimi denir.

T

—HH T|HY < C olacak sekildeki en kiigik C
Tl x

saysina T nin normu denir ve ||T|| ile gosterilir. Buna gore,

Eger T simarl ve ||x|| # 0 olmak dizere

[T
|7 = sup Ll (1.3)
zen(r) ||l
z#0
dwr. Eger T" sinarl ise
[Telly < IT[ Il x (1.4)

(1a3] , Kreyzing, 1978).



Teorem 1.1 X,Y normiu uzaylar ve T : X — Y swmrl bir lineer operator olsun.

a) |T|| (1.3) ile verilen) ifadesi

1Tl = sup [Tzl (1.5)
zeD(T)
[[=[|=1

ye denktir.

b) X ten'Y ye tim simirl lineer dontigimler kiimesini
B(X,Y) = {T |7 xSl Y} (1.6)

ile gosterelim. B(X,Y), (1.5) normu ile birlikte bir normlu uzaydur.
¢) Eger X normlu uzay ve Y bir Banach uzay: ise B (X,Y) de (1.5) normuyla bir
Banach uzaypdur. ([43] , Kreyzing, 1978)

e 0<p<1 iselP={x=_(xp):> |ax|" < o0},

dy (z,9) = |z —ylb = o — yul”

ile birlikte bir metrik uzaydir. Fakat bir Banach uzay1 degildir. Ciinkii bu

norm bir metrikten elde edilmemistir ( yani 6teleme degismezligini saglamaz).
o 1 <p<ooiginf? ={x=(z):> |z’ < o0},
1
o, = (3 leel?)” < o0 (1.7)
normu ile birlikte Banach uzayidir.

e p =00 igin ¢, ||z||., = supy |z normu ile birlikte Banach uzayidir.

Sonsuz matrislerin gesitli uzaylar tizerinde siirlihigi 80 yildir devam etmektedir.

Burada bize gerekenleri agagidaki lemmalarda siralayacagiz.

Lemma 1.1 A = (a;;) sonsuz matrisi verilsin.

i. A€ B({,) ise bu durumda sup; Y 7 |ai;|” < oo dur, ashnda

[e.9]
sup ) _ lail” < | AII;
7 i=0

2



dir.
it. A€ B(t) dir<

sup > Jauy| = 4], < o0 (1)

J =0
dir.
iti. A € B(ly) dir <

(o]
sup Y _ lag| = [|4]l, < o0

i =0

dir. ( [14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.2 A = (a;j) ve B = (b;;) iki matris olsun. Eger B € B ({,) ve heri ve
J igin |a;j| < k|b;j| olacak sekilde k > 0 sayist var ise bu durumda A € B ((,) dir.
(l14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.3 A = (a;;) ve B = (b;;) iki matris olsun. Eger B € B ({,), j < N i¢in
(aij);2 € £y ve j = N we her i icin |a;| < k|bij| olacak sekilde k > 0 sayisi var ise
bu durumda A € B ({,) dir. (1] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.4 Eger T = (t;;) bir matris, D = (d;;)

tii ,1=17]
0 ,i#]

dl’j =

ile tansmlanan késegen matris ve S =T — D ise, bu durumda T' € B (¢,) dir ancak

ve ancak S € B ({,) ve sup; [t;| < oo dur. ([14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.5 (Riesz-Thorin Theorem) FEger A € B ({1) ve A € B () ise 1 <
p < oo igin A € B({,) dir. ([20] , Dunford, 1958, Theorem 11, sayfa 523)

Teorem 1.2 (Abel Kismi toplam Formiilii) (ay), (by) herhangi reel dizi ve

Sn :Zak ve Abk :bk_bk—H
k=1

olsun Bu durumda .
Z akbk = Snbn + Z SkAbk
k=1 k=1

dur. (1] , Balei, 2016)



Lemma 1.6 x,y € {5 olmak fizere

00 0o 1/2 00 1/2
S o] < (z w) (z W)
k=1 k=1 k=1

egitsizligr gegerlidir.

Not: Ileride kullanacagimiz icin

oldugunu not edelim.



2. HARDY ESIiTSIiZLiGi

Teorem 2.1 Ege 0 < r < s ise, bu durumda f(z,y) = ¢(x)(y) olmadikca
> pa” 1/r ..
M, (a) = M, (a,p) = (ﬁ) olmak 1izere,
M (y) M, (2) f(z,y) < M, () M (y) f(z,y)

dir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)
Teorem 2.2 Egep>1, fe€ L,(0,a) v

F(a;):/oxf(t)dt

1se yeterince kiiciik x i¢in

F(zx)=o0 (a:l/q)
dir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)

Teorem 2.3 FEger

p>1,q=p/(p-1)

ve
0 o)
S Yo
m=1 m=1

ise bu durumda (a,,) = (0) veya (by,) = (0) olmadik¢a
» mbm T jippi/a
f= i~ m+n  sin(7/p)

dir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)

Teorem 2.4 FEger
p>1q=p/(p—1)
ve
/oofp(x)d$§F, /Oogq(x)d:L'SG
0 0

1se bu durumda f = 0 veya g = 0 olmadikca

/oo /OO f(x)g(x)dl‘ < m Fl/pgl/q
o Jo Tty sin (7/p)

dir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)



Daha sonra tartigacagimiz iki teorem, Hilbert teoremlerinin bilinen ispatlarini ba-
sitlegtirmek icin yapilan girisimler sirasinda kegfedilmigtir.

Sadece Teorem 2.3 in esik bir formunu isteyebiliriz: Cift serisi Y | a? ve > b? serileri
yakinsak oldugunda cift seri de yakinsaktir. Bu durumu asagidaki gibi tartismak
dogal olurdu:

Qift seriyi, m = n diyagonali ile iki S; ve Sy parcasina ayiralim, ve m < n olan1 S

ile gosterelim. Bu durumda

Ap=artag+ - +ay

olmak {izere

- DY sy - 3,

m<n
dir. > b7 serisi yakisak oldugundan, > n P AP yakimsak oldugunda son seri yakin-
saktir, ve S7 in yakinsakligini ispatlamak igin, son serinin yakinsakligi, sonug olarak
>~ aP nin yakinsak oldugunu ispatlamak yeterlidir. Bu durumda Sy nin yakinsaklig
ayni yolla ispatlanabilir.

Bu argiiman dizisi, agagidaki teorem ile sonuclanir ve asagidaki teoremi ispatlar.

Teorem 2.5 (Hardy esitsizligi): Egerp > 1, a, >0, and A, = a1 +as+---+a,

1se, bu durumda biitin a, ler 0 olmadikca,
An p p p
S e(eyEe
esitsizli gegerlidir. Sabit mimkiin olan en iyi sabittir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)

Integraller icin ilgili teorem su sekildedir:

Teorem 2.6 (Hardy esitsizligi): Egerp > 1, f(x) >0, and F (x) = [ dt ise,

bu durumda f =0 olmadikca,

/Ooo (g)pdxg (]%)p/o‘”fpdx (2.2)

esitsizli gegerlidir. Sabit mimkiin olan en iyi sabittir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)
6



Bu teoremler Hardy [20] tarafindan ispatlandi, Hardy, Teorem 2.5 daki sabiti sabitleye-
memigti.

Bu eksiklik Landau [45] tarafindan kaldirildi. Teoremlerin pek ¢ok alternatif ispatz,
ornegin Broadbent [12] , Elliott [35] , Grandjot [36] , Hardy [30] , Kaluza ve Szego [41] ,
Knopp [42] gibi cesitli yazarlar tarafindan verildi. Elhott’un Teorem 2.5 nin ispatin
ve Hardy’nin Teorem 2.6 nin ispatin vererek basliyoruz.

ispat. (i) Teorem 2.5 y1 ispatlarken a; > 0 oldugunu kabul edecegiz. Ciinkii eger

a; > 0 oldugunu kabul edersek ve b, ile a,, 1 i yerdegistirirsek, (2.1)

bl 2 b1+b2 2 P P
() +(557) + =< () @reme

olur, esitsizligin kendisi (2.1) den daha zay:iftir. A—n" yerine «,, yazalim ve indisi 0

olan herhangi bir saymin 0 oldugunu kabul edelim. Bu durumda

aﬁ—%aﬁflan =af — pl{nan—(n—l)an_l}aﬁ*I
p— p—
—1
Y ST D e NI
p—1 p—1
np n—1 c
<o (1--7 +p_1{(p—1)041+042_1}
1

elde ederiz. Boylece

N N N p , N 1/q
Yoar< LN arte, < Lo (Z ) (Z az) (2.3)
1 1

elde ederiz. Her iki tarafi en sagdaki carpana boliip p. kuvvet alirsak

ia:ﬂ < (%)pi o (2.4)

1
N yi sonsuza gotiiriirsek, (2.1) elde ederiz, ancak < yerine N’ yi sonsuza gotiirdiigiimiiz
zaman (2.1) elde ederiz, ancak '<’ yerine "<’ aldik. Ozellikle " a? m sonlu oldugunu

gortiyoruz. m



(2.3) e donersek ve N yi oo a gotiiriirsek,
p -1 p 1/p 1/q

Sty etm sy (Ba) (X)) e
(aP) ve (af) orantih olmadik¢a yani C' n den bagimsiz olmak iizere a, = Cay,
olmadikga, ikincide esitsizlik vardir. Boylece (a; = a3 > 0 oldugundan) C', 1 olmal
ve bu durumda her n i¢in A,, = na, olmahdir. Bu sadece tiim a larin esit olmasi
durumunda saglanir ve Bu, > @? nin yakinsamasiyla celisir. Boylece (2.1), (2.6)
dan

P 1/p 1/q
> on < o1 (X)) " (X at) (2.6)

dir ve ¢iinkii (2.4), (2.3) dan izlenir.

Sabit carpanin miimkiin olan en iyi carpan oldugunu ispatlamak i¢in,

n~ Y n<N

0 ,n>N

Ay =

1
alahm. Bu durumda " a2 = SV — dir,
n

N L (M
A"_XI:UP>/1 $p—p_1{n },nSN

ve n — oo iken g, — 0 olmak iizere

P pq_
ﬁ > P L sn,nSN
n p—1 n

dir. Buradan N — oo iken 7,, — 0 olmak tizere
A \? N o/ ANP » \*
- - _r 1— P
2(5)>2(5) - ) ez

oldugunu goriiriiz. Eger a,, yukaridaki gibi secilirse ve N yeterince biiyiik alinirsa,

bu durumda
An p P p
— < - 1— p
(%) < () e-oxe
tipli her esitsizlik yanligtir.
Alternatif bir prosediir, her n icin a = n~(1/P)=¢ almak ve ¢ nukiiciik yapmaktir.
(i) Eger 0 < £ < X,
x (F\" 1 X oy d
L€ XTE ) p

p—1 p—1 p—1
8

féx alPFPL fdy




elde ederiz. Fakat Teorem 2.2 den, f? integrallanebilir ve & — 0 oldugunda &' P F? (¢) —
0 dir. Boylece

foX (%)p dr < ]% foX (%)p_l fdx

< el [ e

p—1
dir. Eger (0, X) de f sifir degilse (2.7) nin sol-tarafi pozitiftir. Boylece

/OX (g)pdasg (%)p/oxfpdx (2.8)

ve X — oo yaptigimizda, (2.2) yi elde ederiz, fakat '<’, ’<’ ile yerdegistirecektir.
Ozellikle (2.2) nin solundaki integral sonludur.

X ile oo yerdegistirdigi zaman, (2.7) deki biitiin integraller sonlu olur, ve
S (E) da < 2= [ (£)" fd
0 T = p— 1 0 x xr

< P (£ da] e praa) 7

7 1

(2.9)

oldugu goriiliir. Esitsizlikteki son isaret, x PF? ve fP etkin orantili olmadik¢a <’
ile yerdegistirebilir. Bu, f yi z in kuvveti yapar ve bu durumda | fPdz wraksak olur.

Boylece f sifir olmadikca

O NG NI

olur. Sol taraftaki integral pozitif ve sonlu oldugu i¢in, gimdi (2.2), (2.10) dan elde
edilir; ¢iinkii (2.8), (2.9) den goriiliir.

Sabitin miimkiin olan en iyi sabit olmasinin ispati daha 6nce oldugu gibidir:

0 ,r <1
f(x) =

r—(1/p)—¢ ,x>1

almak yeterlidir.

Teori 2.5 nin Elliott’un ispati, Teorem 2.6 i¢in de bariz degisikliklerle birlikte geger-
lidir. (ii) de verilen Teoremin 2.6 ispat1 seriye uyarlanabilir, ancak sabitin miimkiin
olan en iyi degerini vermez.

(iii) Teorem 2.6 nin agagidaki ispati da ilgingtir: < li formun saglanmasi ile yetinecegiz.

Integrasyon araliklarmin her biri (0,1), Agirhik fonksiyonlar: 1ve

r=1,s=p>1, f(x,y) = f(z)
9



oldugunu kabul ederek, Teorem 2.1 i uygulayabiliriz. Bu durumda x <1 igin,

M f () /Uf(y)d 2,

wp st [ revn} (L [roa) < {3 [ roa)”

olur. Boylece Teorem 2.1 ile

(LY )" ([ )" [ ([ )

olur. Bu durumda
= X/e, f(X/c)=g(X)

yvazarak, x, f ile X, g yi yerdegistirerek ve ¢ — oo alarak istenen sonucu elde ederiz.

10



3. AGIRLIKLI ORTALAMA (RIESZ) MATRISININ ¢, UZAYI UZ-
ERINDEKI SINIRLILIGI

Tanim 3.1 ay >0,n>1 icina, >0 ve A, = ZZ:O ay olmak tizere

= ,0<k<n
Ank = " (31)
s k>n

o

seklinde tanimlanan matrise, yani

1 0 0

B % % 0 .-

N(ar) = (ank) = | ad @l ay (3.2)
A A A

matrisine agurlikly ortalama matrisi denir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Bu béliimde (3.2) da tanimlanan (N, p) Agirlikh ortalama matrisinin £, (1 < p < oo)
dizi uzay1 iizerinde siirhiligini arastiracagiz. Buradaki teoremleri ispatsiz olarak

verecegiz. Teoremlerin ispatlar: Cardlidge[14] de bulunabilir.
Teorem 3.1 N € B ({y) ve ||N||oo =1 dir.(14] , Cardlidge, 1978)

Teorem 3.2 (a,) -, dizisi her n i¢in a, > 0 ve

I = infl{ﬂ— A”“} > 1

nz0p | an n+1
— 1 —
ise bu durumda N € B ((,) dir ve K = . olmak tzere HNHp < K dwr. ([14] ,
Cardlidge, 1978)
Teorem 3.3 n > N icin vea, > 0 ve li_mnqooé (‘2—: — ’:"—ﬁ) > —1 ise bu durumda

N € B(¢,) dir.( [14] , Cardlidge, 1978)

Yukaridaki onermeler bir matrisin sinirliligini incelerken diger matrislerle olan iligk-
ilerine bakilmaksizin Lemma 1.3 deki kargilagtirma testinden daha kullanigh olacak-

tir. Elbette bu lemmay1 kullanmak i¢in N (a,) matrisinin siitun elemanlarmin ¢,
11



iizerinde olup olmadigini belirlemek gereklidir. & nci siitun elemanlarinin p toplam-
lart (ag)” >0, (Aip> seklinde verilir. Gergekten bu elemanlarin ¢, iizerinde olmasi
i¢in gerekli ve yeterli durum )7 (Aip> < 00 olmasidir.

1

Biitiin n ler i¢cin 4~ > 0 oldugundan (n + 1) nci terimin (n) nci terime oranim

kapsayan yakinsama testlerini siklikla kullanacagiz. Dikkat edersek

1 \?
(An+l) — < Ap >p — (1 . an+1>p
(ﬁ)p An+1 An+1

seklindedir. Tekrar burada 9* oram 6nemlidir.

Asagidaki onerme (g,),—, agirhk dizisi ve @, = 37 ;q; olan agirhkl ortalama
matrisleri i¢in esas olan karsilagtirma testidir.

Teorem 3.4 Eger n > N igin &= < 3= < m{*- ve N (q,) € B (¢,) ise bu durumda
N (a,) € B(¢,) dir.(14] , Cardlidge, 1978)

Belki de bir agirlikli ortalama matrisinin tiim p ler igin simirliligin1 garanti etmenin

en kolay yolu agagida verilmistir.

Teorem 3.5 Eger lim, ..o 5> = k > 0 ise bu durumda N € B(t,) dir. (4],
Cardlidge, 1978)

Ornek 3.1 b > 1 olmak iizere a, = b", n=0,1,2,--- verilsin. O halde

nl -1
Za’“_zbk -1

k=0

olur éylek:

a, 0" (b—1)
A, bl —1
olur. lim, . 4= =1 — % > 0 oldugundan Teorem 3.5 den biitiin p ler igin N (b") €

B(¢,) (1 <p<o0) olur. Bu durumda sinarlhlge gostermek i¢in ayrica Teorem 3.2

yi kullanabiliriz ve

1 /A, A, 1 -1
(L = > > -1
p\a, Api1 pbnt1 T pb
oldugundan normun bir tst stnarinan tahmininde bulunabiliriz. Boéylece
_ pb
N (M| <
monl, <2

elde edilir.
12



Teorem 3.5 in hipotezini saglayan bir ¢ok agirlikli ortalama matrislerini kosegen
elemanlar1 yardimiyla tanimlayarak bulabiliriz.
Bununla beraber, genellikle esas kogegen elemanlariyla ilgilenmemize ragmen bazen

agirlikli dizinin davraniglar: da sinirliligim1 garanti etmek icin bilgi verir.

Teorem 3.6 FEger n > N i¢in a,q > a, > 0 ise bu durumda 1 < p < oo iken
N € B(¢,) dir.(14] , Cardlidge, 1978)

Teorem 3.6 nin ifadesine uygun en basit érnek a,, = 1, n = 0,1, 2, ... ifadesine sahip
olan Cesaro matrisidir. Kiyaslama yapmak i¢in bu matrisi kullanarak asagidaki

onermeyi gosterebiliriz.

Teorem 3.7 FEger her n i¢in m < a, < M olacak sekilde pozitif m ve M sabitleri
var ise bu durumda N € B ((,) (1 < p < 00), fakat N ¢ B (¢,) dir. ([14] , Cardlidge,
1978)

Cesaro matrisi, kogegen limitleri sifir olan agirlikhi ortalama matrislerinin kullanigh

bir ornegidir. Eger o > 0 olmak iizere

I'(n+ )
“T T+ DT (a)

alimirsa bu durumda A = N (a,) agirlikh ortalama matrisi, Hausdorff matrislerinin
bir sinifini olusturur ve bu matrislerin daha 6nce sinirlihigi ve spektrumu Rhoades
ve Kutner tarafindan ¢alisilmistir. Ancak burada biz bu matrislerin bu girislerle bir

agirlikli ortalama matrisi olarak diisiiniip yeni bir yontemle sinirliligina bakabiliriz.

a «Q 1 —
T 3.8 Eger - = se oo > — igin N € B((
eorem ger 1 nia ise o p igin (¢,) ve
I¥, < =
P opa—1

dir. Eger a < % ise N & B ({,) dir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Simdi ise Teorem 3.8 ve Teorem 3.4 i kullanarak agagidaki daha genel olarak iki

onermeyi verelim.

. a - a .
Teorem 3.9 h_mnﬂooA—n = a > = ve lim, oot = B < 00 ise bu durumda

. n p Ay
N € B(t,) dir. (14] , Cardlidge, 1978)

13



— n I ~ :
Teorem 3.10 Eger limn_,oona— = a < — ise bu durumda N (a,) ¢ B ({,) dir.

An p
— S 1
Baéylece N € B ((,) ise limn_mn% > — dir. ([14] , Cardlidge, 1978)
n P

Yukarida verilen son iki énermeden agagidaki sonuca ulasabiliriz.

Teorem 3.11  Eger lim, .o ng> = « ise bu durumda o > % iken N € B ({,) ve

a < i iken N ¢ B ({,) dir. (14] , Cardlidge, 1978)

Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 geregi (a,) dizisi artan veya pozitif iki tam say1 arasinda
siirli ise 1 < p < oo icin N smurhdir. Bu ise eger her n € N icin a,, > m > 0 ise
1 < p < oo i¢in N nin ¢, tizerinde siirh oldugunu bize gosterir. Ilave olarak simdiye

kadar ki durumlarda

oldugunu gosterdik. Burada > (%ﬂ)p < oo olmasi N nin ¢, de olmasi igin yeterli
sart oldugu varsayiminda bulunabiliriz. ( [14] , Cardlidge, 1978)

Cardlidge tezinde bu varsayimin yanlis oldugunu gostermek icin iki 6rnek vermistir.
Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 den N € B ({,) olmasi i¢in lim, ong® = a > % olmasi
yeterli bir durum oldugu goriilebilir. Fakat Cardlidge tezinde bu varsayimin cok

yanlig oldugunu gostermek igin bir 6rnek vermistir.

14



4. BAZI MATRISLER ICIN ALT SINIRLAR

4.1 Giris

Tanim 4.1 Bir x = (x,,) dizisini, onun aritmetik ortalamast olan

To+Ty+ -+ Ty
n+1

n e
dizisine dondistiiren operatore Cesaro operatori denir ve (C,1) veya Cy veya C ile
gosterilir. Bu operatore karsilik gelen matrisi

1 0<k<n

Cnk — el (41)
0 ,k>n
seklinde veya,
1 0 0
/2 1/2 0 .-
C=(C1) = (cx) = (4.2)

1/3 1/3 1/3

seklinde gosterecegiz. ([a3] , Petterson, 1966)

Lyons, C' Cesaro matrisi i¢in ilging bir alt sinir kesfetti. Onun sonucu, z; > xo >

.-+ >0 olan her x € (2 icin
ICally > (7. V6) Izl

oldugunu gosterdi. Bu Boliimiin amact her 1 < p < oo icin 7 yi kendi iizerine
doniigtiiren keyfi matrisler i¢in (negatif girigli olmayan) benzer alt sinirlar olugtur-

maktir. Daha sonraki boliimlerde bu sonuclar uygulanacaktir.

o, = (X Jaul?)” < o (43)

yi saglayan reel say1 dizilerinin /, 0 < p < oo, uzayi ile ilgilenecegiz. z; > xy >
... > 0 olan her z € /P icin
[Az]l, = L[], (4.4)

yi saglayan L lerin en biiyiigiinii bulmaya calisacagiz. Burada, A, negatif olmayan
girigli, ¢7 yi {9 ya doniigtiiren bir matris ve L de = e bagl olmayan bir sabittir. (1.5)

de oldugu gibi
15



e A nin operatoriiniin normu

| Aal, _

Iz, =

A = sup
bi¢iminde tanimlanir.

(4.4) formunun sonuglarimin birka¢ énemli matris smifi igin kolaylikla kurulabile-
cegini not edelim. Ornegin, A, alt iicgensel ve satir toplamlar1 1 esit bir matris ise
bu durumda ||Az||, > ||lz[[, dir. Dolayisiyla (4.4) deki tek ilgi ekici gergek, L igin
miimkiin olan en iyi degeri bulmaktir. p = oo durumunda gérmezden gelecegiz,
¢linkii L nin en biiyiik degerinin A nin ilk siitununun supremum normu oldugu
agiktir.

Marcinkiewicz Interpolasyon Teoreminden C' nin /2 den ¢2 ye siirh lineer bir oper-
ator oldugu kolaylikla goriiliir. Bu da Cauchy-Buniakowski-Schwarz esitsizligi [13]
kullanilarak dogrudan da ispatlanabilir. Tabii ki C, alttan simirlandirilmamistir,
fakat agsagidaki 6zellik Allen, Shields ve Sheldon Axler in bir tahminini dogrulu-
yarak elde edilir.

Teorem 4.1 (Lyons Teoremi) Eger zg > x1 > --- > 0,z = (x,), ise bu du-
rumda ||Cx||> > 72/6||z||* dir, esitlik vardur ancak ve ancak x1 = x5 = --- = 0 dir.

([s0] , Lyons , 1982)

Ispat. Eger Kareleri ve grup terimlerini genisletirsek,

[ n e 00 n—1
||C$||2 = %2 ||5L‘||2 - Z <Z k%) z2+ Z (2 Z %) ijxn
n=1 \k=1 k=n+1 §=0

IV
=%,
e
_.I_
[\
3
ANg
%
|
e
N——
o

elde ederiz.

olugundan, sonug elede edilir. m
Ispatta karelerin guruplandirilmasi, 2 deki iccarpim kullamlarak yapilmaktadir ve

oldukca karmagiktir. Biz burada Lyons un ispatimi1 direkt olarak aldik.
16



Lyons un bu Teoremi ile Cesdro matrisi icin ilging bir alt sinir kesfedildi. Bu boliimiin
amacit 1 < p < oo icin keyfi /P uzaylar iizerinde alinan keyfi negatif olmayan ma-
trisler i¢in benzer alt sinirlar1 bulmaktir.

Baz1 6nemli matris smiflarn igin (4.4) formunun sonuglarini belirlemek kolaydir.
Ornegin; A matrisi satir toplamlar1 1 olan alt ticgensel matris ise ||Ax|| » = lzll,
dir.

Ornegin Vo € 2 icin

™

V6

™
2l ~ 5= Izl = [l«]

Cz| >

Boylece (4.4) deki ilginglik sadece reel olma durumunda L nin en iyi degerini bul-
mada yatar. Burada p = oo durumunu ele almayacagiz. Ciinkii L nin en biiyiik

degeri, A nin ilk kolonunun supremum normu oldugu aciktir.

4.2 Lyons Teoremi

Bu boliimde sadece ¢? uzayim diisiinecegiz. Bu 6zel durumu almamizin sebebi bircok
sonucun ispat1 kolay ve kullaniglh olmasidir. Ayrica bu ispatlar sonraki iki kisimda

daha genel sonuclar1 ortaya ¢ikaracaktir.

Lemma 4.1 B diagonal girislerinin disindakiler negatif olmayacak sekilde bir ma-

tris olsun, yani;

|7 — k| >0 ise by, >0 (4.5)
olsun. Bu durumda x1 > x9 > -+ > 0 olmak tizere
< Bx,xz>>0 (4.6)

dir <

> bip>0 (r=1,2.3,...) (4.7)

Jk=1

olmasidir. ([2] , Bennett, 1986)
17



Ispat. («<:) (4.5) ve (4.7) den > i—1 21 bjk dikdortgen toplamlariin hepsi negatif

olmayandir. Parcalar: iki kez toplarsak,

< Bz,x >= Z bjrxjry > Z Z ijk ££Er — 93T+1Z£:l?5 - ZBs+1Z >0
4k

. _ VvV v
7,8 7j=1 k=1 >0 >0
—_———
>0

oldugunu elde ederiz ve (4.6) elde edilmis olur.
(=)
< Bx,x>>0
olsun. Bu durumda (4.6) daki toplamin iginde (4.7) toplami mevcuttur. Dolayis

ile (4.7) saglanir. (ve agagidakine ihtiyacimiz yoktur. m

Lemma 4.1 agsagidaki dogal sonuclar1 dogurur.

Sonug 4.1 (4.6) i saglayan B matrisi < Bx,z >> 0 ile karekterize edilir. (]2] ,
Bennett, 1986)

Teorem 4.2 A negatif olmayan girisli ve A, (* den kendi icine bir déniisiim olsun.

Bu durumda

)\2 = inf % i (i ajk> (48)

j=1 \k=1
olmak tizere x4 > x5 > --- > 0 olan Vx € £? icin
[Az]ly, > Azl (4.9)

saglanir. \ min yukaridaki degeri mimkiin olanlarin en wyisidir. ([2] , Bennett, 1986)

Ispat. B = A'A—)\?] alarak Lemma 4.1 i uygulayalim. (4.8) deki A nin en iyi deger

oldugunu gormek igin, (4.9) da verilen x i

1 kE<Zr

0 ,kE>r

T =

seklinde almamiz yeterlidir. m
|Az||, < oo olmasi durumunda (4.9) nin anlamh oldugunu not edelim. Vi € ¢

i¢in ||Az|, < oo olmasimu garanti eden, A, ¢* den kendi igine bir déniigiim olmas
18



gerekliligi, sadece A'A nin mevcut olmasimi garanti etmek i¢in Teorem 4.2 in is-
patinda kullanldi.

Asagida Lyons Teoreminin Ispatini Teorem 4.2 i kullanarak asagida bir kez daha
verelim. Ispat Bennett tarafindan [2] de verilmistir.

Lyons Teoreminin Ispati. (' Cesaro matrisi i¢in; yani

I/n ,k<j
0 ,k>j

Cjk =

i¢in (4.8) ifadesi
L*=1 —|—inf7"Zk*2

U 2 7 .o . .
olmasini saglar. L? = % oldugunu gormek igin,

fry=r) k7

k>r

fonksiyonunun r ye gore artan oldugunu gostermek yeterlidir.

Fo+)=fi) =k -

dir. m

Eger p her hangi bir pozitif tamsay1 ise bir benzer argiimanla (p kez taraflari topla-
yarak) ¢? i¢gin Teorem 4.2 in bir versiyonu elde edilir. Fakat acikca bir yeni yaklagim,
p nin daha genel degerlerini gerektirir. Daha tatmin edici olmasi icin, asagidaki

metodu verebiliriz.

4.3 (P deki Kismi Toplamlar

Asagidaki elementer bilgilere ihtiyacimiz var.

Lemma 4.2 a > b olmak tizere a,b,c > 0 olsun. Eger p > 1 ise bu durumda a = b
veya ¢ = 0 olmadik¢a

(a+c)f —a? > (b+c)l =V (4.10)
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dir. Eger 0 < p < 1 ise (4.10) deki esitsizlik tersine cevrilecektir. ( [2] , Bennett,
1986)

ispat. Ispat icin f (z) = (z 4 ¢)” — 2 olmak iizere f' (z) = p (x + )’ " —paP~t =0
alalm. Bu durumda ¢ = 0 kritik noktadir ve ¢ > 0 igin f monoton artandir. Zaten
¢ > 0 oldugundan f, (0,00) da artandir. =

Sonraki sonug p = ¢ = 1 oldugunda Abel kismi toplam formiiliinden (Teorem 1.2

den) elde edilir.

Onerme 4.1 a1,0Q2,...,0, > 0 olsun ve x1 > x9 > --- > x, > 0 verilsin. Eger
p>1wve0<q<pise bu durumda

T

n q n—1 q n q
(Z akxk> |7~ > Zrl_% <Z ak> (22 — 2P,,) +n'r (Z ak> P (4.11)
k=1 r=1 k=1

k=1
dir. Egerp < 1 wveq > p ise (4.11) esitsizligi tersine ¢evrilir. (4.11) (un diger
versiyonu) da esitlik vardir <= asaqdaki (i) — (ii) ve (iti) — (iv) ¢iftlerin en az

biri saglanar:

(i))p=1
(77) axzr > 0 olacak sekilde u, k min en kiigik
ve v, k mn en biyik degeri olmak tizere x, = --- = x, dir,
ve
(111) p=q

(i) r O an)? 1< r <niginz, >z, yi saglayan v degerleri i¢in sabittir.
( [2] , Bennett, 1986)
Ispat. Ispat1 sadece p > 1 icin verecegiz, 0 < p < 1 durumu icin ispat benzerdir.
Tpy1 =0,8 =a;+as+---+a,

almak ve ilk p = ¢ 6zel durumunu diigiinmek uygundur. Bu durumda (4.11) den-

klemi

(Z akxk) > Z st (ab —al,y) (4.12)



ye indirgenir.

m yi 1 < m < n ye sabitleyerek,
m

a= E Thy b= Spmi1; € = Amy1Tmt1
k=1

alarak, Lemma 4.2 yi uygulayarak,

m—+1 p m p
P P
E agZr | — E agTy | 2 (Sm—H - an) T

k=1 k=1

oldugunu gorecegiz. m iizerinden toplam alarak,

n p n—1
» > 2P
E ARy (a121) E — sp Ty
k=1 m=1

elde ederiz. Her iki tarafa (a121)” = (s121)" ekleyerek ve sag taraftakileri tekrar
guruplandirarak, (4.12) u elde ederiz.

q < p genel durumunu ispatlamak igin, (4.11) denkleminin sag tarafin

n

S (68 (2~ af,)* [ (o — a20)]

LAY

=l
olarak tekrar yazalim. p’ = § ve ¢ = p%q alirsak
1 1
g

olur ve Holder esitsizligi ile

n

(68 (@ =) [r (a2 -t )]

r=1

(517 (a2 - :cfﬂ)} p [E (a2 — a2, ]

7) (af — $£+1)]Z {ilr (27 — $r+1)] . (4.12) dan
< (L) ol

k=1

ﬁ
Il
—

I IA
M= M=
o

%

ﬁ
-1

oldugunu elde ederiz. =

Uzun, fakat rutin bir argiiman gerektirdiginden, esitlik durumlarimi tartigmaktan
kacindik.

Onerme 4.1 de "atlanilan" 1 < p < ¢ ve 1 > p > ¢ durumlarimin hicbir versiyonu
dogru olmadigini not edelim.

Bu, Kisim 1.4 iin sonundaki agiklamalardan sonra daha belirgin hale gelecektir.
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4.4 Bir Genel Alt Sinir

Metotlarimiz dogada sonlu boyutludur ve ana sonucumuzu daha temel formda be-
lirtmeyi uygun buluyoruz. Buna goére, bu boliim boyunca, A y1 elemanlar: negatif

olmayan m X n tipinde matris olarak kabul edecegiz.

Teorem 4.3 Kabul edelim ki x1 > 20 > --- > x, >0, p>1ve0 < q < p olsun.

Bu durumda

m r q
Ha@ywzizwj (4.3
j=1 \k=1
olmak tizere
Az, > L], (4.14)

dir.

s, (4.18) de minimum olacak sekilde r nin herhangi bir degeri olmak tzere, eger x,

1 ,k<s
T = (415)
0 ,k>s

formuna sahip ise (4.14) de esitlik vardar.
Ayrica eger p > 1 ve A mn iki bitigik siitunu ortogonal degilse, bu durumda esitlik

durumlariman hepsi (4.15) ile verilir. ( [2] , Bennett, 1986)

S

Ispat. Homojenlik ile, ||z|| , = 1 oldugunu kabul edebiliriz. Onerme 4.1 i uygularsak,
m n q mono
el =3 (S apn) = £ 50
1 \k=1 '

r q
(Son) (r-a)
] = ]; k=1
n _q m T
=>r ey (klajk) r (a:{f —x‘fﬂ)

r=1 j=1 \k=
n

> L7y T (af — mr+1)
r=1

= L[],

elde ederiz. ||z, = 1 oldugunu hatirlayarak, ¢. kok alarak (4.14) in dogrulugunu
goriiriiz. Kontrol ederek, (4.15) saglandiginda (4.14) de egitlik oldugu agiktir. m
Atladigimiz rutin bir argiiman, teoremin son kismi i¢in gereklidir. Daha zayif hipote-
zler ayni1 sonuca gotiiriirken, Teorem 4.3 nin ortogonallik sart1 en basitlerinden
biridir. Ayrica, o, pratik ilgingliklerin her durumunda saglanir.

Asagidaki gibi x dizisinin azalan olma kisitlamasi kaldirilabilir.
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Teorem 4.4 Kabul edelim ki x1,x9,...,2, >0, p >1ve0 < q < p olsun. Bu

durumda,
4 — i q
LY = min > aj (4.16)
j=1
olmak tizere,
[Azll, = L=l (4.17)

dir. s, (4.16) de minimum olan r nin herhangi bir degeri olmak tizere k # s
oldugunda zy, = 0 saglanmak kosulu ile (4.17) te esitlik vardir. Ayrica, eger p > 1 ve
A man iki stitunu ortogonal degilse, bu durumda egitlikteki biitin durumlar yukaridaki

gibi verilir. ([2] , Bennett, 1986)

A nin stitunlarini yeniden diizenleyerek, Teorem 4.3 den bu sonucu ¢ikarmak miimkiindiir;
ancak dogrudan devam etmek daha etkilidir. (¢ > 1 ve ¢ < 1 durumlarim ayr ayr
incelemeyi daha uygun bulduk)

Alt siirlar yerine {ist sinirlart alarak 0 < p < 1 ve ¢ > p i¢in Teorem 4.3 ve
Teorem 4.4 e benzer sonuclar vardir. Dahasi, biitiin bu sonuglar1 sonsuz matrislere
genigletmekte zorluk yoktur. Ayrintilara bakilabilir.

Teoremlerin 4.3 ve 4.4 ve dolayisiyla 4.1 in hepsi 1 < g <pvel >p>q >0
durumlarinda bagarisiz olur ve her iki yonde de basarisiz oldugunu gozlemleyerek bu

boliimii kapatacagiz.

Ornek 4.1 (Ters) Bunu gormek icin, ilk durumda

0<a<bigin A=

matrisini ele alalim. x1 > xo > 0 olan bir x noktasinda x1 > 0, 9 > 0, 27 + 25 =1

kiimesi iizerinde || Az, nun bir tek minimuma ulastigina goririz. Diger taraftan,
(ba)
matrist boyle bir benzer noktada tek maksimuma ulager.

1>p>q>0durumu, a > b > 0 alinarak benzer sekilde coziiliir.
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4.5 Cesaro Matrisi

Bennett in teoremini agagidaki sekillde oldugunu hatirlatalim ve en iyi altsinir bulma

problemini buna gére yapalim.

e (z,) monoton azalan negatif olmayan dizi 1 < p < oo olmak iizere, A € B ((P)
negatif olmayan girigli bir matris olsun. Bu durumda

LP = mf (r+1)7" Z (Za]k) = 1nf (f(r) (4.18)

7=0

olmak {izere,

[Az]], > L],
dir. ([2] , Bennett, 1986)

Bu béliimde Lyons un Teoremini ¢ ye genisletecegiz. Tekrar belirtelim ki, burada

C Cesaro matrisini gosteriyor. Bu durumda C', /P de sinirli ve onun normu

% p
ICll,, =p* = o1’ (1<p<oo). (4.19)

oldugu Rhoades tarafindan [61] de gosterildi.
Ahgsildigy gibi, & (p), Y _pe k77 serilerinin toplamim gostersin.

Teorem 4.5 Sabit bir p (1 <p < o0) igin x1 > x93 > -+ > 0 kosulunu saglayan
Vo € P igin

ICxl, > € @) lle]], (4:20)
dir. (4.20) de egitlik olmasi i¢in ancak ve ancak vo = x3 = --- =0 olmaldir. ( [2] ,

Bennett, 1986)

Ispat. Teorem 4.3 de ¢ = p alirsak, C' nin alt siniri,

[P =1+infr? 'y k7 (4.21)
" k>r
ile verilir.

00 (n+1)r 3r
G LE G G
DT (k ; P)or 2 (5)

n=1 k=nr+1 =r k=2r
2r 3r
rP 1 1
AP o
k=r+1 k=2r+1
=1
_ p—1 .
DY b
k=r+1



olur. Eger r > 1 ise bu durumda

PRI EHU >Y

dir. Boylece r = 1 oldugunda (4.21) de infimum olusur ve (4.20) hemen goriiliir. m
19 (oo)é yi dogal olarak lim,, , & (p)% = 1 olarak yorumlamay1 kabul edersek, p = oo
oldugunda, (4.20) nin gegerli kalacagini belirtmek isteriz.

Teorem 4.5 iin ispatinda asagidaki lemma da kullanilabilir. Bu Lemmay ispatsiz

olarak verelim.

Lemma 4.3 p (1 < p < o0) sabit olsun. Bu durumda

r) =rP1 Z k=P

k>r

r, (r=1,2,...) nin monoton artan bir fonksiyonudur. ( [2] , Bennett, 1986)

4.6 p—Cesaro matrisleri

Matrislerin sonraki siiflari, Rhaly [s8] tarafindan verilen p—Cesaro matrisleri ma-
trislerdir.  Onlar, sifirdan farkh girigleri b,, = (n+1)"" ile verilen alt ii¢gensel

matrislerdir; yani

1 0 0
120 1/22 0 .-

Cyp = (o) = (4.22)
1/3 1/37 1/3°

Rhaly, bu operatorlerin p > 1 igin, ¢* {izerinde kompak oldugunu gosterdi. ¢ iiz-
erindeki operatorlere baktigimiz zaman, bunlar operatorler icin p ile karismasin diye

indis olarak s kullanacagiz.

Teorem 4.6 s > 2 icin B bir s-Cesaro matrisi olsun. Bu durumda p > 2 i¢in,

LP = f(c0) dur. ([65] , Rhoades, 1990)

J p 00 r p
r+l J0< =0 ‘7+1 ) T+1]7’+1< 0 ))

(7“+1)p_1 Z ( ! ps

ispat .

1
r+1 ]ZOJ+1P j=r+1‘7+1)
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dir. Buradan

1 1 ¢ 1
FO) - Fr+ D) =[T+1—T+Q]Z(j+l)p(s - e
—[r+2" = (r+ 1) _Z G +11)p5 + (Z::le))ps
1 1

(r+1)(r+2)

<.
Il =
[e=)

(+1"
p—1 p—1 - 1
—[r+2)P = (r+1) ]j;lm

olur.
g(r)
=040+ )
b Z )+ [+ 2 = (1] jz : !

s—1 . ps
J+1p( . :r+1‘7+1)
tammlayahm. Buradan

g(r)—g(r+1)
N VO & 2 (2] (Gl Vi
(?“ + 2)p(5—1) (7" T 2)8p

+{r+2)(r+3) [(r+ 3" = (r+2)71]

—(r+1)(r+2) [(r+2)F" r+1p1}z j+1

—'r+2

_(r+2)A(r—|—1)p ) 1
= +(r+2) A (r + 1) jz;g—(jﬂ)
elde ederiz.
g —gr+1) A+ —~ 1
h(r>_(7"+2)A2(r+1)p_(r+2)p3A2(r+1)p+j;rQ(j+l)

tanimlayalim. Boylece

h(r) = h(r+1) = A(r+1)° B A(r+2)° 1

A 1P 3P A(r 12y (r i 2
olur. h(r) —h(r + 1) > 0 oldugunu gostermek igin,
(i)
A(r+1)>A@r+2)
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(i)
A (r4+2P > A?(r+1» >0

oldugunu gostermek yeterlidir. (i) yi ispatlamak i¢in, [ (r) = (r + 1)” tamimlayalm.
Bu durumda " () = p (p — 1) (r + 1)’ dir. " ve A% (r + 1)” aym isaretli oldugun-
dan, A2 (r+ 1)’ >0ve A(r+ 1) > A(r +2)" dir.

(i) yi ispatlamak icin, p > 2 icin I” = p(p— 1) (p — 2) (r +1)* > > 0 dur. Bu yiiz-
den A3 (r +1)" <0 olur, ki bu A? (r +1)” < A? (r 4 2)” olmasim saglar.

Boylece h, r ye gore monoton azalandir. Buradan

. L (r+ 1) = (r+2)"
B N o T 7 2+ 2P + (4 9]

) r+1 . 1
=lim|(—— ] —1|lm 5 5
r T+ 2 r (r +2) r+1 9y r+3
r -+ 2 r+2

dir. Ilk limitin degeri sifirdir, ve ikinci ifadedeki paydanin limiti sonsuzdur. Bu

yiizden h, her r i¢in pozitiftir ve g, r de monoton azalandir. p,s > 2 oldugundan,

o0

: r—i—l r+2)
0 <lim(r+1)(r+2)" E —hm E
= ( )( )j:r+1(‘7+1 —

00 2 p+1
<im Y Uy
A G

dir. Boylece

limg (r) = Z G+1)" > 0ve LP = f (c0)
=0

olur. m

4.7 Terraced matrisleri

Tanim 4.2 (a,) kompleks herhangi bir dizi olmak tzere,

a, ,0<k<n
pe = (4.23)
0 ,k>n
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seklinde tanimlanan matrise, yani

ao 0 0
ai ay 0 e

Ra = (ank) = (424)
s A9 A3

seklindeki matrise terraced veya Rhaly matrisi denir. ( [57] , Rhaly, 1986)

Cesaro matrisinin ii¢iincii genellestirmesi, [57] den bir terraced matrisi olarak ad-
landirlir.  Bir terraced matrisi, {a,} kompleks sayilarm bir dizisi olmak iizere
D € B (fP) olacak sekilde sifir olmayan girigleri d,x = a,, olan bir alt tiggensel D
matrisidir. Rhaly [57] de, D yi hyponormal yapacak {a,} iizerindeki gsartlar1 belir-
lemeye ¢aligmuigtir. Onun tahmini, {(n + 1) a,}, 0 < L < oo olmak iizere L limitine
monoton artacak sekilde {a,} pozitif ve sifira monoton azalan sartlar1 D nin hypo-
normaligini sagladigidir. Biz burada sadece bu monoton 6zelliklerini saglayan bu D

matrislerini diistinecegiz.

Teorem 4.7 D, {a,} sifira monoton azalan ve {(n+1)a,}, L (0 < L < o0)
limitine monoton artan olarak yakinsak olan bir terraced matris olsun. Bu durumda,

icin her p > 1, L? = f(0) dur. ( [65] , Rhoades, 1990)

Ispat. ilk olarak {a,} tizerindeki sartlarm 0 < a,, < L/ (n + 1) olmasim sagladigin
not edelim ve bdylece her p > 1 igin D € B (/) dir.

Durum I Kabul edelim ki, 1 < p < 2 olsun. Buradan

F0) = =5 GV + e+ Y @
dir. Dolayisi ile
F) - fri1) = — G+Da) - [+ e+ S

(r+1)(r+2) = Pt

bulunur. {(n + 1) a,,} monoton artan oldugundan,

R (T I Ve [ M) DR
af (7“ + 1)p p—1 p—1 p . p i dx
e (S (R Ve (R e
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dir.
{(n+ 1) a, } monoton artan oldugundan, { f ()} nin monoton artan oldugunu goster-

mek igin,
Lo (r+2"*" — (r 417t
r+2 0 (p-1) (2
oldugunu gostermek yeterlidir.

C(r+2)7
dir, ve g, r ye gore monoton azalandir. lim, g (r) = 0 oldugundan sonug elde edilir.

Durum IT Kabul edelim ki, p > 2 olsun.

g(r) =+ +2)[f ()= f(r+1)

=S ((G+D g -+ +2) [+ 1] S @

=0 j=rt1
tanimlayalim.
g(r)—gr+1) == (r+2)a1)’+ [(r+2)(r+3){(r+ 3P — (r+ 2)p_1}
~r )+ {2 = )] Y
—(r+1)(r+2) [(r+2)p_1 —(r+ 1)”_1] ay.
=(r+2)al A+ 1P+ (r+2 A (r+1) Y df
j=r+2

elde edilir.

_ 9 -9+ L, AHD S
h“7—(w+mA2w+1f_*””A%r+1V+Q§: ’

tanimlayalim. Buradan

G+, A +3)
AZ(r+1) TPEAZ (r 4 2)P

h(r)—h(r+1) =

elde ederiz.
{a,} pozitif ve monoton azalan oldugundan, h 1 monoton azalan oldugunu goster-
mek icin
A(r+1PA%(r+2)P > A(r+ 3P A*(r+1)°
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oldugunu gostermek yeterlidir. Onu saglayan yukaridaki esitsizlik icin
(i) A (r+1)", r de monoton azalan, ve
(ii) A% (r +1)", r de monoton artan

oldugunu gostermek yeterlidir.

(i) sart1, A% (r + 1) > 0 olmasma denktir. m (r) = (r + 1)” tammlayalm. m” (r) =

p(p—1)(r+1"?>0dr. m” ve A% (r + 1)” aym isaretli oldugundan, (i) saglamr.

(ii) igin, m” (r) = p(p — 1) (p — 2) (r + 1)’° > 0 dir. Bu yiizden A® (r + 1)” < 0 ve

buradan (ii) dogrudur.

. A(r+1)P°L
hgnh(r) —1171[11 A+ 17 (r 1 2
I lim (r+1)" = (r+2)7
Ty (r+2)p[(r+11)”—2(r+2)”+(r+3)p]
r—+ P

= Llim - T il - -
r o (r+1) ;2(r—|—2) + (r+3)

(r—l—l) 1 1
2 2P 2)P
W A r+ ]57’4— ) (7“+p)
r-+1 r+3
— 2+
r+2 r 4+ 2
<r+1)p‘1 1 <r+1>p+1
i N2 (r+2) r+?
’ (r+1)" <r+3>p
1 r—+ n 1
(r+2?” (r+2)p (r4 1)

] r+ 3\
r+1

p 1 p(r+1) p—1

= Llim

~ Liim <r+2>p“ D T G

o) ()

1 1 p+1
D T+ (Tt +p T+ (1)
) r4+2\r+2 +2 r+2
= Llim 5
" 2(p—1)(r+3)

=0

dir. Boylece h pozitif ve g, r de monoton azalandir.p > 2 oldugundan,

g(0)=af—2[2r' —1]a} —2 207! - Za <2d [1-2"1+1] <0,
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1 < p < 2 i¢in iizerinde hem Rhaly genellestirilmig Cesaro matrisleri, hem de s-
Cesaro matrisleri i¢in alt sinir elde elde etmek acik bir problem olarak durmaktadir.
4.8 Agirlikli Ortalama Matrisi icin alt sinir

Agirlikh ortalama matrisi igin altsimir1 bulurken (4.18) yi kullanacagz.
Bu kisimda matrislerin indislenmesi 0 dan baglanarak indislendirdik.
Bu kismin ilk sonucu gosteriyor ki agirlikli ortalama metodlarinin biiyiik bir siifi

icin LP = f(0) dir. Kalan sonuglar 6zel matrisler ile ilgilidir.
e Simdi agirlikli ortalama matrisinin tanimini tekrar hatirlayalim:
{d,}, do > 0 ile negatif olmayan dizileri gostersin.

S
k=0

d
olmak iizere A nin elemanlar1 0 < k < n i¢in, a, = D—k olan alt tiggensel matrise
n

agirlikli ortalama matrisi denir. Yani;

do.
oo
(N — do dy
=@ g g o
do  di do
Do Do Do

dir.
3. Boliimde da Agirlikh ortalama matrisinin sinirhilik durumlar tartigilmigti. Agagi-

daki teorem bu matris i¢in en iyi alt sinir1 belirlemektedir.

Teorem 4.8 1< p < oo ve {d,} monoton artan ve
{(n +1) (Dpst/Dy)" = (n + 2)} , n ye gore monoton azalan (4.25)

saglayan bir dizi olmak tizere, A agirlikly ortalama metodu olsun. Bu durumda LP =

£ (0) dur. (,[63] Rhoades, 1987)
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Ispat. Her n icin d,,1 > d, oldugundan, Teorem 3.6 den, her p > 1 icin (N , d) €

B (¢P) dir. A nin satir toplamlar1 1 oldugundan,

I A
Jr) =t4-—0 > (Z%)

j=r+1 \k=0 )
1 ) T dk
rt1 j=r+1 \ k=0 D;
DF &
=1 : D7
IR
j=r+1

olur. Buradan

Dr Dr 1
f(r)_f(r+1):(r+1)Dp +(T+1_T++2> Z DP

r+1 =r+2

elde edilir.
_flr)—flr+1)

g(r) =
D DL,
r+1 7r+2
diyelim.
_f)=flr+1) fr+1)—f(r+2)
et ) T b T D D
r+ll)p r-+2 . 751152 r+i’s
p o0
r r+1 W
(7’+1)Df+1+(7°—|—1 r+2>j;2Dp
- b DL,
o 7’+D1p r+2 .
r+1 r+1 'r+2
p T Z_p
(r+2)DF, \r+2 r+3 A= Dr
Df+1 Df+2
r—+ 2 r+3Dp
Dy Dy D\ = 1
— — (r+1)(r+2
{(r+1>Df+1+<T+1 r+2> ;Dﬁ}”““

(r+2)Dr— (7"—i—1)DT_’_1

D7 Dl Drp\ o~ 1
{ (r+2) D0 +<7“ 2+ 3) 2 pp (e
r+2 j r+2

(r+3)DF 11 —(r+2)D 7+2
D{?(r—l—l)(r—l—Q)

T (r+ 1) DY [(r+2) DE — (r+ 1) DF, ]

P
J

DY (r+2)(r+3) =1
— —-
(r+2)DV, [(r+3)DE,, — (r+2)DV,] P
B DP (r+2)
D7y [(7" +2) D7 = (r+1) DerJ
Df+1 (r+3) 1

- +
DYy [(r+3)DE, —(r+2)DE,]  Diyy

32

(4.26)



olur. Son iki terimi toplarsak

(N —gr+1) = Dy (r+2) B r+2
9 9 Dy ((r+2)DF = (r+1)DV)  (r+3)Dyy —(r+2)Dyy,
42 1 1
- _— .
Drale+2) -+ (52)  r+3) - (+2) (5=2)

elde ederiz. p > 1 vex > —1i¢in (1 + x)” > 1+ pz Bernoulli esitsizligini kullanirsak,

e+ -0+) (%) 00y (1452

D,
dr+1
<(r+2)—(r+1) 1—|—p7
i1
—r 21— 1
21D
-1 _ 1 r+1
p(r+1) 5
saglanir. (d,.) monoton artan oldugundan,
1)d,
Dr:mrhh+'“+dﬂ§@+1ﬁb§(W+DdHV$1§EiiﬁLii
1)d, 1)d,
:>1<p§p(7”+ ) +1<0:>1_p(r+ ) 1 _
D, D,
dir. Boylece
r+1 1 1
g —gr 1) =" s - —
i [r+2) (52) 8 ) () -+

olur. (4.25) den,

o)

{(r+1) (Dlgjl)P— (7‘—1—2)}

r ye gore monoton azalan oldugundan,

r=0

1
(r+1) (Dlgjl)p —(r+2)

monoton artandir.

=g(r)—g(r+1)>0
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dir, boylece {g(r)} ~, monoton azalandir.

. . D? (r +2) — 1
1 =1 u —
dn el = S v or oy 2 o7

j=7r-+2 J

_ DP (r +2) L = < 1 >
< lim - + lim —
r—o0 | D}y ((r+2)DF — (r+1) Dyy) T_’OO-Z Dj

Jj=r+2
: Dr(r+2)
= lim 5 o m
r—oo| DV | ((r+2)DF — (r+1) DY)
. r+4+2
< lim

» -DT+1 P
Dy (r+2)—(r+1) 5

<0
. r—+2
= lim

7r—>00 p DT+1 p
.or+2 1
=, m

T (r 4 1) (1 + dgl)p —(r+2)

r+4+2 -

= lim 7
Dfﬂ(r—kl)(zl—i—p 51> — (r+2)
T+

= lim 7
Driy {(T +1)p grl - 1]

elde ederiz. Fakat D, < (r +1)d, oldugundan, (r +1)d,/D, > 1 dir ve boylece

r+2
(p—1)D'D,

lim [g (r)] < lim

olur. Aym zamanda, D, > (r + 1) dy oldugundan,

2
lim |g (r)| < lim do — [T+ } =0
(p=1) D Lr+1

dir. limg(r) = 0 ve g pozitiftir. Fakat D?/(r +1) < Dy,,/(r+2) dir. Boylece
(4.26) den her r igin f (r) < f (r 4+ 1) dir. Dolayist ile LP = f (0) dir. m

e lleride {p,} dizisi monoton artan ve

. s Dr—i—l Dr+2 P
her r > 0,p> ligin 1 + (r+1) D —(r+2) >0
r r+41

sartini saglarsa A agirlikh ortalama matrisi igin de LP = f (0) oldugu goster-

ilecektir.
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4.9 Agirlikhh ortalama ile uyumlu Hausdorff Matrisleri icin alt sinir

Tanim 4.3 (leri fark operatorii, fark matrisi) = = (z) € w ve k € N i¢in

A"xy, ilert fark operatori Vn € N i¢in
Az =z ve A"z = A" oy — AV ay (4.27)
biciminde tanimlanar.

Tleri fark operatoriiniin bir ka¢ terimini yazalim

Aoﬂfk = Ty
Azy = Az, — Aol’kﬂ =Tk — Tk+1
A’z = Az — ATpy1 = Tp — Tl — Tip1 + T2 = T — 2Tp41 — Tpa
(4.28)

Arzp =Y (=1) (3w, ve

=0
Anl‘g = Z (—l)j <n) X

=0 J

esitlikleri elde edilir.

Tanmim 4.4 (Fark matrisi) Bu egitlik yardvimuyla bu, s den s ye bir matris doniisimii

verilir. Bu normal matrise fark matrisi denir ve fark matrisinin girisi;
(—1)k<”> L k<n
Anl — Ank = k (429)

bicimindedir. Biz fark matrisini A = (A )nken ile gosterecegiz.
Simdi Hausdorff matrislerini tanimlayabiliriz.

Tamim 4.5 (Hausdorff matrisleri) p = (p,) € s dizisi wverilsin. Vn € N ig¢in
Unn = Pn ve Y,k € N, n # k i¢in ay, = 0 olmak dizere diag (pn) = (Ank),, pen

matrisini tanimlayalim. Budurumda
(H, P) := Adiag (p,) A (4.30)

biciminde tamimlanan matrise p ile dretilen Hausdorff matrisi denir.
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Teorem 4.9 Eger p,q € w i¢in pq ile (pnqn) dizisini ve p~* ile de her n € N igin
1
P # 0 olmak tizere <—) dizisini gosterirsek, (H,p) ve (H,q) Hausdorff matrisleri

Pn
i¢in yukaridaki agiklamalar yardimayla asagidaki ifadeler elde edilir.

(a) (H,p) = (hnk)n’keN 1

n
A"k p o k<n
g = <k) ' (4.31)

0 , k>n

gecerlidir. (H,p) , hpn = pn diagonal kiimenin elemanlary ile bir alt ti¢gensel matri-
stur.

(b) Eger her n € N i¢in p, # 0 ise (H,p) normaldir.

(¢c) (H,p)+ (H,q) = (H,p+q)

(d) AA=T,A1=A

(e) (H,p)(H,q) = (H,pq) ve (H,p)" = (H,p") , r=0,1,2,... gecerlidir.

(f) (H,p) normal olsun. Bu durumda (H,p) " = (H,p™") gecerlidir.

Ornek 4.2 t € K sabit ve p, = t" olsun. Bu durumda

A/'l’n = Aolu’n r Aolu’n—i—l = My — Hpyp1 = " — tn+1 = (1 - t) "
A%, =A1—-t)t"=A"(1—t)t"— A (1 —¢) ¢!
=1 =)t — A=ttt = (1—t) (" — ") = (1 —1)* "

dir. Boylece

n

B, (t) 1= AP, = (k) (1—8)""" %, (k <n igin)

matrisi olur.

1
Ornek 4.3 p, = [t"dt olsun. Béylece,

1 1
n n—kk 1 .
== — — = <
Pk /hnk(t)dt / <k)(1 "Rt T (k < n igin)
0 0

dir. Béylece p,, = [t"dt ile H, = (C,1) elde edilir. Yani; Cesdro Matrisi bir ézel
0
Hausdorff matrisidir.
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Tn + Tp—1

Ornek 4.4 Q matrisi; Q1x = 0 ve n > 2 iken Q,z = ile tanimlansin.

Bu durumda Q bir Hausdorff matrisi degildir. Ctinki Q) , (C,1) ile degismeli degildir.

Teorem 4.10 Ayn: zamanda Hausdorff matrisi de olan tek (N, pn) agirlikly orta-
lama matrisleri, n > 0 i¢in p, = 0 veya p, = '(n+a)/I'(n+1)I'(a),a > 0
seklindedir. ([44] , Kutner ve Rhoades, 1968)

Ispat. A, bir (N, pn) metoduna kargilik gelen matrisi gostersin. Ayni zamanda
A, bir p dizi tarafindan iiretilen bir Hausdorff matrisi oldugunu varsayalim. Bu

durumda

Pn Pn—1
P, P,

= nAlunfl =N (an - :un)

dir.
Pn—1 _ Pn—1 Pnfl
Pn Pnfl Pn

= My (1 - :un)

yazabiliriz. Bu durumda

fnog (U= p1,) = 0 (pq = p,) veya (n—1) gy = (0= pryq) p,  (4.32)

elde ederiz. p, = c olsun. Bu durumda (4.32) dan (1 — i) gty = 0 ve buradan ya
iy = 0 veya pg = 1 dir. Eger p; = 0 ise bu durumda her n > 1 ig¢in p,, = 0 dir ve
dizi dizi py = pg = ¢, n > 0 icin p, = p,, = 0 dir. Eger u; # 0 ise bu durumda
to = 1 dir. Bu durumda g, keyfidir. 1, = o # 0 olsun. Her n > 1 i¢gin (4.32) dan

:(n_l)un—l
" n—fy_q
veya
« « a «
Hn n—n—-1a (1—-a)n+a n+a “ 11—« (10)

(10) dan o = 1 olamaz, tiim n ler i¢in p,, = 1 olur ki, bu da birim matrisi verir.
Fakat (N, pn) metodunun birim matris {iretmesi imkansizdir. Basit bir hesaplama,
(10) a karsilik gelen (p,,) dizisi,

I'(n+a)
I'(n+1)T(a)

Pn =

dir, boylece kendimizi a > 0 a kisitlayabiliriz. m

Simdi Teorem 4.8 in bir sonucunu agagida verebiliriz.
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Sonug 4.2 1 <p < oovwve H, u, = a/(n+ a), a > 1/p ile tretilen Hausdorff
matrisi olsun. Bu durumda LP = f (0) dur. ([63] , Rhoades, 1987) ve ([55] , Renaud,
1986)

(,[61] sh. 92) den, H € B ({?) dir. Teorem 4.10 den, H ayni zamanda d,,/D,, =

a/(n + a) ile agirhkh ortalama matrisidir. Boylece,

_ do(n+a)
" I'(a)(n+1)
D - dol'(n+a+1)
" T(a+1)T(n+1)

ve

h(r) =(r+1) (1+rj%1>p—(r+2)

) a \' ap a \"!
h = ([ — 1 —1
(r) (+r~|—1) 7“—|—1(+7“—|—1)

MW):G%@+D(LFG yZ

(r+1)° r+1

dir. p > 1 oldugundan, A, r ye gére monotone azalandir. Fakat limA'(r) = 0 dir;

boylece h, r ye gore monoton artandir.
Sonug 4.3 C i¢in L? = f(0) dur. ([63] , Rhoades, 1987)

(,[61] p. 92) de, her p > 1 i¢cin C' € B (¢?) oldugu gosterildi. Cesaro matrisi her n
i¢in d,, = 1 olan bir agirlikli ortalama matrisidir. Sonug 4.2 i uygulamak yeterlidir.
Agirlikli ortalama metodunda d,, = (n+1)%, a = 1,2, 3 alarak L” = f (0) oldugunu

goriiriiz. Makul bir varsayim, tiim pozitif « i¢in de ayndir.
Teorem 4.11 (C,2) igin L? = f (0) dur. ([e3] , Rhoades, 1987)

(C, @) mn girisleri,

ol (n+)Tn—k+a)  ol'(n+1) I'(n—-k+a)
T m—k+1)I(ntatl) Tmtat) T(n—Fk+1)

ve

jiw 71_FU+&ﬂXj—r+m
T T (j+a+ DI (j—7)
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1 =
) :1+r+1,ZD_J2
j=r+1
. 11 i": {(r+})(g+2)_r(7ﬂ+11)r
T+ o 7+ 7+
o0 22 2
RN il FUR I, WA
S lu+2)7 G+
+1)r? —~
:1—2r(r+1)+(r—)2—|—(r+1)((7‘—1—2)2—1—7’2)2(34—1)2
(r+2) S
olur. Boylece
r+1)r* (r+1)@*+r+2)
r)—f(r+1) =4(r+1)+ +
=41 =40+ 0+ S
—2(37’2+9r+8)2;.;,~+3(j+1)_2
olur.
_f)—fr+1)
9(r) = 3r2 +9r +8
alalim. Bu durumda,
() —g(r+1)
r+1 72 r? 4742
- 4+ 2 2
3r2 +9r +8 (r+2) (r+3)
B (r+2) A (r+1)*  (r+1+r+3| 2
3(r+1°+9(r+1)+8 (r +3)° (r +4)° (r+4)
(r+ 1) (6r* + 517 + 16772 + 252r + 152)
_ 2
(r+4)

N (32 + 97 + 8) (r +2)> (r + 3)°

(r+2) [6(r+1)" +51(r+1)° + 167 (r + 1)* + 252r + 404]
(3r2 + 157 + 20) (r + 3)* (r + 4)

Bu nedenle g, r ye gére monoton artandir. lim g (r) = 0 oldugundan, g negatiftir ve

f, r ye gore artandir.
Sonug 4.4 « > 0 olmak iizere, (C, ) i¢in LP = f(0) dir. (|63] , Rhoades, 1987)

4.10 Baz1 Factorable matrisler i¢in alt simirlar

Tanim 4.6 (a,) ve (b,) kompleks herhangi iki dizi olmak tuzere,
akbn s 0 S k S n
0 ,k>n
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seklinde tanimlanan matrise, yani

G,Qb() 0 0
bl ag aq bl 0

A= (am) = (4.34)
b2a0 b2a1 b2a2

seklindeki matrise ¢arpim (Factorable) matrisi denir. ( [3] , Bennett, 1987)

Uyari. Bu matrisler arasinda en genel matris ¢arpim matrisidir. Mesela Factorable
matriste a, = 1/ (n + 1), by = 1 alimirsa Cesaro matrisi, ay = a ve b, = 1/ >} a
alinirsa Agirlikli ortalama matrisini elde ederiz. Dolayisi ile ileride bu matris igin
elde edecegimiz sonucglar, onun Cesaro matrisi, p-Cesaro matrisi, Rhaly matrisi ve
Agirlikh ortalama matrisine indirgendiginden daha énce bu matrisler i¢in elde edilen
sonuclarla uyusmasi gerektigine de dikkat edilmelidir.

¢, tizerinde smirh lineer operator olarak diistiniilen Rhaly matris simiflar: igin alt
siirlart belirlenecek ve Rhoades [65] 1n sonuglarinin ispatlarim saglatilacak ve diizeltile-

cek.

Teorem 4.12 (x,) monoton azalan negatif olmayan bir dizi ve 1 < p < oo olmak

tizere negatif olmayan girigler ile A € B (¢?) olsun. Bu durumda

LP = inf (r + ny (Z ajk> = inf f (r) (4.35)

§=0 \ k=0

olmak tizere

[Azl, = L z]], (4.36)

dir. ([2] , Bennett, 1986)

A = C igin, C nin ilk kolonunun p. kuvvetlerinin toplami olan minimum f (0) da
olusur. Bennett in sonu¢unun ispati, belirli bir matris veya matris smifi i¢in L”
bulma goreviyle kargilagtirildiginda nispeten kolaydir.

a, sadece n ye bagl ve b, sadece k ya bagh olmak iizere sifir olmayan a,,, girisleri a,,by
formunda yazilabilen bir factorable matrisi bir alt tiggensel matristir. Rhaly/[s7, 58, 59]

ii¢ sinif matris sinifini tanimlamigtir; bunlarin hepsi factorable niteliktedir.
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l65] de Rhoades, Rhaly matrisleri i¢in alt simir sorularim aragtirdi ve bazi kismi
sonuglar elde etti. Bu boliimde, factorable matrislerin 6zel durumlar: olarak Rhaly
matrislerinin ¢aligmasina geri donecegiz. Bu boliim ii¢ énemli acidan [65] den fark-
hdir. Birincisi, genel bir sonug ispatlanmig ve [65] in teoremleri 6zel haller olarak
ele alnmustir. Ikinci olarak, [65] in sonuclarin tiimii p > 1 e genisletildi. Uciincii
olarak, burada geligtirilen genel prosediiriin bir uygulamas: olarak [?] nin yeni bir
ispat1 yapilacak ve p, = (n+1)a, a > 1 olan agirlikh ortalama metotlar: igin,
LP = f(0) oldugu dogrulanacak.

Her (x,,) dizi i¢in, A ileri fark operatorii Ax,, = z,, — Tny1 , ve A™Mz, = A (A™z,)

ile tamimlanir.

Teorem 4.13 A, pozitif girisli, satwr toplamlary t,, bir factorable matris, ve (ay)

monoton azalan olsun. Bu durumda f (0) = LP i¢in gerekli sartlar y,. = t,./a,,

-y Ay
lim # >0 (4.37)
th + 2Ay8 Z a? <0 (4.38)
j=1
olmak tizere,
Ay? < 0 (4.39)
A*yP > 0
1
AP— ) <0 4.40
(Ayf ) N (440

olmasidur ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

ispat.
tn — anzbky Un = t_n
k=0 "
ile
1 0 r p
10 =3 (L)
j_:Or k:g p 00 r p
) EE)]
Lj=0 \k=0 j=r+1 \ k=0
Srel DOUESTD OE
L7=0 j=r+1




T

f(T)_f(T+1): 1 th_ t£+1 +y£a£+1 +A y_f i (II-)
(7“—1—1)(7“—1—2)],:0J r+2 r+1 r+1 ; J

dir.

i N yPal _ yag  (arye)” —a’ A Yr (4.42)
r+2 r+1 o+l T2

oldugunu not edelim. Boylece

Fr)y=f(r+1)= (r+1)1(r+2);t§+A(rfl) > ab (4.43)

j=r+1
dir.
gr) =0+ +2)[f(r)=fr+1)]

_ZJOJ (r+1)(r+2)A (H_l)Za

j=r+1

(4.44)

tanimlayalim. Bu durumda

g(r)—g(r+1)
=B+ 2|+ DA () - +3)A (58)| ZRna (1)
+(r+1)(r+2)A <r+1) a7 11

dir, fakat

D
C+)A () —(r+3)A (y;;;)
(r+1)[ yf—“]—(r+3)[”5—“—yf—+2]
r41 r+2 r42 r+3
r+1)yk (r+3) f
= yf = r—?—y2 == r+y2 = +y T+2 - A2y7"
—ta+(r+1)(r+2)A (#1) T4y
D

= —(ar1yr1)’ + (r+1)(r+2) (r+1 - %) aerl

= af—&-l [_yf-',-l +(r+2)yf—(r+1) yr—f—l} = @€+1 (r+2)Ay?

(4.46)
dir. Boylece
g(r)—g(r+1)=(r+2)a Ay + (r+2)Ay? Y df (4.47)
Jj=r+2

dir.

g —gr+l)  a Ay -,
M) =T sy A T2
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tanimlayalim.

p A D A D
h(r) _ h(r X 1) _ Clr—i-l yr —|—0J$+2 (1 yr—i—l )

Any N A2yr iy
= W [@fHA?nyAyfﬂ + af+2A2?Jf (—Ayfﬂ)}
r r+
_ AyfAyf+2 af+1A295+1 P 1_ A@/fﬂ
A2y A2yp A2y7 s e Ayy
(4.48)
ve h(r) —h(r 4+ 1) > 0 dir ancak ve ancak
Ayp > ( Ayp
b (1) -, (1= ) >0 4.49
+1 (AnyrQ +2 Ay? ( )
dir. (a,) monoton azalan oldugundan,
Ay Ay
Ayp: —1>1- Ay?; (4.50)
yani,
Ay > + L > 2 (4.51)
Yra Ayr Ay ) T '

elde etmek yeterlidir. (4.39) kullamlarak, Ay? ; > Ayr., ve Ayl < Ay? elde
edilir. Ay? < 0 oldugundan, yukaridaki esitsizlik (4.40) e denktir. Boylece h, r
de monoton azalandir. (4.37) dan, h negatif olmayandir, bylece g, r de monoton

azalandir. (4.38) den, ¢ (0) negatiftirtir, boylece f, r de monoton artandir. m

Lemma 4.4 u(r) = 1/Av (r) ile (u(r)) ve (v (r)) dizilerini tanimlayalim. Bu du-
rumda A?u (r),

1 [2020(r)A20(r+1)  Adu(r)

Alu(r) = Av(r) |[Av(r+ 1) Av(r+2) Av(r+2) (452)
formunda yazlabilir ( [es] , Rhoades ve Sen,2006).
Ispat. u(r) = 1/Av (r) denklemi
Au(r)Av (r) +u(r +1) A% (r) =0 (4.53)
veya
Au(r) = u(r+1) A% (r) (4.54)

Awv (r)

olmasini saglar. Boylece

A?u (r) Av (r) +2Au (r + 1) A% (r) +u (r +2) Av (r) =0 (4.55)
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A2y (r) = [—m% r) (—“(T Zi) ?2: S + 2)) _ Aﬁ: g)} (4.56)

Lemma 4.5 Kabul edelim kiv € C?[0,00) olsun. Eger, herr >0, p > 1 i¢in
(a) v' >0,

(b) v" >0,

(c)2(v")* = v >0,

den biri saglanirsa, bu durumda A*u (r) < 0 dir ( [e6] , Rhoades ve Sen,2006).

Ispat. (a) ve (b) sartlan Av(r) < 0 ve A% (r) > 0 olmasimi saglar. Bu yiizden,
(4.52) den, A%u(r) <0 dir. m

Rhaly genellestirilmis Cesaro matrisleri [57] , 0 < ¢ < 1 olmak iizere a,, = t"/ (n + 1),
b, = t~* ile sifir olmayan girisli factorable matristir. Eger t = 1 ise, matris C' ye

indirgenir.

Teorem 4.14 p > 1 olsun. Bu durumda, Rhaly genellestirilmis Cesaro matrisleri

igin, to olmak tzere to <t < 1 i¢in LP = f(0),

1_2{<1;L0t0>p_1}§;<ji§1>p:0 (4.57)

olmasini saglar ( [e6] , Rhoades ve Sen,2006).

Ispat. Ilk olarak, Lemma 4.5 iin (a)—(c) sartlarmin saglandigimi gosterelim. Acikea,

1 — ¢ntl 1 — ¢ntl
t, = s UYp = ———— 4.58
-0 " ma—y (4.38)
dir. Boylece
1 1— P
o) =gy \Tw > ’
t~"log (1/t _

V() = pt~"log (1/t) (t" —t)P 1’ (4.59)

(1-1)"

V() =p =) (T ) (p =) (log G> ) |
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ve (a) ve (b) saglanir.

—_

" (r) =p(l—1t)” (log (¥)> — )P (=t " logt) (pt =2 — )
+ (T — )P (—2pt 2 logt + t " log t)
=p(L=)7P (" ="t (log (1))’

x[(p=2)(p—t"") + (" —1t) (2pt" —t*)]
(4.60)

Bu durumda

w(r)=p°— (p+ 1)t 4712 (4.61)

olmak tizere

2(v")? — " =2 [p A=) = (=) (log (1>)2]

t
W 4 4 (D o

xp(1—t) Pt —t)P >t (log (1))3

X [p? = (3p — 1) ¢+ 4 £2+2]
(1) <log (%))4 (= — 2w (r p)

(4.62)
oldugu goriiliir. p > 1 i¢in w(r) > 0 oldugunu not edelim. Bu yiizden, w, r de
monoton artandir. w (r) > 0 oldugundan, 0 < ¢ < 1, r > 0 i¢in w positiftir ve (4.40)
sart1 saglanir. Boylece h, r de monoton azalandir:

t'r+1 p
r+2

) [0/ (1= ) {1 = 421y — (1= 1312y}
(7 (1= 7Y (1= 7 /07 — 2 (1= 2 e (L 743 )7
(4.63)

lim, o h(r) =lim,

dir.
Parantezdeki ifadenin limiti (# — 1) / (# — 1)* oldugundan, lim, ., k (r) = 0 dir ve

Teorem 77 nin (4.37) sart1 of saglamr; yani, g, p de monoton azalandur,

9(0) =to+2[yg — vy 2@? [Ht }i(]ﬂ) =:q(t,p)
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diyelim.
dq L+t\" 1IN\
o () (8)2 ()
1+t\? = pjti!
—2|(—) -1
K t ) Lgmmp (4.64)

-3 () () & () -1

j=1
dir. j nin katsayis1 negatif oldugundan, parantezdeki ifade j ye gére monoton aza-

landir. j =1 i¢in,

1| /1+t\"" 1+t 1 ”1
R R (T e
() |
<0
olur ve ¢, t ye gére monoton azalandir.
q(1,p)=1—2[2° Z (4.66)

;:1
dir. parantezdeki fonksiyon p > 1 icin p de konvekstir. Boylece ayni zamanda seride
Oyledir. Bu yiizden, carpim da oyledir. —1 ile carparak, fonksiyon konkav olur. 1
de konkav oldugundan, ¢ (1,p), p > 1 i¢in p nin konkav fonksiyonudur.

lim ¢ (1,p) =0 (4.67)

p—00

oldugundan, t, (4.57) i saglamak iizere biitiin ¢ > ¢, igin g (0) negatiftir; yani,
Teorem 77 nin (4.38) saglanir ve LP = f (0) olur. m
Rhaly s—Cesaro matrisleri, a,, = (n+1)"" ve her b, = 1 sifir olmayan girigleri ile

factorable matristir.[ss] Boylece t, = (n41)""° ve y, = n + 1 dir.

Teorem 4.15 Rhaly s— Cesaro matrisleri i¢in, p,s > 1 olmak tizere LP = f(o0)

dir ( [6s] , Rhoades ve Sen,2000).

ispat.
(T+2—3(r+1))<<r+1
2(p — 1) (r +2)°" 142
46
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olmak tizere

af_HAyf
AZyp

(r+1)" = (r+2)
= Y 1 20 1 2P 1 (1 3
~ lim (1/(r+2)°) [t = ((r+2)/(r+1))]
r (1=2((r+2)/(r+1))P+({(r+3)/(r+2)))
= lim((=s/ (r + 2" 1= ((r+2)/(r+1))]
—(=p/ (r+2)°)((r +2) / (r + )P (=1/ (r + 1))
/(=2p((r+2) / (r + D))PH(=1/ (r + 1)*)
+p((r+3)/ (r+ 1)) 1(=2/ (r + 1))
= lim, ((—s (r+1)* /2p (r + 2)"™[1 = ((r + 2) / (r + 1))?]
+(1/ (r+2)°)((r+2) / (r + 1))

J(((r+2)/ (r+ 1)) = ((r+3)/(r + 1))

(—s(r+1)/2p(r+2°)[(r+1" = (r+2)")+ ((r+2)" '/ (r +2)°)

limh(r) = lim,

)" (r+2F T —(r+3)"
e (3D 20+ 2+ D)/ (r+ 2 1+ 1/ (r +2)°
' 1—((r+3)/(r+2)p!

= liin(—s (r+22/20)((r4+2—-sr+1)/(r+2"")r+1)/(r+2)P—-1)
—(s/2p(r + 2" )((r +1) / (r +2)) = (s/ (r +2)"7")
/(0 =1)((r+3)/(r+2))"* =lim 4,
(4.69)
Eger s > 2 ise bu durumda agik¢a lim, A = 0 dir. Kabul edelimki 1 < s < 2 olsun.
(=s/2p(p=1)[((r+1)/(r+2))P 1]

(r+2)° "1/ (r+2—s(r+1)) (4.70)

_ (=8/2)((r+1)/(r+2))P~* —0
(r42)2(s—1)/(r4+2—s(r+1))2)[r+2—s(r+1)+r+2]

lim, A =lim

dir. Boylece g, r de monoton artandir. 4.12 den ispat tamamlamr ve LP = f(o0)
dir. m

Rhaly terraced matrisleri, (a,) monoton azalan pozitif bir dizi ve lim (n+ 1) a,
mevcut olmak iizere her by, = 1 ve a, = a, olan factorable matristir.[s9] Acikga,

t,=(n+1)a, vey, =n+ 1 dir.

Teorem 4.16 Rhaly terraced matrisleri i¢in p > 1 olmak tizere LP = f (0) dur ( 66

, Rhoades ve Sen,2006).
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Ispat. Teorem 4.15 daki aym & da s ile p yerdegistirirse,

[(r+1)P — (r +2)7]

" e 20 2+ (9]

olur, boylece lim, h(r) = 0 dir. g, r ye gére monoton azalandir, (a,) monoton azalan

oldugundan,

g(0) =ah+2]1 2plza
=t (4.71)
—ah—2(2r ' —1)ak —2(2" — Za <0

dir. Bu yiizden LP = f (0) dir. =

Bir agirhkh ortalama matrisi, {dx}, ap > 0 ve D,, := > ;_ a; olacak sekilde bir

negatif olmayan dizi olmak iizere a,, = 1/D,,, by, = dj, ile bir factorable matristir.

Teorem 4.8 de, 1 < p < oo ve {d,,} monoton artan ve
{(n +1) (Dpy1 /Do) = (n+ 2)} , n ye gore monoton azalan (4.72)

saglayan bir dizi olmak tizere, A agirlikli ortalama metodu i¢in L? = f(0) oldugu
gosterildi. Asagidaki teotem basgka bir sart altinda da teoremin saglanacagin goster-

mektedir.

Teorem 4.17 (p,) azalmayan olmak fizere (N, an) bir agirhikly ortalama method

olsun. Bu durumda

D, Dyis\”
herrZO,p>1igm1+(r—l—1)< “)—(r+2)( *2) >0 (4.73)
Dr Dr—i—l

LP = f(0) igin bir yeter sarttur ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

Ispat. (4.43) dan bir agirlikl ortalama matrisi 1 satir toplamina sahip oldugundan,

f(?‘)-f(?‘+1)=ri2 (r+1) ZDP (4.74)



p
T

r+1

m(r) =DV, (r+3) A(Ti:;) — DV, (r+2)A

+v+2MT+3A<f+1>A<f%£)

DY DpP D?
_ Dp 3 r—+1 . 7‘+2 . ) _r r+1
r | (7’—1—2 r+3 (r+2) r+1 r+2

Dr D?
) . r+1 r+1 r+2
T M <r+1 r+2)<r+2 r+3
r+3 r+2
:Df+1 (r+2) r+1 Df+2 (r+1) D£+Df+1
r+3 r+3 2 r+2
# (50 et = (555) (0r) = peozy (253 )+ 02t
r+3 r+2
=0 | (55) P - Dt - (553 ) pp e 2,
r+3 r+3
(r—l—l) Dy — <7°+2> Df+1+Df+2]
r+2
— DP DP
<T+1> 97 ’f‘+2
1 r+2

2
= = | P04 (1) (D2) — (r+2) Dfo+2]

r+ 4
__%%%#[L+&+¢)(%;? —Qan<g:i)]zo
(4.75)
olmak {izere
) - fr+1) 1 — 1
9(r) = ADY/(r+1))  (r+2)A (D2, /(r+1)) Z 5’ (4.76)
N 1 1 1
9()=g(r+1) BRI RS NG
S DL )0 AL s )AL )"
(4.77)

olur ki; bu (p,) iizerine herhangi bir monotonluk gart1 konulmaksizin, [?] saglanir.
Boylece g, r de monoton azalandir.

(pn) azalmayan dizi oldugundan, D, < (r + 1) p, dir; yani, d,/D, > (r+1)"" dir.
Boylece

D, D, r+2

=1 >1+ >
D, +Dr +Dr r+1

ve D,y1/D, (r+2) > 1/(r +1) dir.

(4.78)
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(4.76) kullanilarak, p > 1 oldugundan,

(r+1)
[(r+2)DF = (r+1) D},,]
L rt ‘ (4.79)
D?[(r+2) = (r + 1) (Dy11/D,))

(r+1)

DY [(r+1) (Drs1 /Dy )’ = (r +2)]

lim|g ()] = lim

= lim

elde edilir.
p>1,z>—1ig¢in (1+ x)” > 1+ pz oldugu gergegi kullanilarak,

(r+1)

Dy [(r+1) (1 + pdyya/Dy) — (1 +2)]
im T i

D, [p(r+1)d.y1/D, —1]
<lm—""1 g
r D, (p —1)

lim|g (z)] <lim

— (4.80)

bulunur. Bu yiizden lim g (r) = 0 ve g her r i¢in pozitiftir. (4.76) den, A(D?/ (r +1)) <
0 oldugundan, L? = f (0) dir. =

Sonug 4.5 Kabul edelim ki d,, = (n+1), a > 1 ile (N,d) bir agwhkl ortalama
methodu olsun. Bu durumda LP = f (0) dur ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

Ispat. (4.73) nin saglandigim gostermek icin,

(r+1) (D’”“)p (4.81)

nin konveks oldugunu gostermek yeterlidir. 7 = 1 fonksiyonu asgikar olarak convek-

stir. p > 1 oldugundan, D, /D, nin konveks oldugunu gostermek yeterlidir.

DT+1 (T + 2)a
nr)=14+—— =1+ = =
D, > ko (k+1)

20

(4.82)



tanimlayalim. Bu durumda

n(r) =(r+2)" (Z (k + 1)“) (Z (k + 1)“)

k=0 k=0

) (Z ks m)

+(r+4)° (i (k+1)“> <rz (k+1)“>
> (k+1) ) (Z (k+1D+ (r+2)%+ (r +3)°

2(r+3)" (
+(r+4)" ( (k+1) )( (k+1)" +(r+2)"‘>
k=0 k=0

- (Z (k + 1)“) [(r+2)* =2 +3)"(r+4)]

+(r :2)20‘ +(r+2) 4 ((r+2) (r+3))°

—2((r+2)(r+3)*—=2(r+3)*=2(r+3)™

—2(r+3)*

/

Mﬁ
=
_|._
N

(k+1)"+(r +2)‘1] X [ T (E4+ 1%+ (r+2)"+ (r+3)°

O

r

+((r+4)(r+2)" x (Z (k+ 1)‘“) +(r+2% 4+ (r+2)(r+3)°
o (4.83)
olmak {izere,

(r+2)" 20 +3)° (r+4)"

Do DT S T S )

_ n(r)
- T r+1 r+2
(22, e ) (32 e (3,

dir. o > 1 oldugundan, (r + 2)® konvekstir, boylece parantezdeki ilk esitlik pozi-

A’n(r) =
(4.84)

tiftir. parantezdeki ikinci egitlik

(r+2)"{(r+2)" =2(r+3)" + (r +4)"} + (r +2) + (r +3)" ((r +2)" ~ 2)
(4.85)
formunda yazlabilir, ki bu pozitiftir. Bu yiizden n (1) konvekstir ve (4.73) saglanir.

Sonug 4.6 1 < p < oo olsun, p, = a/ (n+a), a > 1 ile dretilmis H Hausdorff

matrisidir. Bu durumda L = f (0) dur ([66] , Rhoades ve Sen,2006).
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Ispat. H ,d, =dyI' (n+a) /T (a+1)T(n+1)veD, =dol' (n+a+1)/T(a+1)T (n+1)

ile bir agirhikli ortalama matrisidir. (4.73) de yerine koyarak,

L4 (r+1) (%)p —(r+2) <%)p (4.86)

elde edilir ve (r+a+1)/ (r + 1) konveks oldugunu ispatlamak igin yeterlidir, ki ispat
biter. m

Bir mertebeli (C,1) Cesdro matrisi, y, = (n+1)"" iirete¢ dizisi ile bir Hausdorff

matristir.
Sonug 4.7 (C,1) i¢in, LP = f(0) dur ( [6s] , Rhoades ve Sen,2000).
Ispat. a = 1 ile Use Sonug 4.6 dan ispat tamamlanir. m

4.10.1 Uyarilar ve Sonuclar.

e (p,) nin azalmayan olma sart1 L? = f (0) igin bir gerekli sart degildir.
Ters Ornek. p, = 2/(n+1)(n+2) alahm. Bu durumda (d,) monoton

azalan ve (4.73) ve

A (rlj:l) <0 (4.87)

saglanir.
e Bennett|2] de, Hilbert matris i¢in L = f (0) oldugunu ispatlada.

e Bennett[s] de, negatif olmayan girigler ile her H € B (/) Hausdorff matrisi

igin L? = f (0) oldugunu gosterdi.
e Norlund matrisleri i¢in hi¢ bir sonug¢ verilmedi.

e Eger (p,) azaliyor ise, (4.73) nin mutlaka saglanip saglanmamasi agik bir

sorudur.
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4.11 Hausdorff Matrisleri icin alt sinir

4.11.1 Girig

Bu kisimda ana sonucumuz, ;4 moment dizileri i¢in asagidaki monotonluk 6zelligidir.
p, 1 < p < oo sabit olsun. Bu durumda

2 (& @)
r (r=1,2,...) nin artan bir fonksiyonudur. Buradan, ¢? iizerinde keyfi bir Hausdorff
matrisi igin keskin bir alt sir tiirettik. Kargihik gelen tist simir problemi Hardy
tarafindan ¢oziildii.
Bununla birlikte problemi tekrar ele alalim, gercekten de, belirli rnekler igin (?7)
degerlendirmeye caligtigimizda, "giizel" A matrisleri i¢in bile infimumun kontrol
edilmesi zor olabilir.
Birgok durumda siiphesiz f () fonksiyonunun r ye gore arttig ortaya gikar. Bunlar
ele alinacak en kolay durumlardir, ¢iinkii (??) deki infimum r = 0 da elde edilir,
ve L alt sinir1 sadece A nin ilk siitununun /?—normudur. Sonuglarimizin ¢ogu bu
tirdendir.
Gergek zorluk, (?77?) te verilen fonksiyonlarin monotonluk 6zelliklerini incelemektir.
Bu durumun, literatiirde gosterilenlerden farkli olarak, bircok ilging temel esitsi-
zlige yol actigini gorecegiz. Bu esitsizliklerin saglanmasinda kullanilan temel arac,
majorlestirme teorisidir.
2] deki detaylarda sadece iki alt simir gahigildi. Bu sonuglari, z in monotonlugunu
icermeyen bir formda yeniden yaziyoruz. Birincisi, Hardy nin (,[33] § 9.8) esitsizligi
i¢in, ikincisi Hilbert in (,[33] Boliim IX) esitsizligi i¢in bir dogal tamamlayici saglar.
x negatif olmayan bir dizi ve p > 1 oldugunu kabul edelim. Eger x € * ise, bu

durumda

> (nilzl’k> ZC(p)Zlglgigxi (4.88)

> (Z %) > ¢ (p) ) mina, (4.89)



saglanir. Her iki durumda da

¢ (p) (Z i k"’)

en iyl miimkiin olan sabitttir ve yalmizca x; = x5 = - - - = 0 oldugunda esitlik vardir.
(4.88) esitsizliginin p = 2 6zel durumu, Axler ve Shields tarafindan 6ne siiriilmiis ve
Lyons|s0] tarafindan kanitlanmigtir. Genel durum Bennett[2] ve Renaud|[ss] tarafin-
dan egzamanl olarak kegfedildi. Copson-Etlion esitsizliklerine (,[33] Teorem 338, 344
ve 345) dogal bir tamamlayic1 saglayan 0 < p < 1 igin ilgili sonug[4] de verilmigtir.
J[2] sayfa 90 da, diger "klasik" A matrisleri i¢in (??) degerlendirilmesi problem-
ini giindeme getirdik. Bu, Rhoades[s3] tarafindan ve Lenard[?] tarafindan ortaya
¢ikarildi, sonuclar1 daha ayrintih olarak asagida agikladik.

Bu boliimiin temel amaci, Hausdorff matrisleri i¢in alt sinir problemini ¢ozmektir.
Bu, p, = 1 olacak sekilde normallestirilmis 1 = (p;,) bir reel say1 dizilerii ve A ileri

fark operatorii

Ay = = i (4.90)
olmak {izere,

A Fp, k<n
hge = K ; (4.91)

0 s k>n

seklindeki H = (h,x) matrisidir. Hausdorff matrislerinin teorisi,,[26].[31],[71][?] te
tanimlanmigtir.
Buraya yalnizca negatif olmayan girigleri olan matriste ilgileniyoruz ve bu nedenle

i yii total monoton dizilerii olarak aliyoruz, yani
A"y, >0 (n,k=0,1,...) (4.92)
dir. Simdi [0, 1] tizerinde dp (6), bir (Borel) olasilik 6lgiisiine gore p,
1
1y = / OFdu(0), (k=0.1,...) (4.93)
0

iligkili moment dizilerii alindiginda, (4.92) tam olarak Hausdorff un bir temel teo-
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remine[?] gore elde edilir. Boylece, (4.91) yi

1)k n—k
0" (1—40 du(0) ,k<n
hoe = k Jo 87 (1=6) 2 (4.94)

0 s k>n

esdegeri bigiminde tekrar yazabiliriz. du () y1 Lebesgue 6lgiimii alarak, (1 mertebeli)
Cesaro matrisi elde edilir, boylece bizim ana sonucumuz, Teorem 1, (4.89) in bir
genellegtirilmesidir. Diger segenekler (C, ), o (1 (6) = 1 — (1 — 60)”) mertebeden
Cesaro matrisi, (H, a), o (I () dpe (0) = |log """ df) mertebeden Hilbert matrisine
e (F,a), (du(0) = ( # = a noktasinda degerlendirir)) FEuler matrislerine kargilik
gelir. Boylece, alt sinir problemi bu matris siniflar1 icin tamamen ¢oziilmiigtiir.
Bunlar, hali hazirda Hausdorff matrisleri ile olasilik teorisi (Bernoulli denemeleri i¢in
diizenlenebilir olaylar) arasinda zaten agikca goriilen baglantilardir ve esitsizliklerin

bu yonde de uygulamalar: vardir (bkz. Kisim 7 ve 6zel olarak,|s]).

Hausdorff matrisleri igin alt sinir hesaplamanin baghca engeli, (77) te goriilen

Z hnk
k=0

kismi satir-toplami icin kapali form ifadesinin bilinmemesi gercegidir. Bununla bir-
likte, eger p pozitif bir tam say ise, bu zorluk énlenebilir, ¢iinkii f (r) yi bir p katma
toplami olarak yeniden yazabilir ve sonra toplami sirasini degigtirebiliriz. Lenard,[?]
(??) 7 (p = 1,2,...) iizerinde diigiiniilen Euler matrisleri i¢in bu yaklagimi ben-
imser. Onun sonraki analizleri oldukca etkindir ve iirete¢ fonksiyonlarla becerikli
manipiilasyonlar gerektirir. Metodumuzun onunla ortak hicbir 6zelligi yoktur, fakat
onun sonucunda daha giiglii egitsizliklerin (agsagida ki Teorem 1 ve 5) gegerliligin-
den siiphelendigimizden dolay1, ona ¢ok sey bor¢luyuz. Lenard in analizi bu boliim

sonunda verilmektedir.

Bu kismin ana sonu¢ Kisim 2 de ispat metodu hakkindaki 6én uyarilardan sonra
3. ve 4. kisimlarda ispatlanmigtir. Quasi-Hausdorff matrisleri, kisim 5 de ve agir-
likli ortalama matrisleri 6. kisimda incelenmigtir. Moment dizileri ile ilgili baz1 ek

esitsizlikler kisim 7 de verilmektedir
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4.11.2 Majorlestirme konusundaki 6n bilgiler

p

I K [— [ n e
=D Do) (N (N LR R0
ifadesinin r ye gore arttigim gostermek istiyoruz (bkz. (??) ve (4.94)). Ik adim
p yi ortadan kaldirmaktir. Bunu kisaca asagida tamimlanan majorlestirme teori-
sine bagvurarak yapacagiz. Bu arada, bu adim, dy (0) yi de ortadan kaldirmamiza
izin verir ve yalnizca (l?) 0% (1 — 6)"* binom olasiliklarim iceren (4.102) "goster-
igsiz" bir egitsizlige bizi gotiiriir. Esitsizlik, ilk 6énce oldukca gizemli bir polinom
ozdegligini kurarak (Lemma 4.6) ve daha sonra baz terimlerini ¢ikararak ispatlanir.

(Esitsizligin basit olasilikli bir ispat1 olmali, fakat biz bunlar1 kesfedemedik.)

Majorlestirme teorisi,

¢(x1) + -+ b (an) SP(y) + -+ 0 (yn) (4.95)

tipi esitsizliklerle ilgilidir. Burada = ve y, negatif olmayan girigleri olan sabit N —li
lerdir ve egitsizlik tiim siirekli, konveks ¢ fonksiyonlar: i¢in gegerlidir ( ki onun tanim
bolgesi x ve y leri igerir). Eger (4.95) saglanir ise, x, y ile mojoritlenir denir ve z <y
ile gosterilir. Bu fikirlerin miitkemmel bir agiklamasi[s1] deki monografide verilmigtir.
Teorinin 6nemi, biiyiik oranda Hardy, Littlewood ve Polya (,[33] Teorem 108) nin

sonucudur.

Teorem 4.18 1z ve y negatif olmayan girislerle N—liler olsun. Bu durumda, eger

x* lar, x lerin azalan mertebede diizenlenmesi olmak tizere,
i+t <y 4+ u 1<ESN) (4.96)
ve
Tyt F+IN=Y1+ YN (4.97)
kosullarinan her ikisi de saglanwr ise x <y dir. (Hardy ve ark,,[33] 1967)
Majorizasyon, 6. ve 7. boliimlerde (Lemma 4.13 ve Teorem 6) kullanilir, ancak ana

sonucumuz icin daha az kati bir sart gereklidir. Marshall ve Olkin[s1| in ardindan,

x in y tarafindan zayif olarak altmajorize edildigini styleyebiliriz ve eger (4.96)
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kogulu saglanirsa = <, y yazacagiz. Bu durumda (4.95) nin tiim artan, siirekli,

konveks ¢ fonksiyonlari igin gegerli oldugu Tomic[es] (ayn: zamanda[s1] a bakiniz) in

bir Teoremi ile goriildii. Polya,[s52] Tomic in sonucunun Teorem 4.18 nin bir sonucu

oldugunu gostermistir: Ashinda iki sonug¢ esdegerdir.

4.11.3 Bir Esitlik

N ve r, pozitif tam say1 olsun. a ve a tamsayilar
N=a(r+1)+a 0<a<r+1)

ile ve b ve 3 tamsayilari

N=0br+p, (0<8<r)

ile belirlensin. O halde agagidaki esitlige sahibiz.

Lemma 4.6 h, (4.94) ile verilmek tzere,

a—1r—1 b—1
(r+1) 22 3 hun +a2hnk+r S (1= N/n) gy + 2
n=0 k=0 na+1
bl r
_TZ Zhnk‘{’ﬁzhbk
n=0 k=0

dur. (Bennet,,l6] 1992)

Asagidaki gosterimleri kabul etmek uygundur:

;-A

a—1 r—1

L:(T+1) hnk"'azhak;
n=0 k=0

b—1 r r

R=r hnk"’ﬁzhblm
n=0 k=0 k=0

b—1 6

D=r Y (r+ 1= N/n) b + 5 (b= 1) hiy
n=a+1

(4.98)

(4.99)

(b — T) hbr

(4.100)

(4.101)

(L "sol", R "sag" ve D "fark" igin, son terim ise Lemma 4.6 tarafindan gosterilir.)

Nihai amacimiz,

L<R

(4.102)

esitsizligini ispatlamaktir. ( (4.98), (4.99) ve (4.94) ile) D > 0 oldugundan, bu

Lemma 4.6 den goriiliir.
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Lemma 4.6, asagidaki Lemma 4.8 ile verilen bir kolay esitlik manipiile edilerek is-
patlanmigtir. Eger ilk olarak, Fuler matrisleri ile ¢caligmay1 diisiiniirsek, bu durumfa
dp (0) ya gore 0 < 6 < 1 ortalamasimi alarak Hausdorff matrislerine gegersek, argii-
man en verimli sekilde kullanihir. Bir Euler matrisinin giriglerinin, £ = F (0),

0 (1—0)"" ,0<k<n

enk = k (4.103)
0 s k>n
ile verildigini hatirlatalim. Esitliklerimizden {igii, Lemma 4.8-4.10, agik¢a 6 parame-

tresini icerir ve ortalama etkilenmeden 6nce bunun ortadan kaldirilmas: gerekir. Bu

adim icin agsagidakilere ihtiyacimiz var.

Lemma 4.7 n,k > 0 oldugunda (k+1)epi1541=0(n+ 1) ey, dur. (Bennet,[s|
,1992)

Ispat. (4.103) den

n+1
P 1—-60)"" 0<k<n
Ent+lk+l = k+1
kO ,k>n
\
TL+-1 —k
0 0% (1 —9)" <k<
B (-0 0<k<n
k0 s k>n
n+1
=0.——e,
PR

oldugundan sonug elde edilir. =

Lemma 4.8 n,r > 1 iken
r—1 n—1
Zenk + HZej,,_l =1
k=0 J=0

dir. (Bennet,[6] ,1992 )

Ispat. F nin satirlar1 "binom olasihk vektorleri" dir, boylece yukaridaki ilk ter-

. . —1 . v
imin olan ) ;_, €k, "n denemelerdeki r bagarilarindan daha azinin" olasihigr olarak
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yorumlanabilir. Hepsi 1/6 toplamiyla £ nin kolanlari, her biri 6 ile ¢arparsak ben-
zer bir yorum kabul eder. Gergekten de, F nin k. mc kolonu (0 kez), "(k+ 1)
bagarilarin gozlem zamam" (i = 0,1,...) m temsil eder. Boylece, yukaridaki ikinci
terim olan 6 Z;.:Ol ejr—1, 7 bagarilariin bekleme siiresinin n i gegmemesi ih-
timalidir veya denk olarak, en azindan r basar1 n denemede olusur. Iki bold
olay tiimleyendir ve dolayisiyla olasiliklari birbirine eklenir. m

Lemma 4.6 ve 4.11 nin benzer bir olasiliksal yorumunun yapilmasi ¢ok doyurucu

olacaktar.

Lemma 4.9 n,r >0 ve m > n tken
r—1 r—1 m—1
D enk =D em+0) i
k=0 k=0 j=n

dir. (Bennet,[6] ,1992 )

Ispat. Lemma 4.8 ii iki kez uygulayip; daha énce oldugu gibi, bir kez n nin yerini

m ile degistirmek yeterlidir. m
Lemma 4.10 n,r > 1 iken
r—1 n—1 e
7=0 7=0
dir. (Bennet,[6] , 1992)
Ispat. Lemma 4.8 ii iki kez uygulayip; daha 6nce oldugu gibi, bir kez r nin yerini
r + 1 ile degistirilmesi yeterlidir. (e, nin 6 ile boliinebildigini ve boylece § = 0

oldugunda bile, Lemma 4.10 in saglandigin1 goriiriiliir.) =

Lemma 4.11 r,s > 1 iken

s—1 r—1 r—1 s
hnk =S E hsk +7r E hnr
n=0 k=0 k=0 n=0

dir. (Bennet,[e] ,1992 )
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Ispat. Bunu sadece (4.103) Euler matrisleri icin ispatlayacagiz, genel sonuc, dj (6)
ye gore 0 < # < 1 iizerinden integral alinarak goriiliir. m yi s ile degistirerek Lemma

4.9 i uygularsak,

r—1 r—1 s—1
E Enk = E €k + 0 E €jr—1 =
k=0 k=0 j=n

s—1 r—1 s—1 r—1 s—1
S5 e =3 (Zez)
0 j=n

n=0 k=0 n=0 k=
r—1 s—1
= ea+0> (G+1)ejr
k=0 §=0

elde ederiz ve Lemma 4.7 den sonug elde edilir. m

Lemma 4.7, Lemma 4.8-4.10 den 6 y1 ortadan kaldirilmamizi ve boylece Hausdorff

matrisleri i¢in bu sonuglarin siirtimlerini elde etmemizi sagliyor

Lemma 1 in ispati. Yine, Euler matrislerini dikkate almak yeterlidir. Lemma

4.11 y1 hem R hem de L ye uygulayarak ve (4.98) ve (4.99) hatirlatarak,

r b
R—L :NZebk+r(r+1)Zen7r+1

k=0 n=0
a

r—1
N> e —(r+1)r > en
k=0 n=0
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oldugunu goriiriiz.

R—L —NZeb;er 7"—|—1 Zenr+1 Nzeak ( —1—1)7“267”
n=0

k=0 n=>0
Lemma 4.9 ile

r—1 b—1 r—1 a—1

Z ey, + 0 Z ej,rl] - N [Z ek + 0 Z ej,rl]
bk:0 j=n k=0 j=n
+r(r+1) (Z Cnril — Z em>

:Nebr—kN

n=0 n=0
- b
= Ney, — NHZem 1+r(r+1) (Zemﬂ — Z€”T>
Lemma 4.10 ile
b—1 b
+1
= Ney — NO Z enr1 +7(r+1) Z En %ebﬂvrﬂ
n=a n=a-+1
iki kez Lemma 4.7 ile
b b
eTL’I"
b —
epr — N1 Z 4 (r+1) Z enr — (b4 1) ey,
n=a-+1 n=a+1
(4.99) ve (4.101) ile

=D

elde edilir. m

4.11.4 Hausdorff matrisleri

Bu kisimda, Hausdorff matrisleri i¢in alt sinir problemini ¢ozecegiz. h,,; girislerinin
(4.94) ile verildigini hatirlatalim.

Burada, iist sinir probleminin Hardy nin bir sonucu ile kolaylikla c¢oziilebilecegine
isaret etmek faydali olabilir (bkz. agagidaki Teoreme ). Problem, g > x; > -+- >0
i saglayan her x € /P igin

olacak gekilde en kiigiik U sabitini bulmaktir. Bu Hardy nin ispatinin bir sonucudur,
yani H nin operatér normu olan U = ||H[|, , dir. Boylece tist siur problemi asagidaki

denklem (4.105) esitligi ile ¢oziiliir.

Teorem 4.19 1 < p < oo i¢in p yi sabitleyelim ve H, (4.94) ile verilen Hausdorff

matrisi olsun. Bu durumda H , ¢, tizerinde sinirldir ancak ve ancak fol e m (0) <
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oo dir ve
1
], = [ 0 du o) (4.105)
0

elde edilir. (Hardy,[31] , 1963 )

Teorem 4.19,[31] , [?] de ispatlandi (Ayrica,[s2] in Teoremi 216 ya bakimz). Is-
pat, Euler matrisleri igin Bochner ve Knopp dan dolay1 (4.105) un 6zel versiyonuna
dayanir.

Simdi ana sonucu verelim.

Teorem 4.20 1 < p < oo wve p sabit olsun ve H, (P tizerinde simirly Hausdorff

matrisi olsun. Bu durumda

=y (/1 (1—-6)"dy (9))p (4.106)
n=0 0
olmak tizere xg > x1 > --+ > 0 12 saglayan her x € (P i¢in
|Hz|, > Lz, (4.107)
Eger xg = v1 = -+ = 0 ise veya p = 1 ise veya dju (0), 1 noktasinda nokta kiitlesi

ise burada egitlik vardir. (Bennet,[s| ,1992 )

Ispat. (4.106) ile belirlenen L degeri, H nin ilk stitununun ¢’ —normudur. Boylece
f (r) fonksiyonu r ye gore artan oldugunu gosterdigimizde (4.107), (??) ve (?7?)

formundan izlenir. Bunu yapmak igin, ¢, [0,00) iizerinde tanimlanmig herhangi

artan konveks fonksiyon olmak iizere, daha genel, r = 1,2, ... i¢in
e’} r—1 [e's) r
D3 (z hnk) <3 ( hnk> 108)
n=0 k=0 n=0 k=0

esitsizligini diisiiniiriiz.

7 yi sabitleyerek, her terim (r + 1) kez tekrarlama ile olugan (Z;;E hnk)zozo dizileriini
x ile ve her terim r kez tekrarlama ile olusan (3, _, hnk)zozo dizileriini y ile gosterelim.
Bu durumda, Tomic teoremine (bkz. Boliim 2) gore, (4.108), = in y ile zayif alt

majorentligini, bir bagka ifade ile

N N
S oan <> (4.109)
n=0 62 n=0



oldugunu iddia etmeye denktir.

N verildiginde, (4.98) ve (4.99) daki gibi, a, a, b,  tamsayilarin belirleriz ve (4.109)
nin (4.102) ye denk olduguna dikkat edelim. Burada, r sabiti ile ), _ hny ifadesinin
n ye gore azalan bir fonksiyon oldugu gergegini kullandik. Bu, Lemma 4.9 ten "6-
terimi" birakilarak ve 0 < 6 < 1 iizerinden integral edilerek ¢ikarilabilir.

(4.106) te verilen sabit degeri tabii ki miimkiin olan en iyisidir, ¢iinkii (4.107) deki x
ixz=(1,0,0,...) olarak alabiliriz. Esitlik durumu ile ilgili teoremin son maddesi,|2]
sonuclarinin bir sonucudur. Ayrintilar1 burada vermeye gerek yoktur. m

Teorem 4.20 de, H nin /P den kendi i¢ine oldugunu kabul etmek dogaldir, ciinkii
(4.107) deki tiim terimler, x € (7 oldugunda sonludur. Bununla birlikte, bu kabul,
asagidaki gibi (4.107) yorumlamay1 kabul etmemiz sartiyla, gerekli degildir: Eger
bazi x ler i¢in sol taraf simrliysa, boylece sag tarafta sonludur, ve (4.107) esitsizligi
elde edilir. ( Tabii ki, herhangi bir sifir olmayan z i¢in anlamli bir sonug elde etmek
i¢gin L < oo varsaymaliyiz.)

Simdiden, H yerine (C, 1) matrisi olarak, (4.88) esitsizliginin Teorem 4.20 nin 6zel
bir durumu oldugunu gozlemledik. Rhoades ([63] , Teorem 2 *) onun alt sinirmin
"birinci stitunda ulasildigim" da gostererek, (C,2) matrisi ¢aligti. Ancak yaptigi
analiz ¢ok karmagiktir ve sadece p = 2 durumunda gecerlidir. O, ayni sonucun tiim
p > 1 i¢in de gegerli olmasi1 gerektigi goriigiindedir ve gercekten de, tiim (C, «).

a > 0 matrisleri i¢in gegerlidir. Teorem 4.20, bunu dogrular.

4.11.5 Yari-Hausdorff matrisleri.

Bu kisimda, yari-Hausdorff matrisleri i¢in alt sinir problemi incelenmistir. Bunlar
sadece (4.94) deki Hausdorff matrislerinin H* transpozudur. Terminoloji Hardy nin
terminolojisidir ([32] , Kisim 11.19).

Yari-Hausdorff matrislerinin /”—déniigiimiiniin 6zellikleri, ¢ = p/ (p — 1), p nin tistel
eslenigi olmak {izere,

172, =11, (4.110)

agina olunan iligki kullamilarak (kisim 4) Hardy nin sonucundan belirlenebilir.
Bir matrisin ve onun tranpozunun alt simiri arasinda hicbir benzer iligki yoktur.

Bu, C' Ceséaro matrisi gz 6niine alinarak kolaylikla goriilebilir. (4.88) esitsizligi, alt
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sirn < (p)*/? oldugunu gésterir, oysa Renaud ([s5] , Teorem 2 de) C* icin alt siirm
1 oldugunu gostermistir.

Renaud un ispati, Cesaro matrisinin 6zel yapisi iizerinde énemli bir yola baghdir.
Burada basit bir alternatif ispat sunacagiz: bu daha genel sonuclara yol acacak.
Teoremin ifadesi igin, A, iist iiggensel ve siitun toplamlar1 1 oluyorsa, bir A matrisine
bir yari-toplamlanabilme matrisi demek uygundur. Bu sinif, Hausdorff matrislerinin,
agirhkl ortalama matrislerinin (Boliim 6) ve Norlund matrislerinin transpozlarimi

igerir (tammmlar igin bkz.[32] ,[?] ).

Teorem 4.21 1 < p < oo wve p sabit olsun ve A bir yari-toplanabilme matrisi

olsun. Eger x € {, xo > x1 > --- > 0 yi saglarsa, bu durumda
[ Azll, > ||, (4.111)

dur. Asagudaki sartlardan en az biri saglandige zaman (4.111) da egitlik vardir: p =
1; A = I birim matrisi; A nan ilk n stitunu I nan ki ile ¢cakisir ve x,, = x, 01 = --- =0

dur. (Bennet,[6] ,1992 )

Ispat. (77?) ve (4.88) e gore, her r dogal sayis icin,

(r+1) < Z (Z ank) (4.112)

oldugunu gostermeliyiz. Holder esitsizligi ile

I - ’ r py 1/p
IS D I o WA Pl ot

k=0 n=0 n=0 k=n n=0 \k=

elde ederiz ve bu (4.112) a denktir.

Teoremin son ifadesi[2] Onerme 1 den veya Teorem 2 sinden izlenir. m

Teorem 4.21, (?77) te infimumun = 0 da olustugunu gosterir, fakat ispat (??) deki
fonksiyonunun monotonluk ozelliklerinden hichir sey soylemez. Gercekten, Quasi-
Hausdorff matrisleri icin, f (r) fonksiyonunun r ye gére arttigin gosterebiliriz. Ispat,
Teorem 4.20 e benzemektedir, altmajorizasyon yerine majorlestirme kullanilarak

ispat yapilabir. (Kisim 7 deki Teorem 6 ya bak)
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4.11.6 Agirlikhh Ortalama matrisi

Bu kisimda Agirlikli ortalama matrisleri icin alt sinir problemi incelenilcektir. Bun-

lar, a; larin negatif olmayan sayilar ve A,, = a; + - - - + a, oldugunda

Qg
0 yk>n

formlu girigleri olan matrislerdir. ( A,, lerin hicbirinin sifir olmamasi i¢in a; i poz-
itif aliyoruz. Ayrica, bundan boyle matrisin indislerinin sifirdan degil de 1 den
bagladigini not edelim.)

Agirlikh ortalama matrisi toplanabilirlik teorisinde dogal olarak ortaya gikar(s2] ,[?]
ve bu agidan kapsaml bir sekilde incelenmistir. Ustelik, onlarin £,-déniigiim 6zellik-
leri, tamamen/s] de tammlanmigtir.

Onlarin basit yapilari, onlar: mevecut tartismada da dogal nesneler yapar. Ozellikle,
Hausdorff matrisleri igin biraz sorun yaratan (??) de goriilen kismi toplamlar kolayca
hesaplanabilir ve (77),

yZ— 3 q -p
P =1 —I—}LgflAnZAk (4.113)

k>n

basit formda olur. Ne yazik ki, infimum n = 1 oldugunda elde edilmesi gerekli
degildir ve genel olarak, a, ler icin onun degerlendirilmesi zor goriinmektedir. Is-

patimizda, bagh basina bazi ilgingliklerin olabilecegi asagidaki temel sonucu igerir.

Lemma 4.12 > °x, pozitif terimli yakinsak bir seri olsun. Eger

n (M> , n ye gore azalan (4.114)
Tn41
ise bu durumda
1
— ka, n ye gore artan (4.115)
Nn k>n

dur. (Bennet,[6] ,1992 )

Ispat. Ik olaral, eger (4.114) saglanirsa, bu durumda

n — oo iken nx, — 0 (4.116)
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oldugunu gosterelim. Bunu gormek igin,

artan
———
Ny, — (N +1) 21 . <xn —xn+1> .

Tn+1

Tn+1

n ye gore artan oldugunu goriiriiz. Sonug olarak, eger bir n tamsayisi icin nz, <
(n 4+ 1) x,41 ise, ayn esitsizlik, n nin yeterince biiyiik tiim degerleri i¢in de gegerlidir.
Fakat, bu durumda, her j > n i¢in x; > nz,/j dir, ve bu ) z; nin raksakligim
gerektirir. nx, nin n ye gore azaldigimi ve dolayisiyla yakinsak oldugu sonucuna
variriz. Limit 0 olmalidir, aksi taktirde ) | z; waksak olur.

Simdi de n < j < m olan ii¢ pozitif n, 7, m tamsayilarim diigtinelim. (4.114) i
NTpZjp1 > Tngpr (Jo; — (G + 1) 2j51) + (0 + 1) 2120

formunda yeniden yazabiliriz. j = n + 1 den m ye toplam alirsak,

NTn Z Tjy1 2 Tppr (R+1) T = (M4 1) Zpga) + (0 + 1) 204 Z Lj+1
j=n+1 Jj=n+1

elde ederiz. m — oo igin limit alarak ve (4.116) i kullanarak,

n, Z r; > (n+1)x n+1+(n+1 Trii Z Z;

Jj>n+1 j>n+1

oldugunu goriiriiz ve bu (4.115) e denktir. =
Uyari. Daha sonra ihtiyacimiz olacak olan Lemma 4.12 ile uyusan bir sonucumuz
var: "Eger (4.114) dizilerii n ye gore artarsa, bu durumda (4.115) dizilerii n ye gore
azalir ". Ispat Lemma 4.12 ye benzerdir, fakat biraz daha kolaydir, ciinkii (4.116)
in gergeklendigini kontrol etmek zorunda degiliz.
(4.115) deki toplamda "k > n", "k > n" ile yer degistirildiginde bir baska sonug
elde edilir. Bu detaylar1 simdilik birakiyoruz.

Teorem 4.22 p,1 < p < oo olacak sekilde sabit olsun ve A, (?77?) ile verilen agurlikly

ortalama matrisi olsun. Kabul edelim ki,
> AP <o (4.117)

ve
AP — AP
n (%) , n ye gore azalan (4.118)
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olsun. Bu durumnda
ey A
n=1

olmak ftizere, x4 > w9 > -+ > 0 1 saglayan her x € {, i¢cin

[Az]l, = L[, (4.119)
saglanir. Sadece 9 = x3 = ... = 0 oldugunda (4.119) de esitlik vardur. (Bennet,|e]
,1992 )
ispat.

AP
L Z AP, n ye gore artan
" k>n
oldugunu gormek icin, x,, = AP ile Lemma 4.12 yi uygulayacagiz. Bu durumda

(4.119) esitsizligi (4.113) den goriiliir.

(4.119) deki esitlik durumu hakkinda ifade, Teorem 4.3 nin bir sonucudur. =
Teorem 4.22, 4.8 in bir sonucunun hafif bir gelismedir, ancak burada verilen ispat
onun verdigi ispattan daha basittir. Rhoades in versiyonu[2] nin orijinal taslaginda
verilen (4.88) in ispatina dayanan, "p > 1" ve "a,, nin n ye gore artan oldugu" gibi
ek varsayimlar1 gerektirir.

[k kez Rhoades tarafindan formiile edilen hipotez (4.118), oldukga merak uyandirici

bir varsayimdir ve daha ayrintili olarak incelenecektir. Buna gore, eger

D _ P
(‘In ‘In—ﬁ—l

p

) , n ye gore azaliyorsa, (4.120)
xn+1

pozitif terimli x = (x,,) dizileriine Rhoades kogulunu saghyordur ( R (p) dedir) diye-
cegiz, ve x € R (p) yazacagiz.
Simdi (4.120),

1
n+1

1/p
n
{ (TpTnio)’ + ($n+1xn+2)p} > a2, (4.121)

n+1
formunda daha akilc1 bir bigimde yazilabilir. Sol tarafi, bir iki noktal olasilik uzay1
iizerinde bir LP-normu olarak algilariz ve eger p < ¢ ise, bu durumda R (p) C R (q)
olur. Boylece, p arttikga R (p) kosullar daha az kisitlayict hale gelir. (4.121) da
p — oo limit alindig1 bunu R (00) ile gosterecegiz. Eger x artarsa, bu sart otomatik

olarak saglanir, oysa eger = azalirsa, R (co)-sart

TnTpia > Toi (4.122)
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dir, diger adi logaritmik konveksliktir. Benzer sekilde, (4.121) da p — —oo i¢in limit
alarak, tiim R (p) lerin en kat1 olan R (—o0) durumunu tamimlariz. Eger x artarsa,
R (—o00)-sart1 (4.122) dir, oysa eger = azalirsa kogul =, nin n > 1 i¢in sabit olmasidir.
Boylece, artan diziler icin, logaritmik konvekslikten daha zayif ve dizileri azaltmak
icin daha giiclii olan kosullara ihtiyacimiz var.

Rhoades, sonuglarini kuvvetli ortalamaya, nihayetinde
a, = n" (4.123)

olan (??) matrislerine uyguladi. O, (4.123) dizileriinin, o = 1,2 ya da 3 oldugunda
p > 1igin R (p) ye ait oldugunu gosterdi (elbette o, bu terminolojiyi kullanmadi).
Boylece, o nin bu degerleri iizerinden, alt sinirin A nin ilk siitununda elde edildigi
sonucuna varmigtir. O, biitiin pozitif « i¢in ayni sonucun gegerli oldugunu iddia etti
( Rhoades,[63] , 1987, sayfa 351). (Elbette, sadece a = 0 durumda (4.88) de esitsizlik
vardir).

Olas1 sonuglarin 0 < o < 1 igin yanhs, a@ > 1 igin dogru, ve —1/¢ < a < 0 igin
de dogrudur (Teorem 4.23). Burada, anlaml sonuglar elde etmek i¢in, o > —1/p*
kisitlamasi gereklidir; ¢iinkii o, A min ilk kolonunun sonlu olmasima denktir (¢’-norm
(4.117) ile kargilagtir). Aym kisitlama, tesadiifen, A nin ¢ den kendi igine doniigiim

olmasini garanti eder.

Lemma 4.13 « sabit bir reel sayr olsun. Bu durumda 0 < o < 1 ise

n(n+1)*
1a+2a+,,,+na’

(n=1,2,..) (4.124)
dizileri n ye gére artandir, ve aksi durumda azalandur. (Bennet,[s] ,1992 )
ispat. n=1,2...ic¢in

(n+1)(n+2)" (A" +2°+---+n*) <nn+1)" (1% +2%+--- 4 (n+1)7)
(4.125)
saglandiginda (4.124) dizileri n ye gore azalandir ve (4.117) tersine ¢evrildiginde
artandir. x n—linin her terimi (n + 1) kez yerdegistirerek olugturulan (n + 1) n—li
olsun:

(I.(n+2),2.(n+2),...,n.(n+2)).
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Benzer sekilde, y (n 4+ 1) —linin her terimi n kez yerdegistirerek olugturulan n (n 4+ 1) —li
olsun:

(L.(n+1),2.(n+1),....(n+1).(n+1)).

Bir rutin (fakat daha ziyade sikici) hesaplama x in y ile majoritlendigini gosterir,
boylece (4.95), her ¢ : (0,00) — R siirekli konveks fonksiyonlar: i¢in elde edilir.
a > 1 veya a < 0 durumunda ¢ (t) = t* alarak « nin bu degerleri igin, (4.125)
esitliginin elde edilir. Diger yandan, ¢ (t) = —t* alarak, 0 < a < 1 oldugunda

(4.125) iin tersine gevrilebildigi goriiliir. Bu lemmanin ispatim tamamlar. =

Teorem 4.23 p > 1 ve a > —1/q ile «, p sabit reel saylar olsun olsun ve olsun
A girigleri (42) ile verilen agrlikly ortalama matrisi olsun. Bu durumda A, (P de
hareket ederek, alt sinirina ilk sitununda o < 0 veya a > 1 olmast kosuluyla ulagir.

Eger 0 < a < 1 ise sonug¢ yanhgtir. (Bennet,[s] ,1992 )

Ispat. a, = a” (o < 0 veya a > 1) ile, Lemma 4.13 ile (na,,1/A,) dizi n ye gore
azalan oldugunu goriiliir. Boylece, (A, ') dizi R (1) e aittir, ve boylece R (p)) ye
aittir. Sonug simdi Teorem 4.22 den goriiliir. =

0 < a < 1 oldugunda durum ¢ok daha karmasiktir. Kesinlikle, p = 1 oldugunda Teo-
rem biitiin bu araliktaki « lar i¢in yanligtir. Bunu gormek igin, artik (A1) dizisinin
R (1) e ait olmadigim not etmeliyiz, gergekten; Lemma 4.13 ile, R (1) i¢in tanim-
layic1 esitsizlik tersidir. Lemma 4.12 den sonraki uyaridan (4.113) deki infimumun
r = oo da olustugu goriiliir, boylece A min alt sinr1 asla elde edilemez.

Diger yandan, (A, ') dizisinin logaritmik konveks oldugu, yani (A;') in R (c0) a ait
oldugu goriiliir. Bu, 0 < o < 1 olan her sabit « i¢in uygun biiyiik p ( a ya bagh)
i¢in teoremin dogru olabilecegini 6nerir. Teorem kiigiik p (sadece p = 1 i¢in degil)
icin kesinlikle yanhstir. Tam "kirilma" noktasim belirlemek ilging olurdu. Burada
konu asagidaki problemdedir.

p>1vea> —% ile a ve p reel sayilar olsun.

1a_+__”_+_nap B
( - ) Z<1a+.'.+na)p

k>n
dizinin monotonluk &zelliklerini tamamen belirleyin. (6ne gikan durum 0 < o < 1 <
p dir)
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4.11.7 Moment dizileri

Bu kisimda, moment dizileri ile saglanan bazi elementer esitsizlikleri verecegiz.
(4.93) da verilen dizilerin var oldugunu hatirlayalim.

Bizim ilk esitsizligimiz, kisim 2 ve 4 deki sonuglarin sadece 6zetidir.

Teorem 4.24 ¢ : [0, 1] — R negatif olmayan, ¢ (0) = 0 ile konveks fonksiyon ve i

bir moment dizisi olsun. Bu durumda

Arse (X ) an)

k=

r (r=0,1,...) nin artan bir fonksiyonudur. (Bennet,[s] ,1992 )
Bizim sonraki sonucumuz quasi-Hausdorff matrisleri i¢in Teorem 4.24 in bir benz-

eridir. Ispat1 atlayacagiz.

Teorem 4.25 ¢ : [0,00) — R konveks bir fonksiyon ve p bir moment dizisi olsun.

Bu durumda

e (£ 0 )

k=
r (r=0,1,...) nin artan bir fonksiyonudur. (Bennet,[s] ,1992 )

Bizim sonraki toeremlerimiz Rhoades in, [60][62] ve[64] makaleleri ile motive edilmigtir.
Bu kismin diger sonuclar1 yontem olarak benzerdir, fakat alt sinir probleminde dogru-
dan bir yontemi yoktur.

Rhoades (,[64] Problem 1), her tolally monoton dizinin karekokiiniin tekrar tama-
men monoton olup olmadigmi sorar (kareksk koordinatsal olarak alimr). Cevap
olumsuzdur. Burada dolayl bir ispat veriyoruz, ciinkii ihtiyag duyulandan ¢ok daha
fazla bilgi saglayan metodumuz, bir bagka Rhoades sorusunu yanitlamamiza olanak
sagliyor (,[64] Problem 2).

Oyleyse, tiim mononton dizilerinin karekokiiniin tamamen monoton oldugunu varsay-
alim. Eger p boyle bir dizi ise bu durumda bazi pozitif r tamsayilar igin, p = 27"

formunda oldugu zaman,
A" (pf) >0, (n,k=0,1,...) (4.126)

elde etmeliyiz.
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Simdi (4.126) iki olasilik uzayinda L. p-normlarimin bir karsilagtirmasi olarak tanidigimiz

oy (i) = (2 ()

J even

yi daha anlamlh bir sekilde yeniden yazabiliriz. p — 0 (1/2, 1/4,...) kabul ederek,

ve[33] nin Teorem 3 {inii uygulayarak

11 Mk@ > 1 Mk@ (n,k=0,1,...) (4.128)

J even 7 odd

n = 0 oldugunda, (4.128) nin saginda goriinen bog ¢arpim "sifir" olarak yorum-
lanacaktir. Bu, (4.127) min bir limiti olarak (4.128) nin tiirevi ile uyumludur. Biz,
(4.128) yi saglayan bir u dizisine logaritmik olarak tamamen (totally) monotondur
deriz.

Simdi (4.128) de verilen ilk {ig esitsizlik (n = 0,1 ve 2), tamamen monoton her dizi

tarafindan saglanir. (n = 2 i¢in[7o| ve[?] ye bak). Ama dordiincii esitsizlik,
Hillpsa > [ figs (4.129)
dogru degildir, bu gergek, Rhoades’in karekok problemini ¢ozmemizi sagliyor.

Teorem 4.26 Logaritmik olarak tamamen monoton olmayan tamamen monoton

bir dizi vardir. (Bennet,[s] ,1992 )

Ispat. (4.129) i saglamayan bir moment dizisi 6rnegi verecegiz. Ornek, 0 < 6 < 1

iizerinde siirekli f icin

/0 £(8)dp (8) = of (2) + bf ()

ile belirlenen 6lciim ile iki noktali bir olasilik uzayidan ortaya cikar.
Burada b = 1 — a dir ve geriye kalan a, z, y sayilar1 sonra belirlenecek. (4.129)
esitsizligi

(a +b) (az® + by2)3 — (az +by)® (az® + by®) > 0

ve bu
ab(z —y)’ (a*2® — b*y%) > 0 (4.130)
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olarak yeniden yazlabilir. Eger x = 1/3, y = 2/3, a = 3/4, ve b = 1/4 ise,
bu durumda (4.130) un bozuldugu kolayca kontrol edilebilir. Boylece p, du () ile
iligkili moment dizisi, logaritmik olarak tamamen monoton olmayacaktir. Karsilik
gelen "momentler" o =1, u; =5/12, py = 7/36, us = 11/108 dir. m

Teorem 7 den 6nceki tartismadan agagidakini ¢ikardik.

Sonug 4.8 Karekokii tamamen monoton olmayan tamamen monoton bir dizi vardar.

(Bennet,[s] ,1992 )

Bir sonraki sonucumuz, Teorem 7 i¢in dogal bir tamamlayicidir.

A" (pvg) = Z (n) (A" ) (ANvg), (nk=0,1,....) (4.131)

=0

farklar: igin iyi bilinen Leibnitz formiiliine ihtiyacimiz olacak.
(4.131) den, tamamen monoton diziler kiimesi ¢arpim altinda kapali oldugu goriiliir.
Onun toplamlar altinda da kapali oldugundan baglayarak, exponent altinda ka-

palidir. Bagka bir deyisle, eger ;. tamamen monoton ise, bu durumda e+ da oyledir.

Teorem 4.27 Pozitif terimlerle logaritmik olarak tamamen monoton dizi, tama-

men monotondur. (Bennet,lé] ,1992 )

Ispat. ; (4.128) yi saglasin ve her k icin j;, > 0 olsun. (4.128) de logaritma alarak,
A" (log ) >0, (n > 1,k > 0) (4.132)

elde edilir. m

log (,uk / 1 +1) dizisinin totall monoton oldugu goriiliir ve boylece, exponent alarak,
P/ i de oyledir. (4.132) den n = 1 ile, p,/py,,, oldugunu goriiriiz,, buradan
o/ Pgs1 — 1 = vy, dizisi de totall monotondur. Ay, = vy, yazarak, ve tiimevarim-
sal olarak (4.131) yi uygulayarak, y, nin totall monoton oldugunu goriiriiz.

Uyari. Teorem 8 i¢in kredi Rhoades den kaynaklanmaktadir. O, Teoremi ispat-
lamaz, hatta bu durumu bildirmez, ancak ispatta kullamilan fikirler makalesinde
tartigilir. [60]

Bir p dizisi verildiginde, p® ile onun k. terimi olan pj terimli diziyi gosterecegiz.
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Sonug 4.9 pu totall monoton dizi olsun. Bu durumda Asagidaki kosullar denktir:
(i) p*, a > 0 i¢in totall monotondur,

(i) p logarithmik olarak totall monotondur. (Bennet,[s] ,1992 )

Ispat. (i)=(ii): Teorem 6 dan sonraki uyarilarin sadece bir ifadesidir.

(il)=(i): Eger p totall monoton ise, bu durumda u (1 (04) = p (1) veya degil olup
olmamasina bagl olarak) ya (c,0,0,...), veya her k i¢in p, > 0 dir. Ik durumda
istenen sonug agiktir; ikincisinde Teorem 8 i kullaniriz - sonra eger o p icin elde edilir
ise bu durumda (4.128) tammm p® i¢in saglandigini not edelim. m

Sonug,[64] deki Sonug 1 ile geligir. Burada "u € Q" hipotezi, "u, logaritmik olarak
tamamen monoton" ile degistirilmelidir. (Ayrica bkz. Teorem 9 un sonucuna)

Bir sonraki teoremimiz, Hausdorff matrislerinin ¢arpimlari ile ilgilidir ve Rhoades in
bagka bir problemini ¢ézmemizi sagliyor ([64] , Problem 2). Iki Hausdorff matrisinin

H,H, ¢arpim yine bir Hausdorff matrisi oldugunu ve iligkili moment dizisi

ile verildigini hatirlatiriz (,[32] Teorem 197).
Lemma 4.9 ile baglantili olarak, Hausdorff matrislerinin "azalan dizileri azalan dizilere

doniistiirdiigiinii" gosteren asagidaki sonuca ihtiyacimiz olacaktir.

Lemma 4.14 A = (a,) negatif olmayan girigler iceren bir matris olsun ve x — y
ile ilgili dondisimii vy, = 21?;1 aniTy olarak verilsin. Bu durumda asagqdaki kosullar
denktir:

(i) x4 > x9 > w3 > -+ > 0 oldugund y; > yp >y > -+ >0 dur,

(i) Y hy Ak = >y Ant1g, (N, =1,2,...). (Bennet,[s] ,1992 )

Ispat. (i) =(ii) = dizisini (1,1,...,1,0,0,...) alarak durum goriilmiis olur.

(ii) = (i) Parcalarin toplanmasi ile durum goriiliir. m

Teorem 4.28 p > 1, ve olsun Hy,H,,, H,, Hy = H,H, olan Hausdorff matrisleri
olsun. Bu durumda Hy, {, tzerinde sinarlidir ancak ve ancak hem H,, hem de H,
symarhdur. Ayrica,

IHA N, = 1Hll,, (1 Holl,, (4.134)

dir. (Bennet,|s] ,1992 )
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Ispat. Eger H u ve H,, £, tizerinde smirh ise bu durumda H) da acik¢a siirhdir ,

ve boylece

IHA, < [Hll,, [1Holl,, (4.135)

dir. Ote yandan, Hy £, iizerinde simrh oldugunu varsayalim. Eger z, ||z]|, = 1 ile

azalan bir dizi ise, Lemma 4.14 ile,

|| Hx

> ||Hyz||, = [|HHyxl, > (H, niin alt sman) |Hyz|, > [[Hyzl],

pp —

ye sahibiz.

Biitiin « ler iizerinden supremum alarak, ve (4.104) yi uygulayarak [|H,[,, <
| H,[,, elde ederiz. Hausdorff matrisleri degismeli (,[s2] Theorem 197) oldugun-
dan, [|H,|,, < ||H\||,, bulunur. Bu teoremin ilk kisminn ispatini tamamlar.
(4.134) ii ispatlamak icin, baz1 kiigiik degisiklikler ile Hardy nin (,[31] sayfa 48) argii-

—e—1/p

manlarim izleriz. 0 < e < 1/p, x, = (n+ 1) alalim ve 9, 0 < 0 < 1 herhangi

pozitif say1 olsun.

(1+1/a) %" >4,

/Q/N/ (06)™ dyu (6) do (6) >6// (06)™7 dyu (6) v (6)

o o

P vy
E b >0 E ab
n=N n=0

saglanmasi i¢in o, NV ve ¢ segelim. Hardy nin ispatindaki gibi a/n < 0¢ < 1 olmak

ve

lizere
n

> (n) 60y (1= 6y " > 5 (00) ra

m=0

elde ederiz.
(o), / / ™10 g dp (0) do (6)
oldugu (4.133) den goriiliir. Eger n > N ise, bu durumda

(Hyx), 2 0w [ o [ e (00) 777 du (8) dv (9)
> 8 [y fy (06)7 du (6) dv (¢)
elde ederiz ve

[Haall, > 8P L, [ Holl,, ],
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oldugu (4.105) den goriiliir. Bu
1Al = 8P HlL o,
olmasini saglar ve 6 — 1 iken limit alarak (4.134) elde edilir. =

Sonug 4.10 1 < p < oo olmak dizere p sabit olsun ve H, (P tizerinde simirl bir
Hausdorff matrisi olsun. Eger u, logaritmik total monoton ise bu durumda H,. her

a > 0 icin P dizerinde simarhdir ve
[Hyell,,,, = 1Hall,, (4.136)
dir. (Bennet,[e] ,1992 )

Ispat. Eger o, m ve n pozitif sayilar olmak iizere v = m /n seklinde ise bu durumda
(Hu“)n = Hym = (Hu)m

ve bir basit siireklilik argiiman ile (4.136), « irrasyonel say1 olsa bile esitliginin
korundugu gosterilebilir. m

Sonucun cevaplar: olumlu bir soru olarak Rhoades tarafindan degerlendirildi (,[6s]
sh 296). Rhoades (4.136) i yalmzca p = 2 i¢in ve 27% ( k = 1,2,... ) formundaki
a lar igin elde etti. (Yukaridaki Teorem 8 in ardindan asagidaki agiklamalara da
bakiniz. ).

Simdi alt siirlarda caligmamiza geri doniiyoruz. Burada Lemma 4.15 ile, matris
normlarimim (4.135) algilmig "altgarpimsalligimin” bir benzeri elde edilir. Bu ana-
log, Hausdorff matrislerinin ¢arpimlarina uygulandiginda, moment dizileri i¢in bazi

sagirtic1 egitsizliklere yol acar.

Lemma 4.15 1 < p < oo olmak tizere p sabit olsun. A ve B P dizerinde sinwrlh ve
negatif olmayan girisli matrisler olsun. Ilave olarak B azalan dizileri azalan dizilere

dondistiirsiin. Bu durumda
L(AB)>L(A)L(B)

dir. (Bennet,|s] ,1992 )
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Ispat. This is an immediate consequence of the definition, (??), of lower bound.

Bu, alt simirin (?7?) ile verilen taniminin agik bir sonucudur. =

Teorem 4.29  ve v moment dizileri olsun. Bu durumda, p > 1 oldugunda

o0 [e.o] [e.o]

D (AT Y (A1) < Y (AT (uw),)”

m=0 n=0 n=0

dur. (Bennet,|s] ,1992 )

Ispat. Verilen moment dizileriyle iliskili olan H u, H, Hausdorff matrislerinini goz
oniiniine alahm. Lemma 4.9 den bu matrislerin Lemma 4.14 un (ii) sartin sagladig
goriiliir ve bu nedenle azalan dizileri azalan dizilere doniistiiriir. ilave olarak, H,H,
garpim matrisi ¢arpim dizisi tarafindan tiretilen bir genellestirmedir, yavi H,,, dir.
Simdi Lemma 4.15, Teorem 4.20 ve (4.91) gosterimini uygulayalm. m

Teorem 4.29 un gesitli sasirtici sonuglar: vardir. Burada, bunlardan en basitlerinden
biri olan, u,, = v, = 1/(n+1) (Lebesgue 6lgiisiine karsilik gelen moment dizisi)

alimarak elde edilden bir sonuc¢tan bahsedecegiz.

Sonug 4.11 H, =1+ 1/2+ -+ 1/n olmak izere > (p) < > or, (£2)" (p>1)

n. harmonik sayisin gosterir. (Bennet,[s] ,1992 )

Bu kismin 6nceki sonuclariyla ilgili deneyimlerimize dayanarak, Teorem 4.29 un
konveks fonksiyonlara genisletilip genigletilemeyecegini sormak dogaldir.

Bu gercekten de asagidaki Teoremde verilir.

Teorem 4.30 p, v moment dizileri olsun ve ¢ : [0,1] — R, ¢ (0) = 0 olan negatif
olmayan konvek fonksiyon olsun. Bu durumda

Z O (A" g A"vg) < Z o (A" (pw),
n=0

m,n=0

dur. (Bennet,[6] ,1992 )

Teorem 4.30, elbette, bir major esitsizligine baglidir ve bu, en temel haliyle asagida
verilmistir. Ancak majorlesme, bu kisimda karsilastigimizdan farklidir. Majoretlenecek
dizisi (bu durumda, iki kat-sonsuz) azalan sirada degildir, ve azalan yeniden diizen-
lemeye hic erisilebilir degildir. Oyleyse, Teorem 4.31 daha cok karmasik bir yaklagim

gerektirir ve bu tanimlanmak zorundadir (bkz..|26]
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Teorem 4.31 0 < x,y <1 olmak tizere x ve y sabit olsun, N herhangi pozitif sai
olsun. Bu durumda {x™y™ :n,m =0,1,2,...} kimesinden her N terim toplama

1+ @+y—ay)+-+ (@+y—ay)" " toplamwm asamaz. (Bennet,[s] ,1992 )

4.12 Genellestirilmis Rhaly Cesaro Matrisleri

Matrislerin ilk ailesi, sifir olmayan a,;, = t" %/ (n+1),0 < t < 1 girigleri ile alt
iiggensel bir matristir, bu matrise genellestirilmis Rhaly Cesaro matrisleri denir. Bu

matriste ¢ = 1 alinarak Cesaro matrisine indirgenir.

Teorem 4.32 A bir genellestirilmis Rhaly Cesaro matrisi olsun. Bir p > 2 sabiti

. {2_ (1;to)p}§<ji%1>p:o (4.137)

i saglayan bir tek t degeri ty olsun. Bu durumda, to < t < 1 i¢in, L? = f(0) dar.
(le5] , Rhoades, 1990)

1¢in,

Ispat. t = 1 icin sonuc halihazirda bilindiginden, 0 < t < 1 kabul edecegiz.

U Sl ot EESS o o |
r) = - + -
T+1j:0 k:oj+14 T+1j:r+1 k:0j+1
e s ) ()
= t~ + t
. p .
7“—1—1],:0 (]+1) k=0 7ﬂ_l—lj=r+1 J+1 k=0

() e () S ()
(A= tP 7 ()= Fr+ 1)
(r+1 r+2); Jf; Ti2(17’_f2+)

(1 o tr-i—l (1 _ tr+2) io: tj P
(r+ D (2] 2 G+l

1 tr+1 p(r+1)
+( + 1) (r+2)Pter
B 1 T (1_tr+1)p
_(r+1)(r+2); (J+1)7
+[<1_tr+1)P_ (1_tr+2)p } i < tj )P
(r+1)ter (r+2)tt+) Pt AVE '

7

ve

+




dir.
g(r)

A=) (r+ 1) (r+2)[f () = f(r +1)]
— (1—tt)” {(r+2)(1—tr+1)” (7’—1—1)(1—1&”2)1’} = <tj )”
+

= (j+1) j+1

er tp(r+1)

tammlayalim. A, her {u,} dizi icin A, = g, — py_, ile tammlanan ileri fark

operatorii olmak {izere,

g(r)—g(r+1)

(@ =A) T2 A=Y ) A =)
(r+2)" trr tp(r+1) r+2
(r+2) (1=t 41 (r41)(1— 742y
h ter 4 tp(r+1)
B (7“ + 3) (1 _ tr+2)P p (T + 2) (1 il tr+3)P i t P
tp(’r—i-l) tp(T‘-i-?) 50 ] +1
Jj=r
I (7" + 2) tp(rJrl) (1 . tr+1)p (1 . tr+2)l)
= (T s 2)P tor - tp(r+1)
(1 _ tr-‘rl)l’ 2 (1 il tr+2)P (1 _ tr+3)P o tj p
+ (T + 2) |: tor r tp(r+1) + tp(r+2) j;r2 j+ 1
1
- (r+2)P! [t (1 =) = (1= #72)7]
1 _ tT+1)p o t] p
s (S0 5 (75
(r+2) o Z T+
dir.
r+1\ P
D-geen _ ")
glr)—glr—+
h(T) = 1— tr—i—l P » 1 — tr—i—l + Z ( )
(r+1) a7 (—; (r+2y a2 (— j=r+2
tanimlayalim.

m(r)
1_tr+1 P 1_t7“+2 p 1_tr+2 p
_ 2 2
-oae () o () o () |
r+3\" (1=t 1—tr+2\”
A A?
() s () # ()

p 1 — tr+l p 1 — tr+2 p 1— tr+1 p 1— tr+3 p
—(TE3) A A? A2 N (i
r+2 tr 1 tr tr+2

olmak {izere,




1— tr+1 p 1 — t?‘+2 p
r+1 r+2
DA < o ) A <tT) ( pr+2 )p

1 —¢rtl — T2\ P 3
(7“ + 2)10 A2 ( T+

N

1— t"+1 : 1—¢2\"
A Al ————
¢p(r+1) - (r+3) p tr+l
= t

(r+3)* r+2 a

1— tT“ ’ 1—t2\"
= l_trJrl 1 — tr+2
P A2
crorae (] ) oy

dir. 0 < ¢ < 1 oldugundan, ((r + 3) / (r + 2))")t? dir. Simdi

(1)
1_t'r+1 p 1_t7'+3 p
(5 ) e ()

tp(r+1

ve

(i)

A2 1_tr+2 P>A2 1_tr+1 p
tr—i—l ir

o tr+1

oldugunu gosterecegiz.

(i) yi ispatlamak i¢in, A ) nin 7 de monoton azalan veya denk olarak,

t'/‘
A? ((1 =t /t") > 0 oldugunu gostermek yeterlidir. n (r) = ((1 — ¢t /t)?

tanimlayalim. Bu durumda

1 — tr—l—l p—1
n'(r)=p ( " ) tlog (1/t) ve
1 — ¢\ P2 ) 1 — g1\ Pt )
) == (T ) e e (S ) e gt/

_ (1 _tfm)pz 1 (log 1/4)? [(p e+ (1 _tfm)] =0

dir. A2 -t

ve n” (r)e ayni isarete sahip oldugundan, (i) saglanir.

(ii) yi ispatlamak igin,

1 — tr—i—l

) =pog1/0f () e (-,
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ve

1— tr+1

" (1) =p<log1/t>2{<p—z>( ) ot/ -

1— tr—l—l p—2 1— tr—l—l p—2
+ ( ) pt~*2log (1/t) — ( . ) t—"log (1/t)

tr t

=1 <logt§t1 o) (L _tfH ) _ {p=2)(p—t")

1— tr-l—l 1 — t?"—i—l
+2ptr ( - ) o t2r+1 < - )}

ve eger p > 2 ise n” (r) > 0 dir. Bu yiizden A3 ((1 —¢"t1) /t")" < 0 dir ve (ii)

dogrudur.

Boylece h da r de monoton azalandir.

1 — tr+1 p
tp(r+1) A ( tr )

limh (r) = lim 5 lim

P2y A2(1—tr+1)p

tT‘
dir. ilk limit sifirdir ve ikinci limit —7/ (1 — t?) dir. Bu yiizden h pozitiftir ve g, r

de monoton azalandir.

olmak {izere,

g<o>=<1—t>”+[2<1—t>p—(HQ)p]fj( : )p:<1—t>pq<t7p>

J+1

j=1
dir. j nin katsayisi negatif oldugundan, koseli parantezdeki ifade j de monoton
azalandir. j = 1 igin,

1+¢\! 1+t\?
(_j) +2t_t(_j>

1

t2

~

<0

1 pt
(i> (1—1—1t)+2t
1
t

()
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olur ve ¢, t de monoton azalandir.

q(1,p) =1+1[2—-27]
]:1
oo o0 1
9q(lp) _ _ : -p _ . —p
- 2p10g2;(j+1> F@-2) 300 +) g (57

= 21~ plog2—|—z [(20-2)log (j + 1) — 2P log 2] .

1
+ 1)

dir.

Koseli parantezdeki ifade p de monoton artandir, p = 1 de onun degeri —2log 2

dir, ve p ile sonsuza yaklagir. Bu yiizden, ¢, p = 1 saginda bir minimuma sahip-

tir. ¢(1,2) = (9—77)/3 < 0 ve lim, ¢ (1,p) = 0 oldugundan, her p > 2 igin,

q (1,p) (maxy>; ¢ (1,p) = max{q(1,2),0} = 0 dir.

t\? 1+t\? > > t+1tw1>
tp)=1+2(=] — [ —= 2
e =1+2(5) - (F) 22 () X

=2

yazarak,

q(0,p)=1-2"">0

elde edilir. Bu yiizden, t, (4.137) i saglamak iizere, to < ¢t < 1 igin, g (0) < 0 ve
LP = f(0) dir. Bu da ispat1 tamamlar. m

Rassias[s4] de, p = 2 durumu igin bir genellegtirilmis Cesaro operatorii i¢in bir altsir
siir elde etti, ve C i¢in dogru degeri hesapladi. ([s4] tin (4.137) formiiliinde, ¢ nin
kuvveti n den ziyade n — 1 olmalidir. Bununla beraber, onun Teoremi {z,} dizisini
igeren bir esitsizligi saglamasi gerekir. Bu makalenin Teorem 1 i sadece p = 2 i¢in
onun sonucunun énemi, dogru degeri elde etmekle kalmaz, ayni zamanda p > 2 icin
L? nin dogru degerini belirler.

Teorem 4.32, t = 0 i¢in yanhgtir, bu durumda L? = f (o0) olur. Boylece, 0 ve 1
arasinda bir ¢y sayisinin var olma sarti, yani Teorem 4.32, {; < ¢t < 1 i¢in dogru
olmasi dogal birseydir. (4.137) ile belirlenen ¢, degeri, Teoremin dogru oldugu ¢ nin

en kiiciik degeri olmayabilir.
81



4.13 Hilbert Matrisi

Teorem 4.3 de verilen alt siniri, C' Cesaro matrisini kolayca uygulandigini gordiik.
Maalesef, diger "klasik" matrislere karsilik gelen simir ¢ok kolay bulunamaz, ¢iinkii
elimizde r. kismi satir toplami kesin degeri her zaman elde edilemeyebilir. Bu kisim-
daki amacimiz, bu tarz zorluklardan en azindan Hilbert matrisi i¢in nasil kacinila-
cagini gostermektir.

Simdi Teorem 2.3 i tekrar katirlayalim:

Egerp>1,p =p/(p—1) ve

ise bu durumda

(0. o] o b ,
D L — L -2 (4.138)
m+n  sin(7/p)

n=1 m=1

dir. (a,) veya (b,) dizileri sifir olmadikga esitsizlik kesindir.
Tanmim 4.7 H Hilbert matrising
Vi k=1,2,... iginhjy=(G+k—-1)"

ile gdstereceqiz, yani;

1 1 1 1

1L 53 7 5
10101 1 1
H:23456
10101 1 1

3 4 5 6 7

seklindedir.

Teorem 4.33 H, /P (1 < p < o0) de sumarl lineer bir operatordir ve

IH||, , = csc (E) (4.139)
’ p

normu ile simarhdar. ([33] , Hardy ve ark. 1967)

ispat. Ispat Teorem 2.3 den goriiliir. m
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Lemma 4.16 p sabit ve 1 < p < 00 olsun. x1 > x5 > --- > 0 olan Vx € P i¢in
[Hz|, > [[Cz]|, (4.140)

dir; (?7) de esitlik olmasu i¢in k nun en fazla bir degeri i¢in x, > 0 olmabdar. ([2] ,

Bennett, 1986)

Ispat. a; ve z;, larn rollerini degistirip Onerme 4.1 i tekrar uygulayalim.

[Hez|[, = ZZ (jfk’u)p

=1 k=1

= [|Cxll;

elde ederiz. m

Teorem 4.34 p sabit ve 1 < p < 00 olsun.Nx € (P ve x1 > x5 > --- > 0 i¢in
|Hell, = € ()7 |l (4.141)

vardvr. Burada egitlik olmasu i¢in xo = x3 = - -+ = 0 olmaldur. ([2] , Bennett, 1986)

Ispat. Ispat yukaridaki Lemmadan ve Teorem 4.5 ten goriiliir. m

p = o0 i¢in Lemma ?? dogru oldugunu hatirlatalim. [ (??) in sol tarafi baz1 z € ¢*°
lar i¢in sonsuz oldugundan sonug agikardir.| 1 > 0,25 > 0, ... kisitlamas: gereklidir,
fakat bu Lemma 77 iin ilgi ¢ekiciligini azaltmaz.

(4.140) esitsizliginden, Hilbert esitsizliginin (H, ¢? de smurh) Hardy esitsizligini

(C, P de smirh) sagladigim goriiriiz. Hardy nin sonuglarinin orijinal nedenlerini
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diigtindiigiimiiz zaman bu gozlemler tarihi ilgiden dogar. Hilbert esitsizliginin basit

bir ispat1 ([33] , sh.239) bulunabilir.
h]kgcjk‘f‘ij, j7k:1727"'

oldugundan,

1], < lc+c,, < ICl,, +Ic

p*,p*

dir.

Boylece 7 den (7 ya C' nin simrliigindan H m (7 deki simirhligi elde edilir. | Bir
alternatif yaklagim, hj, < (C*C) jx= Olugunu gozlemlemektir. |

Gelecek kisimda, Hardy nin programini Hardy nin esitsizliginin keskin versiyonunun

(4.19) Hilbertin keskin versiyonunu (4.139) sagladigin gostererek tamamlayacagiz.

4.14 Hardy Esitsizliginin Hilbert Esitsizligi ile KarslIlagtirilmas:

Bu kisimda, (4.140) in tamamlayicist olan [[Hz|, < K (p) [|Cz|, bigimindeki esit-

sizliklerle inceleyecegiz.

Teorem 4.35 p sabit, 1 < p < oo ve x € P olsun
HHﬁMﬁEzmm(z>HCﬂb (4.142)
q p

dir. Sabit en iyi sabittir (x > 0 veya x | 0 ilave hiptezleri koyararak veya koymayarak

)(I2] , Bennett 1986)

ispat .
1

(J+k=1)0G+Ek)

seklinde verilen B matrisi i¢in, H = BC Hilbert matrisi, bir carpim matrisi oldugunu

(j,k=1,2... igin) (4.143)

bk =

gorelim. Buradan (4.142), hemen asag1 verilecek olan Onermenin dogal bir sonu-
cudur.

Sabitin en iyi ihtimal oldugunu goérebilmek igin, (4.142), (4.139) Hilbert esitsi-
zliginin keskin versiyonunu (4.19) Hardy esitsizliginin keskin bir versiyonu olmasimni
sagladigini gérmek gerekir. m

Simdi agagidaki Onermenin ispatinda kullanacagimiz Riesz konvekslik teoremini is-

patsiz olarak verelim.
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Teorem 4.36 (Riesz Konvekslik Teoremi)

A= Z Z ATy

i=1 j=1
olsun. Kabul edelim ki M, g,

m

> la )<, f}yil”ﬁ <1

i=1 =1

icin A man maksimumu olsun., o = 0 veya = 0 ise, bu esitsizliklerin yerine |z,| < 1

veya |y,| <1 ile degistirilir. Bu durumda log M, s
0<a<l,0<f<l,a+f=>1
tiggeninde konvekstir. ([33] , Hardy ve ark, 1967)

Onerme 4.2 p sabit, 1 < p < co ve B matrisi (4.143) deki gibi olsun. Bu du-

= T CSC (ﬂ-)
pb,p q P

Ispat. Yukandaki uyarlarla ||B l,p < 7 esc (%) oldugunu gostermek yeterlidir.

rumda,

1B

dir. ([2] , Bennett, 1986)

0 < w < 1 olmak iizere,

+k—2 .
b(w);, = / w1 —w), (G k=1,2,... icin
k—1
B (w) matrisler ailesini diigiinelim. Satir toplamlar: (1 —w) /w ve kolon toplamlar:
1, yani;

1—w
B =— ||B =1
|| ||oo,oo w ) || ||171

dir. m. Riesz konvekslik teoremi ile

1—w\ Y
Bl <17 ——
151, < 1 (1)

dir. Diger yandan

|+ k=2 ,
folb<w)j,k dw = ’ E_ 1 fol w1 _w)k dw
J+k—2 .

k=2 G-
T k-DIG-D! Gk
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dir. Botlece
1B = || B (w)dw|

< Jo 1B (w)| dw

1 1—w 1a
= _ d
fo( w ) w
:ﬂ 1_1’14_1)
1 N\ 1

()63

T (5)
=—csc|—

q p

Onerme 4.2 nin ispatmm arkasindaki fikir yaygmn olarak uygulanabilir. Diger yan-

elde ederiz. m

dan, [0, 1] iizerinde dw Lebesgue olgiim yerine, herhangi bir du (w) pozitif 6lgiim
ile degistirebiliriz, boylece P iizerinde siirl yeni matris aileleri iiretebiliriz. Diger
taraftan, yardimc1 B (w) matrislerini diger koleksiyonlar ile degistirebiliriz. (Kesin
sonuglar elde etmek igin, satir toplamlar1 her sabit w icin sabit olmalidir, ya da
hemen hemen ayni ve siitun toplamlar: i¢in benzer sekilde ilging sonuclar elde et-
mek igin, satir toplamu siitun toplamindan farkli olmahdir.)

Ornegin, (4.139) Hilbert esitsizliginin son derece basit bir ispatin1 elde etmek icin,

0 < w < 1 olmak tizere

|+ k—2 .
h(w)jk: / _— w1 (1—w)k, (j,k=1,2,... igin

ile werilen H (w) matrislerini diigiinelim. Burada satir toplamlar1 1 /w, siitun toplam-

lar1 1/ (1 — w) dir, ve

1
dw T
HH”p,p < / 1/p = mese (_)
0o (1—w)Pwle p

Yine, (4.19) Hardy esitsizligini ispatlamak igin, 0 < w < 1 olmak iizere,

oldugunu elde ettik.

]_1 j—1 j—k . e .
c(w);, = .- w1 —w)y™, (j,k=1,2,... (k<j) igin

ile verilen C' (w) matrislerini diigiinelim ve 6nceki gibi devam edelim. Bu matrisler,

Fuler matrisleri denir ve bunlar klasik toplanabilme teorisinde yaygin olarak kul-
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lanilir, bunun igin ([32] , Boliim VIII, IX) e bakilabilir.

1
Hip) = [ € w)dn(w)
0
ile iiretilen (negatif olmayan) herhangi bir Hausdorff matrisinin normunun
— oY
||C(w>||p7p =w P

oldugunu Hardy, dogrudan gostermistir. Calismasi interpolasyon teorisinden hig
bahsetmiyor olsa da, bu boliim onun fikirlerine ¢ok sey bor¢ludur bunun i¢in ([32] ,

Boliim 11.17) ye bakilabilir.

4.15 p rasyonel olmak iizere (? i¢cin abel 6zdesligi

(4.12) daki gibi, yeni bir esitsizligi kesfettikten sonra, altta yatan cebirsel bir 6zdes-
lik aramak dogaldir. Ozdeslik, esitsizligin belirli terimlerin atilmasiyla bir kerede

goriilecek sekilde olmalidir. Boyle bir 6zdeslik agagidadir.

Onerme 4.3 ay,a0,...,a, ve 21,2a,. .. T, herhangi bir reel say (pozitif veya degil)

olsun. Eger p pozitif bir tamsain ise, bu durumda

n p n—1 r p n p
— p
E iy = E E ag (x$ — IL’T+1) + ag | ¥
k=1 r=1 \k=1 1
n T p'
E E S R R N O Pr—1 _ 2.p—pr
+ X ay a;. (9:1 B A e i )

! !
r=1 p1+p2+-+pn=p p1 Pr

dir. ([2] , Bennett, 1986)

Ispat. Multinomal teoremi ile,



p!...p,!

E E K' p1 p
e co.qP ... pP
ay a,". Ty x."
r=1

pr+p2t+--+py=p

pr >0
pry1=-=pn=0
- p' p1 p1 Dr—1 —
=2 2. ST Xl (ol )
— l...p!
P1+p2+ -+ DPn=Dp
pr>0
Prir = =pp =0

2 2 - 2.

r=1
PLEpet A Pa=p  pitPtetPa=p
Pri1=-=pp=0 pr=-=p,=0
!
XLG}fl"'CL;ﬁT(L‘pT
! p! "

elde ederiz. Ilk toplamda, p, = p nin hicbir katkis1 olmadigindan terimler ihmal

edilebilir. Multinomyal teoremi tekrar uygulayarak, ikinci toplam

2[5 - () ]

olarak yeniden yazilabilir ve bu terimler yeniden gruplandirilarak énerme elde edilir.

3

p = 1 oldugunda, 6zdegligin son teriminin ortadan kalkar ve Abel 6zdegligi ile durum
aciktir. Diger yandan, genel p icin, son terim, aq,as,...,a, > 0 ve x1 > x9 > -+ >
x, > 0 olmasi koguluyla negatif degildir. Bu nedenle (4.12) esitsizligi, bu terimi

cikararak elde edilir.

Eger ai,a, . ..,a, Ve T1,Za, . . ., T, negatif olmadigini kabul edersek, Onerme 4.3 iin
bir versiyonu, ¢ bir (pozitif) rasyonel say1 oldugu durumda mevcuttur. Bu genel

ozdeglik, (4.12) un kolay bir ispatina yol agmayacag i¢in, detaylar1 athyoruz.
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4.16 Integral Benzerleri

Bu kisimda,
/ny y)dy, (0<z<a)

formundaki f = K¢ doniisiimleri i¢in keskin alt simirlar arayacagiz.
Bu kisim boyunca, p (1 < p < 00) nin sabit oldugunu K (z,y) > 0 ve ol¢iilebilir

oldugunu ve K nin L? (0, a) dan kendi i¢ine doniisiim oldugunu kabul edecegiz.

Teorem 4.37 FEger f, g € L (0,a) negatif olmayan ve (0,a) tzerinde azalan ise,

a 1 t p
p._ +
NP = ogtlia/o ; </0 K (z,y) g (y) dy> dx (4.144)

1£1l, = Allgll, (4.145)

bu durumda
olmak tizere

dir. (2] , Bennett, 1986)

Ispat. Buradaki ispat, Teorem 4.3 dekine benzer olarak, bu kez L? (0, a) da parcanma
ile interasyon benzeri kullanir. Buna gore, g nin kesinlikle siirekli oldugunu ve [0, a]
da azaldigim1 varsaymak uygun olacaktir. Bu varsayim, standart yaklagim argiiman-

lar1 yoluyla, genellik bozmaksizin igerilir.

/K:ct dt>g /th)d
yani;

(/OyK(x,t)g(t) dt)pl K (z,y)g9(y) > ¢" (v) (/OyK(x,t) dt)le(q;7y)’

elde ederiz. Her iki yan1 y ye gore ve sonra sagdaki kisimlar: kismi integralleyerek,

Sabit x, y i¢in

(Jy K (z,9) g () dy)” >[5 9" (v) % (JY K (x,t)dt)" dy
= (g(@) K o, 0)dt)” = [ (2 K (o,0) de)” [0 () dy

elde edilir. Simdi = e gore integrasyon ile,

A2 = g7 (a) fy (fy K (2,t)dt)" d
I K s de)? 5 g7 () dyda

Y
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elde edilir. (Tonnelli teoremine gore) son terimde integrasyon sirasini degistirerek
ve ardindan (4.144) i her iki terime de uygulayarak,

¢ d
IFIE > @7 (a) .ah? — N7 / v Wl dy

olur. Son bir kismi integrasyon ile (4.145) elde edilir. =

Yukaridaki ispatta kismen, sonlu oldugunu varsaydik. Bununla birlikte, standart
limitleme argiimanlari, Teorem 4.37 nin, a = oo oldugunda gegerli oldugunu goster-
mektedir. Bu durum, Hardy nin K (z,y) = 1/z, (0 < y < z) < o0) ve Hilbertin
K (z,y) =1/(z+y), (0 < x,y < o) klasik ¢ekirdegini i¢erdiginden uygulamalarda
ozellikle onemlidir ( Bkz[s2] , Boliim IX). Bu ¢ekirdeklerin her ikisi de —1 dereceden
homojendir ve a = 0o oldugundan, bu, A, ¢t den bagimsiz oldugu i¢in, ifade (4.144)

i verir. Boylece asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 4.12 1 < p < oo olmak tizere p sabitlesin ve f, g € LP (0,a) negatif olmayan

ve azalan olsun. Bu durumda

/O“’ (/0 #dy)pdl’ = q/ooo 9" (y) dy (4.146)

/0°° (/0 Mdy)pdx >T(p+1)&(m) /OOO 9" (y) dy (4.147)

r+y
dir. (4.146) ve (4.147) de esitlik vardir ancak ve ancak g, baz «, [ sabitleri i¢in

ve

x> figing(x) =0,0 <z < B i¢in g(x) = o formuna sahiptir. ([2] , Bennett,
1986)

. o P
Ispat. Yukaridaki agiklamalara gore, her iki durumda da, AP = fo < fol K (z,y) dy> dx
dir. Hardy gekirdegi i¢in, bu integral (= ¢) degerlendirmek i¢in énemsizdir. Hilbert
cekirdegi icin su sekilde ilerleyecegiz:

[e's) 1 o0 DU
pr- / log? (1 v —) do = / L —
0 x o (ev—1)

alacagiz. Son integral, e" da bir kuvvet serisi olarak
u -2 —2u —u\ —2
(e"—1) " =e>(1—-e")

genigletilmesiyle degerlendirilebilir. Bu A’ =T (p+ 1) & (p), I'-fonksiyonunun (inte-
gral) tamimindan gelir (Bkz. 6rnegin ,[67] sh. 181). m
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5. AGIRLIKLI ORTALAMA MATRISLERI VE NORLUND MATRIS-
LERI ICIN COPSON TiPLi ALTSINIRLAR

5.1 Notlar
1<p<oo,0<qg<p, ved=(ank), o > 0olsun. X = (2,),2, € £, ve X >0

£ (5

n=0 \k=0

olmak tizere

esitsizligini saglayan her L lerin supremumunu L, ,(A) ile gosterelim. Bu kisimda,
L, ,(A) nin dagihm degeri agirlikli ortalama matrisleri, Nérlund matrisleri ve onlarin
transpozlari icin belirlenir. L, ,(A) nin tam degerini iligkili agirhik dizi bakimindan
ifade edecegiz. Norlund matrisleri ve transpozlarinin bazi cesitleri icin, boyle bir
agirlik dizisinin normlarinin bir boliimiine indirgenir. Bu kisimdaki bazi1 sonuclar,
Bennett in sonuclarini genellestirir.

0 < p < oo olmak iizere || X||, := {32 Jza P37 < oo olacak sekilde her X =
{x,}22, kompleks diziler uzayim /¢, ile gosterelim. p = oo igin, {d> 2 |z,|" }1/ P yi
Sup,,> |7,| olarak anlayacagiz. eger her n igin x, > 0 ise X > 0. yazarnz. Aym

zamanda xo > x1 > --- olmasi durumunda X | yazacagiz. 0 < p,q < oo igin, A >0

olmak tizere, yani, A = (anx), .-, negatif olmayan matris olmak tizere,

00 00 qy 1/q 0o 1/p
{Z (Z amkxk) } > L <Z xi) (X et, X>0) (5.1)

n=0 \ k=0
esitsizligini saglayan bu L lerin supremumunu L, ,(A) ile gosterelim. Agikga, L, ,(A),

X #0olan [|AX]|, /|| X[], boliimlerinin en biiyiik altsmiridir. Boylece,

! — ; _
LA)= i AX], ve 4], = swp [|AX],.

p7 )
1X1,=1,X>0,X| 1X1l,=1

olmak iizere

Lyq(A) < Ly 4(A) < [ Al

dir. Ilave olarak,,[2] her m > 0 ve 1 < p < oo icin

s 00 a/p
|A|p,p - Z (Z ’an’k|p>

k=0 \n=0
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olmak tizere L,,(A) < m |Al,,, olmasim saglar. 1 < p < oo igin, Ly ;,(A4) > 0
oldugu aciktir. = |A|,, = oo dur. Kisim 3 de aciklandigi gibi, aym zamanda
0 < Lyp(AJM) < 0o elde ederiz = ANM herhangi bir Norlund matrisi olmak iizere
| AN Hp,p < 0o dir. Bu L, (A) nun ¢aligilmasimin 6nemini gosterir. ( ilave refer-
enslar icin bak[s] ve[s0]). Ozellikle, || Al g Ve |A],, arasinda egdeger sabitler sonlu
matrisler igin bulunur.[22, 23, 28, 69] Artik bu olay |A|  veya [|A[|, , nin L,, (A) ile
yerdegisirdig zaman sonlu agirlikli ortalama matrisleri ve sonlu Norlund matrisleri
igin mevcuttur. Bu Kisims 2 ve 3 de ele alinacaktir. Fakat o hala matrislerin bu
iki cesitinin transpozlar: icin olusur. Lz{q (A) segeri i¢in, bu yondeki gesitli sonuglar
goriintir. Bunun i¢in|2, 6, 27, 50, 54, 55, 7, 7] e bakilabilir. Bu boliimde, L, ,(A) ya odak-
lanacagz.

[18] de, Copson 0 < p < lolmak iizere

[e3) o0 p 00
Z (Z ka_cf1> prin, (X el, X>0), (5.2)
k=0

n=0 \k=n

Copson egitsizligi denen esitsizlig elde etmigtir (ayn1 zamandals3]). (5.2) esitsizligi,
Hardy esitsizliginin dogal bir benzeridir ve (-)?, (.) nin transpozunu gostermek tizere
ve C(1) = (ank)

k>0 Cesaro matrisi

1/(n+1) f0<k<n
Qp =
0 digeryerde

ile tammlanmak iizere L, ,(C(1)") = p yazlabilir. Copsonun sonucu Bennett[s]
tarafindan satirlari artan veya azalan olan bu toplanabilme A matrislerine genisletildi.
O, boyle A matrisleri igin L, , (A") ye alt sirlar ve {ist siirlarimi vermigtir. Ozel-
likle, ¢(p) = Y2, 75 Riemann zeta functionu, A, W = {w,},>, agwlkh diz ile
iligkili AYM Norlund matrisi ve

wn < K (W) L (n>0) (5.3)

( AVM nin tammi Kisim 3 de verilecek) olmak iizere,

p—1

Ly (A") > (K +1)717 (C (%p)) ,(0<p<1)

dir. Son zamanlarda, Chen ve Wang, A bir negatif olmayan alt iiggen matrisi

olmak iizere, Bennett in sonucu L, , (A") ya genigletti. 0 < p < 1 ile L, , (A?) i¢in
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bir Borwein-tipli sonug[is] kuruldu. Ciinkii 1 < p < oo ve 0 < ¢ < p igin, Bennett

asagidaki genel sonucu Ly, ,(A) i¢in kurmustur|2]:

() = (50" = o Hons) ol (5.4)
Bu formiil L, ,(A) nin degeri degerlendirmek i¢in bize bir yol saglar, fakat L, ,(A)
nin dagihim degeri ‘giizel” A matrisler i¢in bile zorlu olabilir. Bu béliimde, bu zorlugu
agirhkl ortalama A} matrisleri, AJM Nérlund matrisleri ve onlarin transpozlari
igin ¢ozmeye cahsacagiz. Ik olarak W = {w,} 7 agirlikh dizi ile iligkilendirilmesi
bakimindan L, ,(A) y1 ifade edecegiz. Kisim 2 de, ilave olarak {m}:io €l
nun gegerliligine bagh olarak L, , (A}}*) nun sonlulugunu ispatlayacagiz. 1 < ¢ <
p < oo i¢in, ilave olarak L, , (A%M ) < 1 elde edebiliriz. AJM igin, 0 < L, (AJV\(,M ) <
oo oldugu Kisim 3 de gosterilecek = W € ¢; dir, ve W € ¢; i¢in L, ,(AfM) =
W1l / IW][, oldugu gosterilecek. Ciinkii transpozlari igin, Kisims 2 ve 3 del < p <

oo ve 0 < g < p olmak fiizere,
Wo t t
T S Eoa ((A)) = Lo (439)) <1
1

oldugu gostereilecek. Aym zamanda 0 < ¢ < 1igin, L, , ((A%M )t> =Ly, <(A{,VVM )t)

1 oldugu da ispatlanacak. Bu A = (A%M )t veya (A{,VVM )t icin 1 < p=g¢ < oo den

0<q<1<p< oo ale genisletildi. Ciinkii 1 < ¢ < oo i¢in,

¢t N\ (V@)
Wn < (Z§+...+Zj” 1) L (n>2) (5.5)

agsagidaki tekrarlamali formiilii saglayan bu W € /¢, igin

Lo ((AW)) = L ((AV)') = IW1, /171,

oldugunu ispatlayacagiz. (5.5) sart1 ¢ = oo durumu igin w,, < max (wo, ..., W, 1)
olarak degerlendirilir. Bu sart w,, | ile W tarafindan saglanir. Detaylar Kisim 2 ve

3 de verilmigtir.

5.2 Agirlikhh ortalama matrisi ve onun transpozu

k> 1 igin wg > 0 ve wy, > 0 olmak tizere AVM = (a,1)

an,k:La (nZkZO)a
w0+...+wn



ile alt ticgensel matris olsun. Bu matrise W = {w,, },_, agirhikh dizi ile iligkili agirhkh
ortalama matrisi denir. Bir a,; degerlerini (5.4) icine koydugumuzda asagidaki

sonucu elde ederiz.

Teorem 5.1 1 <p<o0,0<q<p, wy>0, vehern>1 i¢cin w, > 0 olsun. Bu

durumda

Lyq (A%M) = infy>o {wk (Z”_k (wo + -+ +w )q>

wy ay 1/
> o | inf
B {Z“< = wo+"'+wk+6> }

dir. (5.6) dek altsinar mimkiin olanlarm en iyisidir. Ilave olarak, asagidakiler

(5.6)

dogrudur.
i) L, o (AWM) < oo ancak ve ancak § ———— € L, orwy, = 0 icin baz kg > 1.
P4 w wo =+ Fw q 0
") n=0
(1t) Eger 1 < ¢ < p < oo ve {m}nzo € l, ise bu durumda L, (AYM) < 1.

llave olarak, 1ist sinwr miimkiin olanlarin en iyisidir.

ise bu durumda L, ,(AWM) =0 dur. ( Chen ve Wang,[17] 2010)

(iii) Eger 1 < g < p < o0, {;}nzo € Uy, ve (5.3) bir K sabiti i¢in saglanwr

Ispat. (5.6) denklemi (5.4) den goriiliir. Sonra (5.6) deki altsimir miimkiin olanlarm
en iyisi oldugunu gosterecegiz. a > 1,wg = 1 ve n > 1 igin w,, = o™ (a — 1) olsun.

AWM s A, ile gosterelim. Bu durumda ¢ > 0 olmak {izere

1/q
1—a ! =, /. Wi 1

dir. Burada (1 — a~ %)% ¢ = 0o olmast durumunda 1 olarak alalim. Boylece, (5.6)

bir esitlik olur ve (5.6) deki altsiir miimkiin olanlarm en iyisidir. (5.6) den,

o)

Ly (AYM) = 00 & her k igin wy, (Z

n=~k

1 1/q
= 00
(wo =+ -+ -+ wy)1

oldugunu goriiriiz. Bu bize (i) nin saglandigim gosterir. (ii) yi diisiinelim. L, ,(A]}Y) <
1 oldugunu iddia ediyoruz. ¢ = oo durum asikardir, 1 < ¢ < oo oldugunu kabul

edelim. Ispati iki kisma ayiralim:

lim inf w,, < co veya liminf w, = oo.

n—0o0 n—oo
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icin ilk durum, {w, }?, bir smirh altdiziye sahiptir, bunu {w,, }?°, ile gosterelim.

SUPg>g Wp, < 00 dir, boylece k — oo iken

s 1 1/q 0 1 1/q
Wy, (Z (w0+__.+wn)q) = (Sglzlgw z) <Z (w0+.,,+wn)q> —

n=nig n=nig

dir. (5.6) ile Ly 4(AJM) = 0 elde ederiz. Ikinci durum icin, {w,}32, nin {w,, }52,
altdizi vardir, boylece w,, = inf,>ow, ve her 7 > 0 igin Wn,yy = infn>nj wy,, olur.

Kisimlar1 toplayarak ve integral testini uygulayarak, we infer that

nj

= 1 wi+ -+

q 0 k
_ 5.8
Z<wk;(w0+"'+wn)q <w0+...+wk)q> ( )

k=0

1
— q

n>mn;

< <wq+~ )
= 0 fO w0+ +wn +azwn]+1)q

(q_l)wnj+1 (w0+"+wnj)q71 ’ ‘7 -

oldugunu elde ederiz. (5.6) ile,

2 94
w - T T s L (ARM) 1, (k> 0)
— (wo + - +My<%+m+mw

n

dir. Boylece, eger L, ,(AWM) > 1 ise, bu durumda (5.8) iin sol tarafi j — oo iken oo

’w0+"'+wnj

a gider, ve bu durumda (5.8) {in sag tarafi lim; = 00 olur. Bu durum

Wnjyy
i¢in, 7 — oo iken
[ee]
. 1 < 1 0
Wi D -
nj41 wo++FWn
w w Lo ny
pi (wo - )t T )

dir.(5.6) ile L,,(A*) = 0 olur, ki bu bir geliskidir. Yukaridaki argiimanlar
Ly, (AVM) < 1 oldugunu gosterir. (1, 00) iizerinde f(a) = % fonksiyonunun
goriintiisii (0, 1) dir. (5.7) ile, (ii) deki tist sinirim miimkiin olanlarin en iyisi oldugunu
biliyoruz. Bu (ii) durumunun ispatini sonlandirir. Geriye (iii) durumunu ispatlamak
kalir. (ii) durumunun ispatindan, liminf, .., w, = co durumunu gostermek yeter-
lidir. {w,, };?‘;0 (ii) durumundaki gibi tamimlansin. Agik¢a, n > n; igin w, > W,

dir. (5.3) ile,

o 1
Wn; (Zn:m (wo+---+wn)q)

IN

wl 1/q
( n=n; (wo+--+wn)4 )
K

(Zn n; (n+1)q)1/q - 0 (] — OO iken)
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elde ederiz. as . koyarak Bunu (5.6) ile diigiinmek L, ,(A{}") = 0 olmasim saglar.
Bu ispat1 tamamlar. m

(m 4+ 1) x (m + 1) matrisleri i¢in,

1 0 0
Wo wq 0
wo + wq Wq + Wy
AVV[[;M _ (an,k)n7k20 _ . )
Wy wq
Wot Wi+ + Wy WoF Wi+ Wy wo + wy + - - - 4

olarak tamimlanir. Bu durumda, (5.4) ile, (5.6) denklemi

i 1/q
. 1
Ly (AVM) = inf { wy ( )q> (5.9)

0<k<m — (wo + -+ - + wy

olur. Giriste m >0, 1 < p < oo i¢in

1
Lp,p(AgVVM) < m+1)1/p |AIIjIV/M ‘p,p

oldugunu belirtmigtik. Maalesef ,Burada biitiin (m + 1) x (m+ 1) agirhkh ortalama
matrisleri i¢in
|AVI/II;M|P7P S CLPP(A%M)

olacak sekilde m ye bagh C sabiti yoktur. Bum = 1,wg = 1, ve w; = #1 secimi

ile 6rneklendirilebilir. Tanimdan,

AWMy = {1+ (o (= 21
elde ederiz.
Diger yandan, (5.9) den
o — oo iken L, ,(AM) = L 0
o+ 2

oldugu goriiliir. Bu iki olguyu bir araya getirerek, L,,(A}M) ve |AJM|,, arasinda
denk bir C' sabiti olmadigin1 goriiriiz. Gercekten, ayni durum hala olusur, eger
AWM, ile [|ATM ]|, yerdegistirirsek, ispat eg = (1,0) olmak iizere

AWM ey | a+ 1\
AWM > || W Ollp -1 > 1
4wl 2 7= o= o =
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olmasi gercegine dayanir.

(5.6) in yardimu ile, eger bir s i¢in infy> > 0 ise bu durumda L,, ,(A}}M) >

0 oldugunu goriiriiz. Ozellikle, & > 1 i¢in A, Teorem 5.1 in ispatinda verilen agirlikli
ortalama matrisi olmak tizere L, ,(A,) > 0 dir. Bu matris, wyp = 1 ve n > 1 i¢in
w, = a" }(a — 1) olmas: segimine kargilik gelir. Daha fazla sey soyleyebiliriz. (5.7)
ile, @ — L, ,(As), (1, oo) dan (0,1) tizerine 1:1 bir doniigiim oldugunu biliyoruz.
Bunu Teorem 5.1 (i) ve (iii) ile birlegtirerek, 1 < ¢ < p < 0o olmasi durumu igin,
Ly (AVM) min dagihm degeri, {oo} U[0, 1) iizerinde degerler alir. Bununla beraber,
Ly, o(AYM) =1 nm bir W igin dogru olup olmadigim belirleyebiliriz.
W,=wg+- -4+ w,olsun. 1 <q¢<p<oo,w,T, ve

Wit — Wg

(n+1)( W

)| (5.10)

olmasi durumunu diigiinelim.
Bu durum,[?] (see aym zamandals] bakilabilir) ile L} (Ay") i¢in dikkate alind.
w, T oldugundan, {m}ﬁfzo € l, dur. Her z > 0 igin (1 + )7 > 1+ qx elde

ederiz, boylece

e e R e e

dir. Bu (5.10)= (5.3) oldugunu gosterir. Teorem 5.1 (iii) ile L, ,(A*) = 0 elde

ederiz.
Sonra, (A{VM)!, AVM nin transpozu olmak tizere L, ,((A}*)?) nin dagihm degerini

diisiinecegiz, (5.4) ile agagidaki sonugu elde ederiz.

Teorem 5.2 1 < p < 00,0 < q < p,wyg >0, ve hern > 1 i¢in w, > 0 olsun. Bu

durumda

wo warn o [l wf) Y
< rall4 = Inf <1 5.11
i, < palAw)) ifgo{ e (5.11)

dor.

(5.11) daki alt ve tist ssnarlar miimkiin olanlarn en iyileridir. Ilave olarak, asafidaki
dogrudur.

(i) Eger 0 < ¢ <1 ise L, ,((AM)") =1 dir.

(ii) Eger 1 < q < oo ve (5.3) saglanrsa, bu durumda

Ly (AT >0 W e by
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dir.

(iii) Eger 1 < q < oo ve (5.5) saglamrsa, bu durumda

Lp,q((A%M)t> = lim

(5.12)

dir.

Nave olarak, eger W € ¢, ise, bu durumda L, ,((AVM)) = |[W|,/I|W |1 dir.

(iv) Eger 1 < ¢ < 0o, W € Uy, ve lim inf w, > 0 ise, bu durumda Ly, (A7) =0
dir. ( Chen ve Wang,[17] 2010)

Ispat. (5.11) denklemi (5.4) den goriiliir. 0 < ¢ < 1igin, wo+---+wg < (W4 -+
w])'/? elde ederiz, boylece L, ,((AVM)Y) > 1 dir. Bu (5.11) ile birlestirilerek, (i) yi
elde ederiz. Ornegin, W = (wy, 0, ...), (5.11) daki alt ve {ist stmirlar miimkiin olan en
iyi sabitler oldugunu gosterir. Agikga, eger W € ¢, ise, bu durumda L, ,((A}M)?) >
wo/||W|l1 > 0 dir. Kabul edelim ki 1 < ¢ < oo ve (5.3) saglasin. Bu durumda
W ¢ £ ve her sabit kq igin,

1/q
(wg+...+w%)1/q 4 (wg_|_..._|_wgo)1/q N Z wy, q
Wy + -+ wy T o wot - wy, Wo + -+ Wy

k>ko /
1
(wg_’_..._f_wzo)l/q 1 a
S SR (k+ 1)
0 n ke>ko
1/q
HK(ZW) , (n — oo iken)
k>ko

elde ederiz. Burada W ¢ ¢; olmasi gercegini kullandik. Bu bize L, ,((A}M)) =0

olmasinmi saglar, ve (ii) gergeklegir. Sonra, (iii) yi diigiinelim. ¢ = oo igin (5.5),

(wi+-+wld_ Ve

wotFw_1 0 10 Y€ gore

w, < max(wy,...,w, 1) ye indirgenir. Bu durum ig¢in
azalandir. Boylece, (5.11) ile, (5.12) denklemi elde edilir. 1 < ¢ < oo olsun. her

q ... q
n > 2 igin, f,(r) = o H

_ wg+Fwy g
T (wottwp—1+x)?

wo+F+wn—1

in0<z<( )(/(a=1)) jizerinde azalan

oldugunu biliyoruz. (5.5) ile, n > 2 i¢in

wo bWy wit e wg
(w0_|_..._|_wn_1)q - (w0+...+wn>q

elde ederiz. Acikga, o aym zamanda n = 1 i¢in dogrudur. Bunu (5.11) koyarak

(5.12) elde edilir. Geriye (iv) ispatlamak kaldi. Choose kg 1 inf,>, w, > 0 olacak
98



kadar biiyiik segelim. (5.11) ile,

(kD)MW
Lp,q((A%MY) < khj{olo (k; — /{;O) inf >k W -
n=zKkp ¥n

0

elde ederiz. Bu ispat1 tamamlar. m
(5.4) denkleminin yardimu ile, oldugunu goriiriiz (m +1) x (m+ 1) agirhikhi ortalama

matrisi igin, (5.11) denklemi,

Wo WM\t : (wg + - +wi)"e
<L, ((A = inf <1 5.13
Wot -t wy, = p,q(( wo)Y) 0<1£1<m{ Wo & - + wy = ( )

indirgenir. Holder esitsizligi ile, 1 < p < oo ve 1/p + 1/q = 1 olmak tizere

(wg_i_..._i_wz)l/p

wo—l—'“—i—wk

> (k+1)7Y4> (m+1)7Y4 (0 < k < m igin) ,
oldugunu biliyoruz. (5.13) den,
Ly (A1) > (m +1)71/

oldugunu goriiriiz, ki bu

m 1/p
wy+ -+ wh
(A5l = (Z o w,f)p) < (m+ )P < (m+ 1) Ly (A1)
k=0

olmasimi saglar. Buda C = m + 1 in L, ,((AFM)Y) ve |(AM)],, arasindaki bir
denklik sabiti oldugunu gosterir.

Bununla beraber, genelde boyle bir C' miimkiin olanlarin en iyisi degildir. En iyi
sabit bulma sorunu hala ¢oziilemedi. |/(A})!|,, durumuna geldigimizde, p > ¢

igin A\, ,(n) =1 ve p < ¢ igin n'/P~1/4 olmak tizere
AT oy < Apr (1 + DI(AGH)

olmasi[ss] den goriiliir. Bu (m + 1)\ ,(m + 1) ninL,,((ApM)) ve [|(AF)
arasinda bir denk sabit olmasini saglar.

Teorem 5.2(1), 0 < ¢ < 1 < p < oo i¢in L} ((AF™M)") > 1 olmasim saglar. Bu
A= (AM)iginl <p=g<oodan 0 < ¢ <1 < p < oo a genigler.[¢] (5.11) ile,
Ly o((AFM)?) nin dagilim degeri [wo/||W |1, 1] arahgmda bulunur. Bu W € ¢, igin
Ly ((AVM)Y) > 0 olmasim verir. Teorem 5.2 nin (ii) sonucu, her ne zaman (5.3)
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saglanir ise tek durumun bu oldugunu ifade eder. 1 < ¢ < oo i¢in, bu n > 1 iken

w, # 0 olmak iizere
(w8_|_..._|_w%)1/q <wy+ - 4w,

dir. (5.11) ile,
Lp,q((A%M)t) <le W # (w,0,...)

oldugu sonucuna variriz.

Eger (5.5)kabul edilmez ise bu durumda (5.12) denklemi elde edilemeyebilir. Ornegin,
wo = wy; = 1,we = «, ve her n > 2 i¢in w,, = 0 yi diiglinelim. Bu durumda (5.12)
denklemi dogru degildir; baska bir deyisle, eger a > 0 ve (2 +a?)"/? x (2 + )~ >
21/4-1 jge bu durumda (5.11) daki infy~o(.) infimumu limy,_,(.) ile yerdegistirimeye-
bilir. w,, | i¢in, (5.5) sart1 saglanir ve boylece 1 < ¢ < oo igin (5.12) dogrudur. Bir

n+l4+a | .
sonug olarak, —1 < a < 0 olmak tizere w,, = i¢in

n+1

4 ... ay1/q
Lyl (A1) = i WEEEUD 2 (.14

elde ederiz. (5.14) daki son esitsizlik W € ¢; ve w, ~ (n + 1)*/T'(a 4+ 1) olmasi
gercegine dayamir ( bak[rs] ). ag > —1 icin W ¢ ¢, elde ederiz, boylece [|W||,/||W |1
bu durum i¢in anlamh degildir. Eger sadece (5.5) i kabul edilseydi, bu (5.12) den-
klemi L, ,((AyM)) = [[W|,/IIW |1 ile yerdegistirilemeyebilirdi. w, = 1/(n + 1)®

i¢in, ayni zamanda a > 1 i¢in

Lyq(AW™)") = W o/ IW 11 = (¢(qe))"?/¢(@)

ve a < 1 icin 0 elde ederiz ((5.11)-(5.12) ile). Ornegin, W = (wy, 0, . ..) Teorem 5.2

nin (iv) gikkini lim inf w,, = 0 olmasi durumunda saglanmayacagini gosterir.

n—oo
5.3 Norlund matrisi ve onun transpozu

wo > 0 ve k > 1 i¢in wy, > 0 olmak iizere AYM = (amk)n,kzo

ank:Ly(nszO)
’ w0+...+wn



olan alt ti¢gensel matris olsun. Bu matrise W = {w,}>°, agirhikh dizi ile iligkili
Norlund matrisi denir. Bir, a,,; degerlerini (5.4) i¢inde kullandigimizda, agagidaki

sonucu elde ederiz.

Teorem 5.3 1 < p < 00,0 < q < p,wyg >0, ve hern > 1 i¢in w, > 0 olsun. Bu

durumda

o 1/q
q
L. (ANMY _ inf Ws 1
p,q( w ) ]1620{2_;(w0+...+wk+...+wk+s)q} (5 5)

dwr. (5.15) Ilave olarak, asagrdaki dogrudur.
(i) Eger W & {y ise, bu durumda L, ,(ANM) = 0 veya oo dur.
(ii) Eger W € {; ise, bu durumda L, ,(AYM) = |[W||,/I|W |1 dir.

(i1i) Eger 1 < q < oo ve (5.8) saglamirsa, bu durumda
Ly (ANMY >0 W e,
dir. ( Chen ve Wang,[17] 2010)

Ispat. (5.15) denklemi (5.4) den goriiliir. W ¢ ¢, olsun. Eger L, ,(ANM) # oo ise,

bu durumda bir kg igin > :

w . . .
=0 (wo T +wrga)? < 00. k > kg ve her sabit r igin

o o0 wq
< + .
SZ: (wo + - + Whys)d Z wo + - + Wiy s ) SZT; (wo + +++ + Wiyts)4

— k — oo iken
s;d (wo + - +wk0+5) a )

dir. Burada W ¢ /¢; olmasi gercegini kullanacagiz. Bu L, ,(AYM) = 0 olmasim

saglar ve (i) elde edilir. (ii) yi diigtinelim. W € ¢; olsun. (5.15) ile,

o 1/q
1 W
Ly (ANM) > inf ——— w? = 1
k20 |[W, SZ::‘) W1l

ve

00 1/q
Wil
Ly (ANM) <inf ————— w = Il
GRS Py {Z } l;
elde ederiz.
Boylece, Ly, ,(ANM) = [[W],/[[Wl: dir. Bu (ii) yi saglar. Geriye (iii) yi ispatlamak

kalir. (ii) den, 1 < ¢ < oo olmasi durumunda ’'=-’ yoniinii ispatlamak yeterlidir ve
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(5.3) saglanir. Kabul edelim ki L, ,(AY*) > 0 olsun. Bu durumda (5.15) ve (5.3)
ile,
0o w 0\ V4
Lpa(AY) < (Z () ) < K(C()""
dir. Bu L, ,(AJM) < oo olmasim saglar. (i) ile, W € ¢; dir. Bu ispati tamamlar. m

(m + 1) x (m + 1) matrisleri i¢in , AYM

1 0
w1 __wo
wo+w1 wo+wi
NM
AW —
0
Wm Wm—1 . . g
wotwitFwWm  wWotwi+twm wot w1+ +wm
formumda olur. (5.4) ile, (5.15) in
m—k q 1/q
Log(ANM)y = inf ¢ P (5.16)
’ 0<k<m | S (wo + -+ F+ Wk + +++ + W)
oldugunu biliyoruz. m = 1,wy = 1 ve w; = « olmasi durumunu diisiinelim.

Bu durumda L, ,(A3M) = 1/(a + 1), |ANM|,, > 1, ve |A§M],, > 1 dir. Bu
B = Ly, ,(ANM) ve y = |AJM|,, veya || ANM]|,, olmak iizere (3, y) iftleri igin higbir
denk sabitin olmamasini saglar.

Teorem 5.3 (i) den, 0 < L, ,(AJM) < oo = W € /4 oldugunu goriiriiz. Bu durumda,

NM _ N,
Ay = (an), >0 olmak tizere,

(o @]
her n igin E ang =1 ve

k=0
o0 o0

her k icin Za"”“ = woT oy = W1l
n=0 n=0

elde ederiz. Schur’s Teoremi[7] ile, 1 < p < co ve 1/p+1/g = 1 olmak iizere

oo 1/q oo 1/p
AR lpp < (SUPZ(IW@> (SUPZan,k) < HWH}/Z) <0
n=0% 20 k20 o

bulunur. Yukaridaki argiiman

0< Lp,p<A{/VVM) <0 = HA%MHp,p <0
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oldugunu gosterir.

Teorem 5.3 (i)-(ii) de daha fazla sey soyleyebiliriz. (i)-(ii) den, L, ,(A%M) nin dagihm
degeri 1 < p < o0 ve 0 < g < p olmasi durumunda tamamen ¢oziilebilir oldugunu
goriiriiz. Ilave olarak, 1 < ¢ < cove W € /1 i¢in 0 < L,, ,(ANM) < 1 dir. Ust sinirna
W = (wy,0,...) da ulagwr.[2] ve Teorem 5.3-(ii) ile, 1 < ¢ < 0o ve W # (wy,0,...)
icin

Lyg(AW") <1< L (ARY)

oldugunu goriiriiz.

Sonug olarak, (AYM)!, ANM nin transpozu olmak iizere L, ,((ANM)") nin dagilim

degeri diisiinelim. (5.4) ve (5.11) ile,

L ((A%M)t) i (wg + et wg)l/q
p,q

_ WM\t
k>0 wo + + -+ + wg _LPJJ((AW )")

elde ederiz. Boylece, L, ,((Aj*)") i¢in Teorem 5.2 nin sonuglart L, ,((ANM)') ya

donitigtiiriilebilir, ki bunlar asagida belirtilmigtir.

Teorem 5.4 1 < p < 00,0 < q < p,wg >0, ve hern > 1 i¢in w, > 0 olsun. Bu

durumda

Wo NMni . <w8+_|_wg)1/q
S Lpo(Aw™)) = fuf <1 5.17
T < Lol = juf { L < (517)

dir. (5.17) deki alt ve iist simrlar, miimkiin olanlarn en dyileridir. Ilave olarak,
asagidaki dogrudur.
(i) Eger 0 < q <1 ise bu durumda L, ,((AYM)") =1 dir.

(ii) Eger 1 < q < oo ve (5.8) saglanirsa, bu durumda
Lo (A >0 W el

dir.

(i1i) Eger 1 < q < oo ve (5.5) saglamirsa, bu durumda

a4 ... N\1/q
Ly (A1) = fim 84200

(5.18)
k—oo W+ -+ Wy

dir. Ilave olarak eger W € {, ise, bu durumda Ly, ,((ANM)Y) = |W||,/IIW |1 dir.
(iv) Eger 1 < g < 0o, W € L, ve liminfw, > 0 ise, bu durumda L, ,((AJM)!) =0

dir. ( Chen ve Wang,[17] 2010)
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Ly, o((AM)Y) deki gibi, AYM, W = (wy, . .., w,,) agirhkh dizisi ile iligkili (m + 1) x
(m + 1) tipinde Norlund matrisi olmak tizere, (5.17) esitligini

(wg_i_..._i_wZ)l/Q}
w0+-~+wk

(5.19)

Lol (a3)) = int {
seklinde tekrar yazabiliriz. Teorem 5.2 nin ispatindan sonra verilen argiiman ile,
C = m+1nin L, ,((AYM)") ve [(AJM)!|,, arasinda denk bir sabit oldugunu goriiriiz.
Nave olarak, 1 < p < oo ve 1/p + 1/q = 1 olmak iizere (m + 1)\, ,(m + 1) de
Ly, ,((AFM)Y) ve ||[(ANM)!],, arasinda bir denk sabittir.

Teorem 5.4(i) ile,0 < ¢ < 1 < p < oo i¢in L) ((AyM)") > 1 elde ederiz. Bu
A = (AJM)! igin[e] sini, 1 <p=¢ < ooden 0 < ¢ <1 < p < 0o ya genigletir. (5.17)
denklemi L, ,((ANM)") nin dagihm degerinin [w/||W]|1, 1] araliginda oldugunu bize
soyler. Boylece, W € (; i¢in L, ,((AJM)") > 0 dur. (5.3) degeri her gergeklestiginde
tek durum budur (bkz. Teorem Bu is the only durum, her ne zaman saglanir (see

Teorem 5.4(ii). (5.17) ile, 1 < ¢ < o0 igin,
Ly (ANMYY < 1 & W # (wp,0,...)

oldugunu goriirtiriiz.

Eger (5.5) kabul etmezsek, (5.18) denklemi dogru olmayabilir. bir ters rnek ile
verilir.

a > 0ve (2+a9)Y1(24+a)~! > 21471 olmak tizere wy = w; = 1, wy = a, ve her n > 2
i¢in w,, = 0 ile bir tes 6rnek vermisg oluruz. w, | icin, (5.5) sart1 saglanir ve boylece,
1 < ¢ < o0 igin (5.18) elde edilir. Kisim 2 nin sonunda agiklandig1 gibi,eger sadece

(5.5) i kabul edersek, bu durumda (5.18) denklemi L, ,((ANM)") = [[W|,/IW |1

: - . n+lt+a ) |
ile yerdegigtiremeyebilir. —1 < o < 0 olmak {izere w, = i¢in,
n+1

Ly (A = 0, ve a > 1 olmak iizere w, = 1/(n + 1)* igin L, ,((ANM)") =
(C(qa))1/¢(a) elde ederiz. (5.17)-(5.18) ile, aym zamanda a < 1 olmak iizere
w, = 1/(n + 1)* i¢gin L, ,((AJM)") = 0 elde ederiz. Teorem 5.4 nin (iv) sart
lim inf w,, = 0 olmasi durumunda saglanmayabilecegine ilgskin rnek W = (wy, 0, . . .)

n—0oo

ile verilir.
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6. AGIRLIKLI UZAYLAR UZERINDE INTEGRAL OPERATOR-
LERI ICIN UST SINIR VE ALT SINIR

Bu boliimiin amaci1 agirlikh uzaylar tizerinde

o0

(BY) (z) = / b(e.y) f () dy,

0

ile tamimlanan operatorlerin bir iist ve alt sinirimin bulunmasi problemi ile ilgile-
nilecektir. Gergekte, agirlikll A (w,p) Lorentz uzay: iizerindeki Ortalama, Copson
ve Hilbert Operatorleri gibi belirli integral Operatorlerini ele alacagiz. Aym za-
manda, azalan negatif olmayan agirhk fonksiyonlar ile A (w,1) nin M (w) eglenik

uzay1 iizerindeki boyle sabitleri diisiinecegiz.

6.1 Girig

Kabul edelim ki 1 < p < oo ve w = w(x), (0,00) iizerinde bir azalan negatif
olmayan fonksiyon olsun. Kabul edelim ki, her z i¢in W (z fo t) dt sonlu ve
lim, oo w (2) = 0 ve aym zamanda, [;° w (z)dx = oo olsun. Ek olarak, f, (0,00)
iizerinde reel degerli bir fonksiyon ve f*(x), |f (z)| in azalan tekrar diizenlemesi

olmak iizere, A (w,p) Lorentz uzayi,
Awp) =37+ [ s @rde <o
0
seklinde tanimlanir. Ilave olarak, A (w,p) nin normunu

1/p

1 ln gy = /w 2 da
0

tanmmlanir. A (w,1) nin yerine A (w) ve |[|.|| 5, ) nin yerine |||, yazahm. A (w)

measE

nin eglenik uzay1 M (w) dir, bak.[49] Gergekte, w (z) dx > 0 olmak iizere,

_ su Jp lf (2)| dx 5o
M(w) - {f E'p fomeasE ( )d{ﬂ < }7

dir ve onun normu

Jelf (@) dx
||f||M(w) = Sup mfasE
E | w(z)dx
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ile tanimlanir, burada E, (0,00) mn bir keyfi 6l¢iilebilir alt kiimsini gosterir. Eger

f € M (w) negatif olmayan azalan fonksiyon ise bu durumda

fol f(x)dx

HfHM(w) = SUPW

duir.

B nin A (v) dan A (w) i¢ine bir operatér normunu [|Bl[,, ) Yazariz ve B nin A (w)

v,Ww)
dan kendi i¢ine bir operatér normunu || Bl|,,, yazariz. Aym zamanda, B nin M (v)
den M (w) icine bir operatér normu olarak || Bl|,/(, ., Yazilr ve B nin M (w) dan
kendi icine bir operatér normu olarak || B, vazariz. Bizim ikinci ilgimiz, her

negatif olmayan azalan f fonksiyonu i¢in

1Bl awy = L1 f o) » (“BHM(w) > L ||fHM(v)>

formunda alt siirlar gegerlidir (gergekte, kendimizi monotone azalan fonksiyonlara
kisitlayacagiz) ve L, f ye bagh olmayan sabittir. L sabiti miimkiin olan en biiyiik
degerdir ve Lp(yw) ile A(v) dan A (w) i¢ine en iyi alt s gosterecegiz. Aymi
zamanda, onu A (w) iizerinde onu Ly, ile gosterecegiz. Ilave olarak, M (v) dan
M (w) igine operatoriim alt smirlart Ly, ile ve M (w) tizerindeki operatorler

i¢in L) ile gosterecegiz.

6.2 A (w) tizerinde integral Operatorleri

Cesaro, Copson, Hausdorff ve Hilbert Operatorleri gibi belirli matris operatorleri
icin agirhkh dizi uzaylar tizerinde[?][1-5] de son zamanlarda diisiiniildiigii gibi A (v)
dan A (w) igine belirli operatorlerin iist ve alt sinirlar ¢alisacagiz .

Asagidaki, faydali baz1 tamimlar ve lemmalar ile baslayacagiz.

Lemma 6.1 Kabul edelim ki f ve g, (0,00) tizerinde negatif olmayan fonksiyonlar

ve g, (0,00) tzerinde azalan ve ayni zamanda, lim g (z) = 0 olsun. Bu durumda

/f<x>g<x>dx:/ F(tydt | d(—g (@)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
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Ispat. Ispat agiktir. m

Lemma 6.2 f, g ve w, (0,00) dzerinde negatif olmayan fonksiyonlar olsun. w

azalan ve lim w (x) = 0 ve ayni zamanda her 0 < x < oo i¢in

]f(t)dtg]g(t)dt

olsun. Bu durumda

/w(t)f(t)dtﬁ/w(t)g(t)dt

0

dir.(D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. Lemma 6.1 i uygulayarak, ifade elde edilir. m

B, b(z,y) bir negatif olmayan 6lgiilebilir fonksiyon olmak iizere

(BY) (x) = / bz, y)f (y)dy,

ile tanmimli bir integral operatorii olsun.

Yy xT

r(x,y):/b(x,t)dt,c(x,y):/b(t,y)dt

0 0

tanimlayalim. Asgagidaki sartlari diigiinelim:

(1) her x ve y i¢in (z,y negatif olmayan), b (x,y) > 0.

(2) her y i¢in z ile 7 (z,y) azalr.

(2*) her y igin z ile b (x,y) azalr.

(3) her z i¢in y ile ¢ (x,y) azalr.

(3*) her x i¢in y ile b (x,y) azalr.

(4) her z i¢in li_)r&b (x,y) = 0.

Sart (1) her ; > 0 icin|Bf (z)] < (B|f]) (x) olmasm saglar ve boylece negatif
olmayan fonksiyonlar B nin normunu belirlemek igin yeterlidir. (2*) sart1 (2) den
daha kuvvetlidir ve ayn1 zamanda (3*) sart1 (3) den daha kuvvetlidir. (2*) sart:

agikca negatif olmayan azalan her f fonksiyon i¢in Bf nin azalan olmasini saglar,
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oysa (2), negatif olmayan azalan f € A (w) fonksiyonu i¢gin B f nin azalan olmasini

saglar, ¢iinkii Lemma 6.1 i uygulayarak

Bf(sc)—/bm)f(y)dy—/r<x,y>d<—f<y>>.

elde ederiz. Asagidaki ifade, deduce that negatif olmayan azalan fonksiyonlar A (w)
iizerinde integral operatorlerinin normunu belirlemek icin yeterli oldugunu ifade

eder.

Teorem 6.1 Kabul edelim ki B, (1), (3) ve (4) sartlarin saglayan bir integral oper-
ator operatori olsun. Bu durumda, A (w) ye ait olan negatif olmayan her f fonksiy-
onu ¢in

IBfllaqwy < IBFllaw)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. Lemma 6.1 ile , her 0 < I < oo icin,

l

[ Bf _4

0

elde ederiz. Benzer sekilde,

l l oo
‘O[Bf* (z)dz = Ofbfb(ﬂﬁ,y) f* (y) dydz
= ey W) dy
- T fro dt) d(=c(l.1).
oldugu goriilir. Her y i¢in [ f (t)dt < [/ f*(¢)dt oldugundan, fo Bf (z)dr <

fo Bf* (x) dz elde ederiz. Bu durumda Lemma 6.2, ||Bf||A(w) < [|Bf*{| p(w) Olmasiny

saglar ve boylece ifadeyi elde ederiz. m
Teorem 6.2 Kabul edelim ki B (1), (2), (3) ve (4) sartlarina saglasin.

u(y):/ooow(x)b(as,y)dx,U(y)z/oyu(t)dt veV(y):/Oyv(t)dt
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olsun. Eger

Uy)
M = su < 00,
0 V()
ise bu durumda B, A (v) dan A (w) igine bir sinarl integral operatoridir ve,
U(y) ¢ U (y)

B =sup ———, La(yw) (B) = in
|| ||A(v,w) y>Ig vV (y) A(v,w) ( ) y>0 % (y)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. m ile minimumu gostrelim ve f € A (v) bir azalan negatif olmayan fonksiyon

olsun. lim f (z) = 0 oldugundan, Lemma 6.1 uygulayarak,

||BHA(w) =

w(o) (o) 1 ) dy) do
fW)u(y)dy = :fOU(y)d(—f(y))-

elde ederiz. Boylece

m [ V-1 ) < 1Bl <M [ V-1 0).
dir. . .
s = [ 0@ 7 @y = [V d-f ).
oldugundan,

m Hf”A(v) < HBfHA(w) <M ||fHA('u)

elde ederiz. Boylece

HBHA(v,w) < M7 LA(U’“)) (B) > m

dir. Ayrica, kabul edelim ki her y > 0 igin f, [0,y] nin karakteristik fonksiyonu

olsun. Bu durumda
[flawy =V @), 1Bfllaw) =U ()

dir. Boylece
||B||A(v,w) 2 M’ LA(va) (B) S m

dir. Bu teoremin ispatini tamamlar. m
Asagida B nin (1) — (4) sartlarini saglayan bir integral operatorii oldugunu kabul

edecegiz.
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Onerme 6.1 Kabul edelim ki v () bir keyfi agurbk fonksiyonu ve 0 < a < 1 igin
w(x) =1/z% ve b(x,y) her x,y,\ > 0 igin

1

saglansin. Bu durumda U (y) = (1 —a) U (1) W (y) wve

w () o w(y)
B =1-a)U(1)su Laww) (B) =(1—a)U(1)inf
1Bl = (1= )V (1) sup 38, Lo (B) = (1= ) U (1) nf 5
dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
ispat.
Ay Y Y
T()\as,)\y):/b()\x,t)dt:/b()\m,)\u))\du:/b(m,u)du:r(x,y).
0 0 0

elde ederiz. Boylece

(o) o o0

1 1 1
U (y) —/x—ar (ﬂc,y)pdﬂ?—/y%ar(yif,y)pydif—y1 /t—ar (t, 1)"dt,
0 0 0

dir, yani U (y) = (1 — ) U (1) W (y) dir. Theorem 6.2 uygulayarak ispat tamam-

lanir. m
Sonug 6.1 Kabul edelim ki 0 < o < 1 olmak tizere V (z) = ﬁml;c;(jfz) vew (x) =
1/z* olsun ve b(x,y) her x,y, A > 0 i¢in
1
saglasin. Bu durumda
1Bl =21 =a)U 1), Laww) (B) = (1 =) U(1)
dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
ispat. W((y)) = 21?’:1 ve bu fonksiyon y ye gore azalan bir fonksiyon ve lim % =2
y—00
oldugundan,

G
S~—
g

_ 5 i (y) _
y>oV(y)72 y>£V(y) !

elde edilir. =
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Sonug 6.2  Kabul edelim ki 0 < o < 1 olmak tizere w (x) = 1/x* ve her x,y, A > 0
i¢in b (,y)
1
b(hz, Ay) = 1b(z,y)

saglansin. Bu durumda
1Bl A@w) = LawB = (1 —a)U(1)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. v (z) = w(z) = 1/2° i¢in Onerme 6.1 yi uygulayarak ispat tamamlanir. m
H Hilbert operatorii b (x,y) = 1/ (x + y) gekirdegi ile verilsin, bu ¢ekirdek Onerme

6.1 de ifade edilen biitiin sartlar: saglar ve boylece asagidaki sonucu elde ederiz.

Onerme 6.2 0 < a < 1 olmak dizere V (z) = ﬁ%ﬁx) ve w(zx) = 1/z% ve

b(z,y) =1/ (x+y) olsun . Bu durumda

115 .00 1—0<)=([% g(1+7)d,
log

Lpwuw (H) =(1=-0a) [ X
0

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

ispat.
r L 71 1
— :/—log(1+—>dx
ZL‘O‘ x¢ €
0 0

elde ederiz. Sonug 6.1 uygulayarak ifadeyi elde ederiz. =
Aym zamanda, eger yukaridaki ifadede ayni agirlik fonksiyonunu alirsak, sonraki

Onermeyi elde ederiz.

Onerme 6.3 0 < a < 1 olmak iizere w(z) = 1/ ve b(x,y) = 1/ (x +7v) olsun.

[,
Iy = Lo () = (1= ) [ Ztog (141 )
0

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
111

Bu durumda



A ortalam operatorti, (Af) (z) = L [ f (y) dy ile verilsin, yani

Tz

1)z for y<uz
b(z,y) = B
0 for y>ux.

olsun. Bu fonksiyon Onerme 6.1 de ifade edilen biitiin sartlar1 saglasin ve boylece

asagidaki sonucu elde ederiz.

Onerme 6.4 Kabul edelim ki 0 < o < 1 olmak iizere V () =

l1—a
w(x) =1/z* ve A ortalam operatéri olsun. Bu durumda
2 1
Al =2 Lipn (A) = =
H H(v,w) o’ (v, )( ) Oé

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

ispat.
1/z , 2 >1i¢in
ran=4 Y :
1 , v <1 i¢in,
elde ederiz, yani,
1 1
Ul)=[| — de = ————
W= [ @) = -

0
dir. Bu ifadenin ispatin1 tamamlar. m

Aymni yolla, agagidaki sonug gosterilebilir.

el (1+x)

2z+1

ve

Onerme 6.5 0 < o < 1 olmak dizere w (x) = 1/z* olsun ve A ortalama operatorii

olsun. Bu durumda

1
||AHA(w) = Law) (A) = —

a
dwr. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

C Copson operatorii (Cf) (z) = [;° %dy ile verilsin, yani

ly o<y
b(x,y) =
0 , T >y
tanimlayalim.
W (x)

olacak gekildeki w (x) e 1—regiilerli sabit denir ve bu sonlu ise w =

regiilerdir denir.
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Onerme 6.6 Ejer w, 1—regiiler ise, bu durumda C Copson operatir déniisimii

A (w) dan kendi i¢inedir. Ayni zamanda,
1O sy < 71 (w)

dur. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

ispat .

oldugundan,

dir. Boylece

elde edilir. =

Onerme 6.7 Eger

y
1 /W(t)
sup dt < oo
y>0 W (y) ; Y

Bu durumda C Copson operatorii A (w) den kendi i¢ine sinarlidir operatordir. Ayna

zamanda,

elde ederiz. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

ispat.
Yy
W (t
u(y) = /w(x)b(x,y)dx: —y< >,
0
oldugundan,
)
U(y) 1 W (t)
Cl| A¢w) = SUP = sup / dt
| ”A( ) v>0 W(y) >0 W(y) " t
dir. m
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Onerme 6.8 C' Copson operatori ve 0 < o < 1 olmak iizere w (y) = 1/y® olsun.
Bu durumda C' A (w) Copson operatori den kendi i¢ine sinarlidur operatérdir ve

1
Cl-—a

Caw)
dwr. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. Hali hazirdaki notasyonumuz ile,

uly) Wiy 1
w(y) yw(y) 1-a

dir. Boylece % = ﬁ ve

1
-«

C =
H HA(w) 1
dir. m

6.3 M(w) iizerinde integral Operatorleri

Bu kisimda, M (w) den M (v) igine belirli integral operatérlerinin iist ve alt sinir-

lari calisacagiz.

Teorem 6.3 Kabul edelim ki B, (1-4) sartlarv saglasin. S (x) = [ w (y) ¢ (z,y) dy

ve
S (x)
M =su < 00
w20 V (2)
olsun. Bu durumda B, M (w) den M (v) i¢ine sinirly operatordiir ve
S (x)

B = Sup ———~
H HM(w,v) x>18 vV (33)

dwr. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. f € M (w) negatif olmayan azalan fonksiyon ve || f|| M(w) = 1 olsun. Boylece

/fﬁ/wﬂw)

Lemma 6.1 i uygulayarak,

[Br@0@ = [ fwa- :ﬁ(offa) dt) d(—c(z.y))
< :fo(ofyw(t) dt ) d(—c(z,y)) = S (z) < MV ()



elde ederiz. Boylece, || Bf| ;) < M ve ||Bl| ) < M dir. Eger f = w ise, bu

durumda

dir. Boylece
HBfHM(w,U) > M

bulunur. Bu teoremi ispatlar. m

Onerme 6.9 Kabul edelim ki v () keyfi bir agirlik fonksiyonu ve 0 < a < 1 olmak
tizere w (z) = 1/x* ve b(x,y), her x,y, A > 0 i¢in

1

saglasin. Bu durumda S (z) = (1 — ) S (1) W (x) ve

1By = (1 = @) S (1) e V‘Z((;))

dur. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. Onerme 6.1 deki aymi yolla ¢ (Az, \y) = ¢ (,y) elde ederiz. Boylece

S(x):/y—ac(x, )dy:/xatac(:c,xt Ywdt = ' /t_a
0 0 0

Sonug 6.3 Kabul edelim ki 0 < o < 1 olmak tizereV (z) = ﬁml_;;(j;rx)

ve w (x) =

/2 ve b(z,y), her x,y, A > 0 i¢in

b(Az, Ay) = %b(fw),
saglasin. Bu durumda

1Bl ywwy =21 =) S(1)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
Sonug 6.4 0 < a < 1 olmak tzerew (z) = 1/z* olsun ve b(x,y), her z,y,\ > 0
1¢In

b\, Ay) = 15 (5.9).
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saglasin. Bu durumda
[Bllpsw) = (1 —a)S(1)
dur. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Onerme 6.10 Kabul edelim ki 0 < o < 1 olmak iizere V (z) = ﬁ%ﬁ@ ve

w(z)=1/z* veb(x,y) =1/ (x +y) olsun. Bu durumda

T 1
1 sy = 2 (1 — @) / - [1og (1 i 5)} ay.
0

dwr. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

S(1) = ]Oyiaca,y) dy /Ooyia {log <1+ i)} dy.

elde ederiz. Corollary 6.3 i uygulayarak ifadeyi elde ederiz. m

ispat .

Ozellikle, eger v (z) = w (x) = 1/ ise, asagidaki ifadeyi elde ederiz.

Onerme 6.11 0 < o < 1 olmak dizere w (x) = 1/2* ve b(x,y) = 1/ (v +y) olsun.

71 1
H w—l—oz/—[log<1+—>]dy
1H ([ 30y = ( )0 " )

dur. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Bu durumda

Onerme 6.12 C Copson operatérii olsun , ve 0 < a < 1 olmak iizere w (z) = 1/2*

ve V (z) = ﬁ%ﬁ“x) olsun. Bu durumda

2

||C||M(w7v) = a

dwr. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
ispat.

)y ,y>1
1 ,y <1

c(ly) =

elde ederiz, yani
[e.e]

1 1
(1) /yQC(,y) A
0
dir. Copson operator icin Corollary 6.3 yi uygulayarak, agsagidaki ifadeyi elde ederiz.

|
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Onerme 6.13 C Copson operatirii olsun, ve olmak iizere 0 < o < 1 w () = 1/z®

olsun. Bu durumda
1

HCHM(w) “a

dur. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Onerme 6.14 C, M (w) den kendi igine Copson operatirii olsun. Eger w (z) = 1

1se, bu durumda

LM(w) (C) =1

dwr. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Ispat. Kabul edelim ki f € M (w) bir azalan negatif olmayan fonksiyon olsun. Bu

durumda

dir. Boylece

dir ve buradan
1C sy = 11 Tar oy

elde ederiz. Boylece L) (C) > 1 dir. Eger f = w ise, bu durumda || f{[ ) = 1
ve her x> 0 icin C'f (z) = [ (2) dir. Buradan [[Cf ||,y = [[ /]y €lde edilir. Bu

ispat1 tamamlar. m
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