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BAZI MATR·ISLER ·IÇ·IN ALT SINIRLAR

Özkan KARADAŞ

Yüksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

2018, 122+xi sayfa

Bu tez alt¬ bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, tezde kullan¬lan temel tan¬m ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, Hardy eşitsizli¼gine k¬sa bir giri̧s yap¬lm¬̧st¬r.

Üçüncü bölümde, A¼g¬rl¬kl¬ OrtalamaMatrisinin `p üzerindeki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

Dördüncü bölümde, `p üzerindeki s¬n¬rl¬ matrisler ile ilgili alt s¬n¬r problemi

için yöntemler verilmi̧stir. Ayr¬ca Cesàro Matrisi, p-Cesàro Matrisi, Terraced

Matrisleri, A¼g¬rl¬kl¬ Ortalama Matrisi, Hausdor¤ Matrisleri ve Hilbert Matrisi

ile ilgili `p üzerindeki alt s¬n¬rlar¬ belirlenmi̧stir.

Beşinci bölümde, A¼g¬rl¬kl¬ Ortalama Matrisleri ve Nörlund Matrisleri için Cop-

son tipli alt s¬n¬rlar arat¬r¬lm¬̧st¬r.

Alt¬nc¬ bölümde, A¼g¬rl¬kl¬ uzaylar üzerinde integral operatörleri için alt ve üst

s¬n¬rlar belirlenmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro operatörü, p-Cesaro operatörü, Rhaly operatörü,

Terraced matrisi, Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesaro operatörü,

alt s¬n¬rlar.
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ABSTRACT

LOWER BOUNDS FOR SOME MATRIXS

Özkan KARADAŞ

Master of Science Thesis

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mustafa YILDIRIM

2018, 122+xi pages

This thesis consists of six chapters.

In the �rst part, basic de�nitions and theorems used in the thesis are given.

In the second chapter, a short introduction was given to Hardy inequality.

In the third chapter, the boundedness of the Weighted Mean Matrix on `p were

investigated.

In the fourth chapter, methods for the lower bound problem related to the

bounded matrices on `p are given. In addition, the lower bounds of the Cesaro

Matrix, p-Cesàro Matrix, Terraced Matrices, Weighted Mean Matrix, Haus-

dor¤ Matrices and Hilbert Matrix on `p were investigated.

In the �fth chapter, the upper and lower bounds for integral operators on

weighted spaces were determined.

Keywords: Cesaro operator, p-Cesaro operator, Rhaly operator,

Terraced matrices, Generalized Rhaly Cesaro operator,

lower bound.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

B (X; Y ) X uzay¬ndan Y uzay¬ üzerinde verilen bütün s¬n¬rl¬

lineer operatörlerin kümesi

B (X) X uzay¬ üzerinde verilen bütün s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin kümesi

kTk s¬n¬rl¬ lineer T operatörünün normu

N (ak) A¼g¬rl¬kl¬ Ortalama Matrisi

Ra Rhaly (Terraced) Matrisi

C =(C; 1) Cesàro Matrisi

C Kompleks say¬lar cismi

R Reel say¬lar cismi

`p p. kuvvetten mutlak yak¬nsak seri oluşturan diziler uzay¬

kAxk� L kxk ile en büyük alt s¬n¬r¬ gösterece¼giz.
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1. MATR·IS DÖNÜŞÜMLER·I VE SINIRLI L·INEER OPERATÖRLER

Şimdi Fonksiyonel Analiz ve Matris dönüşümleri hakk¬nda baz¬ hat¬rlatmalar vere-

lim:

Tan¬m 1.1 A = (ank); (n; k = 0; 1; 2; : : :) kompleks terimli bir sonsuz matris olsun.

Verilen bir x = (xn) dizisi ic. in

yn := An(x) :=
1X

k=0

ankxk; (n = 0; 1; 2; : : :) (1.1)

mevcut ise Ax = (An(x)) dönüs.üm dizisi mevcuttur denir. E¼ger X ve Y , s nin iki alt

cümlesi olmak üzere her x 2 X ic. in (An(x)) dönüs.üm dizisi mevcut ve (An(x)) 2 Y
ise A matrisi X den Y ye bir dönüs.üm tan¬mlar denir ve A 2 (X; Y ) ile gösterilir.
Toplam¬ veya limiti koruyan matrislerin s¬n¬f¬ ise (X; Y ; p) ile gösterilir.

E¼ger A 2 (c; c) ise A ya konservatif , A 2 (c; c; p) ise A ya regüler matris denir.

(1.1) serisinin her n ic. in yak¬nsak olmas¬ gerekti¼ginden matris dönüs.ümlerinin lineer

oldu¼gu ac. ¬kt¬r. ( [43] , Petterson, 1966)

Tan¬m 1.2 (S¬n¬rl¬ Lin. Op) X, Y iki normlu uzay, D(T ) � X olmak üzere

T : D(T )! Y bir lineer operatör olsun. E¼ger her x 2 D(T ) için

kTxkY � C kxkX (1.2)

olacak şekilde C > 0 say¬s¬ varsa T ye s¬n¬rl¬ lineer dönüşümü denir.

E¼ger T s¬n¬rl¬ ve kxk 6= 0 olmak üzere
kTxkY
kxkX

� C olacak şekildeki en küçük C

say¬s¬na T nin normu denir ve kTk ile gösterilir. Buna göre,

kTk := sup
x2D(T )

x 6=�

kTxkY
kxkX

(1.3)

d¬r. E¼ger T s¬n¬rl¬ ise

kTxkY � kTk kxkX (1.4)

([43] , Kreyzing, 1978).
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Teorem 1.1 X; Y normlu uzaylar ve T : X ! Y s¬n¬rl¬ bir lineer operatör olsun.

a) kTk (1.3) ile verilen) ifadesi

kTk = sup
x2D(T )

kxk=1

kTxkY (1.5)

ye denktir.

b) X ten Y ye tüm s¬n¬rl¬ lineer dönüşümler kümesini

B (X; Y ) :=
n

T j T : X s¬n¬rl¬ lineer�! Y
o

(1.6)

ile gösterelim. B(X; Y ), (1.5) normu ile birlikte bir normlu uzayd¬r.

c) E¼ger X normlu uzay ve Y bir Banach uzay¬ ise B (X; Y ) de (1.5) normuyla bir

Banach uzay¬d¬r. ([43] , Kreyzing, 1978)

� 0 < p < 1 ise `p = fx = (xk) :
P
jxkjp <1g,

dp (x; y) = kx� ykpp =
X

jxk � ykjp

ile birlikte bir metrik uzayd¬r. Fakat bir Banach uzay¬ de¼gildir. Çünkü bu

norm bir metrikten elde edilmemi̧stir ( yani öteleme de¼gi̧smezli¼gini sa¼glamaz).

� 1 � p <1 için `p = fx = (xk) :
P jxkjp <1g,

kxkp =
�X

jxkjp
� 1

p
<1 (1.7)

normu ile birlikte Banach uzay¬d¬r.

� p =1 için `1, kxk1 = supk jxkj normu ile birlikte Banach uzay¬d¬r.

Sonsuz matrislerin çeşitli uzaylar üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬ 80 y¬ld¬r devam etmektedir.

Burada bize gerekenleri aşa¼g¬daki lemmalarda s¬ralayaca¼g¬z.

Lemma 1.1 A = (aij) sonsuz matrisi verilsin.

i. A 2 B (`p) ise bu durumda supj
P1

i=0 jaijj
p <1 dur, asl¬nda

sup
j

1X

i=0

jaijjp � kAkpp

2



dir.

ii. A 2 B (`1) dir ,

sup
j

1X

i=0

jaijj = kAk1 <1 (1.8)

dir.

iii. A 2 B (`1) dir ,

sup
i

1X

j=0

jaijj = kAk1 <1

dir. ( [14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.2 A = (aij) ve B = (bij) iki matris olsun. E¼ger B 2 B (`p) ve her i ve
j için jaijj � k jbijj olacak şekilde k > 0 say¬s¬ var ise bu durumda A 2 B (`p) dir.

([14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.3 A = (aij) ve B = (bij) iki matris olsun. E¼ger B 2 B (`p), j < N için

(aij)
1
j=0 2 `p ve j � N ve her i için jaijj � k jbijj olacak şekilde k > 0 say¬s¬ var ise

bu durumda A 2 B (`p) dir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.4 E¼ger T = (tij) bir matris, D = (dij)

dij =

8

<

:

tii , i = j

0 , i 6= j

ile tan¬mlanan köşegen matris ve S = T �D ise, bu durumda T 2 B (`p) dir ancak
ve ancak S 2 B (`p) ve supi jtiij <1 dur. ([14] , Cardlidge, 1978)

Lemma 1.5 (Riesz-Thorin Theorem) E¼ger A 2 B (`1) ve A 2 B (`1) ise 1 <
p <1 için A 2 B (`p) dir. ([20] , Dunford, 1958, Theorem 11, sayfa 523)

Teorem 1.2 (Abel K¬smi toplam Formülü) (ak), (bk) herhangi reel dizi ve

sn =

nX

k=1

ak ve �bk = bk � bk+1

olsun Bu durumda
nX

k=1

akbk = snbn +
n�1X

k=1

sk�bk

d¬r. ([1] , Balc¬, 2016)

3



Lemma 1.6 x; y 2 `2 olmak üzere

1X

k=1

jxkykj �
 

1X

k=1

jxkj2
!1=2 1X

k=1

jykj2
!1=2

eşitsizli¼gi geçerlidir.

Not: ·Ileride kullanaca¼g¬m¬z için

1X

n=1

1

n2
=
�2

6

oldu¼gunu not edelim.
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2. HARDY EŞ·ITS·IZL·I¼G·I

Teorem 2.1 E¼ge 0 < r < s ise, bu durumda f (x; y) � � (x) (y) olmad¬kça

Mr (a) =Mr (a; p) =
�
P

par
P

p

�1=r

olmak üzere,

Ms (y)Mr (x) f (x; y) <Mr (x)Ms (y) f (x; y)

dir. ( [33] , Hardy ve ark, 1934)

Teorem 2.2 E¼ge p > 1, f 2 Lp (0; �) ve

F (x) =

Z x

0

f (t) dt

ise yeterince küçük x için

F (x) = o
�
x1=q

�

dir. ( [33] , Hardy ve ark, 1934)

Teorem 2.3 E¼ger

p > 1, q = p= (p� 1)

ve
1X

m=1

apm � A,

1X

m=1

bqm � B

ise bu durumda (am) = (0) veya (bm) = (0) olmad¬kça

1X

m=1

1X

m=1

ambm
m+ n

<
�

sin (�=p)
A1=pB1=q

dir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)

Teorem 2.4 E¼ger

p > 1, q = p= (p� 1)

ve
Z 1

0

fp (x) dx � F ,

Z 1

0

gq (x) dx � G

ise bu durumda f � 0 veya g � 0 olmad¬kça
Z 1

0

Z 1

0

f (x) g (x)

x+ y
dx <

�

sin (�=p)
F 1=pG1=q

dir. ( [33] , Hardy ve ark, 1934)
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Daha sonra tart¬̧saca¼g¬m¬z iki teorem, Hilbert teoremlerinin bilinen ispatlar¬n¬ ba-

sitleştirmek için yap¬lan giri̧simler s¬ras¬nda keşfedilmi̧stir.

Sadece Teorem 2.3 in esik bir formunu isteyebiliriz: Çift serisi
P
apn ve

P
bqn serileri

yak¬nsak oldu¼gunda çift seri de yak¬nsakt¬r. Bu durumu aşa¼g¬daki gibi tart¬̧smak

do¼gal olurdu:

Çift seriyi, m = n diyagonali ile iki S1 ve S2 parças¬na ay¬ral¬m, ve m � n olan¬ S1

ile gösterelim. Bu durumda

An = a1 + a2 + � � �+ an

olmak üzere

S1 =
XX

m�n

ambn
m+ n

�
XX

m�n

ambn
n

=
X An

n
bn

dir.
P
bqn serisi yak¬nsak oldu¼gundan,

P
n�pApn yak¬nsak oldu¼gunda son seri yak¬n-

sakt¬r, ve S1 in yak¬nsakl¬¼g¬n¬ ispatlamak için, son serinin yak¬nsakl¬¼g¬, sonuç olarak
P
apn nin yak¬nsak oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir. Bu durumda S2 nin yak¬nsakl¬¼g¬

ayn¬ yolla ispatlanabilir.

Bu argüman dizisi, aşa¼g¬daki teorem ile sonuçlan¬r ve aşa¼g¬daki teoremi ispatlar.

Teorem 2.5 (Hardy esitsizligi): E¼ger p > 1, an � 0, and An = a1+a2+ � � �+an
ise, bu durumda bütün an ler 0 olmad¬kça,

X
�
An
n

�p

�
�

p

p� 1

�pX

apn (2.1)

eşitsizli geçerlidir. Sabit mümkün olan en iyi sabittir. ([33] , Hardy ve ark, 1934)

·Integraller için ilgili teorem şu şekildedir:

Teorem 2.6 (Hardy esitsizligi): E¼ger p > 1, f (x) � 0, and F (x) =
R x

0
dt ise,

bu durumda f � 0 olmad¬kça,
Z 1

0

�
F

x

�p

dx �
�

p

p� 1

�p Z 1

0

fpdx (2.2)

eşitsizli geçerlidir. Sabit mümkün olan en iyi sabittir. ( [33] , Hardy ve ark, 1934)
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Bu teoremler Hardy [29] taraf¬ndan ispatland¬, Hardy, Teorem 2.5 daki sabiti sabitleye-

memi̧sti.

Bu eksiklik Landau [45] taraf¬ndan kald¬r¬ld¬. Teoremlerin pek çok alternatif ispat¬,

örne¼gin Broadbent [12] , Elliott [35] , Grandjot [36] , Hardy [30] , Kaluza ve Szego [41] ,

Knopp [42] gibi çeşitli yazarlar taraf¬ndan verildi. Elhott�un Teorem 2.5 n¬n ispat¬n¬

ve Hardy�nin Teorem 2.6 nin ispat¬n¬ vererek başl¬yoruz.

·Ispat. (i) Teorem 2.5 y¬ ispatlarken a1 > 0 oldu¼gunu kabul edece¼giz. Çünkü e¼ger

a1 > 0 oldu¼gunu kabul edersek ve bn ile an+1 i yerde¼gi̧stirirsek, (2.1)

�
b1
2

�2

+

�
b1 + b2
3

�2

+ � � � <
�

p

p� 1

�p

(bp1 + bp2 + � � � )

olur, eşitsizli¼gin kendisi (2.1) den daha zay¬ft¬r. An
n
yerine �n yazal¬m ve indisi 0

olan herhangi bir say¬n¬n 0 oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

�pn �
p

p� 1�
p�1
n an = �pn �

p

p� 1 fn�n � (n� 1)�n�1g�
p�1
n

= �pn

�

1� np

p� 1

�

+
(n� 1) p
p� 1 �p�1n �n�1

� �pn

�

1� np

p� 1

�

+
n� 1
p� 1

�
(p� 1)�pn + �pn�1

	c

=
1

p� 1
�
(n� 1)�pn�1 � n�pn

	

elde ederiz. Böylece

NX

1

�pn �
p

p� 1

NX

1

�p�1n an � �
N�pN
p� 1 � 0

d¬r; ve böylece Teorem 2.5 ile

NX

1

�pn �
p

p� 1

NX

1

�p�1n an �
p

p� 1

 
NX

1

apn

!1=p NX

1

�pn

!1=q

(2.3)

elde ederiz. Her iki taraf¬ en sa¼gdaki çarpana bölüp p: kuvvet al¬rsak

NX

1

�pn �
�

p

p� 1

�p NX

1

apn (2.4)

N yi sonsuza götürürsek, (2.1) elde ederiz, ancak< yerine �N � yi sonsuza götürdü¼gümüz

zaman (2.1) elde ederiz, ancak �<� yerine ��� ald¬k. Özellikle
P
�pn ¬n sonlu oldu¼gunu

görüyoruz.
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(2.3) e dönersek ve N yi 1 a götürürsek,

X

�pn �
p

p� 1
X

�p�1n an �
p

p� 1
�X

apn

�1=p �X

�pn

�1=q

(2.5)

(apn) ve (�
p
n) orant¬l¬ olmad¬kça yani C n den ba¼g¬ms¬z olmak üzere an = C�n

olmad¬kça, ikincide eşitsizlik vard¬r. Böylece (a1 = �1 > 0 oldu¼gundan) C, 1 olmal¬

ve bu durumda her n için An = nan olmal¬d¬r. Bu sadece tüm a lar¬n eşit olmas¬

durumunda sa¼glan¬r ve Bu,
P
apn nin yak¬nsamas¬yla çeli̧sir. Böylece (2.1), (2.6)

dan
X

�pn <
p

p� 1
�X

apn

�1=p �X

�pn

�1=q

(2.6)

d¬r ve çünkü (2.4), (2.3) dan izlenir.

Sabit çarpan¬n mümkün olan en iyi çarpan oldu¼gunu ispatlamak için,

an =

8

<

:

n�1=p , n � N

0 , n > N

alal¬m. Bu durumda
P
apn =

PN
1

1

n
dir,

An =

nX

1

1

vp
>

Z n

1

dx

xp
=

p

p� 1
�
n(p�1)=p�1

	
, n � N

ve n!1 iken "n ! 0 olmak üzere
�
An
n

�p

>

�
p

p� 1

�p
1� "n
n

, n � N

d¬r. Buradan N !1 iken �n ! 0 olmak üzere

X
�
An
n

�p

>
NX

1

�
An
n

�p

>

�
p

p� 1

�p

(1� �n)
X

apn

oldu¼gunu görürüz. E¼ger an yukar¬daki gibi seçilirse ve N yeterince büyük al¬n¬rsa,

bu durumda
X

�
An
n

�p

<

�
p

p� 1

�p

(1� ")
X

apn

tipli her eşitsizlik yanl¬̧st¬r.

Alternatif bir prosedür, her n için a = n�(1=p)�" almak ve " nuküçük yapmakt¬r.

(ii) E¼ger 0 < � < X,

R X

�

�
F

x

�p

dx = � 1

p� 1
R X

�
F p

d

dx
x1�pdx

=
�1�pF p (�)

p� 1 � X1�pF p (X)

p� 1 +
p

p� 1
R X

�
x1�pF p�1fdx

8



elde ederiz. Fakat Teorem 2.2 den, fp integrallanebilir ve � ! 0 oldu¼gunda �1�pF p (�)!
0 d¬r. Böylece

R X

0

�
F
x

�p
dx � p

p� 1
R X

0

�
F
x

�p�1
fdx

� p

p� 1

�hR X

0

�
F
x

�p
dx
i1=q hR X

0
fpdx

i1=p
� (2.7)

dir. E¼ger (0; X) de f s¬f¬r de¼gilse (2.7) nin sol-taraf¬ pozitiftir. Böylece
Z X

0

�
F

x

�p

dx �
�

p

p� 1

�p Z X

0

fpdx (2.8)

ve X ! 1 yapt¬¼g¬m¬zda, (2.2) yi elde ederiz, fakat �<�, ��� ile yerde¼gi̧stirecektir.
Özellikle (2.2) nin solundaki integral sonludur.

X ile 1 yerde¼gi̧stirdi¼gi zaman, (2.7) deki bütün integraller sonlu olur, ve

R1

0

�
F
x

�p
dx � p

p� 1
R1

0

�
F
x

�p�1
fdx

� p

p� 1
n�R1

0

�
F
x

�p
dx
�1=q �R1

0
fpdx

�1=p
o (2.9)

oldu¼gu görülür. Eşitsizlikteki son i̧saret, x�pF p ve fp etkin orant¬l¬ olmad¬kça �<�

ile yerde¼gi̧stirebilir. Bu, f yi x in kuvveti yapar ve bu durumda
R
fpdx ¬raksak olur.

Böylece f s¬f¬r olmad¬kça

Z 1

0

�
F

x

�p

dx � p

p� 1

(�Z 1

0

�
F

x

�p

dx

�1=q �Z 1

0

fpdx

�1=p
)

(2.10)

olur. Sol taraftaki integral pozitif ve sonlu oldu¼gu için, şimdi (2.2), (2.10) dan elde

edilir; çünkü (2.8), (2.9) den görülür.

Sabitin mümkün olan en iyi sabit olmas¬n¬n ispat¬ daha önce oldu¼gu gibidir:

f (x) =

8

<

:

0 , x < 1

x�(1=p)�" , x � 1

almak yeterlidir.

Teori 2.5 n¬n Elliott�un ispat¬, Teorem 2.6 için de bariz de¼gi̧sikliklerle birlikte geçer-

lidir. (ii) de verilen Teoremin 2.6 ispat¬ seriye uyarlanabilir, ancak sabitin mümkün

olan en iyi de¼gerini vermez.

(iii) Teorem 2.6 nin aşa¼g¬daki ispat¬ da ilginçtir: � li formun sa¼glanmas¬ ile yetinece¼giz.
·Integrasyon aral¬klar¬n¬n her biri (0; 1), A¼g¬rl¬k fonksiyonlar¬ 1ve

r = 1, s = p > 1, f (x; y) = f (xy)

9



oldu¼gunu kabul ederek, Teorem 2.1 ü uygulayabiliriz. Bu durumda x � 1 için,

M
(x)
1 f (xy) =

Z 1

0

f (xy) dx =
F (y)

y
;

M
(y)
p f (xy) =

�Z 1

0

fp (xy) dy

�1=p

=

�
1

x

Z x

0

fp (t) dt

�1=p

�
�
1

x

Z 1

0

fp (t) dt

�1=p

olur. Böylece Teorem 2.1 ile

�Z 1

0

�
F

y

�p

dy

�1=p

�
�Z 1

0

fpdt

�1=p Z 1

0

x�1=pdx =
p

p� 1

�Z 1

0

fpdt

�1=p

olur. Bu durumda

x = X=c, f (X=c) = g (X)

yazarak, x, f ile X, g yi yerde¼gi̧stirerek ve c!1 alarak istenen sonucu elde ederiz.

10



3. AGIRLIKLI ORTALAMA (R·IESZ) MATR·IS·IN·IN `P UZAYI ÜZ-

ER·INDEK·I SINIRLILI¼GI

Tan¬m 3.1 a0 > 0, n � 1 için an � 0 ve An =
Pn

k=0 ak olmak üzere

ank =

8

<

:

ak
An

, 0 � k � n

0 , k > n
(3.1)

şeklinde tan¬mlanan matrise, yani

N (ak) = (ank) =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 � � �
a0
A1

a1
A1

0 � � �
a0
A2

a1
A2

a2
A2

� � �
...

...
...

. . .

1

C
C
C
C
C
C
C
A

(3.2)

matrisine a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi denir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Bu bölümde (3.2) da tan¬mlanan
�
N; p

�
A¼g¬rl¬kl¬ ortalamamatrisinin `p (1 � p <1)

dizi uzay¬ üzerinde s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ araşt¬raca¼g¬z. Buradaki teoremleri ispats¬z olarak

verece¼giz. Teoremlerin ispatlar¬ Cardlidge[14] de bulunabilir.

Teorem 3.1 N 2 B (`1) ve

N


1
= 1 dir.([14] , Cardlidge, 1978)

Teorem 3.2 (an)
1
n=1 dizisi her n için an > 0 ve

I = inf
n�0

1

p

�
An
an
� An+1
an+1

�

> �1

ise bu durumda N 2 B (`p) dir ve K =
1

1 + I
olmak üzere


N


p
� K d¬r. ([14] ,

Cardlidge, 1978)

Teorem 3.3 n � N için ve an > 0 ve limn!1
1
p

�
An
an
� An+1

an+1

�

> �1 ise bu durumda
N 2 B (`p) dir.( [14] , Cardlidge, 1978)

Yukar¬daki önermeler bir matrisin s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ incelerken di¼ger matrislerle olan ili̧sk-

ilerine bak¬lmaks¬z¬n Lemma 1.3 deki kaŗs¬laşt¬rma testinden daha kullan¬̧sl¬ olacak-

t¬r. Elbette bu lemmay¬ kullanmak için N (an) matrisinin sütun elemanlar¬n¬n `p
11



üzerinde olup olmad¬¼g¬n¬ belirlemek gereklidir. k nci sütun elemanlar¬n¬n p toplam-

lar¬ (ak)
pP1

n=k

�
1
Apn

�

şeklinde verilir. Gerçekten bu elemanlar¬n `p üzerinde olmas¬

için gerekli ve yeterli durum
P1

n=0

�
1
Apn

�

<1 olmas¬d¬r.

Bütün n ler için 1
An

> 0 oldu¼gundan (n+ 1) nci terimin (n) nci terime oran¬n¬

kapsayan yak¬nsama testlerini s¬kl¬kla kullanaca¼g¬z. Dikkat edersek
�

1

An+1

�p

( 1

An
)
p =

�
An
An+1

�p

=
�

1� an+1
An+1

�p

şeklindedir. Tekrar burada an
An
oran¬ önemlidir.

Aşa¼g¬daki önerme (qn)
1
n=0 a¼g¬rl¬k dizisi ve Qn =

Pn
j=0 qj olan a¼g¬rl¬kl¬ ortalama

matrisleri için esas olan kaŗs¬laşt¬rma testidir.

Teorem 3.4 E¼ger n � N için qn
Qn
� an

An
� m qn

Qn
ve N (qn) 2 B (`p) ise bu durumda

N (an) 2 B (`p) dir.([14] , Cardlidge, 1978)

Belki de bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisinin tüm p ler için s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ garanti etmenin

en kolay yolu aşa¼g¬da verilmi̧stir.

Teorem 3.5 E¼ger limn!1
an
An

= k > 0 ise bu durumda N 2 B (`p) dir. ([14] ,

Cardlidge, 1978)

Örnek 3.1 b > 1 olmak üzere an = bn, n = 0; 1; 2; � � � verilsin. O halde

An =
nX

k=0

ak =
nX

k=0

bk =
bn+1 � 1
b� 1

olur öyleki
an
An

=
bn (b� 1)
bn+1 � 1

olur. limn!1
an
An
= 1� 1

b
> 0 oldu¼gundan Teorem 3.5 den bütün p ler için N (bn) 2

B (`p) (1 � p <1) olur. Bu durumda s¬n¬rl¬l¬¼g¬ göstermek için ayr¬ca Teorem 3.2

yi kullanabiliriz ve

1

p

�
An
an
� An+1
an+1

�

=
�1
pbn+1

� �1
pb

> �1

oldu¼gundan normun bir üst s¬n¬r¬n¬n tahmininde bulunabiliriz. Böylece


N (bn)



p
� pb

pb� 1
elde edilir.
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Teorem 3.5 in hipotezini sa¼glayan bir çok a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrislerini köşegen

elemanlar¬ yard¬m¬yla tan¬mlayarak bulabiliriz.

Bununla beraber, genellikle esas köşegen elemanlar¬yla ilgilenmemize ra¼gmen bazen

a¼g¬rl¬kl¬ dizinin davran¬̧slar¬ da s¬n¬rl¬l¬¼g¬n¬ garanti etmek için bilgi verir.

Teorem 3.6 E¼ger n � N için an+1 � an > 0 ise bu durumda 1 < p < 1 iken

N 2 B (`p) dir.([14] , Cardlidge, 1978)

Teorem 3.6 nin ifadesine uygun en basit örnek an = 1, n = 0; 1; 2; : : : ifadesine sahip

olan Cesaro matrisidir. K¬yaslama yapmak için bu matrisi kullanarak aşa¼g¬daki

önermeyi gösterebiliriz.

Teorem 3.7 E¼ger her n için m � an �M olacak şekilde pozitif m ve M sabitleri

var ise bu durumda N 2 B (`p) (1 < p <1), fakat N =2 B (`1) dir. ([14] , Cardlidge,
1978)

Cesaro matrisi, köşegen limitleri s¬f¬r olan a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrislerinin kullan¬̧sl¬

bir örne¼gidir. E¼ger � > 0 olmak üzere

an =
� (n+ �)

� (n+ 1) � (�)

al¬n¬rsa bu durumda A = N (an) a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi, Hausdor¤ matrislerinin

bir s¬n¬f¬n¬ oluşturur ve bu matrislerin daha önce s¬n¬rl¬l¬¼g¬ ve spektrumu Rhoades

ve Kutner taraf¬ndan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ancak burada biz bu matrislerin bu giri̧slerle bir

a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi olarak düşünüp yeni bir yöntemle s¬n¬rl¬l¬¼g¬na bakabiliriz.

Teorem 3.8 E¼ger
an
An

=
�

n+ �
ise � >

1

p
için N 2 B (`p) ve


N


p
� p�

p�� 1

dir. E¼ger � < 1
p
ise N =2 B (`p) dir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Şimdi ise Teorem 3.8 ve Teorem 3.4 ü kullanarak aşa¼g¬daki daha genel olarak iki

önermeyi verelim.

Teorem 3.9 limn!1
an
An

= � >
1

p
ve limn!1

an
An

= � < 1 ise bu durumda

N 2 B (`p) dir. ([14] , Cardlidge, 1978)
13



Teorem 3.10 E¼ger limn!1n
an
An

= � <
1

p
ise bu durumda N (an) =2 B (`p) dir.

Böylece N 2 B (`p) ise limn!1n
an
An

� 1

p
dir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Yukar¬da verilen son iki önermeden aşa¼g¬daki sonuca ulaşabiliriz.

Teorem 3.11 E¼ger limn!1 n
an
An
= � ise bu durumda � > 1

p
iken N 2 B (`p) ve

� < 1
p
iken N =2 B (`p) dir. ([14] , Cardlidge, 1978)

Teorem 3.6 ve Teorem 3.7 gere¼gi (an) dizisi artan veya pozitif iki tam say¬ aras¬nda

s¬n¬rl¬ ise 1 < p < 1 için N s¬n¬rl¬d¬r. Bu ise e¼ger her n 2 N için an � m > 0 ise

1 < p <1 için N nin `p üzerinde s¬n¬rl¬ oldu¼gunu bize gösterir. ·Ilave olarak şimdiye

kadar ki durumlarda

P1
n=0

�
1
An

�p

<1 ) N 2 B (`p)
P1

n=0

�
1
An

�p

=1 ) N =2 B (`p)

oldu¼gunu gösterdik. Burada
P1

n=0

�
1
An

�p

<1 olmas¬ N nin `p de olmas¬ için yeterli

şart oldu¼gu varsay¬m¬nda bulunabiliriz. ( [14] , Cardlidge, 1978)

Cardlidge tezinde bu varsay¬m¬n yanl¬̧s oldu¼gunu göstermek için iki örnek vermi̧stir.

Teorem 3.9 ve Teorem 3.10 den N 2 B (`p) olmas¬ için limn!1n
an
An
= � > 1

p
olmas¬

yeterli bir durum oldu¼gu görülebilir. Fakat Cardlidge tezinde bu varsay¬m¬n çok

yanl¬̧s oldu¼gunu göstermek için bir örnek vermi̧stir.
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4. BAZI MATR·ISLER ·IÇ·IN ALT SINIRLAR

4.1 Giri̧s

Tan¬m 4.1 Bir x = (xn) dizisini, onun aritmetik ortalamas¬ olan

�n =
x0 + x1 + � � �+ xn

n+ 1

dizisine dönüs.türen operatöre Cesàro operatörü denir ve (C; 1) veya C1 veya C ile

gösterilir. Bu operatöre kars.¬l¬k gelen matrisi

cnk =

8

<

:

1
n+1

, 0 � k � n

0 , k > n
(4.1)

şeklinde veya,

C = (C; 1) = (cnk) =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 � � �
1=2 1=2 0 � � �
1=3 1=3 1=3 � � �
...

...
...

. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

(4.2)

şeklinde gösterece¼giz. ([43] , Petterson, 1966)

Lyons, C Cesaro matrisi için ilginç bir alt s¬n¬r keşfetti. Onun sonucu, x1 � x2 �
� � � � 0 olan her x 2 `2 için

kCxk2 �
�

��
p
6
�

kxk2

oldu¼gunu gösterdi. Bu Bölümün amac¬ her 1 � p � 1 için `p yi kendi üzerine

dönüştüren key� matrisler için (negatif giri̧sli olmayan) benzer alt s¬n¬rlar oluştur-

makt¬r. Daha sonraki bölümlerde bu sonuçlar uygulanacakt¬r.

kxkp =
�X

jxkjp
� 1

p
<1 (4.3)

yi sa¼glayan reel say¬ dizilerinin `p, 0 < p < 1, uzay¬ ile ilgilenece¼giz. x1 � x2 �
::: � 0 olan her x 2 `p için

kAxkq � L kxkp (4.4)

yi sa¼glayan L lerin en büyü¼günü bulmaya çal¬̧saca¼g¬z. Burada, A, negatif olmayan

giri̧sli, `p yi `q ya dönüştüren bir matris ve L de x e ba¼gl¬ olmayan bir sabittir. (1.5)

de oldu¼gu gibi

15



� A n¬n operatörünün normu

kAkp;q = sup
x 6=�

kAxkq
kxkp

= sup
kxkp=1

kAxkq

biçiminde tan¬mlan¬r.

(4.4) formunun sonuçlar¬n¬n birkaç önemli matris s¬n¬f¬ için kolayl¬kla kurulabile-

ce¼gini not edelim. Örne¼gin, A, alt üçgensel ve sat¬r toplamlar¬ 1 eşit bir matris ise

bu durumda kAxkp � kxkp dir. Dolay¬s¬yla (4.4) deki tek ilgi çekiçi gerçek, L için
mümkün olan en iyi de¼geri bulmakt¬r. p = 1 durumunda görmezden gelece¼giz,

çünkü L nin en büyük de¼gerinin A n¬n ilk sütununun supremum normu oldu¼gu

aç¬kt¬r.

Marcinkiewicz ·Interpolasyon Teoreminden C nin `2 den `2 ye s¬n¬rl¬ lineer bir oper-

atör oldu¼gu kolayl¬kla görülür. Bu da Cauchy-Buniakowski-Schwarz eşitsizli¼gi [13]

kullan¬larak do¼grudan da ispatlanabilir. Tabii ki C, alttan s¬n¬rland¬r¬lmam¬̧st¬r,

fakat aşa¼g¬daki özellik Allen, Shields ve Sheldon Axler in bir tahminini do¼grulu-

yarak elde edilir.

Teorem 4.1 (Lyons Teoremi) E¼ger x0 � x1 � � � � � 0; x = (xn)
1
0 ise bu du-

rumda kCxk2 � �2=6kxk2 dir, eşitlik vard¬r ancak ve ancak x1 = x2 = � � � = 0 dir.
([50] , Lyons , 1982)

·Ispat. E¼ger Kareleri ve grup terimlerini geni̧sletirsek,

kCxk2 = �2

6
kxk2 �

1X

n=1

 
nX

k=1

1
k2

!

x2n +
1X

n=1

 

2
1X

k=n+1

1

k2

!
n�1X

j=0

xjxn

� �2

6
kxk2 +

1X

n=1

0

@2n
1X

k=n+1

1

k2
�

nX

k=j

1

k2

1

Ax2n:

elde ederiz.

2n
1X

k=n+1

1

k2
> 2n

1Z

n+1

dx

x2
=

2n

n+ 1
�

nX

k=1

1

k2
;

olu¼gundan, sonuç elede edilir.

·Ispatta karelerin gurupland¬r¬lmas¬, `2 deki iççarp¬m kullan¬larak yap¬lmaktad¬r ve

oldukça karmaş¬kt¬r. Biz burada Lyons un ispat¬n¬ direkt olarak ald¬k.
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Lyons un bu Teoremi ile Cesáro matrisi için ilginç bir alt s¬n¬r keşfedildi. Bu bölümün

amac¬ 1 � p � 1 için key� `p uzaylar¬ üzerinde al¬nan key� negatif olmayan ma-

trisler için benzer alt s¬n¬rlar¬ bulmakt¬r.

Baz¬ önemli matris s¬n¬�ar¬ için (4.4) formunun sonuçlar¬n¬ belirlemek kolayd¬r.

Örne¼gin; A matrisi sat¬r toplamlar¬ 1 olan alt üçgensel matris ise kAxkp � kxkp
dir.

Örne¼gin 8x 2 `2 için

kCxk � �p
6
kxk � �

2; 45
kxk � kxk

Böylece (4.4) deki ilginçlik sadece reel olma durumunda L nin en iyi de¼gerini bul-

mada yatar. Burada p = 1 durumunu ele almayaca¼g¬z. Çünkü L nin en büyük

de¼geri, A n¬n ilk kolonunun supremum normu oldu¼gu aç¬kt¬r.

4.2 Lyons Teoremi

Bu bölümde sadece `2 uzay¬n¬ düşünece¼giz. Bu özel durumu almam¬z¬n sebebi birçok

sonucun ispat¬ kolay ve kullan¬̧sl¬ olmas¬d¬r. Ayr¬ca bu ispatlar sonraki iki k¬s¬mda

daha genel sonuçlar¬ ortaya ç¬karacakt¬r.

Lemma 4.1 B diagonal girişlerinin d¬ş¬ndakiler negatif olmayacak şekilde bir ma-

tris olsun, yani;

jj � kj > 0 ise bjk � 0 (4.5)

olsun. Bu durumda x1 � x2 � � � � � 0 olmak üzere

< Bx; x >� 0 (4.6)

d¬r ()
rX

j;k=1

bjk � 0 (r = 1; 2; 3; : : :) (4.7)

olmas¬d¬r. ([2] , Bennett, 1986)
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·Ispat. ((:) (4.5) ve (4.7) denPr
j=1

Ps
k=1 bjk dikdörtgen toplamlar¬n¬n hepsi negatif

olmayand¬r. Parçalar¬ iki kez toplarsak,

< Bx; x >=
X

j;k

bjkxjxk �
X

r;s

0

B
B
B
B
@

rX

j=1

sX

k=1

bjk

| {z }

�0

1

C
C
C
C
A

(xr � xr+1)
| {z }

�0

(xs � xs+1)
| {z }

�0

� 0

oldu¼gunu elde ederiz ve (4.6) elde edilmi̧s olur.

():)
< Bx; x >� 0

olsun. Bu durumda (4.6) daki toplam¬n içinde (4.7) toplam¬ mevcuttur. Dolay¬s¬

ile (4.7) sa¼glan¬r. (ve aşa¼g¬dakine ihtiyac¬m¬z yoktur.

Lemma 4.1 aşa¼g¬daki do¼gal sonuçlar¬ do¼gurur.

Sonuç 4.1 (4.6) ü sa¼glayan B matrisi < Bx; x >� 0 ile karekterize edilir. ([2] ,
Bennett, 1986)

Teorem 4.2 A negatif olmayan girişli ve A; `2 den kendi içine bir dönüşüm olsun.

Bu durumda

�2 = inf
1

r

1X

j=1

 
rX

k=1

ajk

!2

(4.8)

olmak üzere x1 � x2 � � � � � 0 olan 8x 2 `2 için

kAxk2 � � kxk2 (4.9)

sa¼glan¬r. � n¬n yukar¬daki de¼geri mümkün olanlar¬n en iyisidir. ([2] , Bennett, 1986)

·Ispat. B = AtA��2I alarak Lemma 4.1 i uygulayal¬m. (4.8) deki � n¬n en iyi de¼ger
oldu¼gunu görmek için, (4.9) da verilen x i

xk =

8

<

:

1 , k � r

0 , k > r

şeklinde almam¬z yeterlidir.

kAxk2 < 1 olmas¬ durumunda (4.9) n¬n anlaml¬ oldu¼gunu not edelim. 8x 2 `2

için kAxk2 < 1 olmas¬n¬ garanti eden, A, `2 den kendi içine bir dönüşüm olmas¬
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gereklili¼gi, sadece AtA n¬n mevcut olmas¬n¬ garanti etmek için Teorem 4.2 in is-

pat¬nda kullan¬ld¬.

Aşa¼g¬da Lyons Teoreminin ·Ispat¬n¬ Teorem 4.2 i kullanarak aşa¼g¬da bir kez daha

verelim. ·Ispat Bennett taraf¬ndan [2] de verilmi̧stir.

Lyons Teoreminin ·Ispat¬. C Cesaro matrisi için; yani

cjk :=

8

<

:

1=n , k � j

0 , k > j

için (4.8) ifadesi

L2 = 1 + inf
r
r
X

k>r

k�2

olmas¬n¬ sa¼glar. L2 = �2

6
oldu¼gunu görmek için,

f (r) = r
X

k>r

k�2

fonksiyonunun r ye göre artan oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

f (r + 1)� f (r) =
P
k�2 � r

(r + 1)2

>
P�

k�1 � (k + 1)�1
�
� r

(r+1)2

= (r + 2)�1 � r

(r + 1)2
> 0

d¬r.

E¼ger p her hangi bir pozitif tamsay¬ ise bir benzer argümanla (p kez tara�ar¬ topla-

yarak) `p için Teorem 4.2 in bir versiyonu elde edilir. Fakat aç¬kça bir yeni yaklaş¬m,

p nin daha genel de¼gerlerini gerektirir. Daha tatmin edici olmas¬ için, aşa¼g¬daki

metodu verebiliriz.

4.3 `p deki K¬smi Toplamlar

Aşa¼g¬daki elementer bilgilere ihtiyac¬m¬z var.

Lemma 4.2 a � b olmak üzere a; b; c � 0 olsun. E¼ger p > 1 ise bu durumda a = b

veya c = 0 olmad¬kça

(a+ c)p � ap > (b+ c)p � bp (4.10)

19



dir. E¼ger 0 < p < 1 ise (4.10) deki eşitsizlik tersine çevrilecektir. ( [2] , Bennett,

1986)

·Ispat. ·Ispat için f (x) = (x+ c)p�xp olmak üzere f 0 (x) = p (x+ c)p�1�pxp�1 = 0
alal¬m. Bu durumda c = 0 kritik noktad¬r ve c > 0 için f monoton artand¬r. Zaten

c > 0 oldu¼gundan f , (0;1) da artand¬r.
Sonraki sonuç p = q = 1 oldu¼gunda Abel k¬smi toplam formülünden (Teorem 1.2

den) elde edilir.

Önerme 4.1 a1; a2; : : : ; an � 0 olsun ve x1 � x2 � � � � � xn � 0 verilsin. E¼ger
p � 1 ve 0 < q � p ise bu durumda

 
nX

k=1

akxk

!q

kxkp�qp �
n�1X

r=1

r1�
q
p

 
rX

k=1

ak

!q
�
xpr � xpr+1

�
+n1�

q
p

 
nX

k=1

ak

!q

xpn (4.11)

dir. E¼ger p � 1 ve q � p ise (4.11) eşitsizli¼gi tersine çevrilir. (4.11) (un di¼ger

versiyonu) da eşitlik vard¬r () aşa¼g¬daki (i) � (ii) ve (iii) � (iv) çiftlerin en az
biri sa¼glan¬r:

8

>>><

>>>:

(i) p = 1

(ii) akxk > 0 olacak şekilde u, k n¬n en küçük

ve v; k n¬n en büyük de¼geri olmak üzere xu = � � � = xv dir,

ve
8

<

:

(iii) p = q

(iv) r�1 (
P
ak)

p ; 1 � r � n için xr > xr+1 yi sa¼glayan r de¼gerleri için sabittir.

( [2] , Bennett, 1986)

·Ispat. ·Ispat¬ sadece p > 1 için verece¼giz, 0 < p � 1 durumu için ispat benzerdir.

xn+1 = 0, sr = a1 + a2 + � � �+ ar

almak ve ilk p = q özel durumunu düşünmek uygundur. Bu durumda (4.11) den-

klemi  
rX

k=1

akxk

!p

�
nX

r=1

spr
�
xpr � xpr+1

�
(4.12)
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ye indirgenir.

m yi 1 � m < n ye sabitleyerek,

a =

mX

k=1

akxk, b = smxm+1, c = am+1xm+1

alarak, Lemma 4.2 yi uygulayarak,
 
m+1X

k=1

akxk

!p

�
 

mX

k=1

akxk

!p

�
�
spm+1 � spm

�
xpm+1

oldu¼gunu görece¼giz. m üzerinden toplam alarak,
 

nX

k=1

akxk

!p

� (a1x1)p �
n�1X

m=1

�
spm+1 � spm

�
xpm+1

elde ederiz. Her iki tarafa (a1x1)
p = (s1x1)

p ekleyerek ve sa¼g taraftakileri tekrar

gurupland¬rarak, (4.12) u elde ederiz.

q < p genel durumunu ispatlamak için, (4.11) denkleminin sa¼g taraf¬n¬

nX

r=1

(sqr)
�
xpr � xpr+1

� q
p :
�
r
�
xpr � xpr+1

��1� q
p

olarak tekrar yazal¬m. p0 = p
q
ve q0 = p

p�q
al¬rsak

1

p0
+
1

q0
= 1

olur ve Hölder eşitsizli¼gi ile
nX

r=1

(sqr)
�
xpr � xpr+1

� q
p :
�
r
�
xpr � xpr+1

��1� q
p

�
�
nP

r=1

�

s
q p
q
r

� �
xpr � xpr+1

�
� q
p
�
nP

r=1

r
�
xpr � xpr+1

�
� p�q

p

=

�
nP

r=1

(spr)
�
xpr � xpr+1

�
� q
p
�
nP

r=1

r
�
xpr � xpr+1

�
� p�q

p

(4.12) dan

�
�

nP

k=1

akxk

�q

kxkp�qp

oldu¼gunu elde ederiz.

Uzun, fakat rutin bir argüman gerektirdi¼ginden, eşitlik durumlar¬n¬ tart¬̧smaktan

kaç¬nd¬k.

Önerme 4.1 de "atlan¬lan" 1 < p < q ve 1 > p > q durumlar¬n¬n hiçbir versiyonu

do¼gru olmad¬¼g¬n¬ not edelim.

Bu, K¬s¬m 1.4 ün sonundaki aç¬klamalardan sonra daha belirgin hale gelecektir.
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4.4 Bir Genel Alt S¬n¬r

Metotlar¬m¬z do¼gada sonlu boyutludur ve ana sonucumuzu daha temel formda be-

lirtmeyi uygun buluyoruz. Buna göre, bu bölüm boyunca, A y¬ elemanlar¬ negatif

olmayan m� n tipinde matris olarak kabul edece¼giz.

Teorem 4.3 Kabul edelim ki x1 � x2 � � � � � xn � 0, p � 1 ve 0 < q � p olsun.

Bu durumda

Lq = min
1�r�n

r�
q
p

mX

j=1

 
rX

k=1

ajk

!q

(4.13)

olmak üzere

kAxkq � L kxkp (4.14)

dir.

s, (4.13) de minimum olacak şekilde r nin herhangi bir de¼geri olmak üzere, e¼ger x,

xk =

8

<

:

x1 , k � s

0 , k > s
(4.15)

formuna sahip ise (4.14) de eşitlik vard¬r.

Ayr¬ca e¼ger p > 1 ve A n¬n iki bitişik sütunu ortogonal de¼gilse, bu durumda eşitlik

durumlar¬n¬n hepsi (4.15) ile verilir. ( [2] , Bennett, 1986)

·Ispat. Homojenlik ile, kxkp = 1 oldu¼gunu kabul edebiliriz. Önerme 4.1 i uygularsak,

kAxkqp =
mP

j=1

�
nP

k=1

ajkxk

�q

�
mP

j=1

nP

r=1

r1�
q
p

�
rP

k=1

ank

�q
�
xpr � xpr+1

�

=
nP

r=1

r�
q
p

mP

j=1

�
rP

k=1

ajk

�q

r
�
xpr � xpr+1

�

� Lq
nP

r=1

r
�
xpr � xpr+1

�

= Lq kxkpp

elde ederiz. kxkp = 1 oldu¼gunu hat¬rlayarak, q: kök alarak (4.14) in do¼grulu¼gunu

görürüz. Kontrol ederek, (4.15) sa¼gland¬¼g¬nda (4.14) de eşitlik oldu¼gu aç¬kt¬r.

Atlad¬¼g¬m¬z rutin bir argüman, teoremin son k¬sm¬ için gereklidir. Daha zay¬f hipote-

zler ayn¬ sonuca götürürken, Teorem 4.3 nin ortogonallik şart¬ en basitlerinden

biridir. Ayr¬ca, o, pratik ilginçliklerin her durumunda sa¼glan¬r.

Aşa¼g¬daki gibi x dizisinin azalan olma k¬s¬tlamas¬ kald¬r¬labilir.
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Teorem 4.4 Kabul edelim ki x1; x2; : : : ; xn � 0, p � 1 ve 0 < q � p olsun. Bu

durumda,

Lq = min
1�r�n

mX

j=1

aqjr (4.16)

olmak üzere,

kAxkq � L kxkp (4.17)

dir. s, (4.16) de minimum olan r nin herhangi bir de¼geri olmak üzere k 6= s

oldu¼gunda xk = 0 sa¼glanmak koşulu ile (4.17) te eşitlik vard¬r. Ayr¬ca, e¼ger p > 1 ve

A n¬n iki sütunu ortogonal de¼gilse, bu durumda eşitlikteki bütün durumlar yukar¬daki

gibi verilir. ( [2] , Bennett, 1986)

A n¬n sütunlar¬n¬ yeniden düzenleyerek, Teorem 4.3 den bu sonucu ç¬karmakmümkündür;

ancak do¼grudan devam etmek daha etkilidir. (q � 1 ve q < 1 durumlar¬n¬ ayr¬ ayr¬
incelemeyi daha uygun bulduk)

Alt s¬n¬rlar yerine üst s¬n¬rlar¬ alarak 0 < p < 1 ve q � p için Teorem 4.3 ve

Teorem 4.4 e benzer sonuçlar vard¬r. Dahas¬, bütün bu sonuçlar¬ sonsuz matrislere

geni̧sletmekte zorluk yoktur. Ayr¬nt¬lara bak¬labilir.

Teoremlerin 4.3 ve 4.4 ve dolay¬s¬yla 4.1 in hepsi 1 < q < p ve 1 > p > q > 0

durumlar¬nda başar¬s¬z olur ve her iki yönde de başar¬s¬z oldu¼gunu gözlemleyerek bu

bölümü kapataca¼g¬z.

Örnek 4.1 (Ters) Bunu görmek için, ilk durumda

0 < a < b için A =

0

@
a 0

0 b

1

A

matrisini ele alal¬m. x1 > x2 > 0 olan bir x noktas¬nda x1 � 0, x2 � 0, xp1 + xp2 = 1
kümesi üzerinde kAxkq nun bir tek minimuma ulaşt¬¼g¬n¬ görürüz. Di¼ger taraftan,

(b a)

matrisi böyle bir benzer noktada tek maksimuma ulaş¬r.

1 > p > q > 0 durumu, a > b > 0 al¬narak benzer şekilde çözülür.
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4.5 Cesaro Matrisi

Bennett in teoremini aşa¼g¬daki şekillde oldu¼gunu hat¬rlatal¬m ve en iyi alts¬n¬r bulma

problemini buna göre yapal¬m.

� (xn) monoton azalan negatif olmayan dizi 1 < p <1 olmak üzere, A 2 B (`p)
negatif olmayan giri̧sli bir matris olsun. Bu durumda

Lp = inf
r
(r + 1)�1

1X

j=0

 
rX

k=0

ajk

!p

=: inf
r
(f (r)) (4.18)

olmak üzere,

kAxkp � L kxkp
dir. ([2] , Bennett, 1986)

Bu bölümde Lyons un Teoremini `p ye geni̧sletece¼giz. Tekrar belirtelim ki, burada

C Cesaro matrisini gösteriyor. Bu durumda C, `p de s¬n¬rl¬ ve onun normu

kCkp;p = p� =
p

p� 1 , (1 < p � 1) : (4.19)

oldu¼gu Rhoades taraf¬ndan [61] de gösterildi.

Al¬̧s¬ld¬¼g¬ gibi, � (p),
P1

k=1 k
�p serilerinin toplam¬n¬ göstersin.

Teorem 4.5 Sabit bir p (1 < p � 1) için x1 � x2 � � � � � 0 koşulunu sa¼glayan

8x 2 `p için
kCxkp � � (p)

1

p kxkp (4.20)

dir. (4.20) de eşitlik olmas¬ için ancak ve ancak x2 = x3 = � � � = 0 olmal¬d¬r. ( [2] ,
Bennett, 1986)

·Ispat. Teorem 4.3 de q = p al¬rsak, C nin alt s¬n¬r¬,

Lp = 1 + inf
r
rp�1

X

k>r

k�p (4.21)

ile verilir.
1X

n=1

r�1
(n+1)r
X

k=nr+1

� r

k

�p

=
1

r

2rX

k=r+1

� r

k

�p

+
1

r

3rX

k=2r+1

� r

k

�p

+ � � �

=
rp

r

"
2rX

k=r+1

1

kp
+

3rX

k=2r+1

1

kp
+ � � �

#

= rp�1
1X

k=r+1

1

kp
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olur. E¼ger r > 1 ise bu durumda

rp�1
X

k>r

1

kp
=

1X

n=1

1

r

(n+1)r
X

k=nr+1

� r

k

�p

>
1X

n=1

1

(n+ 1)p

dir. Böylece r = 1 oldu¼gunda (4.21) de in�mum oluşur ve (4.20) hemen görülür.

� (1)
1

1 yi do¼gal olarak limp!1 � (p)
1

p = 1 olarak yorumlamay¬ kabul edersek, p =1
oldu¼gunda, (4.20) nin geçerli kalaca¼g¬n¬ belirtmek isteriz.

Teorem 4.5 ün ispat¬nda aşa¼g¬daki lemma da kullan¬labilir. Bu Lemmay¬ ispats¬z

olarak verelim.

Lemma 4.3 p (1 < p <1) sabit olsun. Bu durumda

f (r) = rp�1
X

k>r

k�p

r, (r = 1; 2; :::) nin monoton artan bir fonksiyonudur. ( [2] , Bennett, 1986)

4.6 p�Cesàro matrisleri

Matrislerin sonraki s¬n¬�ar¬, Rhaly [58] taraf¬ndan verilen p�Cesàro matrisleri ma-
trislerdir. Onlar, s¬f¬rdan farkl¬ giri̧sleri bnk = (n+ 1)�p ile verilen alt üçgensel

matrislerdir; yani

Cp = (cnk) =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 � � �
1=2p 1=2p 0 � � �
1=3p 1=3p 1=3p � � �
...

...
...

. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

(4.22)

Rhaly, bu operatörlerin p > 1 için, `p üzerinde kompak oldu¼gunu gösterdi. `p üz-

erindeki operatörlere bakt¬¼g¬m¬z zaman, bunlar operatörler için p ile kar¬̧smas¬n diye

indis olarak s kullanaca¼g¬z.

Teorem 4.6 s � 2 için B bir s-Cesàro matrisi olsun. Bu durumda p � 2 için;

Lp = f (1) d¬r. ( [65] , Rhoades, 1990)

·Ispat.

f (r) =
1

r + 1

rX

j=0

 
j
X

k=0

1

(j + 1)s

!p

+
1

r + 1

1X

j=r+1

 
rX

k=0

1

(j + 1)s

!p

=
1

r + 1

rX

j=0

1

(j + 1)p(s�1)
+ (r + 1)p�1

1X

j=r+1

1

(j + 1)ps

25



dir. Buradan

f (r)� f (r + 1) =

�
1

r + 1
� 1

r + 2

� rX

j=0

1

(j + 1)p(s�1)
� 1

(r + 2)p(s�1)+1

�
�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�
1X

j=r+2

1

(j + 1)ps
+
(r + 1)p�1

(r + 2)ps

=
1

(r + 1) (r + 2)

rX

j=0

1

(j + 1)p(s�1)

�
�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�
1X

j=r+1

1

(j + 1)ps

olur.

g (r)

= (r + 1) (r + 2) [f (r)� f (r + 1)]

=

rX

j=0

1

(j + 1)p(s�1)
� (r + 1) (r + 2)

�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�
1X

j=r+1

1

(j + 1)ps

tan¬mlayal¬m. Buradan

g (r)� g (r + 1)

= � 1

(r + 2)p(s�1)
� (r + 1) (r + 2)

�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�

(r + 2)sp

+
�
(r + 2) (r + 3)

�
(r + 3)p�1 � (r + 2)p�1

�

� (r + 1) (r + 2)
�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�	
1X

j=r+2

1

(j + 1)ps

=
(r + 2)� (r + 1)p

(r + 2)ps
+ (r + 2)�2 (r + 1)p

1X

j=r+2

1

(j + 1)ps

elde ederiz.

h (r) =
g (r)� g (r + 1)

(r + 2)�2 (r + 1)p
=

�(r + 1)p

(r + 2)ps�2 (r + 1)p
+

1X

j=r+2

1

(j + 1)ps

tan¬mlayal¬m. Böylece

h (r)� h (r + 1) =
� (r + 1)p

(r + 2)ps�2 (r + 1)p
� �(r + 2)p

(r + 3)ps�2 (r + 2)p
+

1

(r + 2)ps

olur. h (r) �h (r + 1) � 0 oldu¼gunu göstermek için,
(i)

�(r + 1)p � �(r + 2)p
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ve

(ii)

�2 (r + 2)p � �2 (r + 1)p � 0

oldu¼gunu göstermek yeterlidir. (i) yi ispatlamak için, l (r) = (r + 1)p tan¬mlayal¬m.

Bu durumda l00 (r) = p (p� 1) (r + 1)p�2 dir. l00 ve �2 (r + 1)p ayn¬ i̧saretli oldu¼gun-

dan, �2 (r + 1)p � 0 ve �(r + 1)p � �(r + 2)p d¬r.
(ii) yi ispatlamak için, p � 2 için l000 = p (p� 1) (p� 2) (r + 1)p�3 � 0 d¬r. Bu yüz-
den �3 (r + 1)p � 0 olur, ki bu �2 (r + 1)p � �2 (r + 2)p olmas¬n¬ sa¼glar.

Böylece h, r ye göre monoton azaland¬r. Buradan

lim
r
h (r) = lim

r

(r + 1)p � (r + 2)p
(r + 2)ps [(r + 1)p � 2 (r + 2)p + (r + 3)p]

= lim
r

��
r + 1

r + 2

�p

� 1
�

lim
r

1

(r + 2)ps
��

r + 1

r + 2

�p

� 2 +
�
r + 3

r + 2

�p�

d¬r. ·Ilk limitin de¼geri s¬f¬rd¬r, ve ikinci ifadedeki paydan¬n limiti sonsuzdur. Bu

yüzden h, her r için pozitiftir ve g, r de monoton azaland¬r. p; s � 2 oldu¼gundan,

0 � lim
r
(r + 1) (r + 2)p

1X

j=r+1

1

(j + 1)ps
= lim

r

1X

j=r+1

(r + 1) (r + 2)p

(j + 1)ps

� lim
r

1X

j=r+1

(r + 2)p+1

(j + 1)ps
= 0

d¬r. Böylece

lim
r
g (r) =

1X

j=0

(j + 1)�p(s�1) > 0 ve Lp = f (1)

olur:

4.7 Terraced matrisleri

Tan¬m 4.2 (an) kompleks herhangi bir dizi olmak üzere,

ank =

8

<

:

an , 0 � k � n

0 , k > n
(4.23)
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şeklinde tan¬mlanan matrise, yani

Ra = (ank) =

0

B
B
B
B
B
B
@

a0 0 0 � � �
a1 a1 0 � � �
a2 a2 a2 � � �
...

...
...
. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

(4.24)

şeklindeki matrise terraced veya Rhaly matrisi denir. ( [57] , Rhaly, 1986)

Cesàro matrisinin üçüncü genelleştirmesi, [57] den bir terraced matrisi olarak ad-

land¬r¬l¬r. Bir terraced matrisi, fang kompleks say¬lar¬n bir dizisi olmak üzere
D 2 B (`p) olacak şekilde s¬f¬r olmayan giri̧sleri dnk = an olan bir alt üçgensel D

matrisidir. Rhaly [57] de, D yi hyponormal yapacak fang üzerindeki şartlar¬ belir-
lemeye çal¬̧sm¬̧st¬r. Onun tahmini, f(n+ 1) ang, 0 < L <1 olmak üzere L limitine

monoton artacak şekilde fang pozitif ve s¬f¬ra monoton azalan şartlar¬ D nin hypo-

normali¼gini sa¼glad¬¼g¬d¬r. Biz burada sadece bu monoton özelliklerini sa¼glayan bu D

matrislerini düşünece¼giz.

Teorem 4.7 D, fang s¬f¬ra monoton azalan ve f(n+ 1) ang, L (0 < L < 1)
limitine monoton artan olarak yak¬nsak olan bir terraced matris olsun. Bu durumda,

için her p > 1, Lp = f (0) d¬r. ( [65] , Rhoades, 1990)

·Ispat. ·Ilk olarak fang üzerindeki şartlar¬n 0 � an � L= (n+ 1) olmas¬n¬ sa¼glad¬¼g¬n¬

not edelim ve böylece her p > 1 için D 2 B (`p) dir.
Durum I Kabul edelim ki, 1 < p � 2 olsun. Buradan

f (r) =
1

r + 1

rX

j=0

((j + 1) aj)
p + (r + 1)p�1

1X

j=r+1

apj

dir. Dolay¬s¬ ile

f (r)� f (r + 1) =
1

(r + 1) (r + 2)

rX

j=0

((j + 1) aj)
p �

�
(r + 2)p�1 (r + 1)p�1

�
1X

j=r+1

apj

bulunur. f(n+ 1) ang monoton artan oldu¼gundan,

f (r)� f (r + 1) <
apr (r + 1)

p

r + 2
�
�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�
(r + 2)p apr+1

1X

j=r+1

1

(j + 1)p

<
apr (r + 1)

p

r + 2
�
�
(r + 2)p�1 (r + 1)p�1

�
(r + 2)p apr+1

1Z

r+1

dx

(x+ 1)p
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dir.

f(n+ 1) angmonoton artan oldu¼gundan, ff (r)g nin monoton artan oldu¼gunu göster-
mek için,

1

r + 2
<
(r + 2)p+1 � (r + 1)p�1

(p� 1) (r + 2)p�1

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

g (r) = 1�
�
r + 1

r + 2

�p�1

� p� 1
r + 2

tan¬mlayal¬m. 1 < p � 2 için,

g0 (r) =
p� 1
(r + 2)2

"

1�
�
r + 1

r + 2

�p�2
#

� 0

dir, ve g, r ye göre monoton azaland¬r. limr g (r) = 0 oldu¼gundan sonuç elde edilir.

Durum II Kabul edelim ki, p > 2 olsun.

g (r) = (r + 1) (r + 2) [f (r)� f (r + 1)]

=

rX

j=0

((j + 1) aj)
p � (r + 1) (r + 2)

�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�
1X

j=r+1

apj

tan¬mlayal¬m.

g (r)� g (r + 1) = � ((r + 2) ar+1)p +
�
(r + 2) (r + 3)

�
(r + 3)p�1 � (r + 2)p�1

	

� (r + 1) (r + 2)
�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

	�
1X

j=r+2

apj

� (r + 1) (r + 2)
�
(r + 2)p�1 � (r + 1)p�1

�
apr+1

= (r + 2) apr+1�(r + 1)
p + (r + 2)�2 (r + 1)p

1X

j=r+2

apj

elde edilir.

h (r) =
g (r)� g (r + 1)

(r + 2)�2 (r + 1)p
= apr+1

�(r + 1)p

�2 (r + 1)p
+

1X

j=r+2

apj

tan¬mlayal¬m. Buradan

h (r)� h (r + 1) =
apr+1�(r + 1)

p

�2 (r + 1)p
� apr+2

�(r + 3)p

�2 (r + 2)p

elde ederiz.

fang pozitif ve monoton azalan oldu¼gundan, h ¬n monoton azalan oldu¼gunu göster-
mek için

�(r + 1)p�2 (r + 2)p � �(r + 3)p�2 (r + 1)p
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oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Onu sa¼glayan yukar¬daki eşitsizlik için

(i) �(r + 1)p, r de monoton azalan, ve

(ii) �2 (r + 1)p, r de monoton artan

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

(i) şart¬ , �2 (r + 1)p � 0 olmas¬na denktir. m (r) = (r + 1)p tan¬mlayal¬m. m00 (r) =

p (p� 1) (r + 1)p�2 > 0 d¬r. m" ve �2 (r + 1)p ayn¬ i̧saretli oldu¼gundan, (i) sa¼glan¬r.

(ii) için, m000 (r) = p (p� 1) (p� 2) (r + 1)p�3 > 0 d¬r. Bu yüzden �3 (r + 1)p < 0 ve

buradan (ii) do¼grudur.

lim
r
h (r) = lim

r

�(r + 1)p L

�2 (r + 1)p (r + 2)p

= L lim
r

(r + 1)p � (r + 2)p
(r + 2)p [(r + 1)p � 2 (r + 2)p + (r + 3)p]

= L lim
r

�
r + 1

r + 2

�p

� 1

(r + 1)p � 2 (r + 2)p + (r + 3)p

= L lim
r

�
r + 1

r + 2

�p
1

(r + 2)p
� 1

(r + 2)p
�
r + 1

r + 2

�p

� 2 +
�
r + 3

r + 2

�p

= L lim
r

�
r + 1

r + 2

�p�1
1

(r + 2)
�
�
r + 1

r + 2

�p

+ 1

(r + 1)p�1 � (r + 3)p�1

= L lim
r

1

(r + 2)p
� r + 1

(r + 2)p
+

1

(r + 1)p�1

1�
�
r + 3

r + 1

�p�1

= L lim
r

� p

(r + 2)p+1
� 1

(r + 2)p
+

p (r + 1)

(r + 2)p+1
� p� 1
(r + 1)p

� (p� 1)
�
r + 3

r + 1

�p�2�

� 2

(r + 1)2

�

= L lim
r

� p

r + 2

�
r + 1

r + 2

�p

�
�
r + 1

r + 2

�p

+ p

�
r + 1

r + 2

�p+1

� (p� 1)

2 (p� 1) (r + 3)p�2

= 0

d¬r. Böylece h pozitif ve g, r de monoton azaland¬r:p > 2 oldu¼gundan,

g (0) = ap0 � 2
�
2p�1 � 1

�
ap1 � 2

�
2p�1 � 1

�
1X

j=0

apj < 2a
p
1

�
1� 2p�1 + 1

�
< 0;

d¬r.
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1 < p < 2 için üzerinde hem Rhaly genelleştirilmi̧s Cesàro matrisleri, hem de s-

Cesàro matrisleri için alt s¬n¬r elde elde etmek aç¬k bir problem olarak durmaktad¬r.

4.8 A¼g¬rl¬kl¬ Ortalama Matrisi için alt s¬n¬r

A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi için alts¬n¬r¬ bulurken (4.18) yi kullanaca¼g¬z.

Bu k¬s¬mda matrislerin indislenmesi 0 dan başlanarak indislendirdik.

Bu k¬sm¬n ilk sonucu gösteriyor ki a¼g¬rl¬kl¬ ortalama metodlar¬n¬n büyük bir s¬n¬f¬

için Lp = f(0) d¬r. Kalan sonuçlar özel matrisler ile ilgilidir.

� Şimdi a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisinin tan¬m¬n¬ tekrar hat¬rlayal¬m:

fdng ; d0 > 0 ile negatif olmayan dizileri göstersin.

Dn =
nX

k=0

dk

olmak üzere A n¬n elemanlar¬ 0 � k � n için; ank =
dk
Dn

olan alt üçgensel matrise

a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi denir. Yani;

A =
�
N; d

�
=

0

B
B
B
@

d0
D0

0 0 � � �
d0
D1

d1
D1

0 � � �
d0
D2

d1
D2

d2
D2

� � �

1

C
C
C
A

d¬r.

3. Bölümde da A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisinin s¬n¬rl¬l¬k durumlar¬ tart¬̧s¬lm¬̧st¬. Aşa¼g¬-

daki teorem bu matris için en iyi alt s¬n¬r¬ belirlemektedir.

Teorem 4.8 1 < p <1 ve fdng monoton artan ve

n

(n+ 1) (Dn+1=Dn)
P � (n+ 2)

o

, n ye göre monoton azalan (4.25)

sa¼glayan bir dizi olmak üzere, A a¼g¬rl¬kl¬ ortalama metodu olsun. Bu durumda Lp =

f (0) d¬r. (,[63] Rhoades, 1987)
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·Ispat. Her n için dn+1 > dn oldu¼gundan, Teorem 3.6 den, her p > 1 için
�
�N; d
�
2

B (`p) dir. A n¬n sat¬r toplamlar¬ 1 oldu¼gundan,

f (r) = 1 +
1

r + 1

1X

j=r+1

 
rX

k=0

ajk

!p

= 1 +
1

r + 1

1X

j=r+1

 
rX

k=0

dk
Dj

!p

= 1 +
DP
r

r + 1

1X

j=r+1

D�p
j

olur. Buradan

f (r)� f (r + 1) =
Dp
r

(r + 1)Dp
r+1

+

�
Dp
r

r + 1
� Dp

r+1

r + 2

� 1X

j=r+2

1

Dp
j

elde edilir.

g(r) :=
f(r)� f (r + 1)

Dp
r

r + 1
� Dp

r+1

r + 2

(4.26)

diyelim.

g(r)� g (r + 1) =
f(r)� f (r + 1)

Dp
r

r + 1
� Dp

r+1

r + 2

� f (r + 1)� f (r + 2)

Dp
r+1

r + 2
� Dp

r+2

r + 3

=

Dp
r

(r + 1)Dp
r+1

+

0

@

Dp
r

r + 1
�
Dp
r+1

r + 2

1

A

1X

j=r+2

1

Dp
j

Dp
r

r + 1
�
Dp
r+1

r + 2

�

Dp
r+1

(r + 2)Dp
r+2

+

0

@

Dp
r+1

r + 2
�
Dp
r+2

r + 3

1

A

1X

j=r+3

1

Dp
j

Dp
r+1

r + 2
�
Dp
r+2

r + 3

=

8

>

<

>

:

Dp
r

(r + 1)Dp
r+1

+

0

@

Dp
r

r + 1
�
Dp
r+1

r + 2

1

A

1X

j=r+2

1

Dp
j

9

>

=

>

;

(r+1)(r+2)

(r+2)Dp
r�(r+1)D

p
r+1

�

8

>

<

>

:

Dp
r+1

(r + 2)Dp
r+2

+

0

@

Dp
r+1

r + 2
�
Dp
r+2

r + 3

1

A

1X

j=r+2

1

Dp
j

9

>

=

>

;

(r+2)(r+3)

(r+3)Dp
r+1�(r+2)D

p
r+2

=
Dp
r (r + 1) (r + 2)

(r + 1)Dp
r+1

�
(r + 2)Dp

r � (r + 1)Dp
r+1

�

� Dp
r+1 (r + 2) (r + 3)

(r + 2)Dp
r+2

�
(r + 3)Dp

r+1 � (r + 2)Dp
r+2

� +
1X

j=r+2

1

Dp
j

�
1X

j=r+3

1

Dp
j

=
Dp
r (r + 2)

Dp
r+1

�
(r + 2)Dp

r � (r + 1)Dp
r+1

�

� Dp
r+1 (r + 3)

Dp
r+2

�
(r + 3)Dp

r+1 � (r + 2)Dp
r+2

� +
1

Dp
r+2
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olur. Son iki terimi toplarsak

g(r)� g (r + 1) =
Dp
r (r + 2)

Dp
r+1

�
(r + 2)Dp

r � (r + 1)Dp
r+1

� � r + 2

(r + 3)Dp
r+1 � (r + 2)Dp

r+2

=
r + 2

Dp
r+1

2

4
1

(r + 2)� (r + 1)
�
Dr+1
Dr

�p �
1

(r + 3)� (r + 2)
�
Dr+2
Dr+1

�p

3

5

elde ederiz. p > 1 ve x > �1 için (1 + x)p � 1+px Bernoulli eşitsizli¼gini kullan¬rsak,

(r + 2)� (r + 1)
�
Dr+1
Dr

�p

= (r + 2)� (r + 1)
�

1 +
dr+1
Dr

�p

� (r + 2)� (r + 1)
�

1 + p
dr+1
Dr

�

= r + 2� r � 1� p (r + 1)
dr+1
Dr

= 1� p (r + 1)
dr+1
Dr

sa¼glan¬r. (dr) monoton artan oldu¼gundan,

Dr = d0 + d1 + � � �+ dr � (r + 1) dr � (r + 1) dr+1 ) 1 � (r + 1) dr+1
Dr

) 1 < p � p (r + 1) dr+1
Dr

< 0) 1� p (r + 1) dr+1
Dr

< 0

dir. Böylece

g (r)� g (r + 1) =
r + 1

DP
r+1

2

4
1

(r + 2)
�
Dr+2
Dr+1

�p

� (r + 3)
� 1

(r + 1)
�
Dr+1
Dr

�p

� (r + 2)

3

5

olur. (4.25) den,
(

(r + 1)

�
Dr+1

Dr

�P

� (r + 2)
)1

r=0

r ye göre monoton azalan oldu¼gundan,

8

>><

>>:

1

(r + 1)

�
Dr+1

Dr

�p

� (r + 2)

9

>>=

>>;

monoton artand¬r.

) g(r)� g (r + 1) � 0
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dir, böylece fg(r)g1r=0 monoton azaland¬r.

lim
r�!1

jg (r)j = lim
r�!1

�
�
�
�
�

Dp
r (r + 2)

Dp
r+1 [(r + 2)D

P
r � (r + 1)Dp

r ]
+

1X

j=r+2

1

Dp
j

�
�
�
�
�

� lim
r�!1

�
�
�
�
�

Dp
r (r + 2)

Dp
r+1

�
(r + 2)Dp

r � (r + 1)Dp
r+1

�

�
�
�
�
�
+ lim
r�!1

1X

j=r+2

�
1

Dp
j

�

= lim
r�!1

�
�
�
�
�

Dp
r (r + 2)

Dp
r+1

�
(r + 2)Dp

r � (r + 1)Dp
r+1

�

�
�
�
�
�

� lim
r�!1

r + 2

Dp
r+1

�
�
�
�
�
�

(r + 2)� (r + 1)
�
Dr+1

Dr

�p

| {z }

�
�
�
�
�
�

<0

= lim
r�!1

r + 2

Dp
r+1

�

(r + 1)

�
Dr+1

Dr

�p

� (r + 2)
�

= lim
r�!1

r + 2

Dp
r+1

1

(r + 1)

�

1 +
dr+1
Dr

�p

� (r + 2)

= lim
r�!1

r + 2

Dp
r+1 (r + 1)

�

1 + p
dr+1
Dr

�

� (r + 2)

= lim
r�!1

r + 2

Dp
r+1

�

(r + 1) p
dr+1
Dr

� 1
�

elde ederiz. Fakat Dr � (r + 1) dr oldu¼gundan, (r + 1) dr=Dr � 1 dir ve böylece

lim jg (r)j � lim r + 2

(p� 1)Dp�1
r Dr

olur. Ayn¬ zamanda, Dr � (r + 1) d0 oldu¼gundan,

lim jg (r)j � lim d0

(p� 1)Dp�1
r

�
r + 2

r + 1

�

= 0

d¬r. lim g (r) = 0 ve g pozitiftir. Fakat Dp
r= (r + 1) < Dp

r+1= (r + 2) dir. Böylece

(4.26) den her r için f (r) < f (r + 1) dir. Dolay¬s¬ ile Lp = f (0) d¬r.

� ·Ileride fpng dizisi monoton artan ve

her r � 0; p > 1 için 1 + (r + 1)
�
Dr+1

Dr

�

� (r + 2)
�
Dr+2

Dr+1

�p

� 0

şart¬n¬ sa¼glarsa A a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi için de Lp = f (0) oldu¼gu göster-

ilecektir.

34



4.9 A¼g¬rl¬kl¬ ortalama ile uyumlu Hausdor¤ Matrisleri için alt s¬n¬r

Tan¬m 4.3 (·Ileri fark operatörü, fark matrisi) x = (xk) 2 w ve k 2 N için
�nxk ileri fark operatörü 8n 2 N için

�0xk := xk ve �
nxk = �

n�1xk ��n�1xk�1 (4.27)

biçiminde tan¬mlan¬r.

·Ileri fark operatörünün bir kaç terimini yazal¬m

�0xk = xk

�xk = �0xk ��0xk+1 = xk � xk+1

�2xk = �xk ��xk+1 = xk � xk+1 � xk+1 + xk+2 = xk � 2xk+1 � xk+2
...

�nxk =

nX

j=0

(�1)j
�
n
j

�
xk+j ve

�nx0 =

nX

j=0

(�1)j
�
n

j

�

xj

(4.28)

eşitlikleri elde edilir.

Tan¬m 4.4 (Fark matrisi) Bu eşitlik yard¬m¬yla bu, s den s ye bir matris dönüşümü

verilir. Bu normal matrise fark matrisi denir ve fark matrisinin girişi;

ank = �nk :=

8

><

>:

(�1)k
�
n

k

�

; k � n

0 ; k > n

(4.29)

biçimindedir. Biz fark matrisini � = (�nk)n;k2N ile gösterece¼giz.

Şimdi Hausdor¤ matrislerini tan¬mlayabiliriz.

Tan¬m 4.5 (Hausdor¤ matrisleri) p = (pn) 2 s dizisi verilsin. 8n 2 N için
ann = pn ve 8n; k 2 N , n 6= k için ank = 0 olmak üzere diag (pn) := (ank)n;k2N

matrisini tan¬mlayal¬m. Budurumda

(H;P ) := �diag (pn)� (4.30)

biçiminde tan¬mlanan matrise p ile üretilen Hausdor¤ matrisi denir.
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Teorem 4.9 E¼ger p; q 2 w için pq ile (pnqn) dizisini ve p
�1 ile de her n 2 N için

pn 6= 0 olmak üzere
�
1

pn

�

dizisini gösterirsek, (H; p) ve (H; q) Hausdor¤ matrisleri

için yukar¬daki aç¬klamalar yard¬m¬yla aşa¼g¬daki ifadeler elde edilir.

(a) (H; p) = (hnk)n;k2N için

hnk :=

8

><

>:

�
n

k

�

�n�kpk ; k � n

0 ; k > n

(4.31)

geçerlidir. (H; p) ; hnn = pn diagonal kümenin elemanlar¬ ile bir alt üçgensel matri-

stir.

(b) E¼ger her n 2 N için pn 6= 0 ise (H; p) normaldir.
(c) (H; p) + (H; q) = (H; p+ q)

(d) �� = I ; ��1 = �

(e) (H; p) (H; q) = (H; pq) ve (H; p)r = (H; pr) , r = 0; 1; 2; : : : geçerlidir.

(f) (H; p) normal olsun. Bu durumda (H; p)�1 = (H; p�1) geçerlidir.

Örnek 4.2 t 2 K sabit ve �n = tn olsun. Bu durumda

��n = �0�n ��0�n+1 = �n � �n+1 = tn � tn+1 = (1� t) tn

�2�n = �(1� t) tn = �0 (1� t) tn ��0 (1� t) tn+1

= (1� t) tn � (1� t) tn+1 = (1� t) (tn � tn+1) = (1� t)2 tn

...

�k�n = (1� t)k tn

dir. Böylece

hnk (t) := �
n�k
k �k =

�
n

k

�

(1� t)n�k tk, (k � n için)

matrisi olur.

Örnek 4.3 �n =
1R

0

tndt olsun. Böylece,

hnk =

1Z

0

hnk(t)dt =

1Z

0

�
n

k

�

(1� t)n�ktkdt =
1

n+ 1
, (k � n için)

dir. Böylece �n =
1R

0

tndt ile H� = (C; 1) elde edilir. Yani; Cesáro Matrisi bir özel

Hausdor¤ matrisidir.
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Örnek 4.4 Q matrisi; Q1x = 0 ve n � 2 iken Qnx =
xn + xn�1

2
ile tan¬mlans¬n.

Bu durumda Q bir Hausdor¤ matrisi de¼gildir. Çünkü Q , (C; 1) ile de¼gişmeli de¼gildir.

Teorem 4.10 Ayn¬ zamanda Hausdor¤ matrisi de olan tek
�
N; pn

�
a¼g¬rl¬kl¬ orta-

lama matrisleri, n > 0 için pn = 0 veya pn = � (n+ �) =� (n+ 1) � (�) ; � > 0

şeklindedir. ([44] , Kutner ve Rhoades, 1968)

·Ispat. A, bir
�
N; pn

�
metoduna kaŗs¬l¬k gelen matrisi göstersin. Ayn¬ zamanda

A, bir � dizi taraf¬ndan üretilen bir Hausdor¤ matrisi oldu¼gunu varsayal¬m. Bu

durumda

ann =
pn
Pn
= �n, an;n�1 =

pn�1
Pn

= n��n�1 = n
�
�n�1 � �n

�

dir.
pn�1
Pn

=
pn�1
Pn�1

Pn�1
Pn

= �n�1 (1� �n)

yazabiliriz. Bu durumda

�n�1 (1� �n) = n
�
�n�1 � �n

�
veya (n� 1)�n�1 =

�
n� �n�1

�
�n (4.32)

elde ederiz. �0 = c olsun. Bu durumda (4.32) dan (1� �0)�1 = 0 ve buradan ya

�1 = 0 veya �0 = 1 dir. E¼ger �1 = 0 ise bu durumda her n > 1 için �n = 0 d¬r ve

dizi dizi p0 = �0 = c, n > 0 için pn = �n = 0 d¬r. E¼ger �1 6= 0 ise bu durumda

�0 = 1 dir. Bu durumda �1 key�dir. �1 = � 6= 0 olsun. Her n > 1 için (4.32) dan

�n =
(n� 1)�n�1
n� �n�1

veya

�n =
�

n� (n� 1)� =
�

(1� �)n+ �
=

a

n+ a
3 a = �

1� �
(10)

(10) dan � = 1 olamaz, tüm n ler için �n = 1 olur ki, bu da birim matrisi verir.

Fakat
�
N; pn

�
metodunun birim matris üretmesi imkans¬zd¬r. Basit bir hesaplama,

(10) a kaŗs¬l¬k gelen (pn) dizisi,

pn =
� (n+ a)

� (n+ 1) � (a)

d¬r, böylece kendimizi a > 0 a k¬s¬tlayabiliriz.

Şimdi Teorem 4.8 in bir sonucunu aşa¼g¬da verebiliriz.
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Sonuç 4.2 1 < p < 1 ve H, �n = a=(n + a), a > 1=p ile üretilen Hausdor¤

matrisi olsun. Bu durumda Lp = f (0) d¬r. ([63] , Rhoades, 1987) ve ([55] , Renaud,

1986)

(,[61] sh. 92) den, H 2 B (`p) dir. Teorem 4.10 den, H ayn¬ zamanda dn=Dn =

a=(n+ a) ile a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisidir. Böylece,

dn =
d0 (n+ a)

� (a) (n+ 1)
,

Dn =
d0� (n+ a+ 1)

� (a+ 1) � (n+ 1)

ve

h (r) = (r + 1)

�

1 +
a

r + 1

�p

� (r + 2)

h
0

(r) =

�

1 +
a

r + 1

�p

� ap

r + 1

�

1 +
a

r + 1

�p�1

� 1

h00 (r) =
a2p (p+ 1)

(r + 1)3

�

1 +
a

r + 1

�p�2

dir. p > 1 oldu¼gundan, h
0

, r ye göre monotone azaland¬r. Fakat limh
0

(r) = 0 d¬r;

böylece h, r ye göre monoton artand¬r.

Sonuç 4.3 C için Lp = f(0) d¬r. ([63] , Rhoades, 1987)

(,[61] p. 92) de, her p > 1 için C 2 B (`p) oldu¼gu gösterildi. Cesaro matrisi her n

için dn = 1 olan bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisidir. Sonuç 4.2 i uygulamak yeterlidir.

A¼g¬rl¬kl¬ ortalama metodunda dn = (n+1)�, � = 1; 2; 3 alarak Lp = f (0) oldu¼gunu

görürüz. Makul bir varsay¬m, tüm pozitif � için de ayn¬d¬r.

Teorem 4.11 (C; 2) için L2 = f (0) d¬r. ([63] , Rhoades, 1987)

(C; �) n¬n giri̧sleri,

ank =
�� (n+ 1) � (n� k + �)

� (n� k + 1) � (n+ � + 1)
=

�� (n+ 1)

� (n+ �+ 1)
:
� (n� k + �)

� (n� k + 1)

ve
rX

k=0

ajk = 1�
� (j + 1) � (j � r + �)

� (j + � + 1) � (j � r)
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� = p = 2 için,

f (r) = 1 +
1

r + 1

1X

j=r+1

1
D2
j

= 1 +
1

r + 1

1X

j=r+1

�
(r + 1) (r + 2)

j + 2
� r (r + 1)

j + 1

�2

= 1 + (r + 1)
1X

j=r+1

"

(r + 2)2

(j + 2)2
+

r2

(j + 1)2

#

� 2r (r + 1)

= 1� 2r (r + 1) + (r + 1) r
2

(r + 2)2
+ (r + 1)

�
(r + 2)2 + r2

�
1X

j=r+2

(j + 1)�2

olur. Böylece

f (r)� f (r + 1) = 4 (r + 1) +
(r + 1) r2

(r + 2)2
+
(r + 1) (r2 + r + 2)

(r + 3)2

�2 (3r2 + 9r + 8)P1
j=r+3 (j + 1)

�2

olur.

g (r) :=
f (r)� f (r + 1)

3r2 + 9r + 8

alal¬m. Bu durumda,

g (r)� g (r + 1)

=
r + 1

3r2 + 9r + 8

�

4 +
r2

(r + 2)2
+
r2 + r + 2

(r + 3)2

�

� (r + 2)

3 (r + 1)2 + 9 (r + 1) + 8

"

4 +
(r + 1)2

(r + 3)2
+
(r + 1)2 + r + 3

(r + 4)2

#

� 2

(r + 4)

=
(r + 1) (6r4 + 51r3 + 167r2 + 252r + 152)

(3r2 + 9r + 8) (r + 2)2 (r + 3)2

�(r + 2)
�
6 (r + 1)4 + 51 (r + 1)3 + 167 (r + 1)3 + 252r + 404

�

(3r2 + 15r + 20) (r + 3)2 (r + 4)2
� 2

(r + 4)

Bu nedenle g, r ye göre monoton artand¬r. lim g (r) = 0 oldu¼gundan, g negatiftir ve

f , r ye göre artand¬r.

Sonuç 4.4 � > 0 olmak üzere, (C; �) için Lp = f (0) dir. ([63] , Rhoades, 1987)

4.10 Baz¬ Factorable matrisler için alt s¬n¬rlar

Tan¬m 4.6 (an) ve (bn) kompleks herhangi iki dizi olmak üzere,

ank =

8

<

:

akbn , 0 � k � n

0 , k > n
(4.33)
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şeklinde tan¬mlanan matrise, yani

A = (ank) =

0

B
B
B
B
B
B
@

a0b0 0 0 � � �
b1a0 a1b1 0 � � �
b2a0 b2a1 b2a2 � � �
...

...
...

. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

(4.34)

şeklindeki matrise çarp¬m (Factorable) matrisi denir. ( [3] , Bennett, 1987)

Uyar¬. Bu matrisler aras¬nda en genel matris çarp¬m matrisidir. Mesela Factorable

matriste an = 1= (n+ 1), bk = 1 al¬n¬rsa Cesaro matrisi, ak = ak ve bn = 1=
Pn

k=0 ak

al¬n¬rsa A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisini elde ederiz. Dolay¬s¬ ile ileride bu matris için

elde edece¼gimiz sonuçlar, onun Cesaro matrisi, p-Cesaro matrisi, Rhaly matrisi ve

A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisine indirgendi¼ginden daha önce bu matrisler için elde edilen

sonuçlarla uyuşmas¬ gerekti¼gine de dikkat edilmelidir.

`p üzerinde s¬n¬rl¬ lineer operatör olarak düşünülen Rhaly matris s¬n¬�ar¬ için alt

s¬n¬rlar¬ belirlenecek ve Rhoades [65] ¬n sonuçlar¬n¬n ispatlar¬n¬ sa¼glat¬lacak ve düzeltile-

cek.

Teorem 4.12 (xn) monoton azalan negatif olmayan bir dizi ve 1 < p < 1 olmak

üzere negatif olmayan girişler ile A 2 B (`p) olsun. Bu durumda

Lp := inf
r
(r + 1)�1

1X

j=0

 
rX

k=0

ajk

!p

= inf
r
f (r) (4.35)

olmak üzere

kAxkp � L kxkp (4.36)

dir. ( [2] , Bennett, 1986)

A = C için, C nin ilk kolonunun p: kuvvetlerinin toplam¬ olan minimum f (0) da

oluşur. Bennett in sonuçunun ispat¬, belirli bir matris veya matris s¬n¬f¬ için Lp

bulma göreviyle kaŗs¬laşt¬r¬ld¬¼g¬nda nispeten kolayd¬r.

an sadece n ye ba¼gl¬ ve bk sadece k ya ba¼gl¬ olmak üzere s¬f¬r olmayan ank giri̧sleri anbk

formunda yaz¬labilen bir factorable matrisi bir alt üçgensel matristir. Rhaly[57, 58, 59]

üç s¬n¬f matris s¬n¬f¬n¬ tan¬mlam¬̧st¬r; bunlar¬n hepsi factorable niteliktedir.
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[65] de Rhoades, Rhaly matrisleri için alt s¬n¬r sorular¬n¬ araşt¬rd¬ ve baz¬ k¬smi

sonuçlar elde etti. Bu bölümde, factorable matrislerin özel durumlar¬ olarak Rhaly

matrislerinin çal¬̧smas¬na geri dönece¼giz. Bu bölüm üç önemli aç¬dan [65] den fark-

l¬d¬r. Birincisi, genel bir sonuç ispatlanm¬̧s ve [65] in teoremleri özel haller olarak

ele al¬nm¬̧st¬r. ·Ikinci olarak, [65] in sonuçlar¬n¬n tümü p > 1 e geni̧sletildi. Üçüncü

olarak, burada geli̧stirilen genel prosedürün bir uygulamas¬ olarak [?] nin yeni bir

ispat¬ yap¬lacak ve pn = (n+ 1)�, � � 1 olan a¼g¬rl¬kl¬ ortalama metotlar¬ için,

Lp = f (0) oldu¼gu do¼grulanacak.

Her (xn) dizi için, � ileri fark operatorü �xn = xn�xn+1 , ve �m+1xn = �(�
mxn)

ile tan¬mlan¬r.

Teorem 4.13 A, pozitif girişli, sat¬r toplamlar¬ tn bir factorable matris, ve (an)

monoton azalan olsun. Bu durumda f (0) = Lp için gerekli şartlar yr = tr=ar,

lim
r!1

apr+1�y
p
r+1

�2ypr
� 0 (4.37)

tp0 + 2�y
p
0

1X

j=1

apj � 0 (4.38)

olmak üzere,

�ypr < 0 (4.39)

�2ypr > 0

�2

�
1

�ypr

�

� 0 (4.40)

olmas¬d¬r ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat.

tn = an

nX

k=0

bk, yn =
tn
an

ile

f (r) =
1

r + 1

1X

j=0

 
rX

k=0

ajk

!p

=
1

r + 1

"
rX

j=0

 
j
X

k=0

ajk

!p

+

1X

j=r+1

 
rX

k=0

ajk

!p#

=
1

r + 1

"
rX

j=0

tpj + y
p
r

X

j=r+1

apj

#

(4.41)
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f (r)� f (r + 1) =
1

(r + 1) (r + 2)

rX

j=0

tpj �
tpr+1
r + 2

+
ypra

p
r+1

r + 1
+�

�
ypr
r + 1

� 1X

j=r+2

apj

dir.

� tpr+1
r + 2

+
ypra

p
r+1

r + 1
=
ypra

p
r+1

r + 1
� (ar+1yr+1)

p

r + 2
= apr+1�

�
ypr
r + 1

�

(4.42)

oldu¼gunu not edelim. Böylece

f (r)� f (r + 1) =
1

(r + 1) (r + 2)

rX

j=0

tpj +�

�
ypr
r + 1

� 1X

j=r+1

apj (4.43)

dir.

g (r) := (r + 1) (r + 2) [f (r)� f (r + 1)]

=
Pr

j=0 t
p
j + (r + 1) (r + 2)�

�
ypr
r+1

� 1X

j=r+1

apj
(4.44)

tan¬mlayal¬m. Bu durumda

g (r)� g (r + 1)

= �tpr+1 + (r + 2)
h

(r + 1)�
�
ypr
r+1

�

� (r + 3)�
�
ypr+1
r+2

�i
P1

j=r+2 a
p
j

+(r + 1) (r + 2)�
�
ypr
r+1

�

apr+1

(4.45)

dir, fakat

(r + 1)�
�
ypr
r+1

�

� (r + 3)�
�
ypr+1
r+2

�

= (r + 1)
h
ypr
r+1

� ypr+1
r+2

i

� (r + 3)
h
ypr+1
r+2

� ypr+2
r+3

i

= ypr �
(r+1)ypr+1

r+2
� (r+3)ypr+1

r+2
+ ypr+2 = �

2ypr

�tpr+1 + (r + 1) (r + 2)�
�
ypr
r+1

�

apr+1

= � (ar+1yr+1)p + (r + 1) (r + 2)
�
ypr
r+1

� ypr+1
r+2

�

apr+1

= apr+1
�
�ypr+1 + (r + 2) ypr � (r + 1) ypr+1

�
= apr+1 (r + 2)�y

p
r

(4.46)

dir. Böylece

g (r)� g (r + 1) = (r + 2) apr+1�y
p
r + (r + 2)�y

p
r

1X

j=r+2

apj (4.47)

d¬r.

h (r) :=
g (r)� g (r + 1)

(r + 2)�2ypr
=
apr+1�y

p
r

�2ypr
+

1X

j=r+2

apj
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tan¬mlayal¬m.

h (r)� h (r + 1) =
apr+1�y

p
r

�2ypr
+ apr+2

�

1� �ypr+1
�2ypr+1

�

=
1

�2ypr�2ypr+1

�
apr+1�

2ypr+1�y
p
r+1 + apr+2�

2ypr
�
��ypr+2

��

=
�ypr�y

p
r+2

�2ypr�2ypr+1

�
apr+1�

2ypr+1
�2ypr+2

� apr+2

�

1� �y
p
r+1

�2ypr

��

(4.48)

ve h (r)� h (r + 1) � 0 dir ancak ve ancak

apr+1

�
�ypr+1
�ypr+2

� 1
�

� apr+2

�

1� �y
p
r+1

�ypr

�

� 0 (4.49)

d¬r. (ar) monoton azalan oldu¼gundan,

�ypr+1
�ypr+2

� 1 � 1� �y
p
r+1

�ypr
; (4.50)

yani,

�ypr+1

�
1

�ypr
+

1

�ypr+2

�

� 2 (4.51)

elde etmek yeterlidir. (4.39) kullan¬larak, �ypr+1 > �ypr+2 ve �y
p
r+1 < �ypr elde

edilir. �ypr < 0 oldu¼gundan, yukar¬daki eşitsizlik (4.40) e denktir. Böylece h, r

de monoton azaland¬r. (4.37) dan, h negatif olmayand¬r, böylece g, r de monoton

azaland¬r. (4.38) den, g (0) negatiftirtir, böylece f , r de monoton artand¬r.

Lemma 4.4 u (r) = 1=�v (r) ile (u (r)) ve (v (r)) dizilerini tan¬mlayal¬m. Bu du-

rumda �2u (r),

�2u (r) =
1

�v (r)

�
2�2v (r)�2v (r + 1)

�v (r + 1)�v (r + 2)
� �3v (r)

�v (r + 2)

�

(4.52)

formunda yaz¬labilir ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat. u (r) = 1=�v (r) denklemi

�u (r)�v (r) + u (r + 1)�2v (r) = 0 (4.53)

veya

�u (r) =
u (r + 1)�2v (r)

�v (r)
(4.54)

olmas¬n¬ sa¼glar. Böylece

�2u (r)�v (r) + 2�u (r + 1)�2v (r) + u (r + 2)�3v (r) = 0 (4.55)
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veya

�2u (r) =
1

�v (r)

�

�2�2v (r)

�

�u (r + 2)�
2v (r + 2)

�v (r + 1)

�

� �3v (r)

�v (r + 2)

�

(4.56)

d¬r.

Lemma 4.5 Kabul edelim ki v 2 C3 [0;1) olsun. E¼ger, her r > 0, p > 1 için
(a) v0 > 0,

(b) v00 > 0,

(c) 2 (v00)2 � v0v0 > 0,

den biri sa¼glan¬rsa, bu durumda �2u (r) � 0 dir ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat. (a) ve (b) şartlar¬ �v (r) < 0 ve �2v (r) > 0 olmas¬n¬ sa¼glar. Bu yüzden,

(4.52) den, �2u (r) � 0 d¬r.
Rhaly genelleştirilmi̧s Cesàro matrisleri [57] , 0 < t < 1 olmak üzere an = tn= (n+ 1),

bk = t�k ile s¬f¬r olmayan giri̧sli factorable matristir. E¼ger t = 1 ise, matris C ye

indirgenir.

Teorem 4.14 p > 1 olsun. Bu durumda, Rhaly genelleştirilmiş Cesàro matrisleri

için, t0 olmak üzere t0 � t < 1 için Lp = f (0),

1� 2
��
1 + t0
t0

�p

� 1
� 1X

j=1

 

tj0
j + 1

!

p = 0 (4.57)

olmas¬n¬ sa¼glar ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat. ·Ilk olarak, Lemma 4.5 ün (a)�(c) şartlar¬n¬n sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterelim. Aç¬kça,

tn =
1� tn+1

(n+ 1) (1� t)
, yn =

1� tn+1

tn (1� t)
(4.58)

d¬r. Böylece

v (r) =
1

(1� t)p

�
1� tn+1

tr

�p

,

v0 (r) =
pt�r log (1=t)

(1� t)p
(t�r � t)

p�1 ,

v00 (r) = p (1� t)�p (t�r � t)
p�2
(pt�2r � t�r+1)

�

log

�
1

t

��2

(4.59)
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ve (a) ve (b) sa¼glan¬r.

v000 (r) = p (1� t)�p
�

log

�
1

t

��2

(p� 2) (t�r � t)
p�3
(�t�r log t) (pt�2r � t�r+1)

+ (t�r � t)
p�2
(�2pt�2r log t+ t�r+1 log t)

= p (1� t)�p (t�r � t)
p�3

t�3r
�
log
�
1
t

��3

� [(p� 2) (p� tr+1) + (t�r � t) (2ptr � t2r+1)]

(4.60)

Bu durumda

w (r) = p2 � (p+ 1) tr+1 + t2r+2 (4.61)

olmak üzere

2 (v00)2 � v0v000 = 2

"

p (1� t)�p (t�r � t)
p�2
(pt�2r � t�r+1)

�

log

�
1

t

��2
#2

� p (1� t)�p t�r log

�
1

t

�

(t�r � t)
p�1

�p (1� t)�p (t�r � t)
p�3

t�3r
�

log

�
1

t

��3

� [p2 � (3p� 1) tr+1 + t2r+2]

= p2t�4r (1� t)�2p
�

log

�
1

t

��4

(t�r � t)
2p�4

w (r; p)

(4.62)

oldu¼gu görülür. p � 1 için w (r) > 0 oldu¼gunu not edelim. Bu yüzden, w, r de

monoton artand¬r. w (r) > 0 oldu¼gundan, 0 < t < 1, r � 0 için w positiftir ve (4.40)
şart¬ sa¼glan¬r. Böylece h, r de monoton azaland¬r:

limr!1 h (r) = limr!1

�
tr+1

r+2

�p

�

�
�
(1= (1� t)p)

�
(1� tr+2=tr+1)

p � (1� tr+3=tr+2)
p	�

[(1= (1� t)p) f(1� tr+1=tr)p � 2 (1� tr+2=tr+1)p + (1� tr+3=tr+2)pg]
(4.63)

dir.

Parantezdeki ifadenin limiti (tp � 1) = (tp � 1)2 oldu¼gundan, limr!1 h (r) = 0 dir ve

Teorem ?? nin (4.37) şart¬ of sa¼glan¬r; yani, g, p de monoton azaland¬r,

g (0) = tp0 + 2 [y
p
0 � yp1]

1X

j=1

apj = 1� 2
�

(
1 + t

t
)p � 1

� 1X

j=1

�
tj

j + 1

�p

=: q (t; p)
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diyelim.

@q

@t
= �2p

�
1 + t

t

�p�1�

� 1
t2

� 1X

j=1

�
tj

j + 1

�p

�2
��
1 + t

t

�p

� 1
� 1X

j=1

pjtj�1

(j + 1)p

= 2p

1X

j=1

�
tj

j + 1

�p
"�
1 + t

t

�p�1
1

t2
�
��

1 + t

t

�p

� 1
�
j

t

#

(4.64)

dir. j nin katsay¬s¬ negatif oldu¼gundan, parantezdeki ifade j ye göre monoton aza-

land¬r. j = 1 için,

1

t2

"�
1 + t

t

�p�1

+ t� t

�
1 + t

t

�p
#

=
1

t2

"�
1 + t

t

�p�1

(1� 1� t) + t

#

= 1
t

"

1�
�
1 + t

t

�p�1
#

< 0

(4.65)

olur ve q, t ye göre monoton azaland¬r.

q (1; p) = 1� 2 [2p � 1]
1X

j=1

1

(j + 1)p
(4.66)

dir. parantezdeki fonksiyon p > 1 için p de konvekstir. Böylece ayn¬ zamanda seride

öyledir. Bu yüzden, çarp¬m da öyledir. �1 ile çarparak, fonksiyon konkav olur. 1
de konkav oldu¼gundan, q (1; p), p > 1 için p nin konkav fonksiyonudur.

lim
p!1

q (1; p) = 0 (4.67)

oldu¼gundan, t0 (4.57) ü sa¼glamak üzere bütün t > t0 için g (0) negatiftir; yani,

Teorem ?? nin (4.38) sa¼glan¬r ve Lp = f (0) olur.

Rhaly s�Cesàro matrisleri, an = (n+ 1)�s ve her bk = 1 s¬f¬r olmayan giri̧sleri ile
factorable matristir.[58] Böylece tn = (n+ 1)

1�s ve yn = n+ 1 dir.

Teorem 4.15 Rhaly s�Cesàro matrisleri için, p; s > 1 olmak üzere Lp = f (1)
dir ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat.

A =
�s(r + 2� s (r + 1))

2p(p� 1) (r + 2)s�1
((
r + 1

r + 2
)p � 1) (4.68)
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olmak üzere

lim
r
h(r) = limr

apr+1�y
p
r

�2ypr

= lim
r

h

(r + 1)P � (r + 2)p
i

(r + 2)s [[(r + 1)p � 2 (r + 2)p + (r + 3)p]
= lim

r

(1= (r + 2)s) [1� ((r + 2) = (r + 1))p]
(1� 2((r + 2) = (r + 1))p + ((r + 3) = (r + 2))p)

= lim
r
((�s= (r + 2)s+1) [1� ((r + 2) = (r + 1))p]

�(�p= (r + 2)s)((r + 2) = (r + 1))p�1(�1= (r + 1)2))
=(�2p((r + 2) = (r + 1))p�1(�1= (r + 1)2)
+p((r + 3) = (r + 1))p�1(�2= (r + 1)2))
= limr((�s (r + 1)2 =2p (r + 2)s+1)[1� ((r + 2) = (r + 1))p]
+(1= (r + 2)s)((r + 2) = (r + 1))p�1)

=(((r + 2) = (r + 1))p�1 � ((r + 3) = (r + 1))p�1)

= lim
r

(�s (r + 1) =2p (r + 2)s+1)[(r + 1)p � (r + 2)p] + ((r + 2)p�1 = (r + 2)s)
(r + 2)p�1 � (r + 3)p�1

= lim
r

(�s (r + 1) =2p (r + 2)s)[((r + 1) = (r + 2))p � 1] + 1= (r + 2)s
1� ((r + 3) = (r + 2))p�1

= lim
r
(�s (r + 2)2 =2p)((r + 2� s (r + 1))= (r + 2)s+1)((r + 1) = (r + 2))p � 1)

�(s=2p (r + 2)s�1)((r + 1) = (r + 2))p � (s= (r + 2)s�1)
=(p� 1)((r + 3) = (r + 2))p�2 = lim

r
A;

(4.69)

E¼ger s � 2 ise bu durumda aç¬kça limrA = 0 d¬r. Kabul edelimki 1 < s < 2 olsun.

limr A = lim
r

(�s=2p(p�1))[((r+1)=(r+2))p�1]

(r+2)s�1=(r+2�s(r+1))

= (�s=2)((r+1)=(r+2))p�1

((r+2)2(s�1)=(r+2�s(r+1))2)[r+2�s(r+1)+r+2]
= 0

(4.70)

d¬r. Böylece g, r de monoton artand¬r. 4.12 den ispat tamamlan¬r ve Lp = f(1)
d¬r.

Rhaly terraced matrisleri, (an) monoton azalan pozitif bir dizi ve lim (n+ 1) an

mevcut olmak üzere her bk = 1 ve an = an olan factorable matristir.[59] Aç¬kça,

tn = (n+ 1) an ve yn = n+ 1 dir.

Teorem 4.16 Rhaly terraced matrisleri için p > 1 olmak üzere Lp = f (0) d¬r ( [66]

, Rhoades ve Sen,2006).
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·Ispat. Teorem 4.15 daki ayn¬ h da s ile p yerde¼gi̧stirirse,

h(r) =
[(r + 1)p � (r + 2)p]

(r + 1)p [(r + 1)p � 2(r + 2)p + (r + 3)p]

olur, böylece limr h(r) = 0 d¬r. g, r ye göre monoton azaland¬r, (an) monoton azalan

oldu¼gundan,

g (0) = ap0 + 2 [1� 2p�1]
1X

j=1

apj

= ap0 � 2 (2p�1 � 1) ap1 � 2 (2p�1 � 1)
1X

j=2

apj < 0

(4.71)

d¬r. Bu yüzden Lp = f (0) d¬r.

Bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi, fdkg, a0 > 0 ve Dn :=
Pn

k=0 ak olacak şekilde bir

negatif olmayan dizi olmak üzere an = 1=Dn, bk = dk ile bir factorable matristir.

Teorem 4.8 de, 1 < p <1 ve fdng monoton artan ve

n

(n+ 1) (Dn+1=Dn)
P � (n+ 2)

o

, n ye göre monoton azalan (4.72)

sa¼glayan bir dizi olmak üzere, A a¼g¬rl¬kl¬ ortalama metodu için Lp = f (0) oldu¼gu

gösterildi. Aşa¼g¬daki teotem başka bir şart alt¬nda da teoremin sa¼glanaca¼g¬n¬ göster-

mektedir.

Teorem 4.17 (pn) azalmayan olmak üzere
�
N; an

�
bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama method

olsun. Bu durumda

her r � 0; p > 1 için 1 + (r + 1)
�
Dr+1

Dr

�

� (r + 2)
�
Dr+2

Dr+1

�p

� 0 (4.73)

Lp = f (0) için bir yeter şartt¬r ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat. (4.43) dan bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi 1 sat¬r toplam¬na sahip oldu¼gundan,

f (r)� f (r + 1) =
1

r + 2
+�

�
Dp
r

r + 1

� 1X

j=r+1

1

Dp
j

(4.74)
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Böylece

m (r) = Dp
r+1 (r + 3)�

�
P pr+1
r+2

�

�Dp
r+1 (r + 2)�

�
Dp
r

r + 1

�

+(r + 2) (r + 3)�

�
Dp
r

r + 1

�

�

�
Dp
r+1

r + 2

�

= Dp
r+1

�

(r + 3)

�
Dp
r+1

r + 2
� Dp

r+2

r + 3

�

� (r + 2)
�

Dp
r

r + 1
� Dp

r+1

r + 2

��

+(r + 2) (r + 3)

�
Dp
r

r + 1
� Dp

r+1

r + 2

��
Dp
r+1

r + 2
� Dp

r+2

r + 3

�

= Dp
r+1

��
r + 3

r + 2

�

Dp
r+1 �Dp

r+2 �
�
r + 2

r + 1

�

Dp
r +Dp

r+1

�

+

�
r + 3

r + 1

�

Dp
rD

p
r+1 �

�
r + 3

r + 2

�
�
Dp
r+1

�2 �Dp
rD

p
r+2

�
r + 2

r + 1

�

+Dp
r+1D

p
r+2

= Dp
r+1

��
r + 3

r + 2

�

Dp
r+1 �Dp

r+2 �
�
r + 2

r + 1

�

Dp
r +Dp

r+1

+

�
r + 3

r + 1

�

Dp
r �

�
r + 3

r + 2

�

Dp
r+1 +Dp

r+2

�

�
�
r + 2

r + 1

�

Dp
rD

p
r+2

= Dp
r+1

�
1

r + 1
Dp
r +Dp

r+1

�

�
�
r + 2

r + 1

�

Dp
rD

p
r+2

=
1

r + 1

h

Dp
rD

p
r+1 + (r + 1)

�
Dp
r+1

�2 � (r + 2)Dp
rD

p
r+2

i

=
Dp
rD

p
r+1

r + 1

�

1 + (r + 1)

�
Dr+1

Dr

�p

� (r + 2)
�
Dr+2

Dr+1

�p�

� 0
(4.75)

olmak üzere

g (r) =
f (r)� f (r + 1)

� (Dp
r= (r + 1))

=
1

(r + 2)�
�
Dp
r+1= (r + 1)

� +
1X

j=r+1

1

Dp
j

; (4.76)

g (r)� g (r + 1) =
1

(r + 2)� (Dp
r (r + 1))

� 1

(r + 3)�
�
Dp
r+1= (r + 2)

� +
1

Dp
r+1

=
1

Dp
r+1 (r + 2) (r + 3)� (D

p
r= (r + 1))�

�
Dp
r+1= (r + 2)

�m (r)

(4.77)

olur ki; bu (pn) üzerine herhangi bir monotonluk şart¬ konulmaks¬z¬n, [?] sa¼glan¬r.

Böylece g, r de monoton azaland¬r.

(pn) azalmayan dizi oldu¼gundan, Dr � (r + 1) pr dir; yani, dr=Dr � (r + 1)�1 dir.

Böylece
Dr+1

Dr

= 1 +
Dr+1

Dr

� 1 + Dr

Dr

� r + 2

r + 1
(4.78)

ve Dr+1=Dr (r + 2) � 1= (r + 1) dir.
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(4.76) kullan¬larak, p > 1 oldu¼gundan,

lim jg (r)j = lim
�
�
�
�
�

(r + 1)
�
(r + 2)Dp

r � (r + 1)Dp
r+1

�

�
�
�
�
�

= lim

�
�
�
�

r + 1

Dp
r [(r + 2)� (r + 1) (Dr+1=Dr)

p]

�
�
�
�

= lim
(r + 1)

Dp
r [(r + 1) (Dr+1=Dr)

p � (r + 2)]

(4.79)

elde edilir.

p > 1; x > �1 için (1 + x)p � 1 + px oldu¼gu gerçe¼gi kullan¬larak,

lim jg (x)j � lim (r + 1)

Dp
r+1 [(r + 1) (1 + pdr+1=Dr)� (r + 2)]

= lim
r + 1

Dr [p (r + 1) dr+1=Dr � 1]
� lim r + 1

Dr (p� 1)
= 0

(4.80)

bulunur. Bu yüzden lim g (r) = 0 ve g her r için pozitiftir. (4.76) den,�(Dp
r= (r + 1)) <

0 oldu¼gundan, Lp = f (0) d¬r.

Sonuç 4.5 Kabul edelim ki dn = (n+ 1)
�, � � 1 ile

�
�N; d
�
bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama

methodu olsun. Bu durumda Lp = f (0) d¬r ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat. (4.73) nin sa¼gland¬¼g¬n¬ göstermek için,

(r + 1)

�
Dr+1

Dr

�p

(4.81)

nin konveks oldu¼gunu göstermek yeterlidir. r = 1 fonksiyonu aşikar olarak convek-

stir. p > 1 oldu¼gundan, Dr+1=Dr nin konveks oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

n (r) = 1 +
Dr+1

Dr

= 1 +
(r + 2)�

Pr
k=0 (k + 1)

� (4.82)
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tan¬mlayal¬m. Bu durumda

n (r) = (r + 2)�
 
r+1X

k=0

(k + 1)�
! 

r+2X

k=0

(k + 1)�
!

�2 (r + 3)�
 

rX

k=0

(k + 1)�
! 

r+2X

k=0

(k + 1)�
!

+(r + 4)�
 

rX

k=0

(k + 1)�
! 

r+1X

k=0

(k + 1)�
!

= (r + 2)�
"

rX

k=0

(k + 1)� + (r + 2)�
#

�
"

rX

k=0

(k + 1)� + (r + 2)� + (r + 3)�
#

�2 (r + 3)�
 

rX

k=0

(k + 1)�
! 

rX

k=0

(k + 1)� + (r + 2)� + (r + 3)�
!

+(r + 4)�
 

rX

k=0

(k + 1)�
! 

rX

k=0

(k + 1)� + (r + 2)�
!

=

 
rX

k=0

(k + 1)�
!2

[(r + 2)� � 2 (r + 3)� (r + 4)�]

+ (r + 2)2� + (r + 2)2� + ((r + 2) (r + 3))�

�2 ((r + 2) (r + 3))� � 2 (r + 3)� � 2 (r + 3)2�

+((r + 4) (r + 2))� �
 

rX

k=0

(k + 1)�
!

+ (r + 2)3� + (r + 2)2� (r + 3)�

(4.83)

olmak üzere,

�2n (r) =
(r + 2)�

Xr

k=0
(k + 1)�

� 2 (r + 3)�

Xr+1

k=0
(k + 1)�

+
(r + 4)�

Xr+2

k=0
(k + 1)�

= n(r)
 Xr

k=0
(k+1)�

! Xr+1

k=0
(k+1)�

! Xr+2

k=0
(k+1)�

!

(4.84)

dir. � � 1 oldu¼gundan, (r + 2)� konvekstir, böylece parantezdeki ilk eşitlik pozi-

tiftir. parantezdeki ikinci eşitlik

(r + 2)� f(r + 2)� � 2 (r + 3)� + (r + 4)�g+ (r + 2)2� + (r + 3)� ((r + 2)� � 2)
(4.85)

formunda yaz¬labilir, ki bu pozitiftir. Bu yüzden n (r) konvekstir ve (4.73) sa¼glan¬r.

Sonuç 4.6 1 < p < 1 olsun, �n = a= (n+ a), a � 1 ile üretilmiş H Hausdor¤

matrisidir. Bu durumda Lp = f (0) d¬r ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).
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·Ispat. H , dn = d0� (n+ a) =� (a+ 1) � (n+ 1) veDn = d0� (n+ a+ 1) =� (a+ 1) � (n+ 1)

ile bir a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisidir. (4.73) de yerine koyarak,

1 + (r + 1)

�
r + a+ 1

r + 1

�p

� (r + 2)
�
r + a+ 2

r + 2

�p

(4.86)

elde edilir ve (r+a+1)= (r + 1) konveks oldu¼gunu ispatlamak için yeterlidir, ki ispat

biter.

Bir mertebeli (C; 1) Cesáro matrisi, �n = (n+ 1)�1 üreteç dizisi ile bir Hausdor¤

matristir.

Sonuç 4.7 (C; 1) için, Lp = f (0) d¬r ( [66] , Rhoades ve Sen,2006).

·Ispat. a = 1 ile Use Sonuç 4.6 dan ispat tamamlan¬r.

4.10.1 Uyar¬lar ve Sonuçlar.

� (pn) nin azalmayan olma şart¬ Lp = f (0) için bir gerekli şart de¼gildir.

Ters Örnek. pn = 2= (n+ 1) (n+ 2) alal¬m. Bu durumda (dn) monoton

azalan ve (4.73) ve

�

�
Dr

r + 1

�

< 0 (4.87)

sa¼glan¬r.

� Bennett[2] de, Hilbert matris için Lp = f (0) oldu¼gunu ispatlad¬.

� Bennett[6] de, negatif olmayan giri̧sler ile her H 2 B (`p) Hausdor¤ matrisi

için Lp = f (0) oldu¼gunu gösterdi.

� Nörlund matrisleri için hiç bir sonuç verilmedi.

� E¼ger (pn) azal¬yor ise, (4.73) nin mutlaka sa¼glan¬p sa¼glanmamas¬ aç¬k bir
sorudur.
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4.11 Hausdor¤ Matrisleri için alt s¬n¬r

4.11.1 Giri̧s

Bu k¬s¬mda ana sonucumuz, � moment dizileri için aşa¼g¬daki monotonluk özelli¼gidir.

p, 1 � p <1 sabit olsun. Bu durumda

1

r

1X

n=r

 
r�1X

k=0

�
n

k

�

�n�k�k

!p

r (r = 1; 2; : : :) nin artan bir fonksiyonudur. Buradan, `p üzerinde key� bir Hausdor¤

matrisi için keskin bir alt s¬n¬r türettik. Kaŗs¬l¬k gelen üst s¬n¬r problemi Hardy

taraf¬ndan çözüldü.

Bununla birlikte problemi tekrar ele alal¬m, gerçekten de, belirli örnekler için (??)

de¼gerlendirmeye çal¬̧st¬¼g¬m¬zda, "güzel" A matrisleri için bile in�mumun kontrol

edilmesi zor olabilir.

Birçok durumda şüphesiz f (r) fonksiyonunun r ye göre artt¬¼g¬ ortaya ç¬kar. Bunlar

ele al¬nacak en kolay durumlard¬r, çünkü (??) deki in�mum r = 0 da elde edilir,

ve L alt s¬n¬r¬ sadece A n¬n ilk sütununun `p�normudur. Sonuçlar¬m¬z¬n ço¼gu bu
türdendir.

Gerçek zorluk, (??) te verilen fonksiyonlar¬n monotonluk özelliklerini incelemektir.

Bu durumun, literatürde gösterilenlerden farkl¬ olarak, birçok ilginç temel eşitsi-

zli¼ge yol açt¬¼g¬n¬ görece¼giz. Bu eşitsizliklerin sa¼glanmas¬nda kullan¬lan temel araç,

majörleştirme teorisidir.

[2] deki detaylarda sadece iki alt s¬n¬r çal¬̧s¬ld¬. Bu sonuçlar¬, x in monotonlu¼gunu

içermeyen bir formda yeniden yaz¬yoruz. Birincisi, Hardy nin (,[33] § 9.8) eşitsizli¼gi

için, ikincisi Hilbert in (,[33] Bölüm IX) eşitsizli¼gi için bir do¼gal tamamlay¬c¬ sa¼glar.

x negatif olmayan bir dizi ve p > 1 oldu¼gunu kabul edelim. E¼ger x 2 `p ise, bu

durumda
1X

n=0

 

1

n+ 1

nX

k=0

xk

!p

� � (p)

1X

n=0

min
k�n

xpk (4.88)

ve
1X

n=0

 
1X

k=0

x
k

n+ k + 1

!p

� � (p)

1X

n=0

min
k�n

xpk (4.89)
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sa¼glan¬r. Her iki durumda da

� (p)

 

=
1X

k=1

k�p

!

en iyi mümkün olan sabitttir ve yaln¬zca x1 = x2 = � � � = 0 oldu¼gunda eşitlik vard¬r.

(4.88) eşitsizli¼ginin p = 2 özel durumu, Axler ve Shields taraf¬ndan öne sürülmüş ve

Lyons[50] taraf¬ndan kan¬tlanm¬̧st¬r. Genel durum Bennett[2] ve Renaud[55] taraf¬n-

dan eşzamanl¬ olarak keşfedildi. Copson-Etlion eşitsizliklerine (,[33] Teorem 338, 344

ve 345) do¼gal bir tamamlay¬c¬ sa¼glayan 0 < p < 1 için ilgili sonuç[4] de verilmi̧stir.

,[2] sayfa 90 da, di¼ger "klasik" A matrisleri için (??) de¼gerlendirilmesi problem-

ini gündeme getirdik. Bu, Rhoades[63] taraf¬ndan ve Lenard[?] taraf¬ndan ortaya

ç¬kar¬ld¬, sonuçlar¬ daha ayr¬nt¬l¬ olarak aşa¼g¬da aç¬klad¬k.

Bu bölümün temel amac¬, Hausdor¤ matrisleri için alt s¬n¬r problemini çözmektir.

Bu, �0 = 1 olacak şekilde normalleştirilmi̧s � = (�k) bir reel say¬ dizilerii ve � ileri

fark operatörü

��k = �k � �k+1 (4.90)

olmak üzere,

hnk =

8

>>><

>>>:

0

@
n

k

1

A�n�k�k , k � n

0 , k > n

(4.91)

şeklindeki H = (hnk) matrisidir. Hausdor¤ matrislerinin teorisi,,[26].[31],[71][?] te

tan¬mlanm¬̧st¬r.

Buraya yaln¬zca negatif olmayan giri̧sleri olan matriste ilgileniyoruz ve bu nedenle

� yü total monoton dizilerii olarak al¬yoruz, yani

�n�k � 0 (n; k = 0; 1; : : :) (4.92)

d¬r. Şimdi [0; 1] üzerinde d� (�), bir (Borel) olas¬l¬k ölçüsüne göre �,

�k =

Z 1

0

�kd� (�) , (k = 0; 1; : : :) (4.93)

ili̧skili moment dizilerii al¬nd¬¼g¬nda, (4.92) tam olarak Hausdor¤ un bir temel teo-
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remine[?] göre elde edilir. Böylece, (4.91) yi

hnk =

8

>>><

>>>:

0

@
n

k

1

A
R 1

0
�k (1� �)n�k d� (�) , k � n

0 , k > n

(4.94)

eşde¼geri biçiminde tekrar yazabiliriz. d� (�) y¬ Lebesgue ölçümü alarak, (1 mertebeli)

Cesaro matrisi elde edilir, böylece bizim ana sonucumuz, Teorem 1, (4.89) in bir

genelleştirilmesidir. Di¼ger seçenekler (C; �), � (� (�) = 1 � (1� �)�) mertebeden

Cesâro matrisi, (H;�), � (� (�) d� (�) = jlog �j��1 d�) mertebeden Hilbert matrisine
ve (E;�), (d� (�) = ( � = � noktas¬nda de¼gerlendirir)) Euler matrislerine kaŗs¬l¬k

gelir. Böylece, alt s¬n¬r problemi bu matris s¬n¬�ar¬ için tamamen çözülmüştür.

Bunlar, hali haz¬rda Hausdor¤ matrisleri ile olas¬l¬k teorisi (Bernoulli denemeleri için

düzenlenebilir olaylar) aras¬nda zaten aç¬kça görülen ba¼glant¬lard¬r ve eşitsizliklerin

bu yönde de uygulamalar¬ vard¬r (bkz. K¬s¬m 7 ve özel olarak,[5]).

Hausdor¤ matrisleri için alt s¬n¬r hesaplaman¬n başl¬ca engeli, (??) te görülen

nX

k=0

hnk

k¬smi sat¬r-toplam¬ için kapal¬ form ifadesinin bilinmemesi gerçe¼gidir. Bununla bir-

likte, e¼ger p pozitif bir tam say¬ ise, bu zorluk önlenebilir, çünkü f (r) yi bir p katma

toplam¬ olarak yeniden yazabilir ve sonra toplam¬ s¬ras¬n¬ de¼gi̧stirebiliriz. Lenard,[?]

(??) `p (p = 1; 2; : : :) üzerinde düşünülen Euler matrisleri için bu yaklaş¬m¬ ben-

imser. Onun sonraki analizleri oldukça etkindir ve üreteç fonksiyonlarla becerikli

manipülasyonlar gerektirir. Metodumuzun onunla ortak hiçbir özelli¼gi yoktur, fakat

onun sonucunda daha güçlü eşitsizliklerin (aşa¼g¬da ki Teorem 1 ve 5) geçerlili¼gin-

den şüphelendi¼gimizden dolay¬, ona çok şey borçluyuz. Lenard ¬n analizi bu bölüm

sonunda verilmektedir.

Bu k¬sm¬n ana sonuç K¬s¬m 2 de ispat metodu hakk¬ndaki ön uyar¬lardan sonra

3. ve 4. k¬s¬mlarda ispatlanm¬̧st¬r. Quasi-Hausdor¤ matrisleri, k¬s¬m 5 de ve a¼g¬r-

l¬kl¬ ortalama matrisleri 6. k¬s¬mda incelenmi̧stir. Moment dizileri ile ilgili baz¬ ek

eşitsizlikler k¬s¬m 7 de verilmektedir
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4.11.2 Majörleştirme konusundaki ön bilgiler

1

r + 1

1X

n=0

0

@

rX

k=0

Z 1

0

0

@
n

k

1

A �k (1� �)n�k d� (�)

1

A

p

ifadesinin r ye göre artt¬¼g¬n¬ göstermek istiyoruz (bkz. (??) ve (4.94)). ·Ilk ad¬m

p yi ortadan kald¬rmakt¬r. Bunu k¬saca aşa¼g¬da tan¬mlanan majörleştirme teori-

sine başvurarak yapaca¼g¬z. Bu arada, bu ad¬m, d� (�) yi de ortadan kald¬rmam¬za

izin verir ve yaln¬zca

�
n

k

�

�k (1� �)n�k binom olas¬l¬klar¬n¬ içeren (4.102) "göster-

i̧ssiz" bir eşitsizli¼ge bizi götürür. Eşitsizlik, ilk önce oldukça gizemli bir polinom

özdeşli¼gini kurarak (Lemma 4.6) ve daha sonra baz¬ terimlerini ç¬kararak ispatlan¬r.

(Eşitsizli¼gin basit olas¬l¬kl¬ bir ispat¬ olmal¬, fakat biz bunlar¬ keşfedemedik.)

Majörleştirme teorisi,

� (x1) + � � �+ � (xN) � � (y1) + � � �+ � (yN) (4.95)

tipi eşitsizliklerle ilgilidir. Burada x ve y, negatif olmayan giri̧sleri olan sabit N�li
lerdir ve eşitsizlik tüm sürekli, konveks � fonksiyonlar¬ için geçerlidir ( ki onun tan¬m

bölgesi x ve y leri içerir). E¼ger (4.95) sa¼glan¬r ise, x, y ile mojoritlenir denir ve x � y

ile gösterilir. Bu �kirlerin mükemmel bir aç¬klamas¬[51] deki monogra�de verilmi̧stir.

Teorinin önemi, büyük oranda Hardy, Littlewood ve Polya (,[33] Teorem 108) n¬n

sonucudur.

Teorem 4.18 x ve y negatif olmayan girişlerle N�liler olsun. Bu durumda, e¼ger
x� lar, x lerin azalan mertebede düzenlenmesi olmak üzere,

x�1 + � � �+ x�k � y1 + � � �+ yk, (1 � k � N) (4.96)

ve

x1 + � � �+ xN = y1 + � � �+ yN (4.97)

koşullar¬n¬n her ikisi de sa¼glan¬r ise x � y dir. (Hardy ve ark,,[33] 1967)

Majorizasyon, 6. ve 7. bölümlerde (Lemma 4.13 ve Teorem 6) kullan¬l¬r, ancak ana

sonucumuz için daha az kat¬ bir şart gereklidir. Marshall ve Olkin[51] in ard¬ndan,

x in y taraf¬ndan zay¬f olarak altmajorize edildi¼gini söyleyebiliriz ve e¼ger (4.96)
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koşulu sa¼glan¬rsa x �w y yazaca¼g¬z. Bu durumda (4.95) nin tüm artan, sürekli,

konveks � fonksiyonlar¬ için geçerli oldu¼gu Tomic[68] (ayn¬ zamanda[51] a bak¬n¬z) in

bir Teoremi ile görüldü. Polya,[52] Tomic in sonucunun Teorem 4.18 nin bir sonucu

oldu¼gunu göstermi̧stir: Asl¬nda iki sonuç eşde¼gerdir.

4.11.3 Bir Eşitlik

N ve r, pozitif tam say¬ olsun. a ve � tamsay¬lar¬

N = a (r + 1) + �, (0 � � < r + 1) (4.98)

ile ve b ve � tamsay¬lar¬

N = br + �, (0 � � < r) (4.99)

ile belirlensin. O halde aşa¼g¬daki eşitli¼ge sahibiz.

Lemma 4.6 hnk (4.94) ile verilmek üzere,

(r + 1)
a�1P

n=0

r�1P

k=0

hnk +�
r�1P

k=0

hnk + r
b�1P

n=a+1

(r + 1�N=n)hnr +
�
b
(b� r)hbr

= r
b�1P

n=0

rP

k=0

hnk + �
rP

k=0

hbk

d¬r. (Bennet,,[6] 1992)

Aşa¼g¬daki gösterimleri kabul etmek uygundur:

L = (r + 1)

a�1X

n=0

r�1X

k=0

hnk + �

r�1X

k=0

hak, (17)

R = r

b�1X

n=0

rX

k=0

hnk + �

rX

k=0

hbk, (4.100)

D = r

b�1X

n=a+1

(r + 1�N=n)hnr +
�

b
(b� r)hbr (4.101)

(L "sol", R "sa¼g" ve D "fark" için, son terim ise Lemma 4.6 taraf¬ndan gösterilir.)

Nihai amac¬m¬z,

L � R (4.102)

eşitsizli¼gini ispatlamakt¬r. ( (4.98), (4.99) ve (4.94) ile) D � 0 oldu¼gundan, bu

Lemma 4.6 den görülür.
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Lemma 4.6, aşa¼g¬daki Lemma 4.8 ile verilen bir kolay eşitlik manipüle edilerek is-

patlanm¬̧st¬r. E¼ger ilk olarak, Euler matrisleri ile çal¬̧smay¬ düşünürsek, bu durumfa

d� (�) ya göre 0 � � < 1 ortalamas¬n¬ alarak Hausdor¤ matrislerine geçersek, argü-

man en verimli şekilde kullan¬l¬r. Bir Euler matrisinin giri̧slerinin, E = E (�),

enk =

8

>>><

>>>:

0

@
n

k

1

A �k (1� �)n�k , 0 � k � n

0 , k > n

(4.103)

ile verildi¼gini hat¬rlatal¬m. Eşitliklerimizden üçü, Lemma 4.8-4.10, aç¬kça � parame-

tresini içerir ve ortalama etkilenmeden önce bunun ortadan kald¬r¬lmas¬ gerekir. Bu

ad¬m için aşa¼g¬dakilere ihtiyac¬m¬z var.

Lemma 4.7 n; k � 0 oldu¼gunda (k + 1) en+1;k+1=� (n+ 1) enk d¬r. (Bennet,[6]

,1992)

·Ispat. (4.103) den

en+1;k+1 =

8

>>><

>>>:

0

@
n+ 1

k + 1

1

A �k+1 (1� �)n�k , 0 � k � n

0 , k > n

=

8

>>><

>>>:

�
n+ 1

k + 1

0

@
n

k

1

A �k (1� �)n�k , 0 � k � n

0 , k > n

= �:
n+ 1

k + 1
enk

oldu¼gundan sonuç elde edilir.

Lemma 4.8 n; r � 1 iken
r�1X

k=0

enk + �
n�1X

j=0

ej;r�1 = 1

dir. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. E nin sat¬rlar¬ "binom olas¬l¬k vektörleri" dir, böylece yukar¬daki ilk ter-

imin olan
Pr�1

k=0 enk, "n denemelerdeki r başar¬lar¬ndan daha az¬n¬n" olas¬l¬¼g¬ olarak
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yorumlanabilir. Hepsi 1=� toplam¬yla E nin kolanlar¬, her biri � ile çarparsak ben-

zer bir yorum kabul eder. Gerçekten de, E nin k: ¬nc¬ kolonu (� kez), "(k + 1)

başar¬lar¬n gözlem zaman¬" (i = 0; 1; : : :) n¬ temsil eder. Böylece, yukar¬daki ikinci

terim olan �
Pn�1

j=0 ej;r�1, r başar¬lar¬n¬n bekleme süresinin n i geçmemesi ih-

timalidir veya denk olarak, en az¬ndan r başar¬ n denemede oluşur. ·Iki bold

olay tümleyendir ve dolay¬s¬yla olas¬l¬klar¬ birbirine eklenir.

Lemma 4.6 ve 4.11 n¬n benzer bir olas¬l¬ksal yorumunun yap¬lmas¬ çok doyurucu

olacakt¬r.

Lemma 4.9 n; r � 0 ve m � n iken

r�1X

k=0

enk =

r�1X

k=0

emk + �

m�1X

j=n

ej;r�1

dir. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. Lemma 4.8 ü iki kez uygulay¬p; daha önce oldu¼gu gibi, bir kez n nin yerini

m ile de¼gi̧stirmek yeterlidir.

Lemma 4.10 n; r � 1 iken

r�1X

j=0

ej;r�1 =

n�1X

j=0

ejr +
enr
�

dir. (Bennet,[6] , 1992)

·Ispat. Lemma 4.8 ü iki kez uygulay¬p; daha önce oldu¼gu gibi, bir kez r nin yerini

r + 1 ile de¼gi̧stirilmesi yeterlidir. (enr nin � ile bölünebildi¼gini ve böylece � = 0

oldu¼gunda bile, Lemma 4.10 in sa¼gland¬¼g¬n¬ görürülür.)

Lemma 4.11 r; s � 1 iken

s�1X

n=0

r�1X

k=0

hnk = s

r�1X

k=0

hsk + r

sX

n=0

hnr

dir. (Bennet,[6] ,1992 )
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·Ispat. Bunu sadece (4.103) Euler matrisleri için ispatlayaca¼g¬z, genel sonuç, d� (�)

ye göre 0 � � � 1 üzerinden integral al¬narak görülür. m yi s ile de¼gi̧stirerek Lemma

4.9 ü uygularsak,

r�1X

k=0

enk =
r�1X

k=0

esk + �

s�1X

j=n

ej;r�1 )

s�1X

n=0

r�1X

k=0

enk =
s�1X

n=0

 
r�1X

k=0

esk + �
s�1X

j=n

ej;r�1

!

=
r�1X

k=0

esk + �

s�1X

j=0

(j + 1) ej;r�1

elde ederiz ve Lemma 4.7 den sonuç elde edilir.

Lemma 4.7, Lemma 4.8-4.10 den � y¬ ortadan kald¬r¬lmam¬z¬ ve böylece Hausdor¤

matrisleri için bu sonuçlar¬n sürümlerini elde etmemizi sa¼gl¬yor

Lemma 1 in ispat¬. Yine, Euler matrislerini dikkate almak yeterlidir. Lemma

4.11 y¬ hem R hem de L ye uygulayarak ve (4.98) ve (4.99) hat¬rlatarak,

R� L = N
rX

k=0

ebk + r (r + 1)
bX

n=0

en;r+1

�N
r�1P

k=0

eak � (r + 1) r
aP

n=0

enr
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oldu¼gunu görürüz.

R� L = N

rX

k=0

ebk + r (r + 1)

bX

n=0

en;r+1 �N
r�1P

k=0

eak � (r + 1) r
aP

n=0

enr

Lemma 4.9 ile

= Nebr +N

"
r�1X

k=0

ebk + �
b�1X

j=n

ej;r�1

#

�N

"
r�1X

k=0

eak + �
a�1X

j=n

ej;r�1

#

+r (r + 1)

 
bX

n=0

en;r+1 �
aX

n=0

enr

!

= Nebr �N�
b�1X

n=a

en;r�1 + r (r + 1)

 
bX

n=0

en;r+1 �
aX

n=0

enr

!

Lemma 4.10 ile

= Nebr �N�
b�1X

n=a

en;r�1 + r (r + 1)
bX

n=a+1

en;r �
r (r + 1)

�
eb+1;r+1

iki kez Lemma 4.7 ile

= Nebr �Nr
bX

n=a+1

enr
n
+ r (r + 1)

bX

n=a+1

en;r � (b+ 1) rebr

(4.99) ve (4.101) ile

= D

elde edilir.

4.11.4 Hausdor¤ matrisleri

Bu k¬s¬mda, Hausdor¤ matrisleri için alt s¬n¬r problemini çözece¼giz. hnk giri̧slerinin

(4.94) ile verildi¼gini hat¬rlatal¬m.

Burada, üst s¬n¬r probleminin Hardy nin bir sonucu ile kolayl¬kla çözülebilece¼gine

i̧saret etmek faydal¬ olabilir (bkz. aşa¼g¬daki Teoreme ). Problem, x0 � x1 � � � � � 0
i sa¼glayan her x 2 `p için

kHxkp � U kxkp (4.104)

olacak şekilde en küçük U sabitini bulmakt¬r. Bu Hardy nin ispat¬n¬n bir sonucudur,

yaniH n¬n operatör normu olan U = kHkp;p dir. Böylece üst s¬n¬r problemi aşa¼g¬daki
denklem (4.105) eşitli¼gi ile çözülür.

Teorem 4.19 1 � p <1 için p yi sabitleyelim ve H, (4.94) ile verilen Hausdor¤

matrisi olsun. Bu durumda H, `p üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ancak ve ancak
R 1

0
��1=pd� (�) <
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1 d¬r ve

kHkp;p =
Z 1

0

��1=pd� (�) (4.105)

elde edilir. (Hardy,[31] , 1963 )

Teorem 4.19,[31] , [?] de ispatland¬ (Ayr¬ca,[32] in Teoremi 216 ya bak¬n¬z). ·Is-

pat, Euler matrisleri için Bochner ve Knopp dan dolay¬ (4.105) un özel versiyonuna

dayan¬r.

Şimdi ana sonucu verelim.

Teorem 4.20 1 � p < 1 ve p sabit olsun ve H, `p üzerinde s¬n¬rl¬ Hausdor¤

matrisi olsun. Bu durumda

Lp =
1X

n=0

�Z 1

0

(1� �)n d� (�)

�p

(4.106)

olmak üzere x0 � x1 � � � � � 0 ¬ sa¼glayan her x 2 `p için

kHxkp � L kxkp (4.107)

E¼ger x0 = x1 = � � � = 0 ise veya p = 1 ise veya d� (�), 1 noktas¬nda nokta kütlesi
ise burada eşitlik vard¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. (4.106) ile belirlenen L de¼geri, H nin ilk sütununun `p�normudur. Böylece
f (r) fonksiyonu r ye göre artan oldu¼gunu gösterdi¼gimizde (4.107), (??) ve (??)

formundan izlenir. Bunu yapmak için, �, [0;1) üzerinde tan¬mlanm¬̧s herhangi
artan konveks fonksiyon olmak üzere, daha genel, r = 1; 2; : : : için

(r + 1)

1X

n=0

�

 
r�1X

k=0

hnk

!

� r

1X

n=0

�

 
rX

k=0

hnk

!

(4.108)

eşitsizli¼gini düşünürüz.

r yi sabitleyerek, her terim (r + 1) kez tekrarlama ile oluşan
�Pr�1

k=0 hnk
�1

n=0
dizileriini

x ile ve her terim r kez tekrarlama ile oluşan (
Pr

k=0 hnk)
1

n=0
dizileriini y ile gösterelim.

Bu durumda, Tomic teoremine (bkz. Bölüm 2) göre, (4.108), x in y ile zay¬f alt

majorentli¼gini, bir başka ifade ile

NX

n=0

x�n �
NX

n=0

yn (4.109)

62



oldu¼gunu iddia etmeye denktir.

N verildi¼ginde, (4.98) ve (4.99) daki gibi, a, �, b, � tamsay¬lar¬n¬ belirleriz ve (4.109)

nin (4.102) ye denk oldu¼guna dikkat edelim. Burada, r sabiti ile
Pr

k=0 hnk ifadesinin

n ye göre azalan bir fonksiyon oldu¼gu gerçe¼gini kulland¬k. Bu, Lemma 4.9 ten "�-

terimi" b¬rak¬larak ve 0 � � � 1 üzerinden integral edilerek ç¬kar¬labilir.
(4.106) te verilen sabit de¼geri tabii ki mümkün olan en iyisidir, çünkü (4.107) deki x

i x = (1; 0; 0; : : :) olarak alabiliriz. Eşitlik durumu ile ilgili teoremin son maddesi,[2]

sonuçlar¬n¬n bir sonucudur. Ayr¬nt¬lar¬ burada vermeye gerek yoktur.

Teorem 4.20 de, H n¬n `p den kendi içine oldu¼gunu kabul etmek do¼gald¬r, çünkü

(4.107) deki tüm terimler, x 2 `p oldu¼gunda sonludur. Bununla birlikte, bu kabul,

aşa¼g¬daki gibi (4.107) yorumlamay¬ kabul etmemiz şart¬yla, gerekli de¼gildir: E¼ger

baz¬ x ler için sol taraf s¬n¬rl¬ysa, böylece sa¼g tarafta sonludur, ve (4.107) eşitsizli¼gi

elde edilir. ( Tabii ki, herhangi bir s¬f¬r olmayan x için anlaml¬ bir sonuç elde etmek

için L <1 varsaymal¬y¬z.)

Şimdiden, H yerine (C; 1) matrisi olarak, (4.88) eşitsizli¼ginin Teorem 4.20 n¬n özel

bir durumu oldu¼gunu gözlemledik. Rhoades ([63] , Teorem 2 *) onun alt s¬n¬r¬n¬n

"birinci sütunda ulaş¬ld¬¼g¬n¬" da göstererek, (C; 2) matrisi çal¬̧st¬. Ancak yapt¬¼g¬

analiz çok karmaş¬kt¬r ve sadece p = 2 durumunda geçerlidir. O, ayn¬ sonucun tüm

p > 1 için de geçerli olmas¬ gerekti¼gi görüşündedir ve gerçekten de, tüm (C; �).

� > 0 matrisleri için geçerlidir. Teorem 4.20, bunu do¼grular.

4.11.5 Yar¬-Hausdor¤ matrisleri.

Bu k¬s¬mda, yar¬-Hausdor¤ matrisleri için alt s¬n¬r problemi incelenmi̧stir. Bunlar

sadece (4.94) deki Hausdor¤ matrislerinin H t transpozudur. Terminoloji Hardy nin

terminolojisidir ([32] , K¬s¬m 11.19).

Yar¬-Hausdor¤ matrislerinin `p�dönüşümünün özellikleri, q = p= (p� 1), p nin üstel
eşleni¼gi olmak üzere,


H t



p;p
= kHkq;q (4.110)

aşina olunan ili̧ski kullan¬larak (k¬s¬m 4) Hardy nin sonucundan belirlenebilir.

Bir matrisin ve onun tranpozunun alt s¬n¬r¬ aras¬nda hiçbir benzer ili̧ski yoktur.

Bu, C Cesâro matrisi göz önüne al¬narak kolayl¬kla görülebilir. (4.88) eşitsizli¼gi, alt
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s¬n¬r¬n & (p)1=p oldu¼gunu gösterir, oysa Renaud ([55] , Teorem 2 de) Ct için alt s¬n¬r¬n

1 oldu¼gunu göstermi̧stir.

Renaud un ispat¬, Cesaro matrisinin özel yap¬s¬ üzerinde önemli bir yola ba¼gl¬d¬r.

Burada basit bir alternatif ispat sunaca¼g¬z: bu daha genel sonuçlara yol açacak.

Teoremin ifadesi için, A, üst üçgensel ve sütun toplamlar¬ 1 oluyorsa, bir Amatrisine

bir yar¬-toplamlanabilme matrisi demek uygundur. Bu s¬n¬f, Hausdor¤ matrislerinin,

a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrislerinin (Bölüm 6) ve Nörlund matrislerinin transpozlar¬n¬

içerir (tan¬mlar için bkz.[32] ,[?] ).

Teorem 4.21 1 � p < 1 ve p sabit olsun ve A bir yar¬-toplanabilme matrisi

olsun. E¼ger x 2 `p x0 � x1 � � � � � 0 yi sa¼glarsa, bu durumda

kAxkp � kxkq (4.111)

d¬r. Aşa¼g¬daki şartlardan en az biri sa¼gland¬¼g¬ zaman (4.111) da eşitlik vard¬r: p =

1;A = I birim matrisi; A n¬n ilk n sütunu I n¬n ki ile çak¬ş¬r ve xn = xn+1 = � � � = 0
d¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. (??) ve (4.88) e göre, her r do¼gal say¬s¬ için,

(r + 1) �
rX

n=0

 
rX

k=0

ank

!p

(4.112)

oldu¼gunu göstermeliyiz. Hölder eşitsizli¼gi ile

r + 1 =

rX

k=0

kX

n=0

ank =

rX

n=0

rX

k=n

ank � (r + 1)1=q
(

rX

n=0

 
rX

k=n

ank

!p)1=p

elde ederiz ve bu (4.112) a denktir.

Teoremin son ifadesi[2] Önerme 1 den veya Teorem 2 sinden izlenir.

Teorem 4.21, (??) te in�mumun r = 0 da oluştu¼gunu gösterir, fakat ispat (??) deki

fonksiyonunun monotonluk özelliklerinden hiçbir şey söylemez. Gerçekten, Quasi-

Hausdor¤ matrisleri için, f (r) fonksiyonunun r ye göre artt¬¼g¬n¬ gösterebiliriz. ·Ispat,

Teorem 4.20 e benzemektedir, altmajörizasyon yerine majörleştirme kullan¬larak

ispat yap¬labir. (K¬s¬m 7 deki Teorem 6 ya bak)
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4.11.6 A¼g¬rl¬kl¬ Ortalama matrisi

Bu k¬s¬mda A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisleri için alt s¬n¬r problemi incelenilcektir. Bun-

lar, ak lar¬n negatif olmayan say¬lar ve An = a1 + � � �+ an oldu¼gunda

ank =

8

<

:

ak
An

,1 � k � n

0 , k > n

formlu giri̧sleri olan matrislerdir. ( An lerin hiçbirinin s¬f¬r olmamas¬ için a1 i poz-

itif al¬yoruz. Ayr¬ca, bundan böyle matrisin indislerinin s¬f¬rdan de¼gil de 1 den

başlad¬¼g¬n¬ not edelim.)

A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi toplanabilirlik teorisinde do¼gal olarak ortaya ç¬kar[32] ,[?]

ve bu aç¬dan kapsaml¬ bir şekilde incelenmi̧stir. Üstelik, onlar¬n `p-dönüşüm özellik-

leri, tamamen[3] de tan¬mlanm¬̧st¬r.

Onlar¬n basit yap¬lar¬, onlar¬ mevcut tart¬̧smada da do¼gal nesneler yapar. Özellikle,

Hausdor¤ matrisleri için biraz sorun yaratan (??) de görülen k¬smi toplamlar kolayca

hesaplanabilir ve (??),

Lp = 1 + inf
n�1

Aqn
X

k>n

A�pk (4.113)

basit formda olur. Ne yaz¬k ki, in�mum n = 1 oldu¼gunda elde edilmesi gerekli

de¼gildir ve genel olarak, an ler için onun de¼gerlendirilmesi zor görünmektedir. ·Is-

pat¬m¬zda, başl¬ baş¬na baz¬ ilginçliklerin olabilece¼gi aşa¼g¬daki temel sonuçu içerir.

Lemma 4.12
P1

n xn pozitif terimli yak¬nsak bir seri olsun. E¼ger

n

�
xn � xn+1
xn+1

�

, n ye göre azalan (4.114)

ise bu durumda

1

nxn

X

k�n

xk, n ye göre artan (4.115)

d¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. ·Ilk olaral, e¼ger (4.114) sa¼glan¬rsa, bu durumda

n!1 iken nxn ! 0 (4.116)
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oldu¼gunu gösterelim. Bunu görmek için,

nxn � (n+ 1) xn+1
xn+1

=

artan

n

z }| {�
xn � xn+1
xn+1

�

� 1

n ye göre artan oldu¼gunu görürüz. Sonuç olarak, e¼ger bir n tamsay¬s¬ için nxn <

(n+ 1) xn+1 ise, ayn¬ eşitsizlik, n nin yeterince büyük tüm de¼gerleri için de geçerlidir.

Fakat, bu durumda, her j > n için xj > nxn=j dir, ve bu
P
xj nin ¬raksakl¬¼g¬n¬

gerektirir. nxn nin n ye göre azald¬¼g¬n¬ ve dolay¬s¬yla yak¬nsak oldu¼gu sonucuna

var¬r¬z. Limit 0 olmal¬d¬r, aksi taktirde
P
xj ¬raksak olur.

Şimdi de n � j � m olan üç pozitif n, j, m tamsay¬lar¬n¬ düşünelim. (4.114) ü

nxnxj+1 � xn+1 (jxj � (j + 1) xj+1) + (n+ 1) xn+1xj+1

formunda yeniden yazabiliriz. j = n+ 1 den m ye toplam al¬rsak,

nxn

mX

j=n+1

xj+1 � xn+1 ((n+ 1) xn+1 � (m+ 1) xm+1) + (n+ 1) xn+1
mX

j=n+1

xj+1

elde ederiz. m!1 için limit alarak ve (4.116) i kullanarak,

nxn
X

j>n+1

xj � (n+ 1) x2n+1 + (n+ 1) xn+1
X

j>n+1

xj

oldu¼gunu görürüz ve bu (4.115) e denktir.

Uyar¬. Daha sonra ihtiyac¬m¬z olacak olan Lemma 4.12 ile uyuşan bir sonucumuz

var: "E¼ger (4.114) dizilerii n ye göre artarsa, bu durumda (4.115) dizilerii n ye göre

azal¬r ". ·Ispat Lemma 4.12 ye benzerdir, fakat biraz daha kolayd¬r, çünkü (4.116)

in gerçeklendi¼gini kontrol etmek zorunda de¼giliz.

(4.115) deki toplamda "k > n", "k � n" ile yer de¼gi̧stirildi¼ginde bir başka sonuç

elde edilir. Bu detaylar¬ şimdilik b¬rak¬yoruz.

Teorem 4.22 p,1 � p <1 olacak şekilde sabit olsun ve A, (??) ile verilen a¼g¬rl¬kl¬

ortalama matrisi olsun. Kabul edelim ki,

1X

n=1

A�pn <1 (4.117)

ve

n

�
Apn+1 � Apn

Apn

�

, n ye göre azalan (4.118)
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olsun. Bu durumnda

Lp = ap1

1X

n=1

A�pn

olmak üzere, x1 � x2 � � � � � 0 ¬ sa¼glayan her x 2 `p için

kAxkp � L kxkp (4.119)

sa¼glan¬r. Sadece x2 = x3 = ::: = 0 oldu¼gunda (4.119) de eşitlik vard¬r. (Bennet,[6]

,1992 )

·Ispat.
Apn
n

X

k>n

A�pk , n ye göre artan

oldu¼gunu görmek için, xn = A�pn ile Lemma 4.12 yi uygulayaca¼g¬z. Bu durumda

(4.119) eşitsizli¼gi (4.113) den görülür.

(4.119) deki eşitlik durumu hakk¬nda ifade, Teorem 4.3 nin bir sonucudur.

Teorem 4.22, 4.8 in bir sonucunun ha�f bir geli̧smedir, ancak burada verilen ispat

onun verdi¼gi ispattan daha basittir. Rhoades in versiyonu[2] n¬n orijinal tasla¼g¬nda

verilen (4.88) in ispat¬na dayanan, "p > 1" ve "an nin n ye göre artan oldu¼gu" gibi

ek varsay¬mlar¬ gerektirir.

·Ilk kez Rhoades taraf¬ndan formüle edilen hipotez (4.118), oldukça merak uyand¬r¬c¬

bir varsay¬md¬r ve daha ayr¬nt¬l¬ olarak incelenecektir. Buna göre, e¼ger

n

�
xpn � xpn+1
xpn+1

�

, n ye göre azal¬yorsa, (4.120)

pozitif terimli x = (xn) dizileriine Rhoades koşulunu sa¼gl¬yordur ( R (p) dedir) diye-

ce¼giz, ve x 2 R (p) yazaca¼g¬z.
Şimdi (4.120),

�
n

n+ 1
(xnxn+2)

p +
1

n+ 1
(xn+1xn+2)

p

�1=p

� x2n+1 (4.121)

formunda daha ak¬lc¬ bir biçimde yaz¬labilir. Sol taraf¬, bir iki noktal¬ olas¬l¬k uzay¬

üzerinde bir Lp-normu olarak alg¬lar¬z ve e¼ger p � q ise, bu durumda R (p) � R (q)

olur. Böylece, p artt¬kça R (p) koşullar¬ daha az k¬s¬tlay¬c¬ hale gelir. (4.121) da

p!1 limit al¬nd¬¼g¬ bunu R (1) ile gösterece¼giz. E¼ger x artarsa, bu şart otomatik
olarak sa¼glan¬r, oysa e¼ger x azal¬rsa, R (1)-̧sart¬

xnxn+2 � x2n+1 (4.122)
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d¬r, di¼ger ad¬ logaritmik konveksliktir. Benzer şekilde, (4.121) da p! �1 için limit

alarak, tüm R (p) lerin en kat¬ olan R (�1) durumunu tan¬mlar¬z. E¼ger x artarsa,
R (�1)-̧sart¬ (4.122) dir, oysa e¼ger x azal¬rsa koşul xn nin n > 1 için sabit olmas¬d¬r.
Böylece, artan diziler için, logaritmik konvekslikten daha zay¬f ve dizileri azaltmak

için daha güçlü olan koşullara ihtiyac¬m¬z var.

Rhoades, sonuçlar¬n¬ kuvvetli ortalamaya, nihayetinde

an = n� (4.123)

olan (??) matrislerine uygulad¬. O, (4.123) dizileriinin, � = 1; 2 ya da 3 oldu¼gunda

p > 1 için R (p) ye ait oldu¼gunu gösterdi (elbette o, bu terminolojiyi kullanmad¬).

Böylece, � n¬n bu de¼gerleri üzerinden, alt s¬n¬r¬n A n¬n ilk sütununda elde edildi¼gi

sonucuna varm¬̧st¬r. O, bütün pozitif � için ayn¬ sonucun geçerli oldu¼gunu iddia etti

( Rhoades,[63] , 1987, sayfa 351). (Elbette, sadece � = 0 durumda (4.88) de eşitsizlik

vard¬r).

Olas¬ sonuçlar¬n 0 < � < 1 için yanl¬̧s, � � 1 için do¼gru, ve �1=q < � � 0 için

de do¼grudur (Teorem 4.23). Burada, anlaml¬ sonuçlar elde etmek için, � > �1=p�

k¬s¬tlamas¬ gereklidir; çünkü o, A n¬n ilk kolonunun sonlu olmas¬na denktir (`p-norm

(4.117) ile kaŗs¬laşt¬r). Ayn¬ k¬s¬tlama, tesadüfen, A n¬n `p den kendi içine dönüşüm

olmas¬n¬ garanti eder.

Lemma 4.13 � sabit bir reel say¬ olsun. Bu durumda 0 < � < 1 ise

n (n+ 1)�

1� + 2� + � � �+ n� , (n = 1; 2; : : :) (4.124)

dizileri n ye göre artand¬r, ve aksi durumda azaland¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. n = 1; 2; : : : için

(n+ 1) (n+ 2)� (1� + 2� + � � �+ n�) � n (n+ 1)� (1� + 2� + � � �+ (n+ 1)�)
(4.125)

sa¼gland¬¼g¬nda (4.124) dizileri n ye göre azaland¬r ve (4.117) tersine çevrildi¼ginde

artand¬r. x n�linin her terimi (n+ 1) kez yerde¼gi̧stirerek oluşturulan (n+ 1)n�li
olsun:

(1: (n+ 2) ; 2: (n+ 2) ; : : : ; n: (n+ 2)) .
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Benzer şekilde, y (n+ 1)�linin her terimi n kez yerde¼gi̧stirerek oluşturulan n (n+ 1)�li
olsun:

(1: (n+ 1) ; 2: (n+ 1) ; : : : ; (n+ 1) : (n+ 1)) .

Bir rutin (fakat daha ziyade s¬k¬c¬) hesaplama x in y ile majoritlendi¼gini gösterir,

böylece (4.95), her � : (0;1) ! R sürekli konveks fonksiyonlar¬ için elde edilir.

� � 1 veya � < 0 durumunda � (t) = t� alarak � n¬n bu de¼gerleri için, (4.125)

eşitli¼ginin elde edilir. Di¼ger yandan, � (t) = �t� alarak, 0 < � < 1 oldu¼gunda

(4.125) ün tersine çevrilebildi¼gi görülür. Bu lemman¬n ispat¬n¬ tamamlar.

Teorem 4.23 p � 1 ve � � �1=q ile �, p sabit reel say¬lar olsun olsun ve olsun
A girişleri (42) ile verilen a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi olsun. Bu durumda A, `p de

hareket ederek, alt s¬n¬r¬na ilk sütununda � � 0 veya � � 1 olmas¬ koşuluyla ulaş¬r.
E¼ger 0 < � < 1 ise sonuç yanl¬şt¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. an = �n (� � 0 veya � � 1) ile, Lemma 4.13 ile (nan+1=An) dizi n ye göre
azalan oldu¼gunu görülür. Böylece, (A�1n ) dizi R (1) e aittir, ve böylece R (p)) ye

aittir. Sonuç şimdi Teorem 4.22 den görülür.

0 < � < 1 oldu¼gunda durum çok daha karmaş¬kt¬r. Kesinlikle, p = 1 oldu¼gunda Teo-

rem bütün bu aral¬ktaki � lar için yanl¬̧st¬r. Bunu görmek için, art¬k (A�1n ) dizisinin

R (1) e ait olmad¬¼g¬n¬ not etmeliyiz, gerçekten; Lemma 4.13 ile, R (1) için tan¬m-

lay¬c¬ eşitsizlik tersidir. Lemma 4.12 den sonraki uyar¬dan (4.113) deki in�mumun

r =1 da oluştu¼gu görülür, böylece A n¬n alt s¬n¬r¬ asla elde edilemez.

Di¼ger yandan, (A�1n ) dizisinin logaritmik konveks oldu¼gu, yani (A
�1
n ) in R (1) a ait

oldu¼gu görülür. Bu, 0 < � < 1 olan her sabit � için uygun büyük p ( � ya ba¼gl¬)

için teoremin do¼gru olabilece¼gini önerir. Teorem küçük p (sadece p = 1 için de¼gil)

için kesinlikle yanl¬̧st¬r. Tam "k¬r¬lma" noktas¬n¬ belirlemek ilginç olurdu. Burada

konu aşa¼g¬daki problemdedir.

p > 1 ve � > �1
q
ile � ve p reel say¬lar olsun.

(1� + � � �+ n�)p
n

X

k>n

(1� + � � �+ n�)�p

dizinin monotonluk özelliklerini tamamen belirleyin. (öne ç¬kan durum 0 < � < 1 <

p dir)
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4.11.7 Moment dizileri

Bu k¬s¬mda, moment dizileri ile sa¼glanan baz¬ elementer eşitsizlikleri verece¼giz.

(4.93) da verilen dizilerin var oldu¼gunu hat¬rlayal¬m.

Bizim ilk eşitsizli¼gimiz, k¬s¬m 2 ve 4 deki sonuçlar¬n sadece özetidir.

Teorem 4.24 � : [0; 1]! R negatif olmayan, � (0) = 0 ile konveks fonksiyon ve �

bir moment dizisi olsun. Bu durumda

1

r + 1

1X

n=0

�

 
nX

k=0

�

n
k

�

�n�k�k

!

r (r = 0; 1; : : :) nin artan bir fonksiyonudur. (Bennet,[6] ,1992 )

Bizim sonraki sonucumuz quasi-Hausdor¤ matrisleri için Teorem 4.24 in bir benz-

eridir. ·Ispat¬ atlayaca¼g¬z.

Teorem 4.25 � : [0;1)! R konveks bir fonksiyon ve � bir moment dizisi olsun.

Bu durumda
1

r + 1

rX

n=0

�

 
rX

k=n

�

k
n

�

�k�n�n

!

r (r = 0; 1; : : :) nin artan bir fonksiyonudur. (Bennet,[6] ,1992 )

Bizim sonraki toeremlerimiz Rhoades in,[60][62] ve[64] makaleleri ile motive edilmi̧stir.

Bu k¬sm¬n di¼ger sonuçlar¬ yöntem olarak benzerdir, fakat alt s¬n¬r probleminde do¼gru-

dan bir yöntemi yoktur.

Rhoades (,[64] Problem 1), her tolally monoton dizinin karekökünün tekrar tama-

men monoton olup olmad¬¼g¬n¬ sorar (karekök koordinatsal olarak al¬n¬r). Cevap

olumsuzdur. Burada dolayl¬ bir ispat veriyoruz, çünkü ihtiyaç duyulandan çok daha

fazla bilgi sa¼glayan metodumuz, bir başka Rhoades sorusunu yan¬tlamam¬za olanak

sa¼gl¬yor (,[64] Problem 2).

Öyleyse, tümmononton dizilerinin karekökünün tamamenmonoton oldu¼gunu varsay-

al¬m. E¼ger � böyle bir dizi ise bu durumda baz¬ pozitif r tamsay¬lar için, p = 2�r

formunda oldu¼gu zaman,

�n (�pk) > 0, (n; k = 0; 1; : : :) (4.126)

elde etmeliyiz.
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Şimdi (4.126) iki olas¬l¬k uzay¬nda L_p-normlar¬n¬n bir kaŗs¬laşt¬rmas¬ olarak tan¬d¬¼g¬m¬z

 

21�n
X

j even

�

n
j

�

�pk+j

!1=p

�
 

21�n
X

j odd

�

n
j

�

�pk+j

!1=p

(4.127)

yi daha anlaml¬ bir şekilde yeniden yazabiliriz. p ! 0 (1/2, 1/4,...) kabul ederek,

ve[33] nin Teorem 3 ünü uygulayarak

Y

j even

�

�

n
j

�

k+j �
Y

j odd

�

�

n
j

�

k+j , (n; k = 0; 1; : : :) (4.128)

n = 0 oldu¼gunda, (4.128) nin sa¼g¬nda görünen boş çarp¬m "s¬f¬r" olarak yorum-

lanacakt¬r. Bu, (4.127) n¬n bir limiti olarak (4.128) nin türevi ile uyumludur. Biz,

(4.128) yi sa¼glayan bir � dizisine logaritmik olarak tamamen (totally) monotondur

deriz.

Şimdi (4.128) de verilen ilk üç eşitsizlik (n = 0; 1 ve 2), tamamen monoton her dizi

taraf¬ndan sa¼glan¬r. (n = 2 için[70] ve[?] ye bak). Ama dördüncü eşitsizlik,

�k�
3
k+2 � �3k+1�k+3 (4.129)

do¼gru de¼gildir, bu gerçek, Rhoades�in karekök problemini çözmemizi sa¼gl¬yor.

Teorem 4.26 Logaritmik olarak tamamen monoton olmayan tamamen monoton

bir dizi vard¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. (4.129) i sa¼glamayan bir moment dizisi örne¼gi verece¼giz. Örnek, 0 � � � 1
üzerinde sürekli f için

Z 1

0

f (�) d� (�) = �f (x) + bf (y)

ile belirlenen ölçüm ile iki noktal¬ bir olas¬l¬k uzay¬ndan ortaya ç¬kar.

Burada b = 1 � a d¬r ve geriye kalan a, x, y say¬lar¬ sonra belirlenecek. (4.129)

eşitsizli¼gi

(a+ b)
�
ax2 + by2

�3 � (ax+ by)3
�
ax3 + by3

�
� 0

ve bu

ab (x� y)3
�
a2x3 � b2y3

�
� 0 (4.130)
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olarak yeniden yaz¬labilir. E¼ger x = 1=3, y = 2=3, a = 3=4, ve b = 1=4 ise,

bu durumda (4.130) un bozuldu¼gu kolayca kontrol edilebilir. Böylece �, d� (�) ile

ili̧skili moment dizisi, logaritmik olarak tamamen monoton olmayacakt¬r. Kaŗs¬l¬k

gelen "momentler" �0 = 1, �1 = 5=12, �2 = 7=36, �3 = 11=108 dir.

Teorem 7 den önceki tart¬̧smadan aşa¼g¬dakini ç¬kard¬k.

Sonuç 4.8 Karekökü tamamen monoton olmayan tamamen monoton bir dizi vard¬r.

(Bennet,[6] ,1992 )

Bir sonraki sonucumuz, Teorem 7 için do¼gal bir tamamlay¬c¬d¬r.

�n (�kvk) =

nX

j=0

�

n
j

�
�
�n�j�k+j

� �
�jvk

�
, (n; k = 0; 1; : : : :) (4.131)

farklar¬ için iyi bilinen Leibnitz formülüne ihtiyac¬m¬z olacak.

(4.131) den, tamamen monoton diziler kümesi çarp¬m alt¬nda kapal¬ oldu¼gu görülür.

Onun toplamlar alt¬nda da kapal¬ oldu¼gundan başlayarak, exponent alt¬nda ka-

pal¬d¬r. Başka bir deyi̧sle, e¼ger �k tamamen monoton ise, bu durumda e
�k da öyledir.

Teorem 4.27 Pozitif terimlerle logaritmik olarak tamamen monoton dizi, tama-

men monotondur. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. � (4.128) yi sa¼glas¬n ve her k için �k > 0 olsun. (4.128) de logaritma alarak,

�n (log �k) � 0, (n � 1, k � 0) (4.132)

elde edilir.

log
�
�k=�k+1

�
dizisinin totall monoton oldu¼gu görülür ve böylece, exponent alarak,

�k=�k+1 de öyledir. (4.132) den n = 1 ile, �k=�k+1 oldu¼gunu görürüz� buradan

�k=�k+1�1 := vk dizisi de totall monotondur. ��k = vk�k+1 yazarak, ve tümevar¬m-

sal olarak (4.131) yi uygulayarak, �k n¬n totall monoton oldu¼gunu görürüz.

Uyar¬. Teorem 8 için kredi Rhoades den kaynaklanmaktad¬r. O, Teoremi ispat-

lamaz, hatta bu durumu bildirmez, ancak ispatta kullan¬lan �kirler makalesinde

tart¬̧s¬l¬r.[60]

Bir � dizisi verildi¼ginde, �� ile onun k. terimi olan ��k terimli diziyi gösterece¼giz.
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Sonuç 4.9 � totall monoton dizi olsun. Bu durumda Aşa¼g¬daki koşullar denktir:

(i) ��, � > 0 için totall monotondur,

(ii) � logarithmik olarak totall monotondur. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. (i))(ii): Teorem 6 dan sonraki uyar¬lar¬n sadece bir ifadesidir.

(ii))(i): E¼ger � totall monoton ise, bu durumda � (� (0+) = � (1) veya de¼gil olup

olmamas¬na ba¼gl¬ olarak) ya (c; 0; 0; : : :), veya her k için �k > 0 d¬r. ·Ilk durumda

istenen sonuç aç¬kt¬r; ikincisinde Teorem 8 i kullan¬r¬z - sonra e¼ger o � için elde edilir

ise bu durumda (4.128) tan¬m¬ �� için sa¼gland¬¼g¬n¬ not edelim.

Sonuç,[64] deki Sonuç 1 ile çeli̧sir. Burada "� 2 Q" hipotezi, "�, logaritmik olarak

tamamen monoton" ile de¼gi̧stirilmelidir. (Ayr¬ca bkz. Teorem 9 un sonucuna)

Bir sonraki teoremimiz, Hausdor¤ matrislerinin çarp¬mlar¬ ile ilgilidir ve Rhoades in

başka bir problemini çözmemizi sa¼gl¬yor ([64] , Problem 2). ·Iki Hausdor¤ matrisinin

H�Hv çarp¬m¬ yine bir Hausdor¤ matrisi oldu¼gunu ve ili̧skili moment dizisi

�k = �kvk (4.133)

ile verildi¼gini hat¬rlat¬r¬z (,[32] Teorem 197).

Lemma 4.9 ile ba¼glant¬l¬ olarak, Hausdor¤ matrislerinin "azalan dizileri azalan dizilere

dönüştürdü¼günü" gösteren aşa¼g¬daki sonuca ihtiyac¬m¬z olacakt¬r.

Lemma 4.14 A = (ank) negatif olmayan girişler içeren bir matris olsun ve x! y

ile ilgili dönüşümü yn =
P1

k=1 ankxk olarak verilsin. Bu durumda aşa¼g¬daki koşullar

denktir:

(i) x1 � x2 � x3 � � � � � 0 oldu¼gund y1 � y2 � y3 � � � � � 0 d¬r,
(ii)

Pr
k=1 ank �

Pr
k=1 an+1;k, (n; r = 1; 2; : : :). (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. (i) )(ii) x dizisini (1; 1; : : : ; 1; 0; 0; : : :) alarak durum görülmüş olur.

(ii) )(i) Parçalar¬n toplanmas¬ ile durum görülür.

Teorem 4.28 p � 1, ve olsun H�,H�, Hv, H� = H�Hv olan Hausdor¤ matrisleri

olsun. Bu durumda H�, `p üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ancak ve ancak hem H� hem de Hv

s¬n¬rl¬d¬r. Ayr¬ca,

kH�kp;p = kH�kp;p kHvkp;p (4.134)

dir. (Bennet,[6] ,1992 )
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·Ispat. E¼ger H� ve Hv, `p üzerinde s¬n¬rl¬ ise bu durumda H� da aç¬kça s¬n¬rl¬d¬r ,

ve böylece

kH�kp;p � kH�kp;p kHvkp;p (4.135)

dir. Öte yandan, H� `p üzerinde s¬n¬rl¬ oldu¼gunu varsayal¬m. E¼ger x; kxkp = 1 ile
azalan bir dizi ise, Lemma 4.14 ile,

kH�kp;p � kH�xkp = kH�Hvxkp � (H� nün alt s¬n¬r¬) kHvxkp � kHvxkp

ye sahibiz.

Bütün x ler üzerinden supremum alarak, ve (4.104) yi uygulayarak kHvkp;p �
kH�kp;p elde ederiz. Hausdor¤ matrisleri de¼gi̧smeli (,[32] Theorem 197) oldu¼gun-

dan, kHvkp;p � kH�kp;p bulunur. Bu teoremin ilk k¬sm¬n¬n ispat¬n¬ tamamlar.
(4.134) ü ispatlamak için, baz¬ küçük de¼gi̧siklikler ile Hardy nin (,[31] sayfa 48) argü-

manlar¬n¬ izleriz. 0 < " < 1=p� xn = (n+ 1)
�"�1=p alal¬m ve �, 0 < � < 1 herhangi

pozitif say¬ olsun.

(1 + 1=�)�2=p > �,
Z 1

p
�=N

Z 1

p
�=N

(��)�1=p d� (�) dv (�) > �

Z 1

0

Z 1

0

(��)�1=p d� (�) dv (�)

ve
1X

n=N

xpn > �

1X

n=0

xpn

sa¼glanmas¬ için �, N ve " seçelim. Hardy nin ispat¬ndaki gibi �=n < �� < 1 olmak

üzere
nX

m=0

�

n
m

�

(��)m (1� �)n�m xm > � (��)�1=p xn

elde ederiz.

(H�x)n =

Z 1

0

Z 1

0

nX

m=0

�

n
m

�

(��)m (1� �)n�m xmd� (�) dv (�)

oldu¼gu (4.133) den görülür. E¼ger n � N ise, bu durumda

(H�x)n � �xn
R 1p

�=N

R 1p
�=N

(��)�1=p d� (�) dv (�)

� �2xn
R 1

0

R 1

0
(��)�1=p d� (�) dv (�)

elde ederiz ve

kH�xkp � �2+1=p kH�kp;p kHvkp;p kxkp
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oldu¼gu (4.105) den görülür. Bu

kH�kp;p � �2+1=p kH�kp;p kHvkp;p

olmas¬n¬ sa¼glar ve � ! 1 iken limit alarak (4.134) elde edilir.

Sonuç 4.10 1 � p < 1 olmak üzere p sabit olsun ve H, `p üzerinde s¬n¬rl¬ bir

Hausdor¤ matrisi olsun. E¼ger �, logaritmik total monoton ise bu durumda H�� her

� > 0 için `p üzerinde s¬n¬rl¬d¬r ve

kH��kp;p = kH�k�p;p (4.136)

d¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. E¼ger �, m ve n pozitif say¬lar olmak üzere � = m=n şeklinde ise bu durumda

(H��)
n = H�m = (H�)

m

ve bir basit süreklilik argüman¬ ile (4.136), � irrasyonel say¬ olsa bile eşitli¼ginin

korundu¼gu gösterilebilir.

Sonucun cevaplar¬ olumlu bir soru olarak Rhoades taraf¬ndan de¼gerlendirildi (,[68]

sh 296). Rhoades (4.136) i yaln¬zca p = 2 için ve 2�k ( k = 1; 2; : : : ) formundaki

� lar için elde etti. (Yukar¬daki Teorem 8 in ard¬ndan aşa¼g¬daki aç¬klamalara da

bak¬n¬z.).

Şimdi alt s¬n¬rlarda çal¬̧smam¬za geri dönüyoruz. Burada Lemma 4.15 ile, matris

normlar¬n¬n (4.135) al¬̧s¬lm¬̧s "altçarp¬msall¬¼g¬n¬n" bir benzeri elde edilir. Bu ana-

log, Hausdor¤ matrislerinin çarp¬mlar¬na uyguland¬¼g¬nda, moment dizileri için baz¬

şaş¬rt¬c¬ eşitsizliklere yol açar.

Lemma 4.15 1 � p <1 olmak üzere p sabit olsun. A ve B,`p üzerinde s¬n¬rl¬ ve

negatif olmayan girişli matrisler olsun. ·Ilave olarak B azalan dizileri azalan dizilere

dönüştürsün. Bu durumda

L (AB) � L (A)L (B)

dir. (Bennet,[6] ,1992 )
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·Ispat. This is an immediate consequence of the de�nition, (??), of lower bound.

Bu, alt s¬n¬r¬n (??) ile verilen tan¬m¬n¬n aç¬k bir sonucudur.

Teorem 4.29 � ve � moment dizileri olsun. Bu durumda, p � 1 oldu¼gunda
1X

m=0

(�m�0)
p
1X

n=0

(�m�0)
p �

1X

n=0

(�m (��)0)
p

d¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

·Ispat. Verilen moment dizileriyle ili̧skili olan H�, H� Hausdor¤ matrislerinini göz

önününe alal¬m. Lemma 4.9 den bu matrislerin Lemma 4.14 un (ii) şart¬n¬ sa¼glad¬¼g¬

görülür ve bu nedenle azalan dizileri azalan dizilere dönüştürür. ·Ilave olarak, H�H�

çarp¬m matrisi çarp¬m dizisi taraf¬ndan üretilen bir genelleştirmedir, yavi H(��) dir.

Şimdi Lemma 4.15, Teorem 4.20 ve (4.91) gösterimini uygulayal¬m.

Teorem 4.29 un çeşitli şaş¬rt¬c¬ sonuçlar¬ vard¬r. Burada, bunlardan en basitlerinden

biri olan, �n = �n = 1= (n+ 1) (Lebesgue ölçüsüne kaŗs¬l¬k gelen moment dizisi)

al¬narak elde edilden bir sonuçtan bahsedece¼giz.

Sonuç 4.11 Hn = 1 + 1=2 + � � � + 1=n olmak üzere �2 (p) �
P1

n=1

�
Hn
n

�p
(p > 1)

n. harmonik say¬s¬n¬ gösterir. (Bennet,[6] ,1992 )

Bu k¬sm¬n önceki sonuçlar¬yla ilgili deneyimlerimize dayanarak, Teorem 4.29 un

konveks fonksiyonlara geni̧sletilip geni̧sletilemeyece¼gini sormak do¼gald¬r.

Bu gerçekten de aşa¼g¬daki Teoremde verilir.

Teorem 4.30 �, � moment dizileri olsun ve � : [0; 1]! R, � (0) = 0 olan negatif

olmayan konvek fonksiyon olsun. Bu durumda

1X

m;n=0

� (�m�0�
n�0) �

1X

n=0

� (�n (��)0)

d¬r. (Bennet,[6] ,1992 )

Teorem 4.30, elbette, bir majör eşitsizli¼gine ba¼gl¬d¬r ve bu, en temel haliyle aşa¼g¬da

verilmi̧stir. Ancak majörleşme, bu k¬s¬mda kaŗs¬laşt¬¼g¬m¬zdan farkl¬d¬r. Majoretlenecek

dizisi (bu durumda, iki kat-sonsuz) azalan s¬rada de¼gildir, ve azalan yeniden düzen-

lemeye hiç eri̧silebilir de¼gildir. Öyleyse, Teorem 4.31 daha çok karmaş¬k bir yaklaş¬m

gerektirir ve bu tan¬mlanmak zorundad¬r (bkz..[26]
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Teorem 4.31 0 � x; y � 1 olmak üzere x ve y sabit olsun, N herhangi pozitif say¬

olsun. Bu durumda fxmym : n;m = 0; 1; 2; : : :g kümesinden her N terim toplam¬

1 + (x+ y � xy) + � � �+ (x+ y � xy)N�1 toplam¬n¬ aşamaz. (Bennet,[6] ,1992 )

4.12 Genelleştirilmi̧s Rhaly Cesàro Matrisleri

Matrislerin ilk ailesi, s¬f¬r olmayan ank = tn�k= (n+ 1) ; 0 < t � 1 giri̧sleri ile alt

üçgensel bir matristir, bu matrise genelleştirilmi̧s Rhaly Cesàro matrisleri denir. Bu

matriste t = 1 al¬narak Cesàro matrisine indirgenir.

Teorem 4.32 A bir genelleştirilmiş Rhaly Cesàro matrisi olsun. Bir p � 2 sabiti
için,

1 +

�

2�
�
1 + t0
t0

�p� 1X

j=1

 

tj0
j + 1

!p

= 0 (4.137)

i sa¼glayan bir tek t de¼geri t0 olsun. Bu durumda, t0 � t � 1 için; Lp = f (0) d¬r.

([65] , Rhoades, 1990)

·Ispat. t = 1 için sonuç halihaz¬rda bilindi¼ginden, 0 < t < 1 kabul edece¼giz.

f (r) =
1

r + 1

rX

j=0

 
j
X

k=0

tj�k

j + 1

!p

+
1

r + 1

1X

j=r+1

 
rX

k=0

tj�k

j + 1

!p

=
1

r + 1

rX

j=0

tpj

(j + 1)p

 
j
X

k=0

t�k

!p

+
1

r + 1

1X

j=r+1

�
tj

j + 1

�p
 

rX

k=0

t�k

!p

=
1

r + 1

rX

j=0

�
1� tj+1

(j + 1) (1� t)

�p

+
1

r + 1

�
1� tr+1

tr (1� t)

�p 1X

j=r+1

�
tj

j + 1

�p

,

ve

(1� t)p [f (r)� f (r + 1)]

=

�
1

r + 1
� 1

r + 2

� rX

j=0

(1� tj+1)
p

(j + 1)p
� 1

r + 2

�
1� tr+2

r + 2

�p

+

�
(1� tr+1)

(r + 1) tpr
� (1� tr+2)

p

(r + 2) tp(r+1)

� 1X

j=r+2

�
tj

j + 1

�p

+
(1� tr+1)

p
tp(r+1)

(r + 1) (r + 2)p tpr

=
1

(r + 1) (r + 2)

rX

j=0

(1� tr+1)
p

(j + 1)p

+

�
(1� tr+1)

p

(r + 1) tpr
� (1� tr+2)

p

(r + 2) tp(r+1)

� 1X

j=r+1

�
tj

j + 1

�p

:
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dir.

g (r)

= (1� tp) (r + 1) (r + 2) [f (r)� f (r + 1)]

=
rX

j=0

(1� tj+1)
p

(j + 1)p
+

�
(r + 2) (1� tr+1)

p

tpr
� (r + 1) (1� tr+2)

p

tp(r+1)

� 1X

j=r+1

�
tj

j + 1

�p

tan¬mlayal¬m. �, her f�kg dizi için ��k = �k � �k�1 ile tan¬mlanan ileri fark

operatörü olmak üzere,

g (r)� g (r + 1)

= �(1� tr+2)
p

(r + 2)p
+

�
(r + 2) (1� tr+1)

p

tpr
� (r + 1) (1� tr+2)

p

tp(r+1)

��
tr+1

r + 2

�p

+

�
(r + 2) (1� tr+1)

p

tpr
� (r + 1) (1� tr+2)

p

tp(r+1)

�(r + 3) (1� tr+2)
p

tp(r+1)
+
(r + 2) (1� tr+3)

p

tp(r+2)

� 1X

j=r+2

�
tj

j + 1

�p

=
(r + 2) tp(r+1)

(r + 2)p

�
(1� tr+1)

p

tpr
� (1� tr+2)

p

tp(r+1)

�

+(r + 2)

�
(1� tr+1)

p

tpr
� 2 (1� tr+2)

p

tp(r+1)
+
(1� tr+3)

p

tp(r+2)

� 1X

j=r+2

�
tj

j + 1

�p

=
1

(r + 2)p�1
�
tp (1� tr+1)

p � (1� tr+2)
p�

+(r + 2)�2

�
(1� tr+1)

p

tpr

� 1X

j=r+2

�
tj

j + 1

�p

dir.

h (r) =
g (r)� g (r + 1)

(r + 1)�2

�
1� tr+1

tr

�p =

tp(r+1)�

�
1� tr+1

tr

�p

(r + 2)p�2

�
1� tr+1

tr

�p +
1X

j=r+2

�
tj

j + 1

�p

tan¬mlayal¬m.

m (r)

= tp�2

�
1� tr+1

tr

�p �

�2

�
1� tr+2

tr+1

�p

��
�
1� tr+2

tr+1

�p�

+

�
r + 3

r + 2

�p

�

�
1� tr+1

tr

�p

�2

�
1� tr+2

tr+1

�p

=

�
r + 3

r + 2

�p

�

�
1� tr+1

tr

�p

�2

�
1� tr+2

tr+1

�p

� tp�2

�
1� tr+1

tr

�p

�

�
1� tr+3

tr+2

�p

olmak üzere,

h (r)� h (r + 1)
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=

tp(r+1)�

�
1� tr+1

tr

�p

(r + 2)p�2

�
1� tr+1

tr

�p �
tp(r+2)�

�
1� tr+2

tr+1

�p

(r + 3)p�2

�
1� tr+2

tr+1

�p +

�
tr+2

r + 3

�p

=
tp(r+1)

(r + 3)p

8

>><

>>:

tp +

�
r + 3

r + 2

�p �

0

@

1� tr+1

tr

1

A

p

�2

0

@

1� tr+1

tr

1

A

p � tp
�

0

@

1� tr+2

tr+1

1

A

p

�2

0

@

1� tr+2

tr+1

1

A

p

9

>>=

>>;

=
tp(r+1)m (r)

(r + 3)p�2

�
1� tr+1

tr

�p

�2

�
1� tr+2

tr+1

�p

dir. 0 < t < 1 oldu¼gundan, ((r + 3) = (r + 2))pitp dir. Şimdi
(i)

�

�
1� tr+1

tr

�p

> �

�
1� tr+3

tr+2

�p

ve

(ii)

�2

�
1� tr+2

tr+1

�p

> �2

�
1� tr+1

tr

�p

oldu¼gunu gösterece¼giz:

(i) yi ispatlamak için, �

�
1� tr+1

tr

�p

nin r de monoton azalan veya denk olarak,

�2 ((1� tr+1) =tr)
p
> 0 oldu¼gunu göstermek yeterlidir. n (r) = ((1� tr+1) =tr)

p

tan¬mlayal¬m. Bu durumda

n0 (r) = p

�
1� tr+1

tr

�p�1

t�1 log (1=t) ve

n00 (r) = p (p� 1)
�
1� tr+1

tr

�p�2

(t�r log (1=t))
2
+ p

�
1� tr+1

tr

�p�1

t�r (log 1=t)2

= p

�
1� tr+1

tr

�p�2

t�1 (log 1=t)2
�

(p� 1) t�r +
�
1� tr+1

tr

��

> 0

dir. �2

�
1� tr+1

tr

�p

ve n00 (r)e ayn¬ i̧sarete sahip oldu¼gundan, (i) sa¼glan¬r.

(ii) yi ispatlamak için,

n00 (r) = p (log 1=t)2
�
1� tr+1

tr

�p�2

t�2r
�
p� tr+1

�
;
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ve

n000 (r) = p (log 1=t)2
(

(p� 2)
�
1� tr+1

tr

�p�3

t�3r (log 1=t) (p� tr+1)

+

�
1� tr+1

tr

�p�2

pt�2r2 log (1=t)�
�
1� tr+1

tr

�p�2

t�r+1 log (1=t)

)

=
p (log (1=t))3

t3t

�
1� tr+1

tr

�p�3

f(p� 2) (p� tr+1)

+2ptr
�
1� tr+1

tr

�

� t2r+1
�
1� tr+1

tr

��

ve e¼ger p � 2 ise n000 (r) > 0 dir. Bu yüzden �3 ((1� tr+1) =tr)
p
< 0 d¬r ve (ii)

do¼grudur.

Böylece h da r de monoton azaland¬r.

lim
r
h (r) = lim

r

tp(r+1)

(r + 2)p
lim
r

�

�
1� tr+1

tr

�p

�2

�
1� tr+1

tr

�p

d¬r. ilk limit s¬f¬rd¬r ve ikinci limit �tp= (1� tp) dir. Bu yüzden h pozitiftir ve g, r

de monoton azaland¬r.

q (t; p) = 1 +

�

2�
�
1 + t

t

�p� 1X

j=1

�
tj

j + 1

�p

,

@q

@t
= �p

�
1 + t

t

�p�1�

� 1
t2

� 1X

j=1

�
tj

j + 1

�p

+

�

2�
�
1 + t

t

�p� 1X

j=1

pjtpj�1

(j + 1)p

= p

1X

j=1

�
tj

j + 1

�p
"�
1 + t

t

�p�1
1

t2
+

�

2�
�
1 + t

t

�p�
j

t

#

olmak üzere,

g (0) = (1� t)p +

�

2 (1� t)p �
�
1� t2

t

�p� 1X

j=1

�
tj

j + 1

�p

= (1� t)p q (t; p)

dir. j nin katsay¬s¬ negatif oldu¼gundan, köşeli parantezdeki ifade j de monoton

azaland¬r. j = 1 için,

1

t2

"�
1 + t

t

�p�1

+ 2t� t

�
1 + t

t

�p
#

=
1

t2

"�
1 + t

t

�p�1

(1� 1� t) + 2t

#

=
1

t

"

2�
�
1 + t

t

�p�1
#

� 0
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olur ve q, t de monoton azaland¬r.

q (1; p) = 1 + [2� 2p]
1X

j=1

1

(j + 1)p
ve

@q(1;p)
@p

= �2p log 2
1X

j=1

(j + 1)�p + (2� 2p)
1X

j=1

(j + 1)�p log

�
1

j + 1

�

= �21�p log 2 +
1X

j=2

1

(j + 1)p
[(2p�2) log (j + 1)� 2p log 2] :

dir.

Köşeli parantezdeki ifade p de monoton artand¬r, p = 1 de onun de¼geri �2 log 2
dir, ve p ile sonsuza yaklaş¬r. Bu yüzden, q, p = 1 sa¼g¬nda bir minimuma sahip-

tir. q (1; 2) = (9� �2) =3 < 0 ve limp q (1; p) = 0 oldu¼gundan, her p � 2 için;

q (1; p) hmaxp�2 q (1; p) = max fq (1; 2) ; 0g = 0 dir.

q (t; p) = 1 + 2

�
t

2

�p

�
�
1 + t

2

�p

+ 2

1X

j=2

�
tj

j + 1

�p

�
1X

j=2

(t+ 1) tp(j�1)

(j + 1)p

yazarak,

q (0; p) = 1� 2�p > 0

elde edilir. Bu yüzden, t0 (4.137) i sa¼glamak üzere, t0 � t � 1 için, g (0) < 0 ve

Lp = f (0) dir. Bu da ispat¬ tamamlar.

Rassias[54] de, p = 2 durumu için bir genelleştirilmi̧s Cesàro operatorü için bir alts¬n¬r

s¬n¬r elde etti, ve C için do¼gru de¼geri hesaplad¬. ([54] ün (4.137) formülünde, t nin

kuvveti n den ziyade n� 1 olmal¬d¬r. Bununla beraber, onun Teoremi fxng dizisini
içeren bir eşitsizli¼gi sa¼glamas¬ gerekir. Bu makalenin Teorem 1 i sadece p = 2 için

onun sonucunun önemi, do¼gru de¼geri elde etmekle kalmaz, ayn¬ zamanda p > 2 için

Lp nin do¼gru de¼gerini belirler.

Teorem 4.32, t = 0 için yanl¬̧st¬r; bu durumda Lp = f (1) olur. Böylece, 0 ve 1
aras¬nda bir t0 say¬s¬n¬n var olma şart¬, yani Teorem 4.32, t0 � t � 1 için do¼gru

olmas¬ do¼gal biŗseydir. (4.137) ile belirlenen t0 de¼geri, Teoremin do¼gru oldu¼gu t nin

en küçük de¼geri olmayabilir.
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4.13 Hilbert Matrisi

Teorem 4.3 de verilen alt s¬n¬r¬, C Cesaro matrisini kolayca uyguland¬¼g¬n¬ gördük.

Maalesef, di¼ger "klasik" matrislere kaŗs¬l¬k gelen s¬n¬r çok kolay bulunamaz, çünkü

elimizde r: k¬smi sat¬r toplam¬ kesin de¼geri her zaman elde edilemeyebilir. Bu k¬s¬m-

daki amac¬m¬z, bu tarz zorluklardan en az¬ndan Hilbert matrisi için nas¬l kaç¬n¬la-

ca¼g¬n¬ göstermektir.

Şimdi Teorem 2.3 i tekrar kat¬rlayal¬m:

E¼ger p > 1, p0 = p= (p� 1) ve
1X

m=1

apm � A,
1X

m=1

bp
0

m � B,

ise bu durumda
1X

n=1

1X

m=1

ambn
m+ n

<
�

sin (�=p)
A1=p:B1=p0 (4.138)

dir. (an) veya (bn) dizileri s¬f¬r olmad¬kça eşitsizlik kesindir.

Tan¬m 4.7 H Hilbert matrisini

8j; k = 1; 2; : : : için hjk = (j + k � 1)�1

ile gösterece¼giz, yani;

H =

0

B
B
B
B
B
B
@

1 1
2

1
3

1
4

1
5
� � �

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6
� � �

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7
� � �

...
...
...
...
...
. . .

1

C
C
C
C
C
C
A

şeklindedir.

Teorem 4.33 H, `p (1 < p <1) de s¬n¬rl¬ lineer bir operatördür ve

kHkp;p = � csc

�
�

p

�

(4.139)

normu ile s¬n¬rl¬d¬r.([33] , Hardy ve ark. 1967)

·Ispat. ·Ispat Teorem 2.3 den görülür.
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Lemma 4.16 p sabit ve 1 < p <1 olsun. x1 � x2 � � � � � 0 olan 8x 2 `p için

kHxkp � kCxkp (4.140)

dir; (??) de eşitlik olmas¬ için k n¬n en fazla bir de¼geri için xk > 0 olmal¬d¬r. ([2] ,

Bennett, 1986)

·Ispat. ak ve xk lar¬n rollerini de¼gi̧stirip Önerme 4.1 i tekrar uygulayal¬m.

kHxkpp =

1X

j=1

1X

k=1

�
xk

j+k�1

�p

�
1X

j=1

1X

r=1

 
rX

k=1

xk

!p
�
(j + r � 1)�p � (j + r)�p

�

=

1X

r=1

 
rX

k=1

xk

!p 1X

j=1

�
(j + r � 1)�p � (j + r)�p

�

=

1X

r=1

 
rX

k=1

xk

!p

r�p

= kCxkpp

elde ederiz.

Teorem 4.34 p sabit ve 1 < p <1 olsun.8x 2 `p ve x1 � x2 � � � � � 0 için

kHxkp � � (p)
1

p kxkp (4.141)

vard¬r. Burada eşitlik olmas¬ için x2 = x3 = � � � = 0 olmal¬d¬r. ([2] , Bennett, 1986)

·Ispat. ·Ispat yukar¬daki Lemmadan ve Teorem 4.5 ten görülür.

p =1 için Lemma ?? do¼gru oldu¼gunu hat¬rlatal¬m. [ (??) in sol taraf¬ baz¬ x 2 `1

lar için sonsuz oldu¼gundan sonuç aşikard¬r.] x1 � 0; x2 � 0; : : : k¬s¬tlamas¬ gereklidir,
fakat bu Lemma ?? ün ilgi çekicili¼gini azaltmaz.

(4.140) eşitsizli¼ginden, Hilbert eşitsizli¼ginin (H, `p de s¬n¬rl¬) Hardy eşitsizli¼gini

(C, `p de s¬n¬rl¬) sa¼glad¬¼g¬n¬ görürüz. Hardy nin sonuçlar¬n¬n orijinal nedenlerini
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düşündü¼gümüz zaman bu gözlemler tarihi ilgiden do¼gar. Hilbert eşitsizli¼ginin basit

bir ispat¬ ([33] , sh.239) bulunabilir.

hjk � cjk + ckj, j; k = 1; 2; : : :

oldu¼gundan,

kHkp;p �

C + Ct



p;p
� kCkp;p + kCkp�;p�

d¬r.

Böylece `p den `q ya C nin s¬n¬rl¬l¬¼g¬ndan H ¬n `p deki s¬n¬rl¬l¬¼g¬ elde edilir. [ Bir

alternatif yaklaş¬m, hjk � (CtC)j;k� olu¼gunu gözlemlemektir.]
Gelecek k¬s¬mda, Hardy nin program¬n¬ Hardy nin eşitsizli¼ginin keskin versiyonunun

(4.19) Hilbertin keskin versiyonunu (4.139) sa¼glad¬¼g¬n¬ göstererek tamamlayaca¼g¬z.

4.14 Hardy Eşitsizli¼ginin Hilbert Eşitsizli¼gi ile KaŗsIlaşt¬r¬lmas¬

Bu k¬s¬mda, (4.140) in tamamlay¬c¬s¬ olan kHxkp � K (p) kCxkp biçimindeki eşit-
sizliklerle inceleyece¼giz.

Teorem 4.35 p sabit, 1 < p <1 ve x 2 `p olsun

kHxkp �
�

q
csc

�
�

p

�

kCxkp (4.142)

dir. Sabit en iyi sabittir (x � 0 veya x # 0 ilave hiptezleri koyararak veya koymayarak
)([2] , Bennett 1986)

·Ispat.

bjk =
1

(j + k � 1) (j + k) , (j; k = 1; 2 : : : için) (4.143)

şeklinde verilenB matrisi için, H = BC Hilbert matrisi, bir çarp¬mmatrisi oldu¼gunu

görelim. Buradan (4.142), hemen aşa¼g¬ verilecek olan Önermenin do¼gal bir sonu-

cudur.

Sabitin en iyi ihtimal oldu¼gunu görebilmek için, (4.142), (4.139) Hilbert eşitsi-

zli¼ginin keskin versiyonunu (4.19) Hardy eşitsizli¼ginin keskin bir versiyonu olmas¬n¬

sa¼glad¬¼g¬n¬ görmek gerekir.

Şimdi aşa¼g¬daki Önermenin ispat¬nda kullanaca¼g¬m¬z Riesz konvekslik teoremini is-

pats¬z olarak verelim.
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Teorem 4.36 (Riesz Konvekslik Teoremi)

A =
mX

i=1

nX

j=1

aijxiyj

olsun. Kabul edelim ki M�;�,

mX

i=1

jx
i
j1=� � 1,

mX

i=1

jy
i
j1=� � 1

için A n¬n maksimumu olsun., � = 0 veya � = 0 ise, bu eşitsizliklerin yerine jx
i
j � 1

veya jy
i
j � 1 ile de¼giştirilir. Bu durumda logM�;�

0 � � � 1, 0 � � � 1, �+ � � 1

üçgeninde konvekstir. ([33] , Hardy ve ark, 1967)

Önerme 4.2 p sabit, 1 < p < 1 ve B matrisi (4.143) deki gibi olsun. Bu du-

rumda,

kBkp;p =
�

q
csc

�
�

p

�

dir. ([2] , Bennett, 1986)

·Ispat. Yukar¬daki uyar¬larla kBkp;p � �
q
csc
�
�
p

�

oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

0 < w � 1 olmak üzere,

b (w)jk =

0

@
j + k � 2
k � 1

1

Awj�1 (1� w)k , (j; k = 1; 2; : : : için

B (w) matrisler ailesini düşünelim. Sat¬r toplamlar¬ (1� w) =w ve kolon toplamlar¬

1, yani;

kBk1;1 =
1� w

w
, kBk1;1 = 1

dir. m. Riesz konvekslik teoremi ile

kBkp;p � 11=p
�
1� w

w

�1=q

dir. Di¼ger yandan

R 1

0
b (w)j;k dw =

0

@
j + k � 2
k � 1

1

A
R 1

0
wj�1 (1� w)k dw

=

0

@
j + k � 2
k � 1

1

A � (j; k + 1)

=
(j + k � 2)!

(k � 1)! (j � 1)!
(j � 1)!k!
(j + k)!

= bjk
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d¬r. Bötlece
kBk =





R 1

0
B (w) dw





�
R 1

0
kB (w)k dw

=
R 1

0

�
1� w

w

�1=q

dw

= �

�

1� 1
q
; 1 +

1

q

�

= �

�
1

p

�

�
�
1
q

� 1

q

=
�

q
csc

�
�

p

�

elde ederiz.

Önerme 4.2 nin ispat¬n¬n arkas¬ndaki �kir yayg¬n olarak uygulanabilir. Di¼ger yan-

dan, [0; 1] üzerinde dw Lebesgue ölçüm yerine, herhangi bir d� (w) pozitif ölçüm

ile de¼gi̧stirebiliriz, böylece `p üzerinde s¬n¬rl¬ yeni matris aileleri üretebiliriz. Di¼ger

taraftan, yard¬mc¬ B (w) matrislerini di¼ger koleksiyonlar ile de¼gi̧stirebiliriz. (Kesin

sonuçlar elde etmek için, sat¬r toplamlar¬ her sabit w için sabit olmal¬d¬r, ya da

hemen hemen ayn¬ ve sütun toplamlar¬ için benzer şekilde ilginç sonuçlar elde et-

mek için, sat¬r toplam¬ sütun toplam¬ndan farkl¬ olmal¬d¬r.)

Örne¼gin, (4.139) Hilbert eşitsizli¼ginin son derece basit bir ispat¬n¬ elde etmek için,

0 < w < 1 olmak üzere

h (w)jk =

0

@
j + k � 2
k � 1

1

Awj�1 (1� w)k , (j; k = 1; 2; : : : için

ile werilenH (w)matrislerini düşünelim. Burada sat¬r toplamlar¬ 1=w, sütun toplam-

lar¬ 1= (1� w) d¬r, ve

kHkp;p �
Z 1

0

dw

(1� w)1=pw1=q
= � csc

�
�

p

�

oldu¼gunu elde ettik.

Yine, (4.19) Hardy eşitsizli¼gini ispatlamak için, 0 < w < 1 olmak üzere,

c (w)jk =

0

@
j � 1
k � 1

1

Awj�1 (1� w)j�k , (j; k = 1; 2; : : : (k � j) için

ile verilen C (w) matrislerini düşünelim ve önceki gibi devam edelim. Bu matrisler,

Euler matrisleri denir ve bunlar klasik toplanabilme teorisinde yayg¬n olarak kul-
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lan¬l¬r, bunun için ([32] , Bölüm VIII, IX) e bak¬labilir.

H (�) =

Z 1

0

C (w) d� (w)

ile üretilen (negatif olmayan) herhangi bir Hausdor¤ matrisinin normunun

kC (w)kp;p = w�1=p

oldu¼gunu Hardy, do¼grudan göstermi̧stir. Çal¬̧smas¬ interpolasyon teorisinden hiç

bahsetmiyor olsa da, bu bölüm onun �kirlerine çok şey borçludur bunun için ([32] ,

Bölüm 11.17) ye bak¬labilir.

4.15 p rasyonel olmak üzere `p için abel özdeşli¼gi

(4.12) daki gibi, yeni bir eşitsizli¼gi keşfettikten sonra, altta yatan cebirsel bir özdeş-

lik aramak do¼gald¬r. Özdeşlik, eşitsizli¼gin belirli terimlerin at¬lmas¬yla bir kerede

görülecek şekilde olmal¬d¬r. Böyle bir özdeşlik aşa¼g¬dad¬r.

Önerme 4.3 a1,a2,. . . ,an ve x1,x2,. . . ,xn herhangi bir reel say¬ (pozitif veya de¼gil)

olsun. E¼ger p pozitif bir tamsay¬ ise, bu durumda

 
nX

k=1

akxk

!p

=
n�1X

r=1

 
rX

k=1

ak

!p
�
xpr � xpr+1

�
+

 
nX

k=1

ak

!p

xpn

+
nX

r=1

rX

p1+p2+���+pn=p

p!

p1! : : : pr!
� ap11 � � � aprr

�
xp11 : : : x

pr�1
r�1 � xp�prr

�

dir. ([2] , Bennett, 1986)

·Ispat. Multinomal teoremi ile,

 
nX

k=1

akxk

!p
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=
nX

r=1

X

p1 + p2 + � � �+ pn = p

pr > 0

pr+1 = � � � = pn = 0

p!

p1! : : : pr!
ap11 � � � aprr :xp11 � � �xprr

=

nX

r=1

X

p1 + p2 + � � �+ pn = p

pr > 0

pr+1 = � � � = pn = 0

p!

p1! : : : pr!
� ap11 � � � aprr :xprr

�
xp11 � � �x

pr�1
r�1 � xp�prr

�

+
nX

r=1

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

X

p1 + p2 + � � �+ pn = p

pr+1 = � � � = pn = 0

�
X

p1 + p2 + � � �+ pn = p

pr = � � � = pn = 0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

� p!

p1! : : : pr!
ap11 � � � aprr xprr

elde ederiz. ·Ilk toplamda, pr = p nin hiçbir katk¬s¬ olmad¬¼g¬ndan terimler ihmal

edilebilir. Multinomyal teoremi tekrar uygulayarak, ikinci toplam

nX

r=1

" 
rX

k=1

ak

!p

�
 
r�1X

k=1

ak

!p#

xpr,

olarak yeniden yaz¬labilir ve bu terimler yeniden grupland¬r¬larak önerme elde edilir.

p = 1 oldu¼gunda, özdeşli¼gin son teriminin ortadan kalkar ve Abel özdeşli¼gi ile durum

aç¬kt¬r. Di¼ger yandan, genel p için, son terim, a1,a2,. . . ,an � 0 ve x1 � x2 � � � � �
xn � 0 olmas¬ koşuluyla negatif de¼gildir. Bu nedenle (4.12) eşitsizli¼gi, bu terimi

ç¬kararak elde edilir.

E¼ger a1,a2; : : : ; an ve x1; x2; : : : ; xn negatif olmad¬¼g¬n¬ kabul edersek, Önerme 4.3 ün

bir versiyonu, q bir (pozitif) rasyonel say¬ oldu¼gu durumda mevcuttur. Bu genel

özdeşlik, (4.12) un kolay bir ispat¬na yol açmayaca¼g¬ için, detaylar¬ atl¬yoruz.
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4.16 ·Integral Benzerleri

Bu k¬s¬mda,

f (x) =

Z a

0

K (x; y) g (y) dy, ( 0 < x < a )

formundaki f = Kg dönüşümleri için keskin alt s¬n¬rlar arayaca¼g¬z.

Bu k¬s¬m boyunca, p (1 � p < 1) nin sabit oldu¼gunu K (x; y) � 0 ve ölçülebilir

oldu¼gunu ve K n¬n Lp (0; a) dan kendi içine dönüşüm oldu¼gunu kabul edece¼giz.

Teorem 4.37 E¼ger f , g 2 Lp (0; a) negatif olmayan ve (0; a) üzerinde azalan ise,
bu durumda

�p := inf
0<t<a

Z a

0

1

t

�Z t

0

K (x; y) g (y) dy

�p

dx (4.144)

olmak üzere

kfkp � � kgkp (4.145)

dir. ([2] , Bennett, 1986)

·Ispat. Buradaki ispat, Teorem 4.3 dekine benzer olarak, bu kez Lp (0; a) da parçanma

ile interasyon benzeri kullan¬r. Buna göre, g nin kesinlikle sürekli oldu¼gunu ve [0; a]

da azald¬¼g¬n¬ varsaymak uygun olacakt¬r. Bu varsay¬m, standart yaklaş¬m argüman-

lar¬ yoluyla, genellik bozmaks¬z¬n içerilir.

Sabit x; y için
Z y

0

K (x; t) g (t) dt � g (y)

Z y

0

K (x; t) dt,

yani;
�Z y

0

K (x; t) g (t) dt

�p�1

K (x; y) g (y) � gp (y)

�Z y

0

K (x; t) dt

�p�1

K (x; y) ,

elde ederiz. Her iki yan¬ y ye göre ve sonra sa¼gdaki k¬s¬mlar¬ k¬smi integralleyerek,

�R a

0
K (x; y) g (y) dy

�p �
R a

0
gp (y)

d

dy

�R y

0
K (x; t) dt

�p
dy

=
�
g (a)

R a

0
K (x; t) dt

�p �
R a

0

�R y

0
K (x; t) dt

�p d

dy
[gp (y)] dy

elde edilir. Şimdi x e göre integrasyon ile,

kfkpp � gp (a)
R a

0

�R a

0
K (x; t) dt

�p
dx

�
R a

0

R a

0

�R y

0
K (x; t) dt

�p d

dy
[gp (y)] dydx
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elde edilir. (Tonnelli teoremine göre) son terimde integrasyon s¬ras¬n¬ de¼gi̧stirerek

ve ard¬ndan (4.144) i her iki terime de uygulayarak,

kfkpp � gp (a) :a:�p � �p
Z a

0

y
d

dy
[gp (y)] dy

olur. Son bir k¬smi integrasyon ile (4.145) elde edilir.

Yukar¬daki ispatta k¬smen, sonlu oldu¼gunu varsayd¬k. Bununla birlikte, standart

limitleme argümanlar¬, Teorem 4.37 nin, a =1 oldu¼gunda geçerli oldu¼gunu göster-

mektedir. Bu durum, Hardy nin K (x; y) = 1=x, (0 < y < x) < 1) ve Hilbertin
K (x; y) = 1= (x+ y), (0 < x, y <1) klasik çekirde¼gini içerdi¼ginden uygulamalarda
özellikle önemlidir ( Bkz[32] , Bölüm IX). Bu çekirdeklerin her ikisi de �1 dereceden
homojendir ve a = 1 oldu¼gundan, bu, �, t den ba¼g¬ms¬z oldu¼gu için, ifade (4.144)

i verir. Böylece aşa¼g¬daki sonucu verebiliriz.

Sonuç 4.12 1 < p <1 olmak üzere p sabitlesin ve f , g 2 Lp (0; a) negatif olmayan
ve azalan olsun. Bu durumda

Z 1

0

�Z x

0

g (y)

x
dy

�p

dx � q

Z 1

0

gp (y) dy (4.146)

ve
Z 1

0

�Z x

0

g (y)

x+ y
dy

�p

dx � � (p+ 1) � (p)
Z 1

0

gp (y) dy (4.147)

dir. (4.146) ve (4.147) de eşitlik vard¬r ancak ve ancak g, baz¬ �, � sabitleri için

x > � için g (x) = 0, 0 < x < � için g (x) = � formuna sahiptir. ([2] , Bennett,

1986)

·Ispat. Yukar¬daki aç¬klamalara göre, her iki durumda da, �p =
R1

0

�R 1

0
K (x; y) dy

�p

dx

dir. Hardy çekirde¼gi için, bu integral (= q) de¼gerlendirmek için önemsizdir. Hilbert

çekirde¼gi için şu şekilde ilerleyece¼giz:

�p =

Z 1

0

logp
�

1 +
1

x

�

dx =

Z 1

0

upeu

(eu � 1)2
du

alaca¼g¬z. Son integral, eu da bir kuvvet serisi olarak

(eu � 1)�2 = e�2u
�
1� e�u

��2

geni̧sletilmesiyle de¼gerlendirilebilir. Bu �p = � (p+ 1) � (p), �-fonksiyonunun (inte-

gral) tan¬m¬ndan gelir (Bkz. örne¼gin ,[67] sh. 181).
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5. A¼GIRLIKLI ORTALAMAMATR·ISLER·I VE NÖRLUNDMATR·IS-

LER·I ·IÇ·IN COPSON T·IPL·I ALTSINIRLAR

5.1 Notlar

1 � p � 1, 0 < q � p, ve A = (an;k)n;k�0 � 0 olsun. X = (xn)
1
n=0 2 `p ve X � 0

olmak üzere
"
1X

n=0

 
1X

k=0

ankxk

!q#1=q

� L

 
1X

k=0

xpk

!1=q

eşitsizli¼gini sa¼glayan her L lerin supremumunu Lp;q(A) ile gösterelim. Bu k¬s¬mda,

Lp;q(A) nin da¼g¬l¬m de¼geri a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisleri, Nörlund matrisleri ve onlar¬n

transpozlar¬ için belirlenir. Lp;q(A) n¬n tam de¼gerini ili̧skili a¼g¬rl¬k dizi bak¬m¬ndan

ifade edece¼giz. Nörlund matrisleri ve transpozlar¬n¬n baz¬ çeşitleri için, böyle bir

a¼g¬rl¬k dizisinin normlar¬n¬n bir bölümüne indirgenir. Bu k¬s¬mdaki baz¬ sonuçlar,

Bennett in sonuçlar¬n¬ genelleştirir.

0 < p � 1 olmak üzere kXkp := f
P1

n=0 jxnj
pg1=p < 1 olacak şekilde her X =

fxng1n=0 kompleks diziler uzay¬n¬ `p ile gösterelim. p = 1 için, fP1
n=0 jxnj

pg1=p yi
supn�0 jxnj olarak anlayaca¼g¬z. e¼ger her n için xn � 0 ise X � 0. yazar¬z. Ayn¬

zamanda x0 � x1 � � � � olmas¬ durumunda X # yazaca¼g¬z. 0 < p; q � 1 için, A � 0
olmak üzere, yani, A = (an;k)n;k�0 negatif olmayan matris olmak üzere,

(
1X

n=0

 
1X

k=0

an;kxk

!q)1=q

� L

 
1X

k=0

xpk

!1=p

(X 2 `p; X � 0) (5.1)

eşitsizli¼gini sa¼glayan bu L lerin supremumunu Lp;q(A) ile gösterelim. Aç¬kça, Lp;q(A),

X 6= 0 olan kAXkq = kXkp bölümlerinin en büyük alts¬n¬r¬d¬r. Böylece,

L#p;q(A) = inf
kXkp=1;X>0;X#

kAXkq ve kAkp;q = sup
kXkp=1

kAXkq :

olmak üzere

Lp;q(A) � L#p;q(A) � kAkp;q

d¬r. ·Ilave olarak,,[2] her m � 0 ve 1 � p <1 için

jAjp;p =

0

@

1X

k=0

 
1X

n=0

jan;kjp
!q=p

1

A

1=q
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olmak üzere Lpp(A) � 1

(m+1)1=p
jAjp;p olmas¬n¬ sa¼glar. 1 � p < 1 için; Lp;p(A) > 0

oldu¼gu aç¬kt¬r. ) jAjp;p = 1 dur. K¬s¬m 3 de aç¬kland¬¼g¬ gibi, ayn¬ zamanda

0 < Lpp(A
NM
W ) < 1 elde ederiz ) ANMW herhangi bir Nörlund matrisi olmak üzere


ANMW



p;p

< 1 d¬r. Bu Lp;q (A) nun çal¬̧s¬lmas¬n¬n önemini gösterir. ( ilave refer-

enslar için bak[8] ve[50]). Özellikle, kAkp;q ve jAjp;p aras¬nda eşde¼ger sabitler sonlu
matrisler için bulunur.[22, 23, 28, 69] Art¬k bu olay jAjp;p veya kAkp;q nin Lp;q (A) ile
yerde¼gi̧sirdi¼g zaman sonlu a¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisleri ve sonlu Nörlund matrisleri

için mevcuttur. Bu K¬s¬ms 2 ve 3 de ele al¬nacakt¬r. Fakat o hala matrislerin bu

iki çeşitinin transpozlar¬ için oluşur. L#pq (A) se¼geri için, bu yöndeki çeşitli sonuçlar

görünür. Bunun için[2, 6, 27, 50, 54, 55, ?, ?] e bak¬labilir. Bu bölümde, Lp;q(A) ya odak-

lanaca¼g¬z.

[18] de, Copson 0 < p � 1olmak üzere
1X

n=0

 
1X

k=n

xk
k + 1

!p

� pp
1X

k=0

xpk, (X 2 `p; X � 0), (5.2)

Copson eşitsizli¼gi denen eşitsizli¼g elde etmi̧stir (ayn¬ zamanda[33]). (5.2) eşitsizli¼gi,

Hardy eşitsizli¼ginin do¼gal bir benzeridir ve (�)t, (:) nin transpozunu göstermek üzere
ve C(1) = (an;k)n;k�0 Cesàro matrisi

an;k =

8

<

:

1=(n+ 1) if 0 � k � n

0 di¼geryerde

ile tan¬mlanmak üzere Lp;p(C(1)t) = p yaz¬labilir. Copsonun sonucu Bennett[8]

taraf¬ndan sat¬rlar¬ artan veya azalan olan bu toplanabilmeAmatrislerine geni̧sletildi.

O, böyle A matrisleri için Lp;p (At) ye alt s¬n¬rlar ve üst s¬n¬rlar¬n¬ vermi̧stir. Özel-

likle, �(p) =
P1

k=1
1
kp
Riemann zeta functionu, A, W = fwng1n=0 a¼g¬rl¬kl¬ dizi ile

ili̧skili ANMW Nörlund matrisi ve

wn � K

�
w0 + � � �+ wn

n+ 1

�

, (n � 0) (5.3)

( ANMW nin tan¬m¬ K¬s¬m 3 de verilecek) olmak üzere,

Lp;p
�
At
�
� (K + 1)�1=p

�

�

�
1

1� p

�� p�1
p

, (0 < p < 1)

d¬r. Son zamanlarda, Chen ve Wang, A bir negatif olmayan alt üçgen matrisi

olmak üzere, Bennett in sonucu Lp;p (At) ya geni̧sletti. 0 < p < 1 ile Lp;p (At) için
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bir Borwein-tipli sonuç[16] kuruldu. Çünkü 1 � p � 1 ve 0 < q � p için, Bennett

aşa¼g¬daki genel sonuçu Lp;q(A) için kurmuştur[2]:

Lp;q(A) = inf
k�0
(
1X

n=0

aqn;k)
1=q = inf

k�0
kfan;kg1n=0kq (5.4)

Bu formül Lp;q(A) n¬n de¼geri de¼gerlendirmek için bize bir yol sa¼glar, fakat Lp;q(A)

n¬n da¼g¬l¬m de¼geri �güzel� Amatrisler için bile zorlu olabilir. Bu bölümde, bu zorlu¼gu

a¼g¬rl¬kl¬ ortalama AWM
W matrisleri, ANMW Nörlund matrisleri ve onlar¬n transpozlar¬

için çözmeye çal¬̧saca¼g¬z. ·Ilk olarak W = fwng1n=0 a¼g¬rl¬kl¬ dizi ile ili̧skilendirilmesi
bak¬m¬ndan Lp;q(A) y¬ ifade edece¼giz. K¬s¬m 2 de, ilave olarak

n
1

w0+���+wn

o1

n=0
2 `q

nun geçerlili¼gine ba¼gl¬ olarak Lp;q
�
AWM
W

�
nun sonlulu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. 1 < q �

p � 1 için, ilave olarak Lp;q
�
AWM
W

�
� 1 elde edebiliriz: ANMW için, 0 < Lp;q

�
ANMW

�
<

1 oldu¼gu K¬s¬m 3 de gösterilecek ) W 2 `1 dir, ve W 2 `1 için Lp;q(ANMW ) =

kWkq = kWk1 oldu¼gu gösterilecek. Çünkü transpozlar¬ için, K¬s¬ms 2 ve 3 de1 � p �
1 ve 0 < q � p olmak üzere,

w0
kWk1

� Lp;q

��
AWM
W

�t
�

= Lp;q

��
ANMW

�t
�

� 1

oldu¼gu göstereilecek. Ayn¬ zamanda 0 < q � 1 için, Lp;q
��
AWM
W

�t
�

= Lp;q

��
ANMW

�t
�

=

1 oldu¼gu da ispatlanacak. Bu A =
�
AWM
W

�t
veya

�
ANMW

�t
için 1 � p = q < 1 den

0 < q � 1 � p � 1 a[6] geni̧sletildi. Çünkü 1 < q � 1 için,

wn �
�
wq0 + � � �+ wqn�1
w0 + � � �+ wn�1

�(1=(q�1))

, (n � 2) (5.5)

aşa¼g¬daki tekrarlamal¬ formülü sa¼glayan bu W 2 `q için

Lp;q

��
AWM
W

�t
�

= Lp;q

��
ANMW

�t
�

= kWkq = kWk1

oldu¼gunu ispatlayaca¼g¬z. (5.5) şart¬ q = 1 durumu için wn � max (w0; : : : ; wn�1)

olarak de¼gerlendirilir. Bu şart wn # ile W taraf¬ndan sa¼glan¬r. Detaylar K¬s¬m 2 ve

3 de verilmi̧stir.

5.2 A¼g¬rl¬kl¬ ortalama matrisi ve onun transpozu

k � 1 için w0 > 0 ve wk � 0 olmak üzere AWM
W = (an;k)n;k�0

an;k =
wk

w0 + � � �+ wn
, (n � k � 0) ,
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ile alt üçgensel matris olsun. Bu matriseW = fwng1n=0 a¼g¬rl¬kl¬ dizi ile ili̧skili a¼g¬rl¬kl¬
ortalama matrisi denir. Bir an;k de¼gerlerini (5.4) içine koydu¼gumuzda aşa¼g¬daki

sonucu elde ederiz.

Teorem 5.1 1 � p � 1, 0 < q � p, w0 > 0, ve her n � 1 için wn � 0 olsun. Bu
durumda

Lp;q
�
AWM
W

�
= infk�0

(

wk

�
P1

n=k

1

(w0 + � � �+ wn)
q

�1=q
)

�
�
P1

`=0

�

infk�0
wk

w0 + � � �+ wk+`

�q�1=q
(5.6)

dir. (5.6) dek alts¬n¬r mümkün olanlar¬n en iyisidir. ·Ilave olarak, aşa¼g¬dakiler

do¼grudur.

(i) Lp;q
�
AWM
W

�
<1 ancak ve ancak

n
1

w0+���+wn

o1

n=0
2 `q or wk0 = 0 için baz¬ k0 � 1:

(ii) E¼ger 1 < q � p � 1 ve
n

1
w0+���+wn

o1

n=0
2 `q ise bu durumda Lp;q

�
AWM
W

�
� 1.

·Ilave olarak, üst s¬n¬r mümkün olanlar¬n en iyisidir.

(iii) E¼ger 1 < q � p � 1,
n

1
w0+���+wn

o1

n=0
2 `q, ve (5.3) bir K sabiti için sa¼glan¬r

ise bu durumda Lp;q(A
WM
W ) = 0 d¬r. ( Chen ve Wang,[17] 2010)

·Ispat. (5.6) denklemi (5.4) den görülür. Sonra (5.6) deki alts¬n¬r mümkün olanlar¬n

en iyisi oldu¼gunu gösterece¼giz. � > 1; w0 = 1 ve n � 1 için wn = �n�1(�� 1) olsun.
AWM
W y¬ A� ile gösterelim. Bu durumda q > 0 olmak üzere

Lp;q(A�) =
1� ��1

(1� ��q)1=q
=

(
1X

`=0

�

inf
k�0

wk
w0 + � � �+ wk+`

�q
)1=q

(5.7)

d¬r. Burada (1 � ��q)1=q q = 1 olmas¬ durumunda 1 olarak alal¬m. Böylece, (5.6)

bir eşitlik olur ve (5.6) deki alts¬n¬r mümkün olanlar¬n en iyisidir. (5.6) den,

Lp;q(A
WM
W ) =1, her k için wk

 
1X

n=k

1

(w0 + � � �+ wn)q

!1=q

=1

oldu¼gunu görürüz. Bu bize (i) nin sa¼gland¬¼g¬n¬ gösterir. (ii) yi düşünelim. Lp;q(AWM
W ) �

1 oldu¼gunu iddia ediyoruz. q = 1 durum aşikard¬r, 1 < q < 1 oldu¼gunu kabul

edelim. ·Ispat¬ iki k¬sma ay¬ral¬m:

lim inf
n!1

wn <1 veya lim inf
n!1

wn =1:
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için ilk durum, fwng1n=0 bir s¬n¬rl¬ altdiziye sahiptir, bunu fwnkg1k=0 ile gösterelim.
sup`�0wn` <1 d¬r, böylece k !1 iken

wnk

 
1X

n=nk

1

(w0 + � � �+ wn)q

!1=q

�
�

sup
`�0

wnl

� 1X

n=nk

1

(w0 + � � �+ wn)q

!1=q

! 0

d¬r. (5.6) ile Lp;q(AWM
W ) = 0 elde ederiz. ·Ikinci durum için, fwng1n=0 nin fwnjg1j=0

altdizi vard¬r, böylece wn0 = infn�0wn ve her j � 0 için wnj+1 = infn>nj wn olur.

K¬s¬mlar¬ toplayarak ve integral testini uygulayarak, we infer that

njX

k=0

 

wqk

1X

n=k

1

(w0 + � � �+ wn)q
� wq0 + � � �+ wqk
(w0 + � � �+ wk)q

!

(5.8)

=
�

wq0 + � � �+ wqnj

� X

n>nj

1

(w0 + � � �+ wn)q

�
�

wq0 + � � �+ wqnj
� R1

0
dx

(w0+���+wnj+xwnj+1)
q

=
wq
0
+���+:wqnj

(q�1)wnj+1 (w0+��+wnj )
q�1 , (j � 0)

oldu¼gunu elde ederiz. (5.6) ile,

wqk

1X

n=k

1

(w0 + � � �+ wn)q
� wq0 + � � �+ wqk
(w0 + � � �+ wk)q

� Lp;q(A
WM
W )� 1, (k � 0)

d¬r. Böylece, e¼ger Lp;q(AWM
W ) > 1 ise, bu durumda (5.8) ün sol taraf¬ j !1 iken1

a gider, ve bu durumda (5.8) ün sa¼g taraf¬ limj!1
w0+���+wnj
wnj+1

= 1 olur. Bu durum

için, j !1 iken

wqnj+1

1X

n=nj+1

1

(w0 + � � �+ wn)q
�

1X

n=1

1

(
w0+���+wnj
wnj+1

+ n)q
! 0

d¬r:(5.6) ile Lp;q(AWM
W ) = 0 olur, ki bu bir çeli̧skidir. Yukar¬daki argümanlar

Lpq(A
WM
W ) � 1 oldu¼gunu gösterir. (1;1) üzerinde f(�) = 1���1 arg

(1���q)1=q
fonksiyonunun

görüntüsü (0; 1) dir. (5.7) ile, (ii) deki üst s¬n¬r¬n mümkün olanlar¬n en iyisi oldu¼gunu

biliyoruz. Bu (ii) durumunun ispat¬n¬ sonland¬r¬r. Geriye (iii) durumunu ispatlamak

kal¬r. (ii) durumunun ispat¬ndan, lim infn!1wn = 1 durumunu göstermek yeter-

lidir. fwnjg1j=0 (ii) durumundaki gibi tan¬mlans¬n. Aç¬kça, n � nj için wn � wn _j

dir. (5.3) ile,

wnj

�
P1

n=nj
1

(w0+���+wn)q

�1=q

�
�
P1

n=n _j

wqn
(w0+���+wn)q

�1=q

� K(
P1

n=nj
1

(n+1)q
)1=q ! 0, (j !1 iken)
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elde ederiz. as : koyarak Bunu (5.6) ile düşünmek Lp;q(AWM
W ) = 0 olmas¬n¬ sa¼glar.

Bu ispat¬ tamamlar.

(m+ 1)� (m+ 1) matrisleri için,

AWM
W = (an;k)n;k�0 =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 0 � � � 0
w0

w0 + w1

w1
w0 + w1

0 � � � 0

...
...

. . . . . .

0
w0

w0 + w1 + � � �+ wm

w1
w0 + w1 + � � �+ wm

� � � wm
w0 + w1 + � � �+

olarak tan¬mlan¬r. Bu durumda, (5.4) ile, (5.6) denklemi

Lp;q(A
WM
W ) = inf

0�k�m

8

<

:
wk

 
mX

`=k

1

(w0 + � � �+ w`)q

!1=q
9

=

;
(5.9)

olur. Giri̧ste m � 0, 1 � p <1 için

Lp;p(A
WM
W ) � 1

m+1)1=p
jAWM

W jp;p

oldu¼gunu belirtmi̧stik. Maalesef ;Burada bütün (m+1)� (m+1) a¼g¬rl¬kl¬ ortalama
matrisleri için

jAWM
W jp;p � CLpp(A

WM
W )

olacak şekilde m ye ba¼gl¬ C sabiti yoktur. Bu m = 1; w0 = 1, ve w1 = 1
�+1

seçimi

ile örneklendirilebilir. Tan¬mdan,

jAWM
W jpp = f1 + (

� + 1

� + 2
)p + (

1

�+ 2
)pg1=p � 1

elde ederiz:

Di¼ger yandan, (5.9) den

�!1 iken Lp;p(A
WM
W ) =

1

�+ 2
! 0

oldu¼gu görülür. Bu iki olguyu bir araya getirerek, Lpp(AWM
W ) ve jAWM

W jp;p aras¬nda
denk bir C sabiti olmad¬¼g¬n¬ görürüz. Gerçekten, ayn¬ durum hala oluşur, e¼ger

jAWM
W jp;p ile kAWM

W kpp yerde¼gi̧stirirsek, ispat e0 = (1; 0) olmak üzere

kAWM
W kp;p �

kAWM
W e0kp
jje0jjp

=

�

1 +

�
� + 1

� + 2

�p�1=p

� 1
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olmas¬ gerçe¼gine dayan¬r.

(5.6) in yard¬m¬ ile, e¼ger bir s için infk�0
wk

w0+���+wk+s
> 0 ise bu durumda Lp;q(AWM

W ) >

0 oldu¼gunu görürüz. Özellikle, � > 1 için A� Teorem 5.1 in ispat¬nda verilen a¼g¬rl¬kl¬

ortalama matrisi olmak üzere Lp;q(A�) > 0 dir. Bu matris, w0 = 1 ve n � 1 için

wn = �n�1(�� 1) olmas¬ seçimine kaŗs¬l¬k gelir. Daha fazla şey söyleyebiliriz. (5.7)
ile, � 7! Lp;q(A�), (1; 1) dan (0; 1) üzerine 1:1 bir dönüşüm oldu¼gunu biliyoruz.

Bunu Teorem 5.1 (i) ve (iii) ile birleştirerek, 1 < q � p � 1 olmas¬ durumu için,

Lp;q(A
WM
W ) n¬n da¼g¬l¬m de¼geri, f1g[ [0; 1) üzerinde de¼gerler al¬r. Bununla beraber,

Lp;q(A
WM
W ) = 1 n¬n bir W için do¼gru olup olmad¬¼g¬n¬ belirleyebiliriz:

Wn = w0 + � � �+ wn olsun. 1 < q � p <1, wn ", ve

(n+ 1)(
Wn+1 �W q

n

Wn

) # (5.10)

olmas¬ durumunu düşünelim.

Bu durum,[?] (see ayn¬ zamanda[6] bak¬labilir) ile L#p;q(A
WM
W ) için dikkate al¬nd¬.

wn " oldu¼gundan, f 1
w0+���+wn

g1n=0 2 `q dur. Her x � 0 için (1 + x)q � 1 + qx elde

ederiz, böylece

(n+ 1)

�
Wn+1 �W q

n

Wn

�

= (n+ 1)

�

(1 +
wn+1
Wn

)q � 1
�

� q

�
(n+ 1)wn+1

Wn

�

dir. Bu (5.10)) (5.3) oldu¼gunu gösterir. Teorem 5.1 (iii) ile Lp;q(AWM
W ) = 0 elde

ederiz.

Sonra, (AWM
W )t, AWM

W nin transpozu olmak üzere Lp;q((AWM
W )t) nin da¼g¬l¬m de¼gerini

düşünece¼giz, (5.4) ile aşa¼g¬daki sonuçu elde ederiz.

Teorem 5.2 1 � p � 1; 0 < q � p; w0 > 0, ve her n � 1 için wn � 0 olsun. Bu
durumda

w0
kWk1

� Lp;q((A
WM
W )t) = inf

k�0

�
(wq0 + � � �+ wqk)1=q
w0 + � � �+ wk

�

� 1 (5.11)

d¬r.

(5.11) daki alt ve üst s¬n¬rlar mümkün olanlar¬n en iyileridir. ·Ilave olarak, aşa¼g¬daki

do¼grudur.

(i) E¼ger 0 < q � 1 ise Lp;q((AWM
W )t) = 1 dir.

(ii) E¼ger 1 < q � 1 ve (5.3) sa¼glan¬rsa, bu durumda

Lp;q((A
WM
W )t) > 0, W 2 `1
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dir.

(iii) E¼ger 1 < q � 1 ve (5.5) sa¼glan¬rsa, bu durumda

Lp;q((A
WM
W )t) = lim

k!1

(wq0 + � � �+ wqk)
1=q

w0 + � � �+ wk
(5.12)

dir.

·Ilave olarak, e¼ger W 2 `q ise, bu durumda Lp;q((AWM
W )t) = kWkq=kWk1 dir.

(iv) E¼ger 1 < q � 1;W 2 `1, ve lim inf
n!1

wn > 0 ise, bu durumda Lp;q((AWM
W )t) = 0

d¬r. ( Chen ve Wang,[17] 2010)

·Ispat. (5.11) denklemi (5.4) den görülür. 0 < q � 1 için, w0+ � � �+wk � (wq0+ � � �+
wqk)

1=q elde ederiz, böylece Lp;q((AWM
W )t) � 1 d¬r. Bu (5.11) ile birleştirilerek, (i) yi

elde ederiz. Örne¼gin,W = (w0; 0; : : :), (5.11) daki alt ve üst s¬n¬rlar mümkün olan en

iyi sabitler oldu¼gunu gösterir. Aç¬kça, e¼gerW 2 `1 ise, bu durumda Lp;q((AWM
W )t) �

w0=kWk1 > 0 d¬r. Kabul edelim ki 1 < q � 1 ve (5.3) sa¼glas¬n. Bu durumda

W =2 `1 ve her sabit k0 için,

(wq0 + � � �+ wqn)1=q
w0 + � � �+ wn

�
(wq0 + � � �+ wqk0)1=q
w0 + � � �+ wn

+

 
X

k>k0

�
wk

w0 + � � �+ wk

�q
!1=q

�
(wq0 + � � �+ wqk0)1=q
w0 + � � �+ wn

+K

 
X

k>k0

1

(k + 1)q

!1=q

! K

 
X

k>k0

1
(k+1)q

!1=q

, (n!1 iken)

elde ederiz. Burada W =2 `1 olmas¬ gerçe¼gini kulland¬k. Bu bize Lp;q((AWM
W )t) = 0

olmas¬n¬ sa¼glar, ve (ii) gerçekleşir. Sonra, (iii) yi düşünelim. q = 1 için (5.5),

wn � max(w0; : : : ; wn�1) ye indirgenir. Bu durum için
(wq

0
+���+wqn�1)

1=q

w0+���+wn�1
, n ye göre

azaland¬r. Böylece, (5.11) ile, (5.12) denklemi elde edilir. 1 < q < 1 olsun. her

n � 2 için, fn(x) := wq
0
+���+wqn�1+x

q

(w0+���+wn�1+x)q
in 0 � x � (w

q
0
+�:�+wqn�1

w0+��+wn�1
)(1=(q�1)) üzerinde azalan

oldu¼gunu biliyoruz. (5.5) ile, n � 2 için

wq0 + � � �+ wqn�1
(w0 + � � �+ wn�1)q

� wq0 + � � �+ wqn
(w0 + � � �+ wn)q

elde ederiz. Aç¬kça, o ayn¬ zamanda n = 1 için do¼grudur. Bunu (5.11) koyarak

(5.12) elde edilir. Geriye (iv) ispatlamak kald¬. Choose k0 ¬ infn�k0 wn > 0 olacak
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kadar büyük seçelim. (5.11) ile,

Lp;q((A
WM
W )t) � lim

k!1

(k + 1)1=qjjWk1
(k � k0) infn�k0 wn

= 0

elde ederiz. Bu ispat¬ tamamlar.

(5.4) denkleminin yard¬m¬ ile, oldu¼gunu görürüz (m+1)� (m+1) a¼g¬rl¬kl¬ ortalama
matrisi için, (5.11) denklemi,

w0
w0 + � � �+ wm

� Lp;q((A
WM
W )t) = inf

0�k�m

�
(wq0 + � � �+ wqk)

1=q

w0 + � � �+ wk

�

� 1 (5.13)

indirgenir. Hölder eşitsizli¼gi ile, 1 < p <1 ve 1=p+ 1=q = 1 olmak üzere

(wp0 + � � �+ wpk)
1=p

w0 + � � �+ wk
� (k + 1)�1=q � (m+ 1)�1=q, (0 � k � m için) ;

oldu¼gunu biliyoruz. (5.13) den,

Lp;p((A
WM
W )t) � (m+ 1)�1=q

oldu¼gunu görürüz, ki bu

(AWM
W )tjpp =

 
mX

k=0

wp0 + � � �+ wpk
(w0 + � � �+ wk)p

!1=p

� (m+ 1)1=p � (m+ 1)Lp;p((AWM
W )t)

olmas¬n¬ sa¼glar. Bu da C = m + 1 in Lp;p((AWM
W )t) ve j(AWM

W )tjp;p aras¬ndaki bir
denklik sabiti oldu¼gunu gösterir.

Bununla beraber, genelde böyle bir C mümkün olanlar¬n en iyisi de¼gildir. En iyi

sabit bulma sorunu hala çözülemedi. k(AWM
W )tkpp durumuna geldi¼gimizde, p � q

için �p;q(n) = 1 ve p < q için n1=p�1=q olmak üzere

k(AWM
W )tkpp � �pf ;p(m+ 1)k(AWM

W )tjp;p

olmas¬[33] den görülür. Bu (m + 1)�pf ;p(m + 1) ninLpp((AWM
W )t) ve k(AWM

W )tkpp
aras¬nda bir denk sabit olmas¬n¬ sa¼glar.

Teorem 5.2(i), 0 < q � 1 � p � 1 için L#p;q((A
WM
W )t) � 1 olmas¬n¬ sa¼glar. Bu

A = (AWM
W )t için1 � p = q < 1 dan 0 < q � 1 � p � 1 a geni̧sler.[6] (5.11) ile,

Lp;q((A
WM
W )t) nin da¼g¬l¬m de¼geri [w0=kWk1; 1] aral¬¼g¬nda bulunur. Bu W 2 `1 için

Lp;q((A
WM
W )t) > 0 olmas¬n¬ verir. Teorem 5.2 nin (ii) sonucu, her ne zaman (5.3)
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sa¼glan¬r ise tek durumun bu oldu¼gunu ifade eder. 1 < q � 1 için, bu n � 1 iken

wn 6= 0 olmak üzere

(wq0 + � � �+ wqn)1=q < w0 + � � �+ wn

dir. (5.11) ile,

Lp;q((A
WM
W )t) < 1, W 6= (w0; 0; : : :)

oldu¼gu sonucuna var¬r¬z.

E¼ger (5.5)kabul edilmez ise bu durumda (5.12) denklemi elde edilemeyebilir. Örne¼gin,

w0 = w1 = 1; w2 = �, ve her n > 2 için wn = 0 yi düşünelim. Bu durumda (5.12)

denklemi do¼gru de¼gildir; başka bir deyi̧sle, e¼ger � > 0 ve (2 + �q)1=q � (2 + �)�1 >

21=q�1 ise bu durumda (5.11) daki infk>0(:) in�mumu limk!1(:) ile yerde¼gi̧stirimeye-

bilir. wn # için, (5.5) şart¬ sa¼glan¬r ve böylece 1 < q � 1 için (5.12) do¼grudur. Bir

sonuç olarak, �1 < � � 0 olmak üzere wn =

0

@
n+ 1 + �

n+ 1

1

A için

Lp;q((A
WM
W )t) = lim

k!1

(wq0 + � � �+ wqk)1=q
w0 + � � �+ wk

= 0 (5.14)

elde ederiz. (5.14) daki son eşitsizlik W 2 `1 ve wn ' (n + 1)�=�(� + 1) olmas¬

gerçe¼gine dayan¬r ( bak[73] ). �q > �1 için W =2 `q elde ederiz, böylece kWkq=kWk1
bu durum için anlaml¬ de¼gildir. E¼ger sadece (5.5) i kabul edilseydi, bu (5.12) den-

klemi Lp;q((AWM
W )t) = kWkq=kWk1 ile yerde¼gi̧stirilemeyebilirdi. wn = 1=(n + 1)�

için, ayn¬ zamanda � > 1 için

Lp;q((A
WM
W )t) = kWkq=kWk1 = (�(q�))1=q=�(�)

ve � � 1 için 0 elde ederiz ((5.11)-(5.12) ile). Örne¼gin, W = (w0; 0; : : :) Teorem 5.2

nin (iv) ş¬kk¬n¬ lim inf
n!1

wn = 0 olmas¬ durumunda sa¼glanmayaca¼g¬n¬ gösterir.

5.3 Nörlund matrisi ve onun transpozu

w0 > 0 ve k � 1 için wk � 0 olmak üzere ANMW = (an;k)n;k�0

an;k =
wn�k

w0 + � � �+ wn
, (n � k � 0)
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olan alt üçgensel matris olsun. Bu matrise W = fwng1n=0 a¼g¬rl¬kl¬ dizi ile ili̧skili
Nörlund matrisi denir. Bir, an;k de¼gerlerini (5.4) içinde kulland¬¼g¬m¬zda, aşa¼g¬daki

sonucu elde ederiz.

Teorem 5.3 1 � p � 1; 0 < q � p; w0 > 0, ve her n � 1 için wn � 0 olsun. Bu
durumda

Lp;q(A
NM
W ) = inf

k�0

(
1X

s=0

wqs
(w0 + � � �+ wk + � � �+ wk+s)q

)1=q

(5.15)

d¬r. (5.15) ·Ilave olarak, aşa¼g¬daki do¼grudur.

(i) E¼ger W =2 `1 ise, bu durumda Lp;q(ANMW ) = 0 veya 1 dur.

(ii) E¼ger W 2 `1 ise, bu durumda Lp;q(ANMW ) = kWkq=kWk1 dir.
(iii) E¼ger 1 < q � 1 ve (5.3) sa¼glan¬rsa, bu durumda

Lp;q(A
NM
W ) > 0, W 2 `1

dir. ( Chen ve Wang,[17] 2010)

·Ispat. (5.15) denklemi (5.4) den görülür. W =2 `1 olsun. E¼ger Lp;q(ANMW ) 6=1 ise,

bu durumda bir k0 için
P1

s=0
wqs

(w0+���+wk0+s)
q <1. k > k0 ve her sabit r için

1X

s=0

wqs
(w0 + � � �+ wk+s)q

�
rX

s=0

wqs
(w0 + � � �+ wk+s)q

+

1X

s=r+1

wqs
(w0 + � � �+ wk0+s)

q

!
1X

s=r+1

wqs
(w0 + � � �+ wk0+s)q

, (k !1 iken)

d¬r. Burada W =2 `1 olmas¬ gerçe¼gini kullanaca¼g¬z. Bu Lp;q(ANMW ) = 0 olmas¬n¬

sa¼glar ve (i) elde edilir. (ii) yi düşünelim. W 2 `1 olsun. (5.15) ile,

Lp;q(A
NM
W ) � inf

k�0

1

kWk1

(
1X

s=0

wqs

)1=q

=
kWkq
jjW jj1

ve

Lp;q(A
NM
W ) � inf

k�0

1

w0 + � � �+ wk

(
1X

s=0

wqs

)1=q

=
kW jjq
jjW jj1

elde ederiz.

Böylece, Lp;q(ANMW ) = kWkq=kWk1 dir. Bu (ii) yi sa¼glar. Geriye (iii) yi ispatlamak
kal¬r. (ii) den, 1 < q � 1 olmas¬ durumunda �)� yönünü ispatlamak yeterlidir ve
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(5.3) sa¼glan¬r. Kabul edelim ki Lp;q(ANMW ) > 0 olsun. Bu durumda (5.15) ve (5.3)

ile,

Lp;q(A
NM
W ) �

 
1X

n=0

�
wn

w0 + � � �+ wn

�q
!1=q

� K(�(q))1=q

d¬r. Bu Lp;q(ANMW ) <1 olmas¬n¬ sa¼glar. (i) ile, W 2 `1 dir. Bu ispat¬ tamamlar.
(m+ 1)� (m+ 1) matrisleri için , ANMW

ANMW =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

1 0 � � � � � �
w1

w0+w1

w0
w0+w1

. . . � � �
...

...
. . .

0

wm
w0+w1+���+wm

wm�1
w0+w1+���+wm

� � � w0
w0+w1+���+wm

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

formumda olur. (5.4) ile, (5.15) in

Lp;q(A
NM
W ) = inf

0�k�m

(
m�kX

s=0

wqs
(w0 + � � �+ wk + � � �+ wk+s)q

)1=q

(5.16)

oldu¼gunu biliyoruz. m = 1; w0 = 1 ve w1 = � olmas¬ durumunu düşünelim.

Bu durumda Lp;p(ANMW ) = 1=(� + 1), jANMW jp;p � 1, ve kANMW kp;p � 1 dir. Bu

� = Lp;p(A
NM
W ) ve y = jANMW jpp veya kANMW kpp olmak üzere (�; y) çiftleri için hiçbir

denk sabitin olmamas¬n¬ sa¼glar.

Teorem 5.3 (i) den, 0 < Lp;p(A
NM
W ) <1) W 2 `1 oldu¼gunu görürüz. Bu durumda,

ANMW = (an;k)n;k�0 olmak üzere,

her n için
1X

k=0

an;k = 1 ve

her k için
1X

n=0

an;k =
1X

n=0

wn
w0+���+wn+k

� kWk1

elde ederiz. Schur�s Teoremi[7] ile, 1 < p <1 ve 1=p+ 1=q = 1 olmak üzere

kANWW kpp �
 

sup
n�0

1X

k=0

an;k

!1=q 

sup
k�0

1X

n=0

an;k

!1=p

� kWk1=p1 <1

bulunur. Yukar¬daki argüman

0 < Lp;p(A
NM
W ) <1) kANMW kp;p <1

102



oldu¼gunu gösterir.

Teorem 5.3 (i)-(ii) de daha fazla şey söyleyebiliriz. (i)-(ii) den, Lp;q(ANMW ) nin da¼g¬l¬m

de¼geri 1 � p � 1 ve 0 < q � p olmas¬ durumunda tamamen çözülebilir oldu¼gunu

görürüz. ·Ilave olarak, 1 � q � 1 veW 2 `1 için 0 < Lp;q(A
NM
W ) � 1 dir. Üst s¬n¬r¬na

W = (w0; 0; : : :) da ulaş¬r.[2] ve Teorem 5.3-(ii) ile, 1 < q � 1 ve W 6= (w0; 0; : : :)
için

Lp;q(A
NM
W ) < 1 � L#p;q(A

NM
W )

oldu¼gunu görürüz.

Sonuç olarak, (ANMW )t, ANMW nin transpozu olmak üzere Lp;q((ANMW )t) nin da¼g¬l¬m

de¼geri düşünelim. (5.4) ve (5.11) ile,

Lp;q((A
NM
W )t) = inf

k�0

�
(wq0 + � � �+ wqk)1=q
w0 + � � �+ wk

�

= Lp;q((A
WM
W )t)

elde ederiz. Böylece, Lp;q((AWM
W )t) için Teorem 5.2 nin sonuçlar¬ Lp;q((ANMW )t) ya

dönüştürülebilir, ki bunlar aşa¼g¬da belirtilmi̧stir.

Teorem 5.4 1 � p � 1; 0 < q � p; w0 > 0, ve her n � 1 için wn � 0 olsun. Bu
durumda

w0
kWk1

� Lp;q((A
NM
W )t) = inf

k�0

�
(wq0 + � � �+ wqk)1=q
w0 + � � �+ wk

�

� 1 (5.17)

d¬r. (5.17) deki alt ve üst s¬n¬rlar, mümkün olanlar¬n en iyileridir. ·Ilave olarak,

aşa¼g¬daki do¼grudur.

(i) E¼ger 0 < q � 1 ise bu durumda Lp;q((ANMW )t) = 1 dir.

(ii) E¼ger 1 < q � 1 ve (5.3) sa¼glan¬rsa, bu durumda

Lp;q((A
NM
W )t) > 0, W 2 `1

dir.

(iii) E¼ger 1 < q � 1 ve (5.5) sa¼glan¬rsa, bu durumda

Lp;q((A
NM
W )t) = lim

k!1

(wq0 + � � �+ wqk)1=q
w0 + � � �+ wk

(5.18)

dir. ·Ilave olarak e¼ger W 2 `q ise, bu durumda Lp;q((ANMW )t) = kWkq=kWk1 dir.
(iv) E¼ger 1 < q � 1;W 2 `1, ve lim inf

n!1
wn > 0 ise, bu durumda Lp;q((A

NM
W )t) = 0

d¬r. ( Chen ve Wang,[17] 2010)
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Lp;q((A
WM
W )t) deki gibi, ANMW , W = (w0; : : : ; wm) a¼g¬rl¬kl¬ dizisi ile ili̧skili (m+ 1)�

(m+ 1) tipinde Nörlund matrisi olmak üzere, (5.17) eşitli¼gini

Lp;q((A
NM
W )t) = inf

0�k�m

�
(wq0 + � � �+ wqk)

1=q

w0 + � � �+ wk

�

(5.19)

şeklinde tekrar yazabiliriz. Teorem 5.2 nin ispat¬ndan sonra verilen argüman ile,

C = m+1 nin Lp;p((ANMW )t) ve j(ANMW )tjp;p aras¬nda denk bir sabit oldu¼gunu görürüz.
·Ilave olarak, 1 < p < 1 ve 1=p + 1=q = 1 olmak üzere (m + 1)�q;p(m + 1) de

Lp;p((A
NM
W )t) ve k(ANMW )tkp;p aras¬nda bir denk sabittir.

Teorem 5.4(i) ile,0 < q � 1 � p � 1 için L#p;q((A
NM
W )t) � 1 elde ederiz. Bu

A = (ANMW )t için[6] sini, 1 � p = q <1 den 0 < q � 1 � p � 1 ya geni̧sletir. (5.17)

denklemi Lp;q((ANMW )t) nin da¼g¬l¬m de¼gerinin [w0=kWk1; 1] aral¬¼g¬nda oldu¼gunu bize
söyler. Böylece, W 2 `1 için Lp;q((ANMW )t) > 0 d¬r. (5.3) de¼geri her gerçekleşti¼ginde

tek durum budur (bkz. Teorem Bu is the only durum, her ne zaman sa¼glan¬r (see

Teorem 5.4(ii). (5.17) ile, 1 < q � 1 için,

Lp;q((A
NM
W )t) < 1, W 6= (w0; 0; : : :)

oldu¼gunu görürürüz.

E¼ger (5.5) kabul etmezsek, (5.18) denklemi do¼gru olmayabilir. bir ters örnek ile

verilir.

� > 0 ve (2+�q)1=q(2+�)�1 > 21=q�1 olmak üzere w0 = w1 = 1; w2 = �, ve her n > 2

için wn = 0 ile bir tes örnek vermi̧s oluruz. wn # için, (5.5) şart¬ sa¼glan¬r ve böylece,
1 < q � 1 için (5.18) elde edilir. K¬s¬m 2 nin sonunda aç¬kland¬¼g¬ gibi,e¼ger sadece

(5.5) i kabul edersek, bu durumda (5.18) denklemi Lp;q((ANMW )t) = kWkq=kWk1

ile yerde¼gi̧stiremeyebilir. �1 < � � 0 olmak üzere wn =

0

@
n+ 1 + �

n+ 1

1

A için,

Lp;q((A
NM
W )t) = 0, ve � > 1 olmak üzere wn = 1=(n + 1)� için Lp;q((ANMW )t) =

(�(q�))1=q=�(�) elde ederiz. (5.17)-(5.18) ile, ayn¬ zamanda � � 1 olmak üzere

wn = 1=(n + 1)� için Lp;q((A
NM
W )t) = 0 elde ederiz. Teorem 5.4 nin (iv) şart¬

lim inf
n!1

wn = 0 olmas¬ durumunda sa¼glanmayabilece¼gine iļskin örnekW = (w0; 0; : : :)

ile verilir:
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6. A¼GIRLIKLI UZAYLAR ÜZER·INDE ·INTEGRAL OPERATÖR-

LER·I ·IÇ·IN ÜST SINIR VE ALT SINIR

Bu bölümün amac¬ a¼g¬rl¬kl¬ uzaylar üzerinde

(Bf) (x) =

1Z

0

b (x; y) f (y) dy;

ile tan¬mlanan operatörlerin bir üst ve alt s¬n¬r¬n¬n bulunmas¬ problemi ile ilgile-

nilecektir. Gerçekte, a¼g¬rl¬kl¬ � (w; p) Lorentz uzay¬ üzerindeki Ortalama, Copson

ve Hilbert Operatörleri gibi belirli integral Operatörlerini ele alaca¼g¬z. Ayn¬ za-

manda, azalan negatif olmayan a¼g¬rl¬k fonksiyonlar ile � (w; 1) n¬n M (w) eşlenik

uzay¬ üzerindeki böyle sabitleri düşünece¼giz.

6.1 Giri̧s

Kabul edelim ki 1 � p < 1 ve w = w (x), (0;1) üzerinde bir azalan negatif
olmayan fonksiyon olsun. Kabul edelim ki, her x için W (x) =

R x

0
w (t) dt sonlu ve

limx!1w (x) = 0 ve ayn¬ zamanda,
R1

0
w (x) dx = 1 olsun. Ek olarak, f , (0;1)

üzerinde reel de¼gerli bir fonksiyon ve f � (x), jf (x)j in azalan tekrar düzenlemesi
olmak üzere, � (w; p) Lorentz uzay¬,

� (w; p) =

8

<

:
f :

1Z

0

w (x) f � (x)p dx <1

9

=

;

şeklinde tan¬mlan¬r. ·Ilave olarak, � (w; p) n¬n normunu

kfk�(w;p) =

0

@

1Z

0

w (x) f � (x)p dx

1

A

1�p

tan¬mlan¬r. � (w; 1) nin yerine � (w) ve k:k�(w;1) nin yerine k:k�(w) yazal¬m. � (w)
n¬n eşlenik uzay¬ M (w) d¬r, bak.[49] Gerçekte,

R measE

0
w (x) dx > 0 olmak üzere,

M (w) =

(

f : sup
E

R

E
jf (x)j dx

R measE

0
w (x) dx

<1
)

,

d¬r ve onun normu

jjf jjM(w) = sup
E

R

E
jf (x)j dx

R measE

0
w (x) dx
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ile tan¬mlan¬r, burada E, (0;1) ¬n bir key� ölçülebilir alt kümsini gösterir. E¼ger
f 2M (w) negatif olmayan azalan fonksiyon ise bu durumda

kfkM(w) = sup

R {

0
f (x) dx

R {

0
w (x) dx

d¬r.

B nin � (v) dan � (w) içine bir operatör normunu kBk�(v;w) yazar¬z ve B nin � (w)

dan kendi içine bir operatör normunu kBk�(w) yazar¬z. Ayn¬ zamanda, B ninM (v)

den M (w) içine bir operatör normu olarak kBkM(v;w) yaz¬l¬r ve B nin M (w) dan

kendi içine bir operatör normu olarak kBkM(w) yazar¬z. Bizim ikinci ilgimiz, her

negatif olmayan azalan f fonksiyonu için

kBk�(w) � L kfk�(v) ,
�

kBkM(w) � L kfkM(v)

�

formunda alt s¬n¬rlar¬ geçerlidir (gerçekte, kendimizi monotone azalan fonksiyonlara

k¬s¬tlayaca¼g¬z) ve L, f ye ba¼gl¬ olmayan sabittir. L sabiti mümkün olan en büyük

de¼gerdir ve L�(v;w) ile � (v) dan � (w) içine en iyi alt s¬n¬r¬ gösterece¼giz. Ayn¬

zamanda, onu � (w) üzerinde onu L�(w) ile gösterece¼giz. ·Ilave olarak, M (v) dan

M (w) içine operatörüm alt s¬n¬rlar¬ LM(v;w) ile ve M (w) üzerindeki operatörler

için LM(w) ile gösterece¼giz.

6.2 � (w) üzerinde integral Operatörleri

Cesaro, Copson, Hausdor¤ ve Hilbert Operatörleri gibi belirli matris operatörleri

için a¼g¬rl¬kl¬ dizi uzaylar¬ üzerinde[?][1-5] de son zamanlarda düşünüldü¼gü gibi � (v)

dan � (w) içine belirli operatörlerin üst ve alt s¬n¬rlar¬ çal¬̧saca¼g¬z .

Aşa¼g¬daki, faydal¬ baz¬ tan¬mlar ve lemmalar ile başlayaca¼g¬z.

Lemma 6.1 Kabul edelim ki f ve g, (0;1) üzerinde negatif olmayan fonksiyonlar
ve g, (0;1) üzerinde azalan ve ayn¬ zamanda, lim

x!1
g (x) = 0 olsun. Bu durumda

1Z

0

f (x) g (x) dx =

1Z

0

0

@

xZ

0

f (t) dt

1

A d (�g (x))

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
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·Ispat. ·Ispat aç¬kt¬r.

Lemma 6.2 f , g ve w, (0;1) üzerinde negatif olmayan fonksiyonlar olsun. w

azalan ve lim
x!1

w (x) = 0 ve ayn¬ zamanda her 0 < x <1 için

xZ

0

f (t) dt �
xZ

0

g (t) dt

olsun. Bu durumda
1Z

0

w (t) f (t) dt �
1Z

0

w (t) g (t) dt

dir.(D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. Lemma 6.1 i uygulayarak, ifade elde edilir.

B, b (x; y) bir negatif olmayan ölçülebilir fonksiyon olmak üzere

(Bf) (x) =

1Z

0

b(x; y)f(y)dy;

ile tan¬ml¬ bir integral operatörü olsun.

r (x; y) =

yZ

0

b (x; t) dt, c (x; y) =

xZ

0

b (t; y) dt

tan¬mlayal¬m. Aşa¼g¬daki şartlar¬ düşünelim:

(1) her x ve y için (x; y negatif olmayan), b (x; y) � 0.
(2) her y için x ile r (x; y) azal¬r.

(2�) her y için x ile b (x; y) azal¬r.

(3) her x için y ile c (x; y) azal¬r.

(3�) her x için y ile b (x; y) azal¬r.

(4) her x için lim
y!1

b (x; y) = 0.

Şart (1) her x � 0 içinjBf (x)j � (B jf j) (x) olmas¬n¬ sa¼glar ve böylece negatif
olmayan fonksiyonlar B nin normunu belirlemek için yeterlidir. (2�) şart¬ (2) den

daha kuvvetlidir ve ayn¬ zamanda (3�) şart¬ (3) den daha kuvvetlidir. (2�) şart¬

aç¬kça negatif olmayan azalan her f fonksiyon için Bf nin azalan olmas¬n¬ sa¼glar,
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oysa (2), negatif olmayan azalan f 2 � (w) fonksiyonu için Bf nin azalan olmas¬n¬
sa¼glar, çünkü Lemma 6.1 i uygulayarak

Bf (x) =

1Z

0

b (x; y) f (y) dy =

1Z

0

r (x; y) d (�f (y)) :

elde ederiz. Aşa¼g¬daki ifade, deduce that negatif olmayan azalan fonksiyonlar � (w)

üzerinde integral operatörlerinin normunu belirlemek için yeterli oldu¼gunu ifade

eder.

Teorem 6.1 Kabul edelim ki B, (1), (3) ve (4) şartlar¬n¬ sa¼glayan bir integral oper-

atör operatörü olsun. Bu durumda, � (w) ye ait olan negatif olmayan her f fonksiy-

onu için

kBfk�(w) � kBf �k�(w)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. Lemma 6.1 ile , her 0 < l <1 için,

lR

0

Bf (x) dx =
lR

0

1R

0

b (x; y) f (y) dydx =
1R

0

c (l; y) f (y) dy

=
1R

0

�
yR

0

f (t) dt

�

d (�c (l; y)) :

elde ederiz. Benzer şekilde,

lR

0

Bf � (x) dx =
lR

0

1R

0

b (x; y) f � (y) dydx

=
1R

0

c (l; y) f � (y) dy

=
1R

0

�
yR

0

f � (t) dt

�

d (�c (l; y)) :

oldu¼gu görülür. Her y için
R y

0
f (t) dt �

R y

0
f � (t) dt oldu¼gundan,

R l

0
Bf (x) dx �

R l

0
Bf � (x) dx elde ederiz. Bu durumda Lemma 6.2, kBfk�(w) � kBf �k�(w) olmas¬n¬

sa¼glar ve böylece ifadeyi elde ederiz.

Teorem 6.2 Kabul edelim ki B (1), (2), (3) ve (4) şartlar¬n¬ sa¼glas¬n.

u (y) =

Z 1

0

w (x) b (x; y) dx, U (y) =

Z y

0

u (t) dt ve V (y) =

Z y

0

v (t) dt
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olsun. E¼ger

M = sup
y>0

U (y)

V (y)
<1;

ise bu durumda B, � (v) dan � (w) içine bir s¬n¬rl¬ integral operatörüdür ve,

kBk�(v;w) = sup
y>0

U (y)

V (y)
; L�(v;w) (B) = inf

y>0

U (y)

V (y)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. m ile minimumu göstrelim ve f 2 � (v) bir azalan negatif olmayan fonksiyon
olsun. lim

n!1
f (x) = 0 oldu¼gundan, Lemma 6.1 uygulayarak,

kBk�(w) =
1R

0

w (x)

�
1R

0

b (x; y) f (y) dy

�

dx

=
1R

0

f (y) u (y) dy =
1R

0

U (y) d (�f (y)) :

elde ederiz. Böylece

m

1Z

0

V (y) d (�f (y)) � kBk�(w) �M

1Z

0

V (y) d (�f (y)) :

dir.

kfk�(w) =
1Z

0

v (y) f (y) dy =

1Z

0

V (y) d (�f (y)) ;

oldu¼gundan,

m kfk�(v) � kBfk�(w) �M kfk�(v)

elde ederiz. Böylece

kBk�(v;w) �M;L�(v;w) (B) � m

dir. Ayr¬ca, kabul edelim ki her y > 0 için f , [0; y] nin karakteristik fonksiyonu

olsun. Bu durumda

kfk�(v) = V (y) ; kBfk�(w) = U (y)

d¬r. Böylece

kBk�(v;w) �M;L�(v;w) (B) � m

dir. Bu teoremin ispat¬n¬ tamamlar.

Aşa¼g¬da B nin (1) � (4) şartlar¬n¬ sa¼glayan bir integral operatörü oldu¼gunu kabul
edece¼giz.
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Önerme 6.1 Kabul edelim ki v (x) bir key� a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve 0 < � < 1 için

w (x) = 1=x� ve b (x; y) her x; y; � > 0 için

b (�x; �y) =
1

�
b (x; y)

sa¼glans¬n. Bu durumda U (y) = (1� �)U (1)W (y) ve

kBk�(v;w) = (1� �)U (1) sup
y>0

w (y)

V (y)
, L�(v;w) (B) = (1� �)U (1) inf

y>0

w (y)

V (y)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

r (�x; �y) =

�yZ

0

b (�x; t) dt =

yZ

0

b (�x; �u)�du =

yZ

0

b (x; u) du = r (x; y) :

elde ederiz. Böylece

U (y) =

1Z

0

1

x�
r (x; y)p dx =

1Z

0

1

y�t�
r (yt; y)p ydt = y1��

1Z

0

1

t�
r (t; 1)p dt;

d¬r, yani U (y) = (1� �)U (1)W (y) d¬r. Theorem 6.2 uygulayarak ispat tamam-

lan¬r.

Sonuç 6.1 Kabul edelim ki 0 < � < 1 olmak üzere V (x) = 1
1��

x1��(1+x)
2x+1

ve w (x) =

1=x� olsun ve b (x; y) her x; y; � > 0 için

b (�x; �y) =
1

�
b (x; y) ;

sa¼glas¬n. Bu durumda

kBk�(v;w) = 2 (1� �)U (1) , L�(v;w) (B) = (1� �)U (1)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. W (y)
V (y)

= 2y+1
1+y

ve bu fonksiyon y ye göre azalan bir fonksiyon ve lim
y!1

2y+1
1+y

= 2

oldu¼gundan,

sup
y>0

w (y)

V (y)
= 2, inf

y>0

w (y)

V (y)
= 1

elde edilir.
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Sonuç 6.2 Kabul edelim ki 0 < � < 1 olmak üzere w (x) = 1=x� ve her x; y; � > 0

için b (x; y)

b (�x; �y) =
1

�
b (x; y)

sa¼glans¬n. Bu durumda

kBk�(w) = L�(w)B = (1� �)U (1)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. v (x) = w (x) = 1=x� için Önerme 6.1 yi uygulayarak ispat tamamlan¬r.

H Hilbert operatörü b (x; y) = 1= (x+ y) çekirde¼gi ile verilsin, bu çekirdek Önerme

6.1 de ifade edilen bütün şartlar¬ sa¼glar ve böylece aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Önerme 6.2 0 < � < 1 olmak üzere V (x) = 1
1��

x1��(1+x)
2x+1

ve w (x) = 1=x� ve

b (x; y) = 1= (x+ y) olsun . Bu durumda

kHk�(v;w) = 2 (1� �) =
1R

0

1
x�
log
�
1 + 1

x

�
dx;

L�(v;w) (H) = (1� �)
1R

0

1
x�
log
�
1 + 1

x

�
dx

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

U (1) =

1Z

0

1

x�
r (x; 1) dx =

1Z

0

1

x�
log

�

1 +
1

x

�

dx

elde ederiz. Sonuç 6.1 uygulayarak ifadeyi elde ederiz.

Ayn¬ zamanda, e¼ger yukar¬daki ifadede ayn¬ a¼g¬rl¬k fonksiyonunu al¬rsak, sonraki

Önermeyi elde ederiz.

Önerme 6.3 0 < � < 1 olmak üzere w (x) = 1=x� ve b (x; y) = 1= (x+ y) olsun.

Bu durumda

kHk�(w) = L�(w) (H) = (1� �)

1Z

0

1

x�
log

�

1 +
1

x

�

dx

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)
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A ortalam operatörü, (Af) (x) = 1
x

R x

0
f (y) dy ile verilsin; yani

b (x; y) =

8

<

:

1=x for y � x

0 for y > x:

9

=

;

olsun. Bu fonksiyon Önerme 6.1 de ifade edilen bütün şartlar¬ sa¼glas¬n ve böylece

aşa¼g¬daki sonucu elde ederiz.

Önerme 6.4 Kabul edelim ki 0 < � < 1 olmak üzere V (x) = 1
1��

x1��(1+x)
2x+1

ve

w (x) = 1=x� ve A ortalam operatörü olsun. Bu durumda

kAk(v;w) =
2

�
; L(v;w) (A) =

1

�

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

r (x; 1) =

8

<

:

1=x , x > 1 için

1 , x � 1 için;
elde ederiz, yani,

U (1) =

1Z

0

1

x�
r (x; 1) dx =

1

� (1� �)

dir. Bu ifadenin ispat¬n¬ tamamlar.

Ayn¬ yolla, aşa¼g¬daki sonuç gösterilebilir.

Önerme 6.5 0 < � < 1 olmak üzere w (x) = 1=x� olsun ve A ortalama operatörü

olsun. Bu durumda

kAk�(w) = L�(w) (A) =
1

�

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

C Copson operatörü (Cf) (x) =
R1

0
f(y)
y
dy ile verilsin, yani

b (x; y) =

8

<

:

1=y , x � y

0 , x > y

tan¬mlayal¬m.

r1 (w) = sup
x>0

W (x)

xw (x)
;

olacak şekildeki w (x) e 1�regülerli sabit denir ve bu sonlu ise w = w (x) e 1-

regülerdir denir.
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Önerme 6.6 E¼ger w, 1�regüler ise, bu durumda C Copson operatör dönüşümü

� (w) dan kendi içinedir. Ayn¬ zamanda,

kCk�(w) � r1 (w)

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

u (y) =
W (y)

y
� r1 (w)w (y) , (8y > 0)

oldu¼gundan,

U (y) =

yZ

0

u (t) dt �
yZ

0

r1 (w)w (t) dt = r1 (w)W (y)

d¬r. Böylece

kCk�(w) = sup
y>0

U (y)

W (y)
� r1 (w)

elde edilir.

Önerme 6.7 E¼ger

sup
y>0

1

W (y)

yZ

0

W (t)

y
dt <1

Bu durumda C Copson operatörü � (w) den kendi içine s¬n¬rl¬d¬r operatördür. Ayn¬

zamanda,

kCk�(w) = sup
y>0

1

W (y)

yZ

0

W (t)

t
dt

elde ederiz. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

u (y) =

yZ

0

w (x) b (x; y) dx =
W (t)

y
;

oldu¼gundan,

kCk�(w) = sup
y>0

U (y)

W (y)
= sup

y>0

1

W (y)

yZ

0

W (t)

t
dt

d¬r.
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Önerme 6.8 C Copson operatörü ve 0 < � < 1 olmak üzere w (y) = 1=y� olsun.

Bu durumda C � (w) Copson operatörü den kendi içine s¬n¬rl¬d¬r operatördür ve

C�(w) =
1

1� �

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. Hali haz¬rdaki notasyonumuz ile,

u (y)

w (y)
=
W (y)

yw (y)
=

1

1� �

dir. Böylece U(y)
W (y)

= 1
1��

ve

kCk�(w) =
1

1� �

d¬r.

6.3 M(w) üzerinde integral Operatörleri

Bu k¬s¬mda, M (w) den M (v) içine belirli integral operatörlerinin üst ve alt s¬n¬r-

lar¬n¬ çal¬̧saca¼g¬z.

Teorem 6.3 Kabul edelim ki B, (1-4) şartlar¬n¬ sa¼glas¬n. S (x) =
R1

0
w (y) c (x; y) dy

ve

M = sup
x>0

S (x)

V (x)
<1

olsun. Bu durumda B, M (w) den M (v) içine s¬n¬rl¬ operatördür ve

kBkM(w;v) = sup
x>0

S (x)

V (x)

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. f 2M (w) negatif olmayan azalan fonksiyon ve kfkM(w) = 1 olsun. Böylece

lZ

0

f �
lZ

0

w, (8l)

Lemma 6.1 i uygulayarak,

xR

0

Bf (t) dt =
1R

0

c (x; y) f (y) dy =
1R

0

�
yR

0

f (t) dt

�

d (�c (x; y))

�
1R

0

�
yR

0

w (t) dt

�

d (�c (x; y)) = S (x) �MV (x)
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elde ederiz. Böylece, kBfkM(v) � M ve kBkM(w;v) � M dir. E¼ger f = w ise, bu

durumda

kfkM(w) = 1, kBfkM(v) =M;

d¬r. Böylece

kBfkM(w;v) �M

bulunur. Bu teoremi ispatlar.

Önerme 6.9 Kabul edelim ki v (x) key� bir a¼g¬rl¬k fonksiyonu ve 0 < � < 1 olmak

üzere w (x) = 1=x� ve b (x; y), her x; y; � > 0 için

b (�x; �y) =
1

�
b (x; y) ;

sa¼glas¬n. Bu durumda S (x) = (1� �)S (1)W (x) ve

kBkM(w;v) = (1� �)S (1) sup
x>0

W (x)

V (x)

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. Önerme 6.1 deki ayn¬ yolla c (�x; �y) = c (x; y) elde ederiz. Böylece

S (x) =

1Z

0

1

y�
c (x; y) dy =

1Z

0

1

x�t�
c (x; xt) xdt = x1��

1Z

0

1

t�
c (1; t) dt;

d¬r, yani S (x) = (1� �)S (1)W (x) d¬r.

Sonuç 6.3 Kabul edelim ki 0 < � < 1 olmak üzereV (x) = 1
1��

x1��(1+x)
2x+1

ve w (x) =

1=x� ve b (x; y), her x; y; � > 0 için

b (�x; �y) =
1

�
b (x; y) ;

sa¼glas¬n. Bu durumda

kBkM(w;v) = 2 (1� �)S (1)

dir. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Sonuç 6.4 0 < � < 1 olmak üzerew (x) = 1=x� olsun ve b (x; y), her x; y; � > 0

için

b (�x; �y) =
1

�
b (x; y) ;
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sa¼glas¬n. Bu durumda

kBkM(w) = (1� �)S (1)

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Önerme 6.10 Kabul edelim ki 0 < � < 1 olmak üzere V (x) = 1
1��

x1��(1+x)
2x+1

ve

w (x) = 1=x� ve b (x; y) = 1= (x+ y) olsun. Bu durumda

kHkM(w;v) = 2 (1� �)

1Z

0

1

y�

�

log

�

1 +
1

y

��

dy:

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

S (1) =

1Z

0

1

y�
c (1; y) dy =

1Z

0

1

y�

�

log

�

1 +
1

y

��

dy:

elde ederiz. Corollary 6.3 i uygulayarak ifadeyi elde ederiz.

Özellikle, e¼ger v (x) = w (x) = 1=x� ise, aşa¼g¬daki ifadeyi elde ederiz.

Önerme 6.11 0 < � < 1 olmak üzere w (x) = 1=x� ve b (x; y) = 1= (x+ y) olsun.

Bu durumda

kHkM(w) = (1� �)

1Z

0

1

y�

�

log

�

1 +
1

y

��

dy

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Önerme 6.12 C Copson operatörü olsun , ve 0 < � < 1 olmak üzere w (x) = 1=x�

ve V (x) = 1
1��

x1��(1+x)
2x+1

olsun. Bu durumda

kCkM(w;v) =
2

�

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat.

c (1; y) =

8

<

:

1=y , y > 1

1 , y � 1
elde ederiz, yani

S (1) =

1Z

0

1

y�
c (1; y) dy =

1

� (1� �)

d¬r. Copson operatör için Corollary 6.3 yi uygulayarak, aşa¼g¬daki ifadeyi elde ederiz.
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Önerme 6.13 C Copson operatörü olsun, ve olmak üzere 0 < � < 1 w (x) = 1=x�

olsun. Bu durumda

kCkM(w) =
1

�

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

Önerme 6.14 C, M (w) den kendi içine Copson operatörü olsun. E¼ger w (x) = 1
x

ise, bu durumda

LM(w) (C) = 1

d¬r. (D. Foroutannia ve R. Lashkaripour, [24] , 2010)

·Ispat. Kabul edelim ki f 2 M (w) bir azalan negatif olmayan fonksiyon olsun. Bu

durumda

lR

0

Cf (x) dx =
lR

0

�
1R

0

b(x; y)f(y)dy

�

dx �
lR

0

�
lR

0

b (x; y) f (y) dy

�

dx

=
lR

0

f (y)

�
lR

0

b (x; y) dx

�

dy =
lR

0

f (y) dy

dir. Böylece
lZ

0

Cf (x) dx �
lZ

0

f (y) dy, 8l > 0;

dir ve buradan

kCfkM(w) � kfkM(w)

elde ederiz. Böylece LM(w) (C) � 1 d¬r. E¼ger f = w ise, bu durumda kfkM(w) = 1

ve her x > 0 için Cf (x) = f (x) d¬r. Buradan kCfkM(w) � kfkM(w) elde edilir. Bu

ispat¬ tamamlar.
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