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OZET
SABIT KATSAYILI GENELLESTIRILMIiS ALT UCGENSEL
BANT MATRISININ ¢s DiZi UZAYI UZERINDE SPEKTRAL
AYRISIMLARI
Rabia KILIC
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dal
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Dr. Nuh DURNA

2018, 34+ix sayfa

Bu tez ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, tez konusu ile alakal literatiir taramasi verilmig ve sinirh li-

neer operatorlerin temel ozelliklerinden bahsedilmigtir.

Ikinci boliimde, siirh lineer operatorlerin spektrumundan ve spektrumunun

ayrisgimlarindan bahsedilmigtir.

Uciincii boliimde ilk olarak bant matrislerinden ve kisaca uygulama alanlarm-
dan bahsedilmistir. Ugiincii boliimiin birinci kisminda B(r, s) genellestirilmig
fark operatoriin spektrumu ve alt spektrumlar: verilmigtir. Bu kisim orijinal
olup “Partition of the spectra for the generalized difference operator B(r, s) on
the sequence space cs” isimli bir makale olarak Durna ve arkadaglar: tarafindan
Cumbhuriyet Scientefic Journal (39 (1) (2018), 7-15) da yaymlanmustir. Uciincii
boliimiin ikinci kisminda ise B(r, 0, s) alt iggensel matrisin spektrumu ve alt

spektrumlar: verilmigtir.

Anahtar Kelimeler: spektrum, alt spektrum, cs dizi uzayi, bant matrisler.
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ABSTRACT

PARTITION OF THE SPECTRA FOR THE FIXED
COEFFICIENTS GENERALIZED LOWER TRIANGULAR

BAND MATRIX OVER THE SQUENCE SPACE cs

Rabia KILIC

Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Nuh DURNA
2018, 34+ix pages

This thesis consists of three sections.

In the first section, literature related to thesis topic has been presented and

basic properties of bounded linear operator are told.

In the second section, spectrum and division of spectrum of bounded linear

operators are mentioned.

In the third section, firstly band matrices andd then its fields of apply have
been presented. In the first part of third section, spectrum and subspectrum
of generalized difference operator B(r, s) are told. This part is original it was
published in Cumhuriyet Scientefic Journal (39(1)(2018), 7-15) by Durna et
al and as an article by “Partition of the spectra for the generalized difference
operator B(r, s) on the sequence space c¢s”. In the second part of the third,

spectrum and subspectrum of lower triangular matrix B(r,0, s) are given.

Keywords: spectrum, subspectrum, sequence space cs, band matrices.
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SIMGELER DiZiNi

X uzay iizerinde verilen biitiin sinirli lineer operatorlerin kiimesi
T operatoriiniin sifir uzay1

T operatoriiniin deger kiimesi

T operatoriiniin rezolvent kiimesi

T operatoriiniin spekturumu

(M —T)~" operatorii

T operatoriiniin spektral yaricapi

T operatoriiniin 6zdegerlerinin kiimesi

T operatoriiniin siirekli spektrumunun kiimesi

T operatoriiniin rezidii spektrumunun kiimesi

T operatoriiniin yaklagik nokta spektrumunun kiimesi
T operatoriiniin eksik spektrumunun kiimesi

T operatoriiniin sikigtirma spektrumunun kiimesi
Agik birim disk

Birim ¢ember

X



1. GIRIiS

Fonksiyonel analizin énemli parcalarindan biri olan spektral teorinin; fonksiyon
teorisi, karmagik analiz, diferansiyel ve integral denklemler, kontrol teorisi ve kuan-

tum fizigi gibi matematigin ve fizigin bir ¢ok alaninda uygulamalar: bulunmaktadir.

Son yillarda, spektral teoride énemli geligmeler olmustur. Yaklagik noktasal spek-
trum, Taylor spektrum, yerel spektrum, essential spektrum gibi bir ¢ok tipe sahip

olan spektrum igin bir cok énemli uygulamalar mevcuttur.

Operator teoride matrislerin biiyiik bir rolii vardir. Bir operatoriin spektrumu ma-
trislerin 6zdegerleri kavraminin genellestirilmesidir. Farklh alanlarda uygulamas: ve
kullanigh olmasindan dolay: spektral teori, matematiksel bilimlerin standart bir araci
olmustur. Spektral teorinin giinliik hayattaki uygulamalarindan kisaca bahsedecek

olursak;

Havacilikta, spektral degerler bir kanat tizerindeki akigin laminer veya tiiribiilansh

olup olmadigini belirleyebilir.

Elektrik miithendisliginde amplifikator frekans yanitini veya giig sisteminin giivenilir-

ligini belirleyebilir.

Kuantum mekaniginde atomik enerji seviyelerini ve boylecede lazerin frekansini veya

bir y1ldizin spektral sinyalini belirleyebilir.

Yap1 mekaniginde bir otomobilin ne kadar giiriiltiilii olup olmayacagini veya bir

depremde bir binanin yikilip yikilmayacagini belirleyebilir.

Ekolojide spektral degerler besin aginin siirekli bir dengeye sahip olup olmayacagini

belirleyebilir.

Banach uzay: iizerinde bir operatoriin spektrumunun hesaplanmasinda genellikle
spektrumun ii¢ ayrik parcasi olan point spektrum, siirekli spektrum ve rezidii spek-
trum kullanilir. Ayrica spektrumun aralarinda ayrik olmasi gerekmeyen bir ayrigimi
daha vardir ki bu; yaklagik nokta spektrum, eksik spektrum ve sikigtirilmig spek-

trumdur. Son yillarda bir ¢ok yazar, genellegtirilmig fark matrislerinin spektral
1



ayisimin aragtirmustir. Ik kez [11] de Amirov, Durna ve Yildirim operatorlerin spek-
tral ayrigimlar: arasindaki bagintiyr kullanarak operatoriin yaklagik nokta spektru-
munu, eksik spektrumunu ve sikigtirilmig spektrumunu kolayca hesaplamiglardir. Bu
calismadan sonra, bu spektral parametreler, spektrumun fine ayrisimi bulunurken

yazarlar tarafindan dikkate alinmigtar.

Daha sonra bir operatoriin yaklagik nokta spektrumu, eksik spektrumu ve sikigtirilmig
spektrumu; spektrumun fine ayrisimi kullanilarak hesaplanmistir. Genel olarak
operatorlerin fine ayrigimlar: arastirilirken operatoriin adjointinin birebirligi veya
ortenligi kullanilarak operatoriin yogun goriintiiye sahip oldugu veya sinirli terse
sahip oldugu elde edilir. Fakat bir operatoriin adjoint operatoriinii bulmak her za-
man miimkiin olmayabilir. Hatta adjoint operatorii bulunsa bile operatoriin birebir-
ligi veya ortenligi aragtirilirken elde edilen serinin karakterini incelemek miimkiin ol-
mayabilir. Ornegin £, un bilinen anlamda Schauder bazi olmadigindan operatériin
bilinen anlamda adjointinden bahsetmek miimkiin degildir. Dolayisiyla bir oper-
atoriin spektral ayrigimi ve adjointinin spektral ayrigimi arasindaki iligki yardimiyla,
operatoriin yaklagik nokta spektrumu, eksik spektrumu ve sikigtirilmig spektrumu
hesaplanarak bunlar yardimiyla Goldberg tarafindan verilen spektrumun fine ayrigimi

bulanabilir.

1.1 Literatiir Ozeti

Bu tez boyunca; tiim diziler uzayini w ile belirtecegiz. Sirasiyla tiim smirli, yakinsak,
sifira yakinsak ve sinirh salinimli dizilerin uzayim (o, ¢, co ve bv ile gosterecegiz.
Ayrica /, ile mutlak degerinin p—inci kuvvetleri toplanabilir tiim dizilerin uzayim

ve bu, ile p— smirh salimml dizilerin uzayim belirtecegiz.

Bir ¢ok yazar baz dizi uzaylari iizerinde 6zel limitleme matrisleri ile verilen lineer
operatorlerin spektrumunu ve fine spektrumunu galigmigtir. Biz spektrum ve fine
spektrum ile ilgili literatiirde var olan bilgileri 6zetleyelim. 1 < p < oo igin ¢,
dizi uzay iizerinde Cesaro operatoriiniin fine spektrumu [26] da Gonzalez tarafin-
dan galisilmigtir. Ayrica Wenger [40] da ¢ iizerinde Cesaro operatoriiniin tamsay1

kuvvetinin fine spektrumunu incelemistir ve Rhoades [33] de bu sonucu agirlikli or-
2



talama metodlarina genellegtirmigtir. Reade [32] de, ¢o dizi uzay: iizerinde Cesaro
operatoriiniin spektrumunu ¢aligmigtir. Okutoyi [20] da Cesaro operatoriiniin bv dizi
uzay1 tizerinde spektrumunu incelemigtir. ¢y ve ¢ dizi uzaylar: iizerinde Rhaly oper-
atorlerinin spektrumu Yildirim tarafindan [38] ve [39] da galigilmigtir. ¢y ve bu, dizi
uzaylari iizerinde Cesaro operatoriiniin fine spektrumu Akhmedov ve Bagar tarafin-

dan [1, 4] de incelenmigtir.

Simdiye kadar belirttigimiz caligsmalar klasik toplanabilme metodlariyla ilgili calis-
malar olup, son yillarda bir ¢ok yazar genellegtirilmis fark matrislerinin de spek-
tral aymigimlarim incelemistir. Ornegin, Akhmedov ve Basar [2,3] de £,, ve by,
(1 < p < 00) dizi uzaylar iizerinde A fark operatoriiniin fine spektrumunu incelemistir.
[s] da Altay ve Karakus tarafindan Zweier matrislerinin ¢; ve bv; dizi uzaylan iiz-
erinde fine spektrumu incelenmigtir. Altay ve Basar [, 15] de ¢y, cve £, (0 <p < 1)
dizi uzaylar iizerinde A fark operatoriiniin fine spektrumunu incelemisglerdir. ¢; ve
bv dizi uzaylar tizerinde A fark operatorlerinin fine spektrumu [27] de Kayaduman ve
Furkan tarafindan ve ¢q ve ¢ tizerinde [7] de Altay ve Bagar tarafindan aragtirlmgtir.
[10] da Altun ve Karakaya, iist tiggensel ¢ift-bant Lacunary matrisinin spektrumlarin
ve fine spektrumlarimi incelemiglerdir. [34] de Srivastava ve Kumar tarafindan A,
genellestirilmis fark operatoriiniin ¢q dizi uzayr iizerinde fine spektrumu incelen-
migtir. Akhmedov ve El-Shabrawy [5,6] da, ¢, ¢ ve £, (1 < p < co) dizi uzaylar
iizerinde A, genellestirilmis alt tiggensel ¢ift bant matrisinin spektrumunu ve fine

spektrumunu c¢aligmigtir.

Yukarida bahsedilen ¢alismalar Goldberg [25] tarafindan tammlanan spektrumun
ayrigimi ile ilgilidir. Bununla birlikte [19] da Durna ve Yildirim ¢y iizerinde factorable
matrisleri igin spektrumun alt ayrigmmimi incelemisdirler ve [14] de Bagar, Durna ve
Yildirim baz dizi uzaylar: iizerinde genellegtirilmis fark operatoriiniin spektrumunu
incelemigdir.[21] de Durna ve Kili¢, U (ag, a1, az; by, b1, by) iist iiggensel bant matrisinin

¢o dizi uzay1 iizerinde spektrumunu ve fine spektrumunu hesaplamistir.

Bu tezin 3. bolimiinde baz alt tiggensel bant matsislerinin cs dizi uzay: tizerinde
spektral ayrigimlarindan bahsedilmistir. 3. boliimiin 1. kismu orjinal olup, bu

kisimda [23] de Dutta ve Tripathy tarafindan hesaplanan cs dizi uzay: iizerinde
3



B (r, s) genellegtirilmis fark operatoriiniin spekturumu ve aralarinda ayrik olan spek-
tral ayrigmmi verilmigtir. Ancak [23] de Goldberg tarafindan tammlanan spektru-
mun ayrigimi yapilmamigtir ve dolayisiylada spekturumun aralarinda ayrik olmasi
gerekmeyen (yaklagik nokta spektrum, eksik spektrum ve sikigtirilmig spektrum)
spektral ayrigimi verilmemigtir. Bu yiizden biz bu kisimda cs dizi uzay: iizerinde
B (r, s) genellestirilmis fark operatoriiniin spektrumunun Goldberg [25] tarafindan
tanimlanan fine ayrigimin verip, yaklagik nokta spektrumunu, eksik spektrumunu ve
sikigtirilmig spektrumunu elde ettik ve bu ¢aligsma Durna ve arkadaglar: tarafindan

[22] de yaymlanmistir.

1.2 Sinirli Lineer Operator

X veY, ayni K cismi iizerinde iki normlu uzay ve T': X — Y lineer operator olsun.
Eger her z € X igin
I Tlly < M. |[|z]]

olacak bigimde pozitif bir M sayisi varsa T operatoriine X den Y ye bir sunrle
lineer operator denir ve X den Y ye tamiml biitiin sinirh lineer operatorlerin sinifi

B (X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y ise B (X, X) yerine kisaca B (X) yazilr.
Bir lineer operatoriin tanim kiimesini
D(T)={zeX:Te=yeY}
ile, sifir uzayim
N(T)={xe X :Tx =0} (1.1)

ile ve deger kiimesini de

R(T):={Tzx:2€ X} (1.2)

ile gosterecegiz. Boylece T' nin birebir olmasi igin gerekli ve yeterli kogul N (7') =0

olmasidir ve T" nin 6rten olmas: igin gerekli ve yeterli kogul R (T') = Y olmasidir.

T,S € B(X,Y) ve A € Kolmak iizere, (T + S)x = Tx+ Sz, (A\T') x = XT'x geklinde

tanimlanan toplama ve skalerle garpma iglemleri ile B (X,Y’), K cismi iizerinde bir
4



vektor uzayidir, ayrica B (X,Y)

Tx
7)) = sup LAl (13)
w20 |7l x
normuyla birlikte bir normlu uzay olup, eger Y bir Banach uzayi ise B (X,Y’) de bir

Banach uzayidir ([16] , s. 105).

X, K cismi iizerinde bir normlu uzay ve T' € B (X) olsun. X*, X uzaymn siirekli
dualini gostermek iizere yani, X* = B (X, K) olmak iizere, her x € X ve her f € X*
icin
T X" — X~
(T f) e = f (Tx)

bigiminde tanimlanan 7™ operatoriine 1" operatoriiniin adjointi denir.

T ile T" adjoint operatorii arasindaki iligkilerden bazilarini belirleyen 6nemli teo-

remleri ispatsiz olarak agagida veriyoruz.

Teorem 1.1 X bir normlu uzay ve T € B (X) olsun. Bu durumda T € B (X™)
olup ||T*|| = ||T|| dir ( [16] s. 239).

Teorem 1.2 Eger T ve T* operatirlerinin tersleri meveut ise (T 1) = (T%) ™" dir

( [25] s. 60).



2. SPEKTRUM

Tanim 2.1 X # {0} bir kompleks normlu uzay, D (T) C X olmak tzere ve T :
D(T) — X lineer bir operator, A € C ve I, D (T) tizerinde birim operatér olmak
tlizere, T operatorii ile

Ty:=T — Al (2.1)

operatorind egleyelim. T\ nan bir tersi varsa, bunu Ry (T) ile yani;
R\(T) =T, = (T —XI)"! (2.2)

ile gdsterip, buna T nin rezolvent operatori diyecegiz. T operatorinin belirly olmast
durumunda yazmada kolayhk saglamak icin Ry (T) yerine Ry yazacagiz ( [28] .

371).

R, (T) mevcut oldugunda,
v=T'y=R\(T)y

yazilabilir. Yani; R, (T'), Thz = y denklemini ¢dzmemize yardimer olur.

Daha da ¢nemlisi, Ry nin ¢zelliklerinin incelenmesi, T' operatoriiniin kendisinin an-
lagilmasi icin esas olmaktadir. Dogal olarak, Ty nmin ve R, min bir cok ¢zelligi A
ya baghdir ve spektral teori bu 6zelliklerle ilgilenen bir daldir. Ornegin R, mevcut
olacak gekilde A larin kiimesi veya R, sinirh olacak gekilde ki A kopleks sayilarinin
kiimesi temel problemlerimizden bazilar1 olacaktir. Bazi1 kavramlara isim verebilmek
icin Ry nin tamim bolgesi X de yogun olacak sekildeki A kopmleks sayilarinin kiimesi

de aragtirilacaktar.

Tanim 2.2 (regiiler deger, rezolvent kiime, spektrum) X # {0} bir kompleks
normlu uzay ve D (T') C X olmak tizere ve T : D (T') — X lineer bir operator olsun.
(R1) R, (T) mevcut

(R2) R, (T) sumarl (yani siirekli)

(R3) R, (T), X iginde yogun bir kiimle tizerinde tanimh

olacak sekilde A € C sayplarina T nin regiiler degeri denir.
6



T nin tim regiler degerlerinin kiimesi p (T) ie gosterilir. p(T) ye T nin rezol-
vent kiimesi denir. o (T) = C\p(T) kiimesine ise T' nin spektrumu denir. Eger

A€o (T) ise X ya spektral deger denir ([28] s. 371).

2.1 Spektrumun Ayrigimi

Siirl lineer bir operatoriin spektrumunun birgok farkh ayrigimi vardir, bunlardan

bazilarinin fizige uygulamalar1 mevcuttur.

X bir Banach uzay1 ve T' € B(X) olsun. Eger R, (T) operatorii, X in bir yogun
alt uzaymda tamml ve siirsizsa A € C sayisma T nin 0.(T") strekli spektrumuna
aittir denir. Ayrica eger R (1) operatorii mevcut, ancak onun tanim bolgesi (yani;
T — A nin R(T — AI) deger kiimesi), X de yogun degilse A € C sayisma 7" nin ¢,.(7)

rezidi spektrumuna aittir denir, bu durumda R, (T) smirh veya sinirsiz olabilir.

Eger Tx = Az esitliginin sifirdan farkh bir € X ¢oziimii varsa A € C sayisina T'
nin ozdegeri, bu sekildeki herbir x vektoriine 6zvektor ve X in bir alt uzay1 olan

biitiin 6zvektorlerinin kiimesine de 6zuzay denir.

0,(T)={ e C: Tz = Iz, x # 0}

ozdegerlerinin kiimesine 7" nin point spektrumu denir. ¢,(7") point spektumu ile

birlikte bu iki spektrum 7' nin

o(T) = 0,(T) U (T) Uo,(T) (2.3)

spektrumun bir ayrik ayrigimidir. Kabaca konusacak olursak alt spektrumdaki A
elemanlarimin karakterize edilmesi igin, 7" — Al operatoriiniin , 0,(7") de birebir
ve ortenligi, o,.(T) de ortenligi ve o.(T') de de siirekliligi mevcut degildir. ( 2.3 )

ayrigimini izah etmek icin agagidaki tabloyu ve bazi ¢rnekler verelim.
7



Tablo 1.1: Spektrumun Ayrik Ayrigimi

R, (T) mevcut | Ry (T) mevcut R, (T)
ve sinirh fakat simirsiz | mevcut degil
RN —-T)=X A€ p(T) - A€ o,(T)
ROM-T)=X| Xep(T) A€ od(T) A €0, (T)
ROM-T)#X | Xle€o.(T) A€o (T) A €o,(T)

Tabloda; X bir Banach uzay1 oldugundan; 1. satir ve 2. siitunun kapali grafik

teoreminden miimkiin olmadigin belirtelim.

Teorem 2.1 (Kapali Grafik) X ve Y, Banach uzayr ve T : D(T') — Y kapals bir
operator olsun (yani grafigi X XY de kapalr). Eger D(T') tanim kiimesi X de kapaly

ise T operatori sinarldr ([28] s. 292).

R(T—X)=X = R(T —X) =X =X = R(T — ) kapah yani R, (T) nin tanim
kiimesi kapali oldugundan kapal grafik teoreminden R(T — A) = X iken R, (T)

sinirsiz olamaz.
Eger biz 3.siitunda degilsek, yani eger A, T' nin bir dzdegeri degilse, daima R, (T)

operatoriinii 7' — A/ nin cebirsel tersi gibi diigiinebiliriz.

Ornek 2.1 X =/, (1 <p<o0), (a,), C de sumarh bir dizi ve

T: 0, =1,

Ty — (an2y,)

olsun. (a,) simrhdir & T € B ({,) dur. Ilk énce p < oo olsun. (a,) dizisinin biitiin

elemanlarimn kimesini A = {ay, as, as, ...} ile gosterelim, bu durumda

o(T)=4, 0,(T)=4, 0.(T)=A\A, 0,(T)=0
8
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elde ederiz. Ozellikle eger a, — 0 ise o. (L) = {0} dur.

p = oo durumunda rezidi ve stirekli spektrumun rolleri degisir, yani
o(T) =7, 0,(T) = A, o.(T) =1, o,(T)=A\A (25)
elde ederiz.
Ornek 2.2 C dizerinde X = l, (1 <p<oo) olsun ve T
T (1,29, 23,...) = (%9, 23, 24,...)

sol kaydurma operatori olsun. ||T'|| =1 ile T € B (¢,) oldugu kolayca gosterilebilir.
Dolaypswyla o (T) C D dir. Ayrica T ortendir fakat birebir degildir ¢iinkii onun sifir
uzayL

N({T)= {(zp)€ly:00=23=24=---=0}
dur. Ozellikle bu 0 € o, (T) olmasim saglar.
T nin spektrumunu incelemek icin 1 < p < 0o ve p = oo durumlarime ayiralim.

1< p<ooigcin

o (T> =0p (T> =D, o. (T> = Oy (T> =0 (27)

oldugunu goririz. Gergekten de A dzdegerinin dzuzay her |\ < 1 igin £, ye ait olan
Ty = (1, A A2 ) vektori tarafindan tretilir, fakat bu lo da yalmzea |\ = 1 iken

gecerlidir. Burada D agik birim diski, T ise birim cember: gdstermektedir.
Ornek 2.3 C iizerinde X = {, (1 < p < o) olsun ve
T (z1,x2,3,...) := (0,21, 22,...) (2.8)

sag kaydurma operatori olsun. |T|| =1 ile T € B ({,) oldugunu kolayca gorebiliriz.
Dolayswyla o (T) C D dir. Bu ornekte T, birebir dir fakat rten degildir, ciinkii

onun

R(T) = {(yn) € : 1 = 0}
9



tamem kimesi ¢, de yogun bile degildir. Ozellikle bu 0 € o, (T) olmasim saglar.
Simdi T nin spektrumun yukarida verilen ayrisgymane yapalim. Bunun i¢in p = 1,

1 < p<oowvep=oco durumlarim ayiralim.

p=1wveya p= o0 durumlarinda

o(T) =0, (T) =T, 0,(T)=0.(T) =10 (2.9)

c(T)=D, 0,(T)=0 o.(T)=T, 0,(T)=D (2.10)

dir. Dikkat edecek olursak sag kaydirma operatoriiniin hicbir £, uzayinda 6zdegeri

yoktur.

Biz simdi 0 1n spektral ayrisim icerisinde hangi kiimeye ait oldugunu veren agagidaki

ornekleri verelim.
Ornek 2.4 C iizerinde X = {, (1 < p < o) olsun. Eger

1 1
T(Il,l’g,l’g,...> = <$17§$2,§$3,...> (211)

ise 0 € o.(T) dir. Clinkii,

T71 (yl; Y2,Y3, - - ) = (yl; 292, 3y37 .. )

ters operatori £, nin bir yogun alt uzayr lzerinde tanimbdar ve £, de simarl degildir.

Sonug olarak

A~ =

o, (T) = {1%% } 0. (T) = {0}, o, (T) =10
dir. O halde 0. (T)Uo, (T) = {0} veo.(T) = {0} veo.(T)No,. (T) = O oldugundan

o, (T) =0 dwr. Diger taraftan

1 1 1
T(l’l,l’g,l’g,...> = <$27§1’3,§1’4, 11’5,...) (212)

bigiminde tanimlamirsa 0 € o, (T) dur, ¢inki e; = (1,0,0,...), A = 0 ozdegerine

karsibk gelen ozvektordiir. T~ ters operatérii burada tanymly degildir. Sonug olarak

o(T) = 0,(T) = {0}, 0.(T) = 0,(T) =0 (2.13)
10



elde ederiz. Son olarak eger

1 1
T(l’l,l’g,l’g,...> = (0,1’1,51’2751’3,...) (214)

bigiminde tanvmlanirsa 0 € o,.(T) dir, ¢inki T nin R(T) deger kimesi £, de yogun

degildir. Burada

Tﬁl(yla Y2,Y3, - - ) = (y27 2y37 3y47 .. )

ters operatori tanimlidur fakat R(T) de swmirle degildir. Sonug olarak
o(T) = 0n(T) ={0}, 0p(T) = 0c(T) =0 (2.15)

elde edilir.

2.2 Spektrumun Goldberg Simiflandirilmasi

T € B(X) olmak iizere 7" nin R (7T) goriintii kiimesi i¢in ii¢ farkh durum soz
konusudur.

(I) R(T) =X

(II) R(T) # X fakat R(T) = X

(1) R (T) £ X

ve T~1 icin ti¢ farkli durum s6z konusudur.

(1) T~ mevcut ve siireklidir,

(2) T~ mevcut fakat siirekli degil,
(3) T~ mevcut degil

Miimkiin olan biitiin olasiliklar diisiiniildiigiinde dokuz farkli durum olusur. Bunlari,

I, I, Is, 11, 115,113,111, 1115, 115 ile numaralandirilacagiz.

Ornegin, eger bir operatér I11, durumunda ise R (T) # X ve T~! mevcut fakat

stirekli degildir. Ayrica kapali grafik teoreminden I, = ) dir.

Eger A kompleks sayis1 T'= A — L € I} veya T = A — L € II; bigiminde ise A €
p(L,X) dir. p(L,X) de bulunmayan biitiin A skaler degerleri L nin spektrumunu

olugturur. ¢ (L, X) in bu simflandirilmasi L nin fine spektrumunu meydana getirir.
11



Bu, o (L, X) in Lo (L, X) = 0, Iso (L, X), Lo (L, X), I (L, X), [[Lo (L, X),
Illo (L, X), 11130 (L, X) aralarinda ayrik altkiimelerine boliinebilmesi demektir.
Ornegin, eger T'= A — L, I11, ye aitse A € I11,0 (L, X) yazacagiz. (Bak [25] )

2.3 Yaklasik nokta spektrum, eksik spektrum ve sikigtirilmis spektrum

X bir K cismi iizerinde Banach uzayi ve L € B (X) olsun. (x,) C X dizisi i¢in eger,
n — oo iken || Lz, || — 0 ve ||z|| = 1ise (x,) ye L i¢in bir Weyl dizisi denir. Ornegin,

C, deki {e;} taban elemanlar (Lz,), = <a;l—") operatorii i¢in bir Weyl dizisidir.
Oap (L) :={N € K: A — L i¢in bir Weyl dizisi mevcuttur} (2.16)
kiimesine L nin yaklagik nokta spektrumu denir.
o5 (L) :={\ € o (L): A\l — L orten degil} (2.17)

alt spekturumuna L nin eksik spektrumu denir.

Tanimdan eger A ¢ 0,, (L) ise her z € X igin ||Az — Lz| > c||z|| dir. Denk olarak
bu,
inf{||[Xe — Le|| :re€ By (X)} >0, (A¢ o, (L)) (2.18)

bi¢iminde ifade edilebilir.

(2.16 ) ve ( 2.17 ) alt spektrumlar:
0 (L) =04 (L)Uos(L) (2.19)
bigiminde spektrumun ayrik olmasi gerekmeyen bir ayrigimidir.
Geo (L) = {/\ GK:m;ﬁX} (2.20)
kiimesine de L nin sikigtirilmig spektrumu denir.

Oap (L), 05(L), 0. (L) alt spektrumlar

(2.21)



spektrumun ayrik olmasi gerekmeyen bir ayrisimidir. o, (L) C 04, (L) ve 04, (L) C
o5 (L) oldugu agiktir. Ayrica o (L) = 0, (L) Uo.(L) U o, (L) esitligi ile bu alt

spektrumlar: kiyaslarsak

o, (L) =0, (L)N\o, (L) (2.22)
O (L) =c (L) AN [Up (L> Uoe (L>]

elde ederiz (Bak [12] ).

Bazen bir sinirh lineer operatoriin spektrumunu hesaplamak icin onun adjoint oper-

atorii faydali olabilir. Bunun icin agagidaki teorem ¢ok kullanighdir.

Teorem 2.2 Bir L € B(X) operatorinin ve onun L* € B(X™) adjointinin spek-
trumu ve alt spektrumu i¢in asagrdaks iliskiler dogrudur.

(a) o (L) = o (L),

(b) o (L") C 0ap (L),

(¢c) 0ap (L7) = 05 (L),

(d) 05 (L7) = 0ap (L),

(¢) op(L7) = 0co (L),

(f) e (L7) 2 0y (L),

(9) 0 (L) = 00y (L) U, (L") = 0, (L) Uuy (L) ([12] , Onerme 1.3).

[19] da Durna ve Yildirim, simdiye kadar verilen tamimlar yardimiyla, spektrumun

bu ayrigimlar: arasindaki iligkiyi veren agagidaki tabloyu olusturmugdur.
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Tablo 1.2: Spektrumun Ayrik Olmasi Gerekmeyen Ayrigimi

(1)

(2)

(3)

R(\ L) R(\ L) R(X\ L)
mevcut ve sinirh | meveut ve sinirsiz | meveut degil

A€o, (L)

(I) |RM—-L)=X Aep(L) - A€o, (L)
RN -L)#X A€o, (L) A€o, (L)
(II) | RN —-L)=X A€p(L) A€ a, (L) A€o, (L)
A€ os(L) A€ os(L)

A€o, (L) A€o, (L) A€o, (L)
(IIT) | R\ - L) # X A€ os(L) A€oy (L) A€ 04y (L)
A€ o5 (L) A €os(L)
A€ ag (L) A€ 0 (L) A€ ag (L)
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3. BANT MATRISLERI

Sayisal analizde, sonlu elemanli matrisleri veya sonlu fark problemlerinden elde
edilen matrisleri bant matrisi haline getirebiliriz. Bant matrisleri problem degisken-
leri arasmdaki iligkiyi tanimlamamza yardimca olur. Ornegin, bant genisligi ma-
tris boyutunun karekokiinii olusturan matris, bant iginde bes kogegenin sifir ol-
madig1 kare bir bolgede tanimlanan kismi tiirevli diferansiyel denkleme karsilik gelir.
Eger bu matrise Gauss eliminasyon yontemini uygularsak, ¢ok sayida sifir olmayan
elemanli bant iceren matris elde ederiz. Bu nedenle, bant operatérlerinin rezol-
vent kiimesi, bu gibi problemlerin ¢6ziimii i¢in 6nemlidir. Bant matrisleri matem-
atigin bircok alaninda ve uygulamalarinda ortaya cikmaktadir. Uc yada daha fazla
kosegenli bant matrisleri telekomiinikasyon sistem analizinde, kismi tiirevli diferan-
siyel denklemlerin ¢oziimii i¢in sonlu fark yéntemlerininde, sabit olmayan katsayili

dogrusal tekrarlama sistemlerinde vb. kullanilir.

Sonlu elemanlar, sonlu farklar gibi metotlar kullanilarak yapilan analizlerde ma-
tris boyutlar:1 bilgisayar kapasitelerinin iizerinde olabilmektedir. Bu durumda lineer
denklem sistemlerinin ¢6ziimii miimkiin olamamaktadir. Baz 6zel problemlerde
matrisler bant matris olarak olusmaktadir. Bu o6zellik kullanilarak bu problem-
lere ait lineer denklem sisteminin ¢oziimii miimkiindiir. Alt iiggensel matrisleri de
bant matrisi yaparak bu tiir lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in bir algoritma
geligtirilmigtir. Geligtirilen algoritma kullanilarak ¢ok biiyiik boyutlardaki matris-
lerin sikigtirilarak bilgisayarda olugturulmasi ile lineer denklem sistemlerinin ¢oziimii
miimkiin olmaktadir. Bu nedenle, birisinin cegitli bant matrisleri ile ilgili sonuglar

elde etmesi oldukca 6nemlidir.

Tanim 3.1 (Bant matris) Matrisin sifirdan farkl elemanlar: esas kosegen civarinda
toplanmas olan matrise bant matris denir. Esas kdsegene paralel olan kdsegenlerine
yan kéogegen denir. Esas kdsegenin altindaki kdosegenler alt késegen, distindeki kdse-
genlere st kosegen denir. my alt ve my st kosegeni olan bir matrisin ana bant
genisligt m = mq + mo + 1 olur. my e alt bant, mo ye st bant genisligi de denir.

Ana bant disindaki tim elemanlary sifir olan matrislere bant matris denir.
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[24] de El-Shabrawy tarafindan A,, genellestirilmis fark operatoriinii agsagidaki gibi
tammlanmustir: (ug) ve (v)

lim w, = u >0 ve klim v =0 # 0. (3.1)

k—o0

olacak sekilde sifirdan farkl iki yakmsak reel say1 dizisi olsun. A, : cs — ¢s, A,,x =
Ayy (T) = (upy + Vg_125-1)ye bi¢iminde tammlamr. Burada z_; = v_; = 0 dur.

O halde A, operatériiniin matris gosterimi

Ug 0 0
Auv _ Vo Uy 0
0 V1 U2

seklindeki bir alt ticgensel ¢ift bant matrisidir.

Eger (uy) ve (vx) sabit diziler ise, yani; her £ € Nigin u = r # 0 ve v, = s #
0 bi¢iminde ise bu durumda A,, operatorii [23] de ¢alsilan B (r, s) operatoriine
indirgenir. Ayrica B (r, s) operatoriiniin ¢y, ¢, £, ve bu, iizerinde ki spektrumun alt

ayrigimu [14] de galigilmigtar.

3.1 Genellestirilmis Fark Matrisi B(r, s) nin cs dizi uzay1 iizerinde spek-

tral ayrisimlar:

Bir ¢ok arasgtirmaci bazi dizi uzaylarinda lineer operatorlerin spektrumunu ve fine
spektrumunu ¢ahigmigtir. 2005 de Altay ve Basgar [9] da ¢ ve ¢ iizerinde B (r, s)
genellestirilmis fark operatoriiniin spektrumunu ve fine spektrumunu belirlemistir.
2008 de Bilgi¢ ve Furkan [13] de ¢, ve bv,, (1 <p < co) uzaylan iizerinde B (r, s)
genellestirilmis fark operatoriiniin spektrumunu ve fine spektrumunu hesaplamistir.
[18] de Das ¢ dizi uzay: iizerinde U(ry,rs; 1, S2) matrisinin spektrumunu ve fine
spektrumunu hesaplamugtir. [35] de Tripathy ve Das ||z||., = sup, |> i, %i| normu

ile bir Banach uzay1 olan

n
cs = {a: = (x,) Ew: TLILII;OZJJI mevcut} ,

=0
16



dizi uzayinda U(r, s) iist ti¢gensel ¢ift bant matrisinin spektrumunu ve fine spektru-

munu tanimlamigtir.

B (r, s) genellegtirilmig fark matrisi

r 0 0
s r 0

Blr,s) = (s #0) (3.2)

0 s r

bi¢iminde tanimlanan bir bant matrisidir.

Bu boliimde bazi alt iicgensel bant matsislerinin cs dizi uzay: iizerinde spektral
ayrigimlarindan bahsedilmigtir. Bu boéliimiin 1. kisimi orjinal olup, bu kisimda
[23] de Dutta ve Tripathy tarafindan hesaplanan cs dizi uzay: iizerinde B (r, s)
genellestirilmis fark operatoriiniin spekturumu ve aralarinda ayrik olan spektral
ayrigimi verilmigtir. Ancak [23] de Goldberg [25] tarafindan tanimlanan spektrumun
ayrigimi yapilmamigtir ve dolayisiyla da spekturumun aralarinda ayrik olmas: gerek-
meyen (yaklagik nokta spektrum, eksik spektrum ve sikigtirilmig spektrum) spektral
ayrigimi verilmemistir. Bu yiizden biz bu kisimda ¢s dizi uzay: iizerinde B (r, s)
genellestirilmis fark operatoriiniin spektrumunun Goldberg tarafindan tanimlanan
fine ayrisimin verip, yaklagik nokta spektrumunu, eksik spektrumunu ve sikigtirilmig
spektrumunu elde ettik ve bu galigma Durna ve arkadaglar tarafindan [22] de yayin-

lanmugtar.
Biz ilk 6nce [23] de verilen sonuglar: siralayacagiz. Daha sonra spektrumun tasnifinde

eksik kalan kisimlar: ispatlayacagiz.

Lemma 3.1 T yogun bir gorintiye sahiptir ancak ve ancak T* birebirdir (Golberg

[25] ).
Lemma 3.2 T sumrl bir terse sahiptir ancak ve ancak T* ortendir (Golberg [25] ).

Asagidaki lemma B (r, s) matrisinine kargilik gelen operatériin cs den cs ye simirh

oldugunu gostermemizi saglar.
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Lemma 3.3 A = (a,) matrisi, cs den cs ye T € B (cs) operatori belirtir ancak

ve ancak

(7') Supn Z ‘Z (ank - an,k71>
k [n=1
(i1) Za”k her bir k igin yakinsaktur ([a1] , s. 150).

< o0

Lemma 3.4 B(r,s) : c¢s — cs, [|B(r, )]sy < |7 + [s] dle bir suarly lineer

operatordir ( [23] , Lemma 2).

Ispat. B (r, s) nin lineer oldugu kolayca gosterilebilir. ||z||,, = sup, Zxk oldugun-
k=0
dan
1BO: )y = suP|D_smir + 7
k=0
< sup, |s] Zxk,l + sup,, |r| Zxk
k=0 k=0
< (sl + 1) 1l
1B (7 8)lles,ca) < (I8l +171) [|]] s (3.3a)

elde edilir. m
Simdi ¢s uzaymda B (1, s) operatoriiniin spektrumunu, point spektrumunu, siirekli

spektrumunu ve rezidii spektrumunu verelim.
Teorem 3.1 o (B (r,s),cs) ={A e C: |A—r|<|s|} ([23], Teorem 6).

ispat. [\ —7| > |s| icin (B (r,s) — AI)"" in mevcut ve B (cs) de oldugunu, daha
sonra (B (r,s), cs) operatoriiniin |A — 7| < |s| i¢in tersinir olmadigim gostermeliyiz.
A — 7| > |s| esitsizligini saglayan A lar1 alalm. (B (r,s) — AI)"" bir alt ticgensel
matris oldugundan dolay1 (B (r,s) — AI)~" mevcuttur. (B(r,s) — M)z = y den-

klemini ¢ozersek, agagidaki denklem sistemini elde ederiz.

1
Tog = r— )\y(]a
B 1 _ S
Iy = r— )\yl (T — )\>2y0’
1 S 52
= - 3.4
T N (r— )\)291 + (r— /\)390; (34)

18



Buradan, n. satir, k. yerde
(_S>nfk
=D e (35)
k<n
ile verilir.

Boylece (B (r,s) — )" ile belirtilen (a,;) matrisi

(_S>nfk
(T . /\)’nkarl » T S k
0 , n>k

ile tamimlanir.

n

||B (Tﬂ S) r AIH(ci,cs) = sup, Z
k=0

(=s)~*

(T _ /\)’nkarl

1 n s n—k
— ‘r—/\ supz X (3.7)
k=0
1 . s |F
B T—/\ZT—)\ > >

oldugunu goriiriiz. Dolayisiyla (B (r,s) — M)~ € B (cs) dir.

Simdi (B (r, s) — AI) operatriiniin |\ —r| < |s| igin tersinir olmadiginm gosterelim.
(B (r,s) — Al) iicgensel oldugundan dolay1 (B (r,s) — AI)”" mevcuttur. [\ —7r| <
|s| ve A # r sartlarmi saglayan A alalim (3.7) den her ne zaman |\ —r| < |s]
oldugunda [|B (r,5) = M|z, ) = 00 elde ederiz, bu da (B (r,s) —AI)" ¢ B(cs)
demektir. A = r oldugunda (B (r, s) — Al) operatorii

0O 0 O
s 0 0 ..

B(s) = (3.8)
0 s 0 ..

ile verilen B(s) matrisi ile belirtilir. (B (s) —sl)z = § = x = 0 elde ederiz.
Boylece (B (s) — sI) : ¢s — cs birebirdir. Fakat goriintiisii bir yogun kiime degildir.
Dolayisiyla (B (s) — sI) tersinir degildir. Bu (B (s) — sI) nin, |A —r| < |s| igin

tersinir olmadigini gosterir. Ispat tamamlamr. m

Teorem 3.2 o, (B (r,s),cs) =0 ([23] Teorem 7).
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Ispat. cs de x # 60 = (0,0,0,...) icin B(r,s)z = Az olsun. Bu durumda agagidaki

denklem sistemine elde ederiz:

X = Axg
sTo+rT; = An
(3.9)
ST + TTry1 = Mgyl

Eger z;, x = (x,,) dizisinin sifirdan farkl ilk terimi ise r = A elde edilir, dolayisiyla

STy +TTiv1 = AT

olur ki bu z; # 0 kabulii ile ¢eligmektedir.
Boylece (B(r,s) —A)xz = 0§ = x = 0 ve dolaywsiyla (B (r,s) —Al) : ¢s — cs
birebirdir. o, (B (r,s),cs) =0 dir. =

Uyar1 3.1 Eger T : cs — cs bir A matrisi belirten bir sinirle lineer operator ise,

bu durumda T : cs* — cs* adjoint operatoriniin matris gosterimi A matrisinin
o0

A" transpozu ile verilir. cs nin cs* dual uzaye ||z||,, = > |Tpp1 — Tp| +1limy, o0 |20
n=0

normlu ile tiim stnarh salimamiy dizilerin bv Banach uzayina izometrik olarak izomorf-

tur.
Teorem 3.3 o, (B (r,s)" ,cs*) ={A € C:|N—r| <|s|} ([23] , Theorem 8).

Ispat. Kabul edelim ki  (# 0) € ¢s* = bv igin B (r,s)" x = Az olsun. Bu durumda

rTo+ STy = Ao

rry+STe = ATy
(3.11)

T+ ST = ATy

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemi c¢ozersek,
A _ n
n € Nigin x,, = < T) Zo (3.12)
5
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elde ederiz. Boylece © = (x,) € cs* dir ancak ve ancak |A — 7| < |s| dir. Ispat

tamamlanir. m
Teorem 3.4 o, (B (r,s),cs) ={A € C:|A—r| <|s|} ([23] , Theorem 9).

Ispat. (B (r,s) — AI) mn goriintii kiimesinin cs de yogun olmadigini, fakat (B (r, s) — AI)
sinirh veya siirsiz bir terse sahip oldugunu ispatlayalim. Teorem 3.3, (B (r,s)™ — AI)
nin birebir olmadigim ifade eder. Bu yiizden Lemma 3.1 den (B (r,s) — Al), ¢s de

—1

yogun degildir. Ayrica (B (r,s) — AI)"" nin mevcut ve |A —r| < |s| y1 saglayan bu

Alaricin (B (r,s) — Al) # cs oldugunu goriiriiz. Tekrar A # s i¢in, (B (r,s) — Al)

tiggenseldir ve bu yiizden bir terse sahiptir. Boylece ispat tamamlanir. m
Teorem 3.5 o.(B(r,s),cs) ={A € C:|A\—r|=|s|} ([23] , Theorem 10).

ispat. o (B (r,s),cs)nino, (B (r,s),cs), 0. (B (r,s),cs) ve o, (B (r,s), cs) kiimelerinin
ayrik bilegkeleri oldugu iyi biliniyor. o, (B (r,s),cs) = 0 ve o, (B(r,s),cs) =
{AeC:|A—r| <|s|} oldugundan o. (B (r,s),cs) = {Ae€C:|\—r|=]s|} elde
edilir. m

Simdi [23] de verilen B (r,s) matrisinin cs dizi uzaymdaki spektrumun tasnifinde

eksik kalan kisimlar: ispatlayacagiz.

Lemma 3.5 (ay) ve (by) negatif olmayan reel sayplar olmak tizere

(5] S (50

n=1 n=k+1
dar.
ispat.
© fn—1 0 1 2 3
<Z akbnk> = > apbi + X arbar + D agbsi + > apbap + -
n=1 \ k=0 k=0 k=0 k=0 k=0
= agbio + (aobao + a1ba1) + (aobso + aibsy + asbsz)
+  (agbso + a1bs1 + asbys + agbys) + - -
= a9y bpot+ar Y byt+ad bua+---
n=1 n=2 n=3
k=0 n=k+1
||
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Teorem 3.6 1110 (B (r,s),cs) ={AeC:|A—r|<|s|}.

ispat. (B (r,s) — A)" 2 = y denklemini saglayan tiim y € cs* = by icin © € cs* =
bv bulmaliyiz. O halde

(r—=XNzo+sr1 = yo
(r=XNmz +sz2 =
(r =Xz + sTrp1 = Uk

elde ederiz. Kabul edelim ki g = 0 oldun. Yukaridaki denklemlerden

Yo
ry = —
1S r—A
T2 = ~“h— =%
S S
1 r—A r—A\2 r—\*
Tpn = — | Yp—1— Yn—2 + Yn—-3 — Yn—4a
S S S S
1 net [T —A el
+= (+~~~+(—1> ' ( ) yo)
S S
1 n—1 k T — /\ K
= - Z (_1) Yn—k—1
S k=0 S
elde ederiz. Burada n =1,2,3,... dir. Simdi x € bv oldugunu gostermeliyiz.
Z |xn - xn+1| = |l’0 - l’1|
n=0
1 & |nzl r—A\" n r—A\"
b L2 () - S0 (52
|S| n=1 | k=0 S k=0 S
< |r—= X"
S sly=| s
1 = n=l|p— )"
+ = |Yn—k—1 = Yn—il
|5| n=1 k=0
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Lemma 3.5 den

oo o0 _ A n
Z |xn_xn+1| S ‘% Z !
n=0 S n=0 S
12 = |[r=Al"
+ =2 > | Wnk1 = Yl
5| iZonskg1| S
o | — X" O r— A ko
= ﬁ (|yo| > + > > Unoko1— ynk|)
n=0| ¢ k=0| S n=k+1
o | — X" o r— A ko
= & (Iyolz — +> Z|yn—yn+1|>
n=0| § k=0 n=0
< fpr— X"
= il + Iyl &

elde ederiz. Boylece A € o, (B (r,s),cs) igin, (Al — B (r,s))” operatorii 6értendir
ancak ve ancak |r — A| < |s| dir. Dolayisiyla Lemma 3.2 den, Al — B (r, s) simirh

terse sahiptir. m
Sonug 3.1 1110 (B (r,s),cs) =0.

ispat. I1L,0(B(r,s),cs) = o, (B(r,s),cs)\II1,0 (B (r,s),cs) oldugundan iste-

nen sonug, Teorem 3.4 ve Teorem 3.6 dan agiktir. m
Sonug 3.2 I30 (B (r,s),cs) = 1130 (B(r,s),cs) = I[II30 (B(r,s),cs) = 0.

Ispat. Tablo 1.2 den o, (B (r,s),cs) = I30(B(r,s),cs) U Ils0 (B(r,s),cs) U
I1130 (B (r,s),cs) oldugundan dolayr Teorem 3.2 den gerekli sonucu elde ederiz.

Teorem 3.7 (a) 04, (B(r,s),cs) ={A € C: |A—r| =]s|},
(b) o5(B(r,s),cs) ={r e C:|A—r| <]|s|},
(c) 0o (B(r,s),cs) ={Ne C:|\—r| <]|s|}.

ispat. (a) Tablo 1.2 den,
Oap (B (rys),cs) =0 (B(r,s),cs)\II1o (B(r,s),cs).

dir. Teorem ?? ve Teorem 3.6 yardimiyla, o,, (B (r,s),cs) ={A € C: |A —1r| = |s|}

elde ederiz.
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(b) Tablo 1.2 den,
o5 (B (r,s),cs) =0 (B(r,s),cs) \I3 (B (r,s),cs),

yazabiliriz. Bu yiizden Teorem 7?7 ve Sonug 3.2 den, istenen sonucu elde ederiz.

(c) Teorem 2.2 (e) den ,
0,(B(r,s)",bv) =04 (B(r,s),cs).
esitligi gecerlidir. Teorem 3.3 i kullanarak istenen sonucu elde ederiz. m

Sonug 3.3 (a) 0., (B(r,s)",bv) ={A € C: |\ —r| <|s|}
(b) o5 (B (r,s)" ,bv) ={A € C:|x—r| =s}.

Ispat. Teorem 2.2 (c) ve (d) den,
Oap (B(1,8)" ,cs" Zbv) = 05(B(r,s),cs)

dir, boylece
o5 (B(r,8)" ,c8" Zbv) =04, (B(r,s),cs).

esitligini yazabiliriz. Teorem 3.7 (a) ve (b) kullamlarak, istenen sonucu elde ederiz.

3.2 Alt iiggensel B (r,0,s) Matrisinin s # 0 igin c¢s dizi uzay: iizerinde

spektral ayrigimlar:

Bu kisimda B (r, 0, s) alt iicgensel matrisinin c¢s dizi uzay1 iizerinde spektral ayrigimi
i¢in [36] da verilen sonuglar siralayacagiz. [36] da B (r,0, s) alt tiggensel matrisi s # 0

icin

B (r,0,s) =

bigiminde tanimlanmigtir.
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Teorem 3.8 B (r,0,s) : cs — cs bir lineer operatordiir ve || B (1,0, s)|| ogee < |7+

|s| dir ([36] , Teorem 3.1).

Ispat. Lemma 3.3 den, B (r,0,s) : cs — cs bir lineer operatér oldugunu géstermek

kolaydir.

1B (r,0,8) @), = |d ra+) sz
1=0 1=0 )
< r ‘le‘ + 5] le
1=0 1=0
< (] +1s) 1]l .

dir ve dolayisiyla, || B (r,0, s) <Ir|+1s|. m

I esces)
Teorem 3.9 cs tzerinde B(r,0,s) operatorinin spektrumu

o(B(r,0,s),cs) ={AeC:|A—r|<|s|}
ile verilir ( [36] , Teorem 3.2).

Ispat. 1lk once |\ —r| > |s| icin (B(r,0,s) — AI)"' operatoriiniin mevcut ve
(cs : es) de oldugunu gosterecegiz daha sonra |\ — 7| < |s| i¢in B (r,0, s) — Al oper-
atoriiniin tersinin olmadigim gosterecegiz.

A, JA =7 > |s| esitsizligini saglasm. s # 0 oldugunda A # r elde ederiz ve
boylece B (r,0, s)— Al bir liggen matristir, bu nedenle (B (r,0, s) — AI) " mevcuttur.
y = (yn) € cs olsun. (B (r,0,s) — Al)z = y denklemini ¢ozersek

(B (r,0,s) — )\])71 = (ank)

1
0 0 0 0 0
r—A 1
0 0 0 0 0
r—A 1
R 0 0 0 0
(r—2X\) r—A
1
_ | — 0 0 0
(r—2A) r—A
2
1
A | —— 0 0
(r—2A) (r—2M\) r—A
2
1
0 G 0 - 0
(r—2M\) (r—2M\) r—A
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elde ederiz.

Her m icin

2.

k

m

(ank - an,k71>

n=1

oldugunu gostermek kolaydir ve dolayisiyla, |A — 7| > |s| icin
SUP 2 g |>on g (G — @ng—1)] < 0o dur.
A — 7| > |s| oldugunda, her k igin,

2

Za . 1 . S + S o
— =X =N (r= )

2 m
B S R R
Tr=A =X r= AP [ — A

(3.13)

serisi de yakimsaktir. Bu yiizden Lemma 3.3 den, (B (r,0,5) — M) ™", (cs : ¢s) dedir.

Buo (B(r,0,s),cs) C{A € C:|A—r| <|s|} oldugunu gosterir.

Simdi A € {A € C: |A — 7| < |s|} olsun. Eger A # r ise bu durumda B (r,0,s) — A/

tiggenseldir ve dolaysiyla, (B (r,0,s) — AI)" " mevecuttur. y = (1,0,0,0,...) olsun.

Bu durumda y € ¢s dir. Simdi, (B (r,0,s) — X)) 'y = z esitligi

ve

Ton4+1 = 0

oldugunu verir. |A —r| <|[s| oldugundan,

00 B 00 (—S)n B 1
nz_;x”_nz_;(r_)\ywrl - r— A\

serisi yakinsak degildir ve dolayisiyla = = (x,,) ¢ cs dir. Bunedenle (B (r,0, s)
(cs : cs) de degildir ve bu yiizden A € o (B (1,0, s), cs) dir.
Eger A = r ise bu durumda B (r,0,s) — Al = B (0,0, s) operatorii

000O0O
000O0O0
s 00 00
0 s 000
00 s 00O

B(0,0,s) =
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matrisi ile belirtilir.
B (r,0,s)—AI = B(0,0, s) nin goriintii kiimesi yogun olmadigindan, A € o (B (r,0, s), ¢s)
dir. Dolayisiyla,

{AeC:|A=r|<|s]} Ca(B(r,0,s),cs)

elde edilir. Bu ise ispat tamamlar. m

Teorem 3.10 cs tzerinde B (1,0, s) operatdriniin point spektrumu
o, (B(r,0,5),cs) =0

ile verilir ( [36] , Teorem 3.3).

ispat. \, B (1,0, s) operatoriiniin bir ézdegeri olsun. Bu durumda B (1,0, s) z = \x

denklemini saglayan cs de = # 6 = (0,0,0, ...) dizisi mevcuttur. O halde

X =  Ax

T = An
STo+ 1Ty = Axg , N =2

STp_o+ 1T, = AT,

elde ederiz.

Eger x,,, (z,) dizisinin sifirdan farkh ilk elemamn: ise bu durumda A = r dir. Boylece
STpy + TTpgsa = ATpor2 bagintisindan, sx,, = 0 elde ederiz. Fakat s # 0 dir ve
dolayisiyla, z,,, = 0 elde edilir bu ise bir geligkidir. Dolaysiyla o, (B (r,0,s),cs) =0

dur. =

Teorem 3.11 cs* tzerinde B (r,0,s)" operatériinin point spektrumu
0, (B(r,0,s)" ,es* Zbv)={AeC:|x—r| <]s|}

ile verilir ( [36] , Teorem 3.4).
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Ispat. A, B(r,0,s)" operatoriiniin bir 6zdegeri olsun. Bu durumda bv de B (1,0, s)* x =

Az olacak sekilde bir = # 6 = (0,0,0, .. .) dizisi mevcuttur. Boylece

B(r,0,s)'z = Xz
= rxo+ ST = Axg
rr1 + ST3 =  Ar
TTo + STy =  AZs
Ty + STpio = AT, n >0

elde ederiz. O zaman x = (x,,) € bv oldugunda

A—r\"

Laon, = p Zo
A—r\"

Loan+1 — S €1

dir. Bu yiizden x = (z,,) € ¢ dir ve dolayisiyla (z3,) ve (r2,11) alt dizileri aym

zamanda yakmsaktir. Simdi, (z2,) ve (29,+1) alt dizileri yakinsaktir ancak ve ancak
A = r| < |s| dir. Dolayisiyla o, (B (r,0,s)",cs* =bv) ={A € C: |\ —r| < [s]} dir.

|

Teorem 3.12 cs tzerinde B (r,0, s) operatorinin rezidi spektrumu
0. (B(r,0,s),cs) ={A e C:|A—r| <|s|}

ile verilir ( [36] , Teorem 3.5).

ispat. o, (B(r,0,5),cs) = 0, (B (r,0,5)",cs*) \o,(B(r,0, s), cs), oldugundan dolay

Teorem 3.11 ve Teorem 3.10 kullararak gerekli sonucu elde ederiz. m
Teorem 3.13 cs tzerinde B (r,0, s) operatorinin sirekli spektrumu
0.(B(r,0,s),cs) ={A e C: |A—r|=ls|}

ile verilir ( [36] , Teorem 3.6).
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ispat. o, (B (r,0,5),cs), 0. (B(r,0,5),cs) ve 0. (B (r,0,s),cs), o (B(r,0,s),cs)
nin, aralarinda ayrik birlegenleri oldugunudan dolay1r Teorem 3.9, Teorem 3.10 ve

Teorem 3.12 den 0. (B (1,0, s),¢s) = {A € C: |A —r| =|s|} elde ederiz. m
Teorem 3.14 Eger A\ =1 ise, A € [1110 (B (r,0,s),cs) dir ( [36] , Teorem 3.7).

Ispat. Eger A = r ise B(r,0,s) nin goriintii kiimesi yogun degildir. Bu yiizden
Tablo 1.2 ve Teorem 3.12 den A € o, (B (r,0,s),cs) elde ederiz. Tablo 1.2 den,
0. (B(r,0,s),cs) =1I11o (B (r,0,s),cs) Ulllo (B(r0,s),cs) dir. Bu nedenle,

A€ lllo(B(r,0,s),cs)

dir veya

A€ lllo (B(r,0,s),cs)

dir, ayrica A = r igin B (r,0,s) — Al = B (0,0, s) elde edilir.
Sonucun ispat1 i¢in, B (0,0, s) operatoriiniin alttan smirli oldugunu gostermek yeter-
lidir. Tiim z € cs icin

5]
15 (0,0, 5) z]| = = ll«|

oldugunu dogrulamak kolaydir bu ise B (0,0, s) operatorii alttan siurh oldugunu
ve boylece de B (0,0, s) nin bir simirh terse sahip oldugunu gosterir. Bu ise ispati

tamamlar. =

Teorem 3.15 Eger A # rveX € 0, (B(r,0,s),cs) ise bu durumda A € 1110 (B (r,0,s),cs)
dir ( [36] , Teorem 3.8)

ispat. A € o, (B (r,0,5),cs) oldugundan Tablo 1.2 den,
A€ lllo (B(r,0,s),cs)
dir veya
A€ lllo (B(r,0,s),cs)

dir. Simdi, A € o, (B(r,0,s),cs) olmasi |A — 7| < |s| oldugunu ifade eder. Bu
nedenle Teorem 3.9 daki (3.13) serisi yakinsak degildir ve dolaywsiyla, B (r,0, s)

operatorii simrh terse sahip degildir. Bu nedenle A € 11150 (B (r,0,s),cs) dir. =
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Teorem 3.16 Eger A € o.(B(r,0,s),cs) ise, A\ € II,0 (B (r,0,s),cs) dir ( [36] ,
Teorem 3.9).

Ispat. Eger A € o.(B(r,0,5s),cs) ise bu durumda |\ — 7| = |s| dir. Bu nedenle,
Teorem 3.9 daki (3.13) serisi yakinsak degildir ve dolayisiyla, B (r,0, s) operatorii
siurl terse sahip degildir. Bu yiizden A € 2 dir. Simdi B (r, 0, s) — Al operatoriiniin
orten olmadigini gostermeliyiz.

y = (y,) = (1,0,0,0,...) olsun. (y,) € cs oldugu agiktir. = =z, B(r,0,8)z =y

denklemini saglayan bir dizi olsun. O halde

Top =

(T o /\>n+1
dir ve

Ton41 = 0

elde ederiz.

Simdi,

Jjn = = —
serisi |A —r| = |s| iken yakinsak degildir ve dolayisiyla B (r,0,s) — Al operatorii

orten degildir. Bu yiizden, A € I1 olup ispat tamamlanir. =
Teorem 3.17 cs tzerinde B (r,0, s) operatorinin yaklasik nokta spektrumu
Tap (B (r,0,8),cs) ={A € C:[A—r| <|[s[}\{r}
ile verilir ( [36] , Teorem 3.10).
Ispat. Tablo 1.2 den
Oap (B (r,0,8),¢cs) =0 (B(r,0,s),cs)\I1I; (B(r,0,s),cs)
dir. Teorem 3.14 den 11,0 (B (r,0,s),cs) = {r} oldugundan ispat tamamlanir. m
Teorem 3.18 B (r,0,s) operatirinin cs tzerinde sikigtirilmas spektrumu
Oeo (B(r,0,8),c8) ={A € C:|N—r| <|s|}

ile verilir ( [36] , Teorem 3.11).
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Ispat. Teorem 2.2 (e) den,
o, (B(r,0,s)",¢cs") =04 (B(r,0,s),cs)
elde ederiz. Teorem 3.11 kullanarak gerekli sonucu elde ederiz. m
Teorem 3.19 cs tzerinde B (r,0, s) operatorinin eksik spektrumu
o5 (B(r,0,8),cs) ={ e C:|A—r|<|s|}
ile verilir ( [36] , Teorem 3.12).
Ispat. Tablo 1.2 den
o5 (B (r,0,8),cs) =0 (B(r,0,s),cs) \Iz0 (B(r,0,s),cs)
dir ve
o, (B (r,0,s),cs) = I30 (B (r,0,s),cs)Ullzo (B (r,0,s),cs)Ulllz0 (B (r,0,s),cs)

gegerlidir. Teorem 3.10 dan ¢,(B(r, 0, s), cs) = ( oldugundan I30(B(r,0,s),cs) =0
elde ederiz. Dolayisiyla

05 (B (r,0,s),cs) ={AeC:|x—r] <]|s|}
dir. =

Sonug 3.4 Asaqidaki ifadeler gegerlidir:
(i) 0ap (B (r,0,5)" ,es* =Zbv) ={A € C: |\ —r| <s|},
(i1) o5 (B (r,0,8)" ,cs* Zbw)={A e C: |A—r| <|s|}\{r} (36] , Sonu¢ 3.13).

Ispat. Teorem 2.2 (c) ve (d) den
0ap (B (1,0,8)",¢cs" = bv) =05 (B (r,0,s),cs)

ve

05 (B (r,0,5)" ,cs* Z bv) = 04, (B(r,0,s),cs)

dir. Teorem 3.17 ve Teorem 3.19 kullanilarak, gerekli sonuclar elde edilir. m
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