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ÖZET

SAB·IT KATSAYILI GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ ALT ÜÇGENSEL

BANT MATR·IS·IN·IN cs D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDE SPEKTRAL

AYRIŞIMLARI

Rabia KILIÇ

Yüksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Dr. Ö¼gr. Üyesi Dr. Nuh DURNA

2018, 34+ix sayfa

Bu tez üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, tez konusu ile alakal¬ literatür taramas¬ verilmi̧s ve s¬n¬rl¬ li-

neer operatörlerin temel özelliklerinden bahsedilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin spektrumundan ve spektrumunun

ayr¬̧s¬mlar¬ndan bahsedilmi̧stir.

Üçüncü bölümde ilk olarak bant matrislerinden ve k¬saca uygulama alanlar¬n-

dan bahsedilmi̧stir. Üçüncü bölümün birinci k¬sm¬nda B(r; s) genellȩstirilmi̧s

fark operatörün spektrumu ve alt spektrumlar¬ verilmi̧stir. Bu k¬s¬m orijinal

olup �Partition of the spectra for the generalized di¤erence operator B(r; s) on

the sequence space cs� isimli bir makale olarak Durna ve arkadaşlar¬ taraf¬ndan

Cumhuriyet Sciente�c Journal (39 (1) (2018), 7-15) da yay¬nlanm¬̧st¬r. Üçüncü

bölümün ikinci k¬sm¬nda ise B(r; 0; s) alt üçgensel matrisin spektrumu ve alt

spektrumlar¬ verilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: spektrum, alt spektrum, cs dizi uzay¬, bant matrisler.
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ABSTRACT

PARTITION OF THE SPECTRA FOR THE FIXED

COEFFICIENTS GENERALIZED LOWER TRIANGULAR

BAND MATR·IX OVER THE SQUENCE SPACE cs

Rabia KILIÇ

Master of Science Thesis

Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Prof. Dr. Nuh DURNA

2018, 34+ix pages

This thesis consists of three sections.

In the �rst section, literature related to thesis topic has been presented and

basic properties of bounded linear operator are told.

In the second section, spectrum and division of spectrum of bounded linear

operators are mentioned.

In the third section, �rstly band matrices andd then its �elds of apply have

been presented. In the �rst part of third section, spectrum and subspectrum

of generalized di¤erence operator B(r; s) are told. This part is original it was

published in Cumhuriyet Sciente�c Journal (39(1)(2018), 7-15) by Durna et

al and as an article by �Partition of the spectra for the generalized di¤erence

operator B(r; s) on the sequence space cs�. In the second part of the third,

spectrum and subspectrum of lower triangular matrix B(r; 0; s) are given.

Keywords: spectrum, subspectrum, sequence space cs, band matrices.
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S·IMGELER D·IZ·IN·I

B X X uzay¬ üzerinde verilen bütün s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin kümesi

N T T operatörünün s¬f¬r uzay¬

R T T operatörünün de¼ger kümesi

T T operatörünün rezolvent kümesi

T T operatörünün spekturumu

R T  T  1 operatörü

r T T operatörünün spektral yar¬çap¬

p T T operatörünün özde¼gerlerinin kümesi

c T T operatörünün sürekli spektrumunun kümesi

r T T operatörünün rezidü spektrumunun kümesi

ap T T operatörünün yaklaş¬k nokta spektrumunun kümesi

T T operatörünün eksik spektrumunun kümesi

co T T operatörünün s¬k¬̧st¬rma spektrumunun kümesi

D Aç¬k birim disk

T Birim çember
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1. G·IR·IŞ

Fonksiyonel analizin önemli parçalar¬ndan biri olan spektral teorinin; fonksiyon

teorisi, karmaş¬k analiz, diferansiyel ve integral denklemler, kontrol teorisi ve kuan-

tum �zi¼gi gibi matemati¼gin ve �zi¼gin bir çok alan¬nda uygulamalar¬ bulunmaktad¬r.

Son y¬llarda, spektral teoride önemli geli̧smeler olmuştur. Yaklaş¬k noktasal spek-

trum, Taylor spektrum, yerel spektrum, essential spektrum gibi bir çok tipe sahip

olan spektrum için bir çok önemli uygulamalar mevcuttur.

Operatör teoride matrislerin büyük bir rolü vard¬r. Bir operatörün spektrumu ma-

trislerin özde¼gerleri kavram¬n¬n genelleştirilmesidir. Farkl¬ alanlarda uygulamas¬ ve

kullan¬̧sl¬ olmas¬ndan dolay¬ spektral teori, matematiksel bilimlerin standart bir arac¬

olmuştur. Spektral teorinin günlük hayattaki uygulamalar¬ndan k¬saca bahsedecek

olursak;

Havac¬l¬kta, spektral de¼gerler bir kanat üzerindeki ak¬̧s¬n laminer veya türibülansl¬

olup olmad¬¼g¬n¬ belirleyebilir.

Elektrik mühendisli¼ginde ampli�katör frekans yan¬t¬n¬ veya güç sisteminin güvenilir-

li¼gini belirleyebilir.

Kuantum mekani¼ginde atomik enerji seviyelerini ve böylecede lazerin frekans¬n¬ veya

bir y¬ld¬z¬n spektral sinyalini belirleyebilir.

Yap¬ mekani¼ginde bir otomobilin ne kadar gürültülü olup olmayaca¼g¬n¬ veya bir

depremde bir binan¬n y¬k¬l¬p y¬k¬lmayaca¼g¬n¬ belirleyebilir.

Ekolojide spektral de¼gerler besin a¼g¬n¬n sürekli bir dengeye sahip olup olmayaca¼g¬n¬

belirleyebilir.

Banach uzay¬ üzerinde bir operatörün spektrumunun hesaplanmas¬nda genellikle

spektrumun üç ayr¬k parças¬ olan point spektrum, sürekli spektrum ve rezidü spek-

trum kullan¬l¬r. Ayr¬ca spektrumun aralar¬nda ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬

daha vard¬r ki bu; yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spek-

trumdur. Son y¬llarda bir çok yazar, genelleştirilmi̧s fark matrislerinin spektral
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ay¬̧s¬m¬n¬ araşt¬rm¬̧st¬r. ·Ilk kez 11 de Amirov, Durna ve Y¬ld¬r¬m operatörlerin spek-

tral ayr¬̧s¬mlar¬ aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ kullanarak operatörün yaklaş¬k nokta spektru-

munu, eksik spektrumunu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumunu kolayca hesaplam¬̧slard¬r. Bu

çal¬̧smadan sonra, bu spektral parametreler, spektrumun �ne ayr¬̧s¬m¬ bulunurken

yazarlar taraf¬ndan dikkate al¬nm¬̧st¬r.

Daha sonra bir operatörün yaklaş¬k nokta spektrumu, eksik spektrumu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s

spektrumu; spektrumun �ne ayr¬̧s¬m¬ kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r. Genel olarak

operatörlerin �ne ayr¬̧s¬mlar¬ araşt¬r¬l¬rken operatörün adjointinin birebirli¼gi veya

örtenli¼gi kullan¬larak operatörün yo¼gun görüntüye sahip oldu¼gu veya s¬n¬rl¬ terse

sahip oldu¼gu elde edilir. Fakat bir operatörün adjoint operatörünü bulmak her za-

man mümkün olmayabilir. Hatta adjoint operatörü bulunsa bile operatörün birebir-

li¼gi veya örtenli¼gi araşt¬r¬l¬rken elde edilen serinin karakterini incelemek mümkün ol-

mayabilir. Örne¼gin ` un bilinen anlamda Schauder baz¬ olmad¬¼g¬ndan operatörün

bilinen anlamda adjointinden bahsetmek mümkün de¼gildir. Dolay¬s¬yla bir oper-

atörün spektral ayr¬̧s¬m¬ ve adjointinin spektral ayr¬̧s¬m¬ aras¬ndaki ili̧ski yard¬m¬yla,

operatörün yaklaş¬k nokta spektrumu, eksik spektrumu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumu

hesaplanarak bunlar yard¬m¬yla Goldberg taraf¬ndan verilen spektrumun �ne ayr¬̧s¬m¬

bulanabilir.

1.1 Literatür özeti

Bu tez boyunca; tüm diziler uzay¬n¬ w ile belirtece¼giz. S¬ras¬yla tüm s¬n¬rl¬, yak¬nsak,

s¬f¬ra yak¬nsak ve s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ dizilerin uzay¬n¬ ` , c, c0 ve bv ile gösterece¼giz.

Ayr¬ca `p ile mutlak de¼gerinin p inci kuvvetleri toplanabilir tüm dizilerin uzay¬n¬

ve bvp ile p s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ dizilerin uzay¬n¬ belirtece¼giz.

Bir çok yazar baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde özel limitleme matrisleri ile verilen lineer

operatörlerin spektrumunu ve �ne spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r. Biz spektrum ve �ne

spektrum ile ilgili literatürde var olan bilgileri özetleyelim.  < p < için `p

dizi uzay¬ üzerinde Cesàro operatörünün �ne spektrumu 26 da Gonzalez taraf¬n-

dan çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca Wenger 40 da c üzerinde Cesàro operatörünün tamsay¬

kuvvetinin �ne spektrumunu incelemi̧stir ve Rhoades 33 de bu sonucu a¼g¬rl¬kl¬ or-
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talama metodlar¬na genellȩstirmi̧stir. Reade 32 de, c0 dizi uzay¬ üzerinde Cesàro

operatörünün spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r. Okutoyi 29 da Cesàro operatörünün bv dizi

uzay¬ üzerinde spektrumunu incelemi̧stir. c0 ve c dizi uzaylar¬ üzerinde Rhaly oper-

atörlerinin spektrumu Y¬ld¬r¬m taraf¬ndan 38 ve 39 da çal¬̧s¬lm¬̧st¬r. c0 ve bvp dizi

uzaylar¬ üzerinde Cesàro operatörünün �ne spektrumu Akhmedov ve Başar taraf¬n-

dan 1, 4 de incelenmi̧stir.

Şimdiye kadar belirtti¼gimiz çal¬̧smalar klasik toplanabilme metodlar¬yla ilgili çal¬̧s-

malar olup, son y¬llarda bir çok yazar genellȩstirilmi̧s fark matrislerinin de spek-

tral ayr¬̧s¬mlar¬n¬ incelemi̧stir. Örne¼gin, Akhmedov ve Başar 2, 3 de `p, ve bvp,

 p <  dizi uzaylar¬ üzerinde fark operatörünün �ne spektrumunu incelemi̧stir.

9 da Altay ve Karakuş taraf¬ndan Zweier matrislerinin `1 ve bv1 dizi uzaylar¬ üz-

erinde �ne spektrumu incelenmi̧stir. Altay ve Başar 8, 15 de c0, c ve `p  < p < 

dizi uzaylar¬ üzerinde fark operatörünün �ne spektrumunu incelemi̧slerdir. `1 ve

bv dizi uzaylar¬ üzerinde fark operatörlerinin �ne spektrumu 27 de Kayaduman ve

Furkan taraf¬ndan ve c0 ve c üzerinde 7 de Altay ve Başar taraf¬ndan araşt¬r¬lm¬̧st¬r.

10 da Altun ve Karakaya, üst üçgensel çift-bant Lacunary matrisinin spektrumlar¬n¬

ve �ne spektrumlar¬n¬ incelemi̧slerdir. 34 de Srivastava ve Kumar taraf¬ndan v

genellȩstirilmi̧s fark operatörünün c0 dizi uzay¬ üzerinde �ne spektrumu incelen-

mi̧stir. Akhmedov ve El-Shabrawy 5, 6 da, c0, c ve `p  < p <  dizi uzaylar¬

üzerinde v genellȩstirilmi̧s alt üçgensel çift bant matrisinin spektrumunu ve �ne

spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r.

Yukar¬da bahsedilen çal¬̧smalar Goldberg 25 taraf¬ndan tan¬mlanan spektrumun

ayr¬̧s¬m¬ ile ilgilidir. Bununla birlikte 19 da Durna ve Y¬ld¬r¬m c0 üzerinde factorable

matrisleri için spektrumun alt ayr¬̧s¬m¬n¬ incelemi̧sdirler ve 14 de Başar, Durna ve

Y¬ld¬r¬m baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde genelleştirilmi̧s fark operatörünün spektrumunu

incelemi̧sdir.21 de Durna ve K¬l¬ç, Ua0; a1; a2 b0; b1; b2 üst üçgensel bant matrisinin

c0 dizi uzay¬ üzerinde spektrumunu ve �ne spektrumunu hesaplam¬̧st¬r.

Bu tezin 3. bölümünde baz¬ alt üçgensel bant matsislerinin cs dizi uzay¬ üzerinde

spektral ayr¬̧s¬mlar¬ndan bahsedilmi̧stir. 3. bölümün 1. k¬sm¬ orjinal olup, bu

k¬s¬mda 23 de Dutta ve Tripathy taraf¬ndan hesaplanan cs dizi uzay¬ üzerinde
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B r; s genellȩstirilmi̧s fark operatörünün spekturumu ve aralar¬nda ayr¬k olan spek-

tral ayr¬̧s¬m¬ verilmi̧stir. Ancak 23 de Goldberg taraf¬ndan tan¬mlanan spektru-

mun ayr¬̧s¬m¬ yap¬lmam¬̧st¬r ve dolay¬s¬ylada spekturumun aralar¬nda ayr¬k olmas¬

gerekmeyen (yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrum)

spektral ayr¬̧s¬m¬ verilmemi̧stir. Bu yüzden biz bu k¬s¬mda cs dizi uzay¬ üzerinde

B r; s genellȩstirilmi̧s fark operatörünün spektrumunun Goldberg 25 taraf¬ndan

tan¬mlanan �ne ayr¬̧s¬m¬n¬ verip, yaklaş¬k nokta spektrumunu, eksik spektrumunu ve

s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumunu elde ettik ve bu çal¬̧sma Durna ve arkadaşlar¬ taraf¬ndan

22 de yay¬nlanm¬̧st¬r.

1.2 S¬n¬rl¬ Lineer Operatör

X ve Y , ayn¬ K cismi üzerinde iki normlu uzay ve T  X Y lineer operatör olsun.

E¼ger her x X için

Tx Y M: x X

olacak biçimde pozitif bir M say¬s¬ varsa T operatörüne X den Y ye bir s¬n¬rl¬

lineer operatör denir ve X den Y ye tan¬ml¬ bütün s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin s¬n¬f¬

B X; Y  ile gösterilir. Özel olarak X  Y ise B X;X yerine k¬saca B X yaz¬l¬r.

Bir lineer operatörün tan¬m kümesini

D T   x X  Tx  y Y

ile, s¬f¬r uzay¬n¬

N T   x X  Tx   (1.1)

ile ve de¼ger kümesini de

R T   Tx  x X (1.2)

ile gösterece¼giz. Böylece T nin birebir olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul N T   

olmas¬d¬r ve T nin örten olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul R T   Y olmas¬d¬r.

T;S B X; Y  ve K olmak üzere, T  Sx  TxSx,  x  şeklinde

tan¬mlanan toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri ile B X; Y , K cismi üzerinde bir
4



vektör uzay¬d¬r, ayr¬ca B X; Y 

T  
x=

Tx Y

x X

(1.3)

normuyla birlikte bir normlu uzay olup, e¼ger Y bir Banach uzay¬ ise B X; Y  de bir

Banach uzay¬d¬r (16 , s. 105).

X, K cismi üzerinde bir normlu uzay ve T B X olsun. X , X uzay¬n¬n sürekli

dualini göstermek üzere yani, X  B X;K olmak üzere, her x X ve her f X

için

T  X X

T f x  f Tx

biçiminde tan¬mlanan T operatörüne T operatörünün adjointi denir.

T ile T adjoint operatörü aras¬ndaki ili̧skilerden baz¬lar¬n¬ belirleyen önemli teo-

remleri ispats¬z olarak aşa¼g¬da veriyoruz.

Teorem 1.1 X bir normlu uzay ve T B X olsun. Bu durumda T B X 

olup T  T dir ( 16 s. 239).

Teorem 1.2 E¼ger T ve T operatörlerinin tersleri mevcut ise T 1  T  1 dir

( 25 s. 60).
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2. SPEKTRUM

Tan¬m 2.1 X  bir kompleks normlu uzay, D T  X olmak üzere ve T 

D T  X lineer bir operatör, C ve I, D T  üzerinde birim operatör olmak

üzere, T operatörü ile

T  T (2.1)

operatörünü eşleyelim. T n¬n bir tersi varsa, bunu R T  ile yani;

R T   T 1  T  1 (2.2)

ile gösterip, buna T nin rezolvent operatörü diyece¼giz. T operatörünün belirli olmas¬

durumunda yazmada kolayl¬k sa¼glamak için R T  yerine R yazaca¼g¬z ( 28 s.

371).

R T  mevcut oldu¼gunda,

x  T 1y  R T  y

yaz¬labilir. Yani; R T , T x  y denklemini çözmemize yard¬mc¬ olur.

Daha da önemlisi, R n¬n özelliklerinin incelenmesi, T operatörünün kendisinin an-

laş¬lmas¬ için esas olmaktad¬r. Do¼gal olarak, T n¬n ve R n¬n bir çok özelli¼gi

ya ba¼gl¬d¬r ve spektral teori bu özelliklerle ilgilenen bir dald¬r. Örne¼gin R mevcut

olacak şekilde lar¬n kümesi veya R s¬n¬rl¬ olacak şekilde ki kopleks say¬lar¬n¬n

kümesi temel problemlerimizden baz¬lar¬ olacakt¬r. Baz¬ kavramlara isim verebilmek

için R n¬n tan¬m bölgesi X de yo¼gun olacak şekildeki kopmleks say¬lar¬n¬n kümesi

de araşt¬r¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.2 (regüler de¼ger, rezolvent küme, spektrum) X  bir kompleks

normlu uzay ve D T  X olmak üzere ve T  D T  X lineer bir operatör olsun.

(R1) R T  mevcut

(R2) R T  s¬n¬rl¬ (yani sürekli)

(R3) R T , X içinde yo¼gun bir kümle üzerinde tan¬ml¬

olacak şekilde C say¬lar¬na T nin regüler de¼geri denir.
6



T nin tüm regüler de¼gerlerinin kümesi T  ie gösterilir. T  ye T nin rezol-

vent kümesi denir. T   T  kümesine ise T nin spektrumu denir. E¼ger

T  ise ya spektral de¼ger denir (28 s. 371).

2.1 Spektrumun Ayr¬̧s¬m¬

S¬n¬rl¬ lineer bir operatörün spektrumunun birçok farkl¬ ayr¬̧s¬m¬ vard¬r, bunlardan

baz¬lar¬n¬n �zi¼ge uygulamalar¬ mevcuttur.

X bir Banach uzay¬ ve T BX olsun. E¼ger R T  operatörü, X in bir yo¼gun

alt uzay¬nda tan¬ml¬ ve s¬n¬rs¬zsa C say¬s¬na T nin cT  sürekli spektrumuna

aittir denir. Ayr¬ca e¼ger R T  operatörü mevcut, ancak onun tan¬m bölgesi (yani;

T nin RT  de¼ger kümesi), X de yo¼gun de¼gilse C say¬s¬na T nin rT 

rezidü spektrumuna aittir denir, bu durumda R T  s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z olabilir.

E¼ger Tx  eşitli¼ginin s¬f¬rdan farkl¬ bir x X çözümü varsa C say¬s¬na T

nin özde¼geri, bu şekildeki herbir x vektörüne özvektör ve X in bir alt uzay¬ olan

bütün özvektörlerinin kümesine de özuzay denir.

pT   C  Tx   

özde¼gerlerinin kümesine T nin point spektrumu denir. pT  point spektumu ile

birlikte bu iki spektrum T nin

T   pT  cT  rT  (2.3)

spektrumun bir ayr¬k ayr¬̧s¬m¬d¬r. Kabaca konuşacak olursak alt spektrumdaki

elemanlar¬n¬n karakterize edilmesi için, T operatörünün , pT  de birebir

ve örtenli¼gi, rT  de örtenli¼gi ve cT  de de süreklili¼gi mevcut de¼gildir. ( 2.3 )

ayr¬̧s¬m¬n¬ izah etmek için aşa¼g¬daki tabloyu ve baz¬ örnekler verelim.
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Tablo 1.1: Spektrumun Ayr¬k Ayr¬̧s¬m¬

R T  mevcut R T  mevcut R T 

ve s¬n¬rl¬ fakat s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

R T   X T  � pT 

R T   X T  cT  pT 

R T   X rT  rT  pT 

Tabloda; X bir Banach uzay¬ oldu¼gundan; 1. sat¬r ve 2. sütunun kapal¬ gra�k

teoreminden mümkün olmad¬¼g¬n¬ belirtelim.

Teorem 2.1 (Kapal¬ Gra�k) X ve Y , Banach uzay¬ ve T  DT  Y kapal¬ bir

operatör olsun (yani gra�¼gi X Y de kapal¬). E¼ger DT  tan¬m kümesi X de kapal¬

ise T operatörü s¬n¬rl¬d¬r (28 s. 292).

RT   X RT   X  X  RT  kapal¬ yani R T  nin tan¬m

kümesi kapal¬ oldu¼gundan kapal¬ gra�k teoreminden RT   X iken R T 

s¬n¬rs¬z olamaz.

E¼ger biz 3.sütunda de¼gilsek, yani e¼ger , T nin bir özde¼geri de¼gilse, daima R T 

operatörünü T nin cebirsel tersi gibi düşünebiliriz.

Örnek 2.1 X  `p  p , an, C de s¬n¬rl¬ bir dizi ve

T  `p `p

xn anxn

olsun. an s¬n¬rl¬d¬r T B `p d¬r. ·Ilk önce p < olsun. an dizisinin bütün

elemanlar¬n¬n kümesini A  a1; a2; a3; ::: ile gösterelim, bu durumda

T   p T   c T   A r T   (2.4)
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elde ederiz. Özellikle e¼ger an  ise c L   d¬r.

p  durumunda rezidü ve sürekli spektrumun rolleri de¼gişir, yani

T   p T   c T   r T   A A (2.5)

elde ederiz.

Örnek 2.2 C üzerinde X  `p  p  olsun ve T

T x1; x2; x3; : : :  x2; x3; x4; : : :

sol kayd¬rma operatörü olsun. T   ile T B `p oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Dolay¬s¬yla T  D dir. Ayr¬ca T örtendir fakat birebir de¼gildir çünkü onun s¬f¬r

uzay¬

N T   xn `p  x2  x3  x4   

d¬r. Özellikle bu  p T  olmas¬n¬ sa¼glar.

T nin spektrumunu incelemek için  p < ve p  durumlar¬n¬ ay¬ral¬m.

 p < için

T   D p T   D c T   T r T   (2.6)

oldu¼gunu ve p  için

T   p T   D c T   r T   (2.7)

oldu¼gunu görürüz. Gerçekten de özde¼gerinin özuzay¬ her <  için `p ye ait olan

x   2; : : : vektörü taraf¬ndan üretilir, fakat bu ` da yaln¬zca   iken

geçerlidir. Burada D aç¬k birim diski, T ise birim çemberi göstermektedir.

Örnek 2.3 C üzerinde X  `p  p  olsun ve

T x1; x2; x3; : : :  ; x1;x2; : : : (2.8)

sa¼g kayd¬rma operatörü olsun. T   ile T B `p oldu¼gunu kolayca görebiliriz.

Dolay¬s¬yla T  D dir. Bu örnekte T; birebir dir fakat örten de¼gildir, çünkü

onun

R T   yn `p  y1  
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tan¬m kümesi `p de yo¼gun bile de¼gildir. Özellikle bu  r T  olmas¬n¬ sa¼glar.

Şimdi T nin spektrumun yukar¬da verilen ayr¬ş¬m¬n¬ yapal¬m. Bunun için p  ,

 < p < ve p  durumlar¬n¬ ay¬ral¬m.

p   veya p  durumlar¬nda

T   r T   D , p T   c T   (2.9)

ve  < p < için

T   D , p T   c T   T , r T   D (2.10)

dir. Dikkat edecek olursak sa¼g kayd¬rma operatörünün hiçbir `p uzay¬nda özde¼geri

yoktur.

Biz şimdi  ¬n spektral ayr¬̧s¬m içerisinde hangi kümeye ait oldu¼gunu veren aşa¼g¬daki

örnekleri verelim.

Örnek 2.4 C üzerinde X  `p  p  olsun. E¼ger

T x1; x2; x3; : : :  x1;



x2;




x3; : : : (2.11)

ise  c T  dir. Çünkü,

T 1 y1; y2; y3; : : :  y1; y2; y3; : : :

ters operatörü `p nin bir yo¼gun alt uzay¬ üzerinde tan¬ml¬d¬r ve `p de s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Sonuç olarak

p T   ;



;




;



; : : : c T    r T  

dir. O halde c T  r T    ve c T    ve c T  r T   oldu¼gundan

r T   d¬r. Di¼ger taraftan

T x1; x2; x3; :::  x2;



x3;




x4;




x5; : : : (2.12)

biçiminde tan¬mlan¬rsa  p T  d¬r, çünkü e1  ; ; ; :::   özde¼gerine

karş¬l¬k gelen özvektördür. T 1 ters operatörü burada tan¬ml¬ de¼gildir. Sonuç olarak

T   pT    cT   rT   (2.13)
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elde ederiz. Son olarak e¼ger

T x1; x2; x3; : : :  ; x1;



x2;




x3; : : : (2.14)

biçiminde tan¬mlan¬rsa  rT  dir, çünkü T nin RT  de¼ger kümesi `p de yo¼gun

de¼gildir. Burada

T 1y1; y2; y3; : : :  y2; y3; y4; : : :

ters operatörü tan¬ml¬d¬r fakat RT  de s¬n¬rl¬ de¼gildir. Sonuç olarak

T   rT    pT   cT   (2.15)

elde edilir.

2.2 Spektrumun Goldberg S¬n¬�and¬r¬lmas¬

T B X olmak üzere T nin R T  görüntü kümesi için üç farkl¬ durum söz

konusudur.

(I) R T   X

(II) R T   X fakat R T   X

(III) R T   X

ve T 1 için üç farkl¬ durum söz konusudur.

(1) T 1 mevcut ve süreklidir,

(2) T 1 mevcut fakat sürekli de¼gil,

(3) T 1 mevcut de¼gil

Mümkün olan bütün olas¬l¬klar düşünüldü¼günde dokuz farkl¬ durum oluşur. Bunlar¬,

I1; I2; I3; II1; II2; II3; III1; III2; III3 ile numaraland¬r¬laca¼g¬z.

Örne¼gin, e¼ger bir operatör III2 durumunda ise R T   X ve T 1 mevcut fakat

sürekli de¼gildir. Ayr¬ca kapal¬ gra�k teoreminden I2  dir.

E¼ger kompleks say¬s¬ T  L I1 veya T  L II1 biçiminde ise

L;X dir. L;X de bulunmayan bütün skaler de¼gerleri L nin spektrumunu

oluşturur. L;X in bu s¬n¬�and¬r¬lmas¬ L nin �ne spektrumunu meydana getirir.
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Bu, L;X in I2 L;X  , I3 L;X, II2 L;X, II3 L;X, III1 L;X,

III2 L;X, III3 L;X aralar¬nda ayr¬k altkümelerine bölünebilmesi demektir.

Örne¼gin, e¼ger T  L, III2 ye aitse III2 L;X yazaca¼g¬z. (Bak 25 )

2.3 Yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrum

X bir K cismi üzerinde Banach uzay¬ ve L B X olsun. xn X dizisi için e¼ger,

n iken Lxn  ve x   ise xn ye L için bir Weyl dizisi denir. Örne¼gin,

`p deki ek taban elemanlar¬ Lxnn 
xn
n

operatörü için bir Weyl dizisidir.

ap L  K  L için bir Weyl dizisi mevcuttur (2.16)

kümesine L nin yaklaş¬k nokta spektrumu denir.

L  L  L örten de¼gil (2.17)

alt spekturumuna L nin eksik spektrumu denir.

Tan¬mdan e¼ger ap L ise her x X için Lx c x dir. Denk olarak

bu,

 Le  e B1 X >  ,  ap L (2.18)

biçiminde ifade edilebilir.

( 2.16 ) ve ( 2.17 ) alt spektrumlar¬

L  ap L L (2.19)

biçiminde spektrumun ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬d¬r.

co L  K  R  L  X (2.20)

kümesine de L nin s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumu denir.

ap L, L, co L alt spektrumlar¬

L  ap L L

L  ap L co L
(2.21)
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spektrumun ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬d¬r. p L ap L ve co L

L oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca L  p L c L r L eşitli¼gi ile bu alt

spektrumlar¬ k¬yaslarsak

r L  co L p L

c L  L  p L co L
(2.22)

elde ederiz (Bak 12 ).

Bazen bir s¬n¬rl¬ lineer operatörün spektrumunu hesaplamak için onun adjoint oper-

atörü faydal¬ olabilir. Bunun için aşa¼g¬daki teorem çok kullan¬̧sl¬d¬r.

Teorem 2.2 Bir L B X operatörünün ve onun L B X  adjointinin spek-

trumu ve alt spektrumu için aşa¼g¬daki ilişkiler do¼grudur.

(a) L   L ;

(b) c L  ap L ;

(c) ap L   L ;

(d) L   ap L ;

(e) p L   co L ;

(f) co L  p L ;

(g) L  ap L p L   p L ap L  ( 12 , Önerme 1.3).

19 da Durna ve Y¬ld¬r¬m, şimdiye kadar verilen tan¬mlar yard¬m¬yla, spektrumun

bu ayr¬̧s¬mlar¬ aras¬ndaki ili̧skiyi veren aşa¼g¬daki tabloyu oluşturmuşdur.
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Tablo 1.2: Spektrumun Ayr¬k Olmas¬ Gerekmeyen Ayr¬̧s¬m¬

  

R  L R  L R  L

mevcut ve s¬n¬rl¬ mevcut ve s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

p L

I R  L  X L � ap L

R  L  X c L p L

II R  L  X L ap L ap L

L L

r L r L p L

III R  L  X L ap L ap L

L L

co L co L co L
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3. BANT MATR·ISLER·I

Say¬sal analizde, sonlu elemanl¬ matrisleri veya sonlu fark problemlerinden elde

edilen matrisleri bant matrisi haline getirebiliriz. Bant matrisleri problem de¼gi̧sken-

leri aras¬ndaki ili̧skiyi tan¬mlamam¬za yard¬mc¬ olur. Örne¼gin, bant geni̧sli¼gi ma-

tris boyutunun karekökünü oluşturan matris, bant içinde bȩs köşegenin s¬f¬r ol-

mad¬¼g¬ kare bir bölgede tan¬mlanan k¬smi türevli diferansiyel denkleme karş¬l¬k gelir.

E¼ger bu matrise Gauss eliminasyon yöntemini uygularsak, çok say¬da s¬f¬r olmayan

elemanl¬ bant içeren matris elde ederiz. Bu nedenle, bant operatörlerinin rezol-

vent kümesi, bu gibi problemlerin çözümü için önemlidir. Bant matrisleri matem-

ati¼gin birçok alan¬nda ve uygulamalar¬nda ortaya ç¬kmaktad¬r. Üç yada daha fazla

köşegenli bant matrisleri telekomünikasyon sistem analizinde, k¬smi türevli diferan-

siyel denklemlerin çözümü için sonlu fark yöntemlerininde, sabit olmayan katsay¬l¬

do¼grusal tekrarlama sistemlerinde vb. kullan¬l¬r.

Sonlu elemanlar, sonlu farklar gibi metotlar kullan¬larak yap¬lan analizlerde ma-

tris boyutlar¬ bilgisayar kapasitelerinin üzerinde olabilmektedir. Bu durumda lineer

denklem sistemlerinin çözümü mümkün olamamaktad¬r. Baz¬ özel problemlerde

matrisler bant matris olarak oluşmaktad¬r. Bu özellik kullan¬larak bu problem-

lere ait lineer denklem sisteminin çözümü mümkündür. Alt üçgensel matrisleri de

bant matrisi yaparak bu tür lineer denklem sistemlerinin çözümü için bir algoritma

geli̧stirilmi̧stir. Geli̧stirilen algoritma kullan¬larak çok büyük boyutlardaki matris-

lerin s¬k¬̧st¬r¬larak bilgisayarda oluşturulmas¬ ile lineer denklem sistemlerinin çözümü

mümkün olmaktad¬r. Bu nedenle, birisinin çeşitli bant matrisleri ile ilgili sonuçlar

elde etmesi oldukça önemlidir.

Tan¬m 3.1 (Bant matris) Matrisin s¬f¬rdan farkl¬ elemanlar¬ esas köşegen civar¬nda

toplanm¬ş olan matrise bant matris denir. Esas köşegene paralel olan köşegenlerine

yan köşegen denir. Esas köşegenin alt¬ndaki köşegenler alt köşegen, üstündeki köşe-

genlere üst köşegen denir. m1 alt ve m2 üst köşegeni olan bir matrisin ana bant

genişli¼gi m  m1 m2   olur. m1 e alt bant, m2 ye üst bant genişli¼gi de denir.

Ana bant d¬ş¬ndaki tüm elemanlar¬ s¬f¬r olan matrislere bant matris denir.
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24 de El-Shabrawy taraf¬ndan uv genellȩstirilmi̧s fark operatörünü aşa¼g¬daki gibi

tan¬mlanm¬̧st¬r: uk ve vk


k

uk  u >  ve 
k

vk  v  . (3.1)

olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬ iki yak¬nsak reel say¬ dizisi olsun. uv  cs cs; uvx 

uv xk  ukxk  vk 1xk 1k=0 biçiminde tan¬mlan¬r. Burada x 1  v 1   d¬r.

O halde uv operatörünün matris gösterimi

uv 

u0  

v0 u1 

 v1 u2
...

...
...
. . .

:

şeklindeki bir alt üçgensel çift bant matrisidir.

E¼ger uk ve vk sabit diziler ise, yani; her k N için uk  r   ve vk  s 

 biçiminde ise bu durumda uv operatörü 23 de çal¬̧s¬lan B r; s operatörüne

indirgenir. Ayr¬ca B r; s operatörünün c0; c; `p ve bvp üzerinde ki spektrumun alt

ayr¬̧s¬m¬ 14 de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

3.1 Genellȩstirilmi̧s Fark Matrisi Br; s nin cs dizi uzay¬ üzerinde spek-

tral ayr¬̧s¬mlar¬

Bir çok araşt¬rmac¬ baz¬ dizi uzaylar¬nda lineer operatörlerin spektrumunu ve �ne

spektrumunu çal¬̧sm¬̧st¬r. 2005 de Altay ve Başar 9 da c0 ve c üzerinde B r; s

genellȩstirilmi̧s fark operatörünün spektrumunu ve �ne spektrumunu belirlemi̧stir.

2008 de Bilgiç ve Furkan 13 de `p ve bvp,  p <  uzaylar¬ üzerinde B r; s

genellȩstirilmi̧s fark operatörünün spektrumunu ve �ne spektrumunu hesaplam¬̧st¬r.

18 de Das c0 dizi uzay¬ üzerinde Ur1; r2 s1; s2 matrisinin spektrumunu ve �ne

spektrumunu hesaplam¬̧st¬r. 35 de Tripathy ve Das x cs  n
n
i=0 xi normu

ile bir Banach uzay¬ olan

cs  x  xn w  
n

n

i=0

xi mevcut ,
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dizi uzay¬nda Ur; s üst üçgensel çift bant matrisinin spektrumunu ve �ne spektru-

munu tan¬mlam¬̧st¬r.

B r; s genellȩstirilmi̧s fark matrisi

Br; s 

r  

s r 

 s r
...
...
...
. . .

s   (3.2)

biçiminde tan¬mlanan bir bant matrisidir.

Bu bölümde baz¬ alt üçgensel bant matsislerinin cs dizi uzay¬ üzerinde spektral

ayr¬̧s¬mlar¬ndan bahsedilmi̧stir. Bu bölümün 1. k¬s¬m¬ orjinal olup, bu k¬s¬mda

23 de Dutta ve Tripathy taraf¬ndan hesaplanan cs dizi uzay¬ üzerinde B r; s

genellȩstirilmi̧s fark operatörünün spekturumu ve aralar¬nda ayr¬k olan spektral

ayr¬̧s¬m¬ verilmi̧stir. Ancak 23 de Goldberg 25 taraf¬ndan tan¬mlanan spektrumun

ayr¬̧s¬m¬ yap¬lmam¬̧st¬r ve dolay¬s¬yla da spekturumun aralar¬nda ayr¬k olmas¬ gerek-

meyen (yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrum) spektral

ayr¬̧s¬m¬ verilmemi̧stir. Bu yüzden biz bu k¬s¬mda cs dizi uzay¬ üzerinde B r; s

genellȩstirilmi̧s fark operatörünün spektrumunun Goldberg taraf¬ndan tan¬mlanan

�ne ayr¬̧s¬m¬n¬ verip, yaklaş¬k nokta spektrumunu, eksik spektrumunu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s

spektrumunu elde ettik ve bu çal¬̧sma Durna ve arkadaşlar¬ taraf¬ndan 22 de yay¬n-

lanm¬̧st¬r.

Biz ilk önce 23 de verilen sonuçlar¬ s¬ralayaca¼g¬z. Daha sonra spektrumun tasni�nde

eksik kalan k¬s¬mlar¬ ispatlayaca¼g¬z.

Lemma 3.1 T yo¼gun bir görüntüye sahiptir ancak ve ancak T birebirdir (Golberg

25 ).

Lemma 3.2 T s¬n¬rl¬ bir terse sahiptir ancak ve ancak T örtendir (Golberg 25 ).

Aşa¼g¬daki lemma B r; s matrisinine kaŗs¬l¬k gelen operatörün cs den cs ye s¬n¬rl¬

oldu¼gunu göstermemizi sa¼glar.
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Lemma 3.3 A  ank matrisi, cs den cs ye T B cs operatörü belirtir ancak

ve ancak

(i) n
k

m

n=1

ank an;k 1 <

(ii)
n

ank her bir k için yak¬nsakt¬r ( 41 , s. 130).

Lemma 3.4 B r; s  cs cs, B r; s (cs;cs) r  s ile bir s¬n¬rl¬ lineer

operatördür ( 23 , Lemma 2).

·Ispat. B r; s nin lineer oldu¼gu kolayca gösterilebilir. x cs  n

n

k=0

xk oldu¼gun-

dan

Br; s (cs;cs)  

n

k=0

sxk 1  rxk

n s
n

k=0

xk 1  n r
n

k=0

xk

 s  r  x cs

B r; s (cs;cs)  s  r  x cs (3.3a)

elde edilir.

Şimdi cs uzay¬nda B r; s operatörünün spektrumunu, point spektrumunu, sürekli

spektrumunu ve rezidü spektrumunu verelim.

Teorem 3.1 B r; s ; cs  C  r s ( 23 , Teorem 6).

·Ispat. r > s için B r; s  1 in mevcut ve B cs de oldu¼gunu, daha

sonra B r; s ; cs operatörünün r s için tersinir olmad¬¼g¬n¬ göstermeliyiz.

r > s eşitsizli¼gini sa¼glayan lar¬ alal¬m. B r; s  1 bir alt üçgensel

matris oldu¼gundan dolay¬ B r; s  1 mevcuttur. B r; s x  y den-

klemini çözersek, aşa¼g¬daki denklem sistemini elde ederiz.

x0 


r
y0;

x1 


r
y1

s

r 2
y0;

x2 


r
y2

s

r 2
y1 

s2

r 3
y0; (3.4)

...
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Buradan, n: sat¬r, k: yerde

xn 
k n

 sn k

r n k+1
yk (3.5)

ile verilir.

Böylece B r; s  1 ile belirtilen ank matrisi

ank 

 sn k

r n k+1
; n k

 ; n > k

(3.6)

ile tan¬mlan¬r.

B r; s 1
(cs;cs)  n

n

k=0

 sn k

r n k+1




r


n

k=0

s

r

n k




r

n

k=0

s

r

k

<

(3.7)

oldu¼gunu görürüz. Dolay¬s¬yla B r; s  1 B cs dir.

Şimdi B r; s  operatrünün r s için tersinir olmad¬¼g¬n¬ gösterelim.

B r; s  üçgensel oldu¼gundan dolay¬ B r; s  1 mevcuttur. r

s ve  r şartlar¬n¬ sa¼glayan alal¬m (3.7) den her ne zaman r s

oldu¼gunda B r; s 1
(cs;cs)  elde ederiz, bu da B r; s  1 = B cs

demektir.  r oldu¼gunda B r; s  operatörü

B s 

   :::

s   :::

 s  :::

::: ::: ::: :::

(3.8)

ile verilen Bs matrisi ile belirtilir. B s sI x   x  elde ederiz.

Böylece B s sI  cs cs birebirdir. Fakat görüntüsü bir yo¼gun küme de¼gildir.

Dolay¬s¬yla B s sI tersinir de¼gildir. Bu B s sI nin, r s için

tersinir olmad¬¼g¬n¬ gösterir. ·Ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.2 p B r; s ; cs  ( 23 Teorem 7).
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·Ispat. cs de x   ; ; ; : : : için B r; s x  olsun. Bu durumda aşa¼g¬daki

denklem sistemine elde ederiz:

rx0  0

sx0  rx1  1

...

sxk  rxk+1  k+1

...

(3.9)

E¼ger xi; x  xn dizisinin s¬f¬rdan farkl¬ ilk terimi ise r  elde edilir, dolay¬s¬yla

sxi  rxi+1  i+1

 sxi  

 xi   s   old.

(3.10)

olur ki bu xi   kabulü ile çeli̧smektedir.

Böylece B r; s  x   x  ve dolay¬s¬yla B r; s   cs cs

birebirdir. p B r; s ; cs  dir.

Uyar¬ 3.1 E¼ger T  cs cs bir A matrisi belirten bir s¬n¬rl¬ lineer operatör ise,

bu durumda T  cs cs adjoint operatörünün matris gösterimi A matrisinin

At transpozu ile verilir. cs nin cs dual uzay¬ x bv 
n=0

xn+1 xn  n xn

normlu ile tüm s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ dizilerin bv Banach uzay¬na izometrik olarak izomorf-

tur.

Teorem 3.3 p B r; s ; cs   C  r < s ( 23 , Theorem 8).

·Ispat. Kabul edelim ki x   cs  bv için B r; s x  olsun. Bu durumda

rx0  sx1  0

rx1  sx2  1

...

rxk  sxk+1  k

...

(3.11)

denklem sistemini elde ederiz. Bu sistemi çözersek,

n N için xn 
r

s

n

x0 (3.12)
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elde ederiz. Böylece x  xn cs dir ancak ve ancak r < s dir. ·Ispat

tamamlan¬r.

Teorem 3.4 r B r; s ; cs  C  r < s ( 23 , Theorem 9).

·Ispat. B r; s  n¬n görüntü kümesinin cs de yo¼gun olmad¬¼g¬n¬, fakat B r; s 

s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z bir terse sahip oldu¼gunu ispatlayal¬m. Teorem 3.3, B r; s 

n¬n birebir olmad¬¼g¬n¬ ifade eder. Bu yüzden Lemma 3.1 den B r; s  ; cs de

yo¼gun de¼gildir. Ayr¬ca B r; s  1 nin mevcut ve r < s y¬ sa¼glayan bu

lar için B r; s   cs oldu¼gunu görürüz. Tekrar  s için, B r; s 

üçgenseldir ve bu yüzden bir terse sahiptir. Böylece ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.5 c B r; s ; cs  C  r  s ( 23 , Theorem 10).

·Ispat. B r; s ; cs nin p B r; s ; cs, r B r; s ; cs ve c B r; s ; cs kümelerinin

ayr¬k bileşkeleri oldu¼gu iyi biliniyor. p B r; s ; cs  ve r B r; s ; cs 

C  r < s oldu¼gundan c B r; s ; cs  C  r  s elde

edilir.

Şimdi 23 de verilen B r; s matrisinin cs dizi uzay¬ndaki spektrumun tasni�nde

eksik kalan k¬s¬mlar¬ ispatlayaca¼g¬z.

Lemma 3.5 ak ve bnk negatif olmayan reel say¬lar olmak üzere

n=1

n 1

k=0

akbnk 
k=0

ak
n=k+1

bnk

d¬r.

·Ispat.

n=1

n 1

k=0

akbnk 
0

k=0

akb1k 
1

k=0

akb2k 
2

k=0

akb3k 
3

k=0

akb4k 

 a0b10  a0b20  a1b21  a0b30  a1b31  a2b32

 a0b40  a1b41  a2b42  a3b43 

 a0
n=1

bn0  a1
n=2

bn1  a2
n=3

bn2 


k=0

ak
n=k+1

bnk :
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Teorem 3.6 III1 B r; s ; cs  C  r < s :

·Ispat. B r; s  x  y denklemini sa¼glayan tüm y cs  bv için x cs 

bv bulmal¬y¬z. O halde

r x0  sx1  y0

r x1  sx2  y1
...

r  xk  sxk+1  yk
...

elde ederiz. Kabul edelim ki x0   oldun. Yukar¬daki denklemlerden

x1 
y0
s

x2 


s
y1

r

s2
y0

...

xn 


s
yn 1

r

s
yn 2 

r

s

2

yn 3

r

s

3

yn 4




s
   n 1 r

s

n 1

y0




s

n 1

k=0

 k
r

s

k

yn k 1

elde ederiz. Burada n  ; ; ; : : : d¬r. Şimdi x bv oldu¼gunu göstermeliyiz.

n=0

xn xn+1  x0 x1




s n=1

n 1

k=0

 k
r

s

k

yn k 1

n

k=0

 k
r

s

k

yn k

y0
s


y0
s n=1

r

s

n




s n=1

n 1

k=0

r

s

k

yn k 1 yn k
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Lemma 3.5 den

n=0

xn xn+1
y0
s n=0

r

s

n




s k=0 n=k+1

r

s

k

yn k 1 yn k

 1
s

y0
n=0

r

s

n


k=0

r

s

k

n=k+1

yn k 1 yn k

 1
s

y0
n=0

r

s

n


k=0

r

s

k

n=0

yn yn+1

 1
s

 y0  y bv
n=0

r

s

n

elde ederiz. Böylece r B r; s ; cs için,  B r; s operatörü örtendir

ancak ve ancak r < s dir. Dolay¬s¬yla Lemma 3.2 den, B r; s s¬n¬rl¬

terse sahiptir.

Sonuç 3.1 III2 B r; s ; cs  :

·Ispat. III2 B r; s ; cs  r B r; s ; cs III1 B r; s ; cs oldu¼gundan iste-

nen sonuç, Teorem 3.4 ve Teorem 3.6 dan aç¬kt¬r.

Sonuç 3.2 I3 B r; s ; cs  II3 B r; s ; cs  III3 B r; s ; cs  .

·Ispat. Tablo 1.2 den p B r; s ; cs  I3 B r; s ; cs II3 B r; s ; cs

III3 B r; s ; cs oldu¼gundan dolay¬ Teorem 3.2 den gerekli sonucu elde ederiz.

Teorem 3.7 (a) ap B r; s ; cs  C  r  s ,

(b) B r; s ; cs  C  r s ,

(c) co B r; s ; cs  C  r < s .

·Ispat. (a) Tablo 1.2 den,

ap B r; s ; cs  B r; s ; cs III1 B r; s ; cs :

dir. Teorem ?? ve Teorem 3.6 yard¬m¬yla, ap B r; s ; cs  C  r  s

elde ederiz.
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(b) Tablo 1.2 den,

B r; s ; cs  B r; s ; cs I3 B r; s ; cs ,

yazabiliriz. Bu yüzden Teorem ?? ve Sonuç 3.2 den, istenen sonucu elde ederiz.

(c) Teorem 2.2 (e) den ,

p B r; s ; bv  co B r; s ; cs :

eşitli¼gi geçerlidir. Teorem 3.3 i kullanarak istenen sonucu elde ederiz.

Sonuç 3.3 (a) ap B r; s ; bv  C  r s

(b) B r; s ; bv  C  r  s .

·Ispat. Teorem 2.2 (c) ve (d) den,

ap B r; s ; cs  bv  B r; s ; cs

dir, böylece

B r; s ; cs  bv  ap B r; s ; cs :

eşitli¼gini yazabiliriz. Teorem 3.7 (a) ve (b) kullan¬larak, istenen sonucu elde ederiz.

3.2 Alt üçgensel B r; ; s Matrisinin s   için cs dizi uzay¬ üzerinde

spektral ayr¬̧s¬mlar¬

Bu k¬s¬mda B r; ; s alt üçgensel matrisinin cs dizi uzay¬ üzerinde spektral ayr¬̧s¬m¬

için 36 da verilen sonuçlar¬ s¬ralayaca¼g¬z. 36 da B r; ; s alt üçgensel matrisi s  

için

B r; ; s 

r   

 r  

s  r 

 s  r

  s 
...
...
...
...
. . .

biçiminde tan¬mlanm¬̧st¬r.
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Teorem 3.8 B r; ; s  cs cs bir lineer operatördür ve B r; ; s (cs:cs) r 

s dir ( 36 , Teorem 3.1).

·Ispat. Lemma 3.3 den, B r; ; s  cs cs bir lineer operatör oldu¼gunu göstermek

kolayd¬r.

B r; ; s x cs 
n

i=0

rxi 
n 2

i=0

sxi

r
n

i=0

xi  s
n 2

i=0

xi

 r  s  x cs

dir ve dolay¬s¬yla, B r; ; s (cs:cs) r  s :

Teorem 3.9 cs üzerinde Br; ; s operatörünün spektrumu

B r; ; s ; cs  C  r s

ile verilir ( 36 , Teorem 3.2).

·Ispat. ·Ilk önce r > s için B r; ; s  1 operatörünün mevcut ve

cs  cs de oldu¼gunu gösterece¼giz daha sonra r s için B r; ; s oper-

atörünün tersinin olmad¬¼g¬n¬ gösterece¼giz.

, r > s eşitsizli¼gini sa¼glas¬n. s   oldu¼gunda  r elde ederiz ve

böylece B r; ; s bir üçgen matristir, bu nedenle B r; ; s  1 mevcuttur.

y  yn cs olsun. B r; ; s x  y denklemini çözersek

B r; ; s  1  ank





r
    




r
   

s

r 2




r
  


s

r 2




r
 

s2

r 3


s

r 2




r



s2

r 3


s

r 2




r
...

...
...

...
...

...
. . .
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elde ederiz.

Her m için

k

m

n=1

ank an;k 1


r


s

r 2 
s 2

r 3  
s m

r m+1

oldu¼gunu göstermek kolayd¬r ve dolay¬s¬yla, r > s için

m k
m
n=1 ank an;k 1 < dur.

r > s oldu¼gunda, her k için,

n

ank 


r

s

r 2


s2

r 3
(3.13)

serisi de yak¬nsakt¬r. Bu yüzden Lemma 3.3 den, B r; ; s  1 ; cs  cs dedir.

Bu B r; ; s ; cs C  r s oldu¼gunu gösterir:

Şimdi C  r s olsun. E¼ger  r ise bu durumda B r; ; s

üçgenseldir ve dolay¬s¬yla, B r; ; s  1 mevcuttur. y  ; ; ; ; : : : olsun.

Bu durumda y cs dir. Şimdi, B r; ; s  1 y  x eşitli¼gi

x2n 
 sn

r n+1

ve

x2n+1  

oldu¼gunu verir. r s oldu¼gundan,

n=0

xn 
n=0

 sn

r n+1




r

serisi yak¬nsak de¼gildir ve dolay¬s¬yla x  xn = cs dir. Bu nedenle B r; ; s  1 ;

cs  cs de de¼gildir ve bu yüzden B r; ; s ; cs dir.

E¼ger  r ise bu durumda B r; ; s  B ; ; s operatörü

B ; ; s 

    

    

s    

 s   

  s  
...
...
...
...
...
. . .
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matrisi ile belirtilir.

B r; ; s  B ; ; s nin görüntü kümesi yo¼gun olmad¬¼g¬ndan, B r; ; s ; cs

dir. Dolay¬s¬yla,

C  r s B r; ; s ; cs

elde edilir. Bu ise ispat tamamlar.

Teorem 3.10 cs üzerinde B r; ; s operatörünün point spektrumu

p B r; ; s ; cs 

ile verilir ( 36 , Teorem 3.3).

·Ispat. r; ; s operatörünün bir özde¼geri olsun. Bu durumda B r; ; s x 

denklemini sa¼glayan cs de x   ; ; ; : : : dizisi mevcuttur. O halde

rx0  0

rx1  1

sx0  rx2  2

sxn 2  rxn  n;

; n 

elde ederiz.

E¼ger xn0 ; xn dizisinin s¬f¬rdan farkl¬ ilk eleman¬ ise bu durumda  r dir. Böylece

sxn0  rxn0+2  n0+2 ba¼g¬nt¬s¬ndan, sxn0   elde ederiz. Fakat s   d¬r ve

dolay¬s¬yla, xn0   elde edilir bu ise bir çeli̧skidir. Dolay¬s¬yla p B r; ; s ; cs 

dur.

Teorem 3.11 cs üzerinde B r; ; s operatörünün point spektrumu

p B r; ; s ; cs  bv  C  r < s

ile verilir ( 36 , Teorem 3.4).
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·Ispat. , B r; ; s operatörünün bir özde¼geri olsun. Bu durumda bv deB r; ; s x 

olacak şekilde bir x   ; ; ; : : : dizisi mevcuttur. Böylece

Br; ; stx 

 rx0  sx2  0

rx1  sx3  1

rx2  sx4  2

rxn  sxn+2  n; n 

elde ederiz. O zaman x  xn bv oldu¼gunda

x2n 
r

s

n

x0

x2n+1 
r

s

n

x1

d¬r. Bu yüzden x  xn c dir ve dolay¬s¬yla x2n ve x2n+1 alt dizileri ayn¬

zamanda yak¬nsakt¬r. Şimdi, x2n ve x2n+1 alt dizileri yak¬nsakt¬r ancak ve ancak

r < s dir. Dolay¬s¬yla p B r; ; s ; cs  bv  C  r < s dir.

Teorem 3.12 cs üzerinde B r; ; s operatörünün rezidü spektrumu

r B r; ; s ; cs  C  r < s

ile verilir ( 36 , Teorem 3.5).

·Ispat. r B r; ; s ; cs  p B r; ; s ; cs  pBr; ; s; cs; oldu¼gundan dolay¬

Teorem 3.11 ve Teorem 3.10 kullararak gerekli sonucu elde ederiz.

Teorem 3.13 cs üzerinde B r; ; s operatörünün sürekli spektrumu

c B r; ; s ; cs  C  r  s

ile verilir ( 36 , Teorem 3.6).

28



·Ispat. p B r; ; s ; cs r B r; ; s ; cs ve c B r; ; s ; cs, B r; ; s ; cs

nin, aralar¬nda ayr¬k birleşenleri oldu¼gunudan dolay¬ Teorem 3.9, Teorem 3.10 ve

Teorem 3.12 den c B r; ; s ; cs  C  r  s elde ederiz.

Teorem 3.14 E¼ger  r ise, III1 B r; ; s ; cs dir ( 36 , Teorem 3.7).

·Ispat. E¼ger  r ise B r; ; s nin görüntü kümesi yo¼gun de¼gildir. Bu yüzden

Tablo 1.2 ve Teorem 3.12 den r B r; ; s ; cs elde ederiz. Tablo 1.2 den,

r B r; ; s ; cs  III1 B r; ; s ; cs III2 B r; ; s ; cs dir. Bu nedenle,

III1 B r; ; s ; cs

dir veya

III2 B r; ; s ; cs

dir, ayr¬ca  r için B r; ; s  B ; ; s elde edilir.

Sonucun ispat¬ için, B ; ; s operatörünün alttan s¬n¬rl¬ oldu¼gunu göstermek yeter-

lidir. Tüm x cs için

B ; ; s x
s


x

oldu¼gunu do¼grulamak kolayd¬r bu ise B ; ; s operatörü alttan s¬n¬rl¬ oldu¼gunu

ve böylece de B ; ; s nin bir s¬n¬rl¬ terse sahip oldu¼gunu gösterir. Bu ise ispat¬

tamamlar.

Teorem 3.15 E¼ger  r ve r B r; ; s ; cs ise bu durumda III2 B r; ; s ; cs

dir ( 36 , Teorem 3.8)

·Ispat. r B r; ; s ; cs oldu¼gundan Tablo 1.2 den,

III1 B r; ; s ; cs

dir veya

III2 B r; ; s ; cs

dir. Şimdi, r B r; ; s ; cs olmas¬ r < s oldu¼gunu ifade eder. Bu

nedenle Teorem 3.9 daki (3.13) serisi yak¬nsak de¼gildir ve dolay¬s¬yla, B r; ; s

operatörü s¬n¬rl¬ terse sahip de¼gildir. Bu nedenle III2 B r; ; s ; cs dir.
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Teorem 3.16 E¼ger c B r; ; s ; cs ise, II2 B r; ; s ; cs dir ( 36 ,

Teorem 3.9).

·Ispat. E¼ger c B r; ; s ; cs ise bu durumda r  s dir. Bu nedenle,

Teorem 3.9 daki (3.13) serisi yak¬nsak de¼gildir ve dolay¬s¬yla, B r; ; s operatörü

s¬n¬rl¬ terse sahip de¼gildir. Bu yüzden  dir. Şimdi B r; ; s operatörünün

örten olmad¬¼g¬n¬ göstermeliyiz.

y  yn  ; ; ; ; : : : olsun. yn cs oldu¼gu aç¬kt¬r. x  xn; B r; ; s x  y

denklemini sa¼glayan bir dizi olsun. O halde

x2n 
 sn

r n+1

dir ve

x2n+1  

elde ederiz.

Şimdi,

n=0

xn 
n=0

 sn

r n+1




r
n=0

s

r

n

serisi r  s iken yak¬nsak de¼gildir ve dolay¬s¬yla B r; ; s operatörü

örten de¼gildir. Bu yüzden, II olup ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.17 cs üzerinde B r; ; s operatörünün yaklaş¬k nokta spektrumu

ap B r; ; s ; cs  C  r s r

ile verilir ( 36 , Teorem 3.10).

·Ispat. Tablo 1.2 den

ap B r; ; s ; cs  B r; ; s ; cs III1 B r; ; s ; cs

dir. Teorem 3.14 den III1 B r; ; s ; cs  r oldu¼gundan ispat tamamlan¬r.

Teorem 3.18 B r; ; s operatörünün cs üzerinde s¬k¬şt¬r¬lm¬ş spektrumu

co B r; ; s ; cs  C  r < s

ile verilir ( 36 , Teorem 3.11).
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·Ispat. Teorem 2.2 (e) den,

p B r; ; s ; cs   co B r; ; s ; cs

elde ederiz. Teorem 3.11 kullanarak gerekli sonucu elde ederiz.

Teorem 3.19 cs üzerinde B r; ; s operatörünün eksik spektrumu

B r; ; s ; cs  C  r s

ile verilir ( 36 , Teorem 3.12).

·Ispat. Tablo 1.2 den

B r; ; s ; cs  B r; ; s ; cs I3 B r; ; s ; cs

dir ve

p B r; ; s ; cs  I3 B r; ; s ; cs II3 B r; ; s ; cs III3 B r; ; s ; cs

geçerlidir. Teorem 3.10 dan pBr; ; s; cs  oldu¼gundan I3 Br; ; s; cs 

elde ederiz. Dolay¬s¬yla

B r; ; s ; cs  C  r s

dir.

Sonuç 3.4 Aşa¼g¬daki ifadeler geçerlidir:

(i) ap B r; ; s ; cs  bv  C  r s ;

(ii) B r; ; s ; cs  bv  C  r s r (36 , Sonuç 3.13).

·Ispat. Teorem 2.2 (c) ve (d) den

ap B r; ; s ; cs  bv  B r; ; s ; cs

ve

B r; ; s ; cs  bv  ap B r; ; s ; cs

dir. Teorem 3.17 ve Teorem 3.19 kullan¬larak, gerekli sonuçlar elde edilir.
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[2] Akhmedov, A. M., Başar, F., (2006). The �ne spectra of the di¤erence
operator over the sequencespace `p;  p < . Demonstratio Math., 39,
586�595.
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