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OZET

POPULASYON MODELLERININ DINAMIGI UZERINE

Ozgiir DEMIR
Yiiksek Lisan Tezi, Matematik Anabilim Dalh

Damismani: Dr. Ogretim Uyesi Figen KANGALGIL
2019, 30+xii sayfa

Bu tez calismasinda, Allee etkili ayrik zamanli bir av-aver modeli ele alinmistir. Sunulan
modelin denge noktalarinin varligr ispatlanmis ve bu denge noktalarinin topolojik
simiflandirilmas:  yapilmistir.  Ayrica, popiilasyon modelinin = kararlilik analizi
incelenmistir. Maple ve Matlab paket programlarindan faydanilarak modelin niimerik
simiilasyonlarina yer verilmis, elde edilen teorik sonuglarin dogrulugu desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Allee Etkisi, kararlilik analizi, denge noktasi, av-avcit modeli.
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ABSTRACT
ON THE DYNAMICS OF POPULATION MODELS
Ozgiir DEMIR
Master Thesis, Instute of Scienses Department of Mathematics
Supervisor: Asist. Prof. Figen KANGALGIL
2019, 30+xii sayfa

In this thesis study, a discrete-time prey-predator model with Allee effect is considered.
The existence of the equilibrium points of the presented model has been shown and
topological classification of these equilibrium points has been given. Also, the stability
analysis of the population model has been investigated. Numerical simulations of the
model are provided by using the Maple and Matlab programs and the accuracy of the
theoretical results obtained has been supported.

Key Words: Allee effect, stability analysis, equilibrium point, prey-predator model.
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BOLUM 1
1.GIRIS
1.1 Lotka-Volterra Modeli

Son yillarda doga olaylarin1 anlayabilmek ve bu olaylar aciklayabilmek i¢in pek ¢ok
disiplinler arasi calismalar yapilmaktadir. Bu caligmalar matematiksel biyoloji ve
biyofizik gibi yeni alanlarin gelismesine sebep olmustur. Oncelikle dogada gergeklesen
olaylar1 anlayabilmek i¢in bu olaylar1 yansitan bir matematiksel modele ihtiya¢ vardir.
Bu modelleri olustururken fark denklemleri, adi diferansiyel denklemler ve kismi tiirevli
diferansiyel denklemler kullanilir. Ayrik zamanli olaylar1t modellerken fark denklemleri
kullanilirken, siirekli olaylar modellenirken ise adi diferansiyel denklemler veya kismi
tirevli diferansiyel denklemler kullanilir.

Kurulan model 6nce basit kabuller altinda yapilir ve sonrasinda modeli daha gergekei
kilabilmek i¢in yeni parametreler ve fonksiyonlar eklenebilir. Olusturulan bu modellere
matematiksel teknikler uygulanarak modelin davranisi {izerine incelemeler yapilir.
Calismanin daha anlamli olabilmesi i¢in, yapilan analizlerin sonuglart yorumlanir ve
gercek verilerle karsilastirilmasi yapilir.

Dogada yer alan tiirler birbirleriyle etkilesim halinde bulunurlar. Etkilesim halinde
bulunan bu tiirlerin popiilasyon yogunlugu, diger canli tiirlerinin popiilasyon
yogunlugunu da etkiler. Bu yilizden popiilasyon modelleri son zamanlarda oldukca dikkat
¢eken konular arasindadir.

Av-avci modelleri, iki tiiriin etkilesimini igeren en yaygin popiilasyon modelleri arasinda
yer alir. Avci, av olan tiirii yiyerek beslenir. Av tiirii de baska yiyecekler ile beslenir.
Tavsan-tilki ve balik-kopek balig1 av-aver tiiriine 6rnek olarak verilebilir.

[Ik av-aver modeli 1920 yilinda Iitalyan matematik¢i Vito Volterra tarafindan
gelistirilmistir [1]. Bu model iki popiilasyon tiiriiniin iliskisini ifade eden basit bir
modeldir ve asagidaki gibi ifade edilir.

%zax—bxyzx(a—by) D)
% =—CYy + zxy = y(—C + 2X) 2)

Burada x(t) ve y(t) sirasiyla av ve avci popiilasyonlarinin t zamanindaki yogunluklarini
gosterir. a, b, ¢ ve z parametreleri ise pozitif sayilardir.

Modelde avci popiilasyonunun olmadiginda av popiilasyonu (1) denkleminde

dx
— =ax(t), a>0
pm ®

seklini alir. @>0 oldugundan av popiilasyonu mevcut popiilasyonun belli bir oraninda
bliyliyecektir. Dolasiyla a, avin biiylime oranini gosterecektir.

Av popiilasyonunun yoklugunda, avci popiilasyonu (2) denkleminden

1



dy
=L = _py(t), b>0
. y(t)

formundadir. Burada avci popiilasyonu b>0 oraninda azalacaktir. Bu da modelde avin
olmamasi durumunda avci popiilasyonunun azaldigini gosterir. Bu durum, modelde
avcinin sadece avi tiikkettigi, baska yan avlarla beslenmedigi varsayimindan kaynaklanir.

Avcilarin ve avlarin her ikisinin mevcut oldugu durumda, avecl popiilasyonunu gdsteren
(2) denkleminde yer alan z parametresi; av ile avcinin karsilagmasinin, avci
popiilasyonuna olan pozitif etkisini gosterir.

Modelde avcinin sadece avi tiikkettigi varsayildigi i¢in Z parametresi avcl popiilasyonunun
biiyiime orani olarak diisiiniilebilir. Bu durumda,

ZX: avcl basina diisen av tiiketim miktari
ZXy: avcl tiirtiniin tiikettigi av miktarini
gosterir.

Lotka-Volterra modelinde, av ve avcinin karsilasmasi sonucunda av popiilasyonu
azalmakta, av ile beslenen avci popiilasyonunda da artis gézlenmektedir. Modelde bu
etkiyi (1) ve (2) denklemlerinde bulunan b ve z parametreleri yaratir.

Daha sonraki siire¢lerde Lotka-Volterra modeli farkli sekillerde modifiye edilmistir.
Literatiirde, av-avct modellerinde avlanma miktar1 islevsel tepki fonksiyonu (functional
response) olarak isimlendirilir. Bu fonksiyon sadece ava bagli olmasi, hem av hem de
avctya bagli olmasi ve av-avci oranina bagli olmasi seklinde diizenlenmistir.

i) Islevsel tepki fonksiyonunun sadece ava bagl olmasi durumu, avlanmanin
sadece ava bagli olarak degisim sergilemesi anlamina gelir.

Islevsel tepki fonksiyon tiirleri Tablo 1.1 asagidaki gibi verilebilir.

Tablo 1.1 Yalmzca Ava Bagl Islevsel Tepki Fonksiyon Tiirleri

Fonksiyon Tiirii Islevsel Tepki Fonksiyonu
ax
Holling 1 Tiirii
olling 1 Tiirti .
ax
Holling 2 Tiirii
oHmg = 1ur 1+ ahx
2
Holling 3 Tiiri X
1+ ahx
14
0 - Sigmoid X
1+ ahx




Tablodaki fonksiyonlarda yer alan;
a parametresi: aveinin ava saldirt oranini

h parametresi: avcinin avi yakalamasi i¢in gegen zamani

gostermektedir.

i) Islevsel tepki fonksiyonunun hem av hem avci popiilasyonuna bagli olmasi, (i)
durumuna gore daha gergekei bir yaklasim olabilir. Islevsel tepki fonksiyonunun hem av
hem avciya bagli olma durumuna ait fonksiyon tiirlerinden bazilar1 Tablo 1.2 de

verilmisgtir.

Tablo 1.2 Av ve Avciya Bagli Islevsel Tepki Fonksiyon Tiirleri

Fonksiyon Tiirii Islevsel Tepki Fonksiyonu
Hassell-Varley axy—m
De Angelos ve digerleri o
e Angelos ve digerleri B x+ ¢y

iii) Islevsel tepki fonksiyonunun av ve avci oranma bagl olmasi durumunda,

Arditi ve Ginzburg (1989) [2] islevsel tepki fonksiyonunun g[i) Getz (1984) ise
y

seklinde olmasi gerektigini belirtmisleridir [2,4].

cy + X

Akcakaya ve arkadaglar1 (1995) [4], islevsel tepki fonksiyonunun sadece ava veya av-
avci oranina bagli olmasi durumlarmin gergek¢i olmadigini belirtmislerdir. Fakat islevsel
tepki fonksiyonunu av-avci orani cinsinden tanimlamanin, dogal sistemin davranisini
daha 1yi yansittigindan, daha ¢ok tercih edildigini belirtmislerdir.



1.2. Allee Etkisi

Bir popiilasyonun biiyiikliigiinii etkileyen pek ¢ok faktor vardir. Ornegin; gog, Sliim
etkisi, gecikme etkisi, biyolojik bir etki olan Allee etkisi vs. dir. Modele bu tip etkileri
eklemek modeli daha gercekgei bir hale getirir.

Allee etkisi 1931 yilinda ilk kez Warder Clyde Allee tarafindan tanitildi. Bu olay
biyolojide niifus yogunlugu ve birim kare basina diisen biiylime orani arasindaki baginti
ile ifade edilir. Es bulmadaki zorluk, ¢iftlesme depresyonu, yiyecek sorunu ve avcidan
savunma gibi faktorlerin hepsi Allee etkisi olarak kabul edilir. Allee etkisi, diigiik niifus
yogunlugunda popiilasyonlar {izerinde daha etkilidir. Bu etki tiirlerin iireme
potansiyelinin artmasiyla zamanla kaybolur. Biyolojik bir etki olan Allee etkisi
matematiksel olarak asagidaki gibi ifade edilir [3,5-13]. N,, t anindaki popiilasyon

yogunlugunu, « ise Allee fonksiyonu olmak iizere;

1. N, =0 ise a(N,)=0. Yani, Allee etkisinin var olabilmesi i¢in popiilasyon olmalidir.

2. Nye (0,) icin ' (N,)>0 ve hI‘im a(N,) =1. Biyolojide bu ifadeler, popiilasyon

yogunlugu arttikca Allee etkisi azalir ve yiiksek yogunluktaki popiilasyonlarda Allee
etkisi kaybolur anlamina gelir.

1.3. Literatiirde Allee Etkisiyle Tlgili Yapilan Calismalar

Son zamanlarda Allee etkisini igeren pek ¢ok model literatiirde yer almaktadir. Bu
calismalardan bazilar1 asagida belirtilmistir.

2015 yilinda Feng ve Kang [14]

((jj—lizu(l—u)——muv
a+u
1.3.1
dv ( hv j ( )
—=sV|1-——
dt a+u
modelini Allee etkisi altinda ele almistir. Bu model;
:l—l: =u(1-u)(u —A)——muv
a+u (13.2)

dv ( v hv j
dt v+b a+u

seklindendir. Bu modelin Hopf c¢atallanma analizini yapmistir. Burada

(U—A) ve (Lbj Allee etkisini ifade eder. A Allee esigi ve b>0 Allee sabitidir.
V+



2016 yilinda Ming [15] asagidaki a modeli Allee etkili ve Allee etkisiz olarak ele alip bu
modelin kararliligin1 incelemistir.

{XM =rx, (L-x,)—bx y, (133)
yn+l = an yn

Bu modelde Allee etkisini av popiilasyon modeline ekleyerek

Xn

X =X, (1_ Xn) _bXn Yn

E+X (1.3.4)

n

yn+1 = dXn yn

.. . . o . .. X .
modelinin lokal asimtotik kararliligin1 incelemistir. Burada —=— Allee fonksiyonunu
E+X,

gosterir. € >0 ise Allee sabitini ifade eder.

2016 yilinda Manoj [16] yaptig1 calismada asagidaki Leslie-Gower av-avci modelini

dN _ (1_ﬂj NP

a1 K) a+N
dP bP (1.32)
—=5P| 1-
dT a,+N
cift Allee etkisiyle ele alarak kararlilik ve ¢atallanma analizi yapmustir.
Cift Allee etkisi altinda bu model;
d_N: rN (1—EJ(N—m)— aNP
dT N+n K a+N
(1.3.6)

P _ep[1-_LP
dT a,+N

seklindendir. Burada E_m cift etkili Allee fonksiyonunu ifade eder. Ayrica m>0
+Nn

Allee esigidir (threshold). n> 0 ise yardimci parameteredir.




2016 yilinda Cheng [17]

dx axy
—=X(X=-F)(1-x)———
dt (x=£)(1=x) X+Yy
(1.3.7)
dy axy
d_A% s
d  x+vy
Allee etkili stirekli modeli ayrik zamanli hale doniistiirerek;
a
X =X +ﬂ[>q (% —ﬂ)(l—&)—)(ﬁ—ﬂ
' (1.3.8)

Y = yt+ﬂ|:ﬂ_5yt:|
X+ Y

modelinin kararlilik ve ¢atallanma analizini incelemistir. Burada g >0 Allee esigidir.

2016 yilinda Liu [18] hem av hem avc1 iizerine diisiinerek

x'(t) = x(ﬂ—dl—mxj y
a+Xx

C1ikx+k
A (1.3.9)
. crxy y
t) = -d
v 1+&x+@y(h+yj 2Y
modelinin kararliligini ¢caligmistir. Burada av iizerindeki Allee fonksiyonu ve avcl
a+X
tizerindeki Allee fonksiyonu da hL fonksiyonudur. a>0veh>0 ise Allee
+y

sabitleridir.



BOLUM 2
2. TEMEL TANIM VE TEOREMLER
2.1 Temel Kavramlar

Tamim 2.1. Bir y:N — R fonksiyonu i¢in A fark operatorii
Ay(n) =y(n+1) —y(n) n=0,12..

seklinde tanimlanir ve Ay fonksiyonuna, y nin birinci basamaktan fark: denir. Burada
N= {O,l, 2,3...} dogal sayilar ve R reel sayilar ciimlesidir [23].

Buna gore y nin ikinci basamaktan farki

A?y(n) = A(Ay(n))
=y(n+2)—2y(n+1) +y(n)

olarak gosterilir ve genel olarak y nin k yinct basamaktan farki
) k Ik )
Ay(n)=>"(-1) (j]y(mk— )
=0

seklinde hesaplanir [23].

Tanmmm 2.2. Bir SgNz{O,l,Z,S...} say1 climlesi tlzerinde tamimli olan bir X

fonksiyonunun degerlerini ve onun Ay,A%y,... gibi farklarimi iceren bir denkleme S
climlesi lizerinde taniml1 olan bir fark denklemi denir [23].

A%y, +2Ay, +Y, =0
Yo t2Ya + Y =0
Yirz t4Yia t4Y, =0

denklemleri fark denklemlerine 6rnek olarak gosterilebilir. Genel olarak fark denklemleri
F (k’ Yior Yisrr - Yiean ) =0
seklinde gosterilir [3,6,7].

Tamim 2.3 : Bir fark denklemindeki bagimli degiskenlerden en biiyiik indisli ile en kiiglik
indisli olanlarinin indisleri arasindaki farka; verilen fark denkleminin mertebesi denir
[3,6,7]. Ornegin;

Yiio T 4yk+l + 4yk =0
fark denkleminin mertebesi
(k+2)—(k)=2

seklindedir.



Tamim 2.4 : Verilen bir fark denkleminde bagimli degisken 1. dereceden ise denkleme
““lineer fark denklemi’’ denir. Lineer fark denklemleri genel olarak,

Yien T80 1Yiena Tt 8Y = f (k)
seklinde gosterilir [3,6,7].

Eger a,,a,,...,a, ,,a, katsayilar sabit ise, fark denklemine ‘‘sabit katsayili lineer fark

denklemi’’, bagimsiz degiskene bagli fonksiyonlar ise, ‘‘degisken katsayili lineer fark
denklemi’’ denir. Ayrica f(k)=0 ise denkleme ‘‘lineer homojen fark denklemi’’ denir.

Aksi durumlarda da homojen olmayan fark denklemi adi verilir [3,6,7].

n. mertebeden lineer homojen fark denklemi olan

yk+n + a‘n—1yk+n—1 +..+ aoyk =0

denkleminin ¢6ziimii,

k

Yo =T

k+n

seklinde aranir. y, =r*, y,,,=r*",..., y,, =r“" ifadeleri yukaridaki fark denkleminde

yerine yazilirsa
r"+a, " +..+ar+a,=0

Bulunur ki bu denkleme yukaridaki homojen fark denkleminin ‘“ karakteristik denklemi’’
denir. Eger karakteristik denklem koklerine ayrilabiliyorsa;

(r—r)(r-r,)..(r-r)=0

bi¢iminde yazilabilir. O halde r,r,,...,r, karakteristik denklemin kdokleri olur. Bu
durumda

Y= rlk’ Y2:r2k' < Yo =rnk
homojen fark denkleminin ¢éztimleridir [3,6,7].

Tamm 2.5: Birinci mertebeden x_, = f(x) fark denkleminde x = f(X7)esitligini

saglayan X~ sabit ¢oOziimiine verilen fark denkleminin denge noktas1 denir ve
Xia=T(X,) fark denklem sisteminde X = f (X )esitligini saglayan X vektoriine

verilen fark denklem sisteminin denge noktasi adi verilir  [3,7,19-21].

Tammm 2.6: Her £>0 sayisina karsilik,

X, — X*‘ <6 kosulunu saglayan biitiin X,
degerleri i¢in ‘xt —x*‘<golacak sekilde bir & >0sayis1 varsa X denge noktasina
kararh denge noktasi denir, aksi takdirde bu denge noktasi1 kararsizdir [3,7,19-21] .
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Bu ifadeye denk olarak; x* denge noktasinin kararli olmasi igin gerek ve yeter sart,
Ve>0 igin bir o >0sayis1 vardir oOyle ki ‘XO—X*‘ <6 1iken Vt>0 igin

‘xt = X*‘ = ‘ f1(x,)— X*‘ < & saglanmasidir [3,7,19-21].

Tamm 2.7 dyle bir § >0 sayis1 vardir dyle ki, her ‘xo —~ x*‘ <& igin limx = X" kosulu

saglaniyorsa X~ denge noktasina ¢ekici ad1 verilir [3,7,19-21].

Tamim 2.8 : Eger bir denge noktasi hem ¢ekici hem de kararli ise o denge noktasina lokal
kararh denge noktasi ad1 verilir [3,7,19-21].

Sekil 2.1. X, baslangi¢ noktasi, X denge noktasinin & komsulugunda iken x(t)

¢oziimleri, Vt > Oicin denge noktasinin ¢ komsulugunda kalmaktadir. Dolayisiyla X"
denge noktas1 kararhdir.



| I EEEE - |
g 1 2 @B 4 B B F B 9 Hg L

Sekil 2.2. x, baslangi¢ noktasi, X~ denge noktasinin & komsulugunda iken Wt > Oigin
X" denge noktasinin ¢ komsulugunda kalmayan x(t) ¢oziimleri mevcuttur. Dolayisiyla

X" denge noktasi kararsizdir.

x(t)
F'S
X* + M
(@) -\-—\-—\-\-—-______-\-H
X
XE(O) r”/_’.—-——-—»——-—_f—__-
xX-N
| | | | B | M | M > t
1 2 3 <1 5 6 7 8 2] 10

Sekil 2.3 X, baslangi¢ noktasi, x denge noktasinin & komsulugunda iken; zaman
ilerledikge yani t—oo iken x(t) ¢Ozimleri x  denge noktasina yaklagmaktadir.

Dolayisiyla X* denge noktas1 asimptotik kararlidir.
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Tamm 2.9 : X, = f(X)denkleminin bir denge noktasi x~ ve x 1 igeren agik bir |

araliginda f' siirekli bir fonksiyon olsun. Eger

If'Gal <1 (2.7)
ise x" denge noktasi lokal asimptotik kararhdir,
If'Gl > 1 (2.8)

ise X" kararsizdir denir [3,7,19-21] .

Tamm 2.10: 2. mertebeden lineer olmayan bir dinamik sistemin bir denge noktasindaki
karakteristik polinomu

F(1)=4*-BA+C BCeR

olsun. 4 ve 4, yukaridaki karakteristik polinomun kokleri olmak tizere dinamik

sistemin denge noktast;

1. | 4] <1 ve |4,| <1 ise qukur (sink) veya lokal asimptotik kararls,
2. |4 >1 ve |4, >1 ise kaynak (source) veya lokal asimptotik kararsiz,
3. (J4] <1ve |4, >1) veya (|4,|>1ve |4,|<1) ise yayvan-genis (saddle)

4, |ﬂl| =1 veya |/12| =1 ise hiperbolik olmayan (non-hyperbolic)

denge noktasidir [20-22].

Teorem 2.1: 2. mertebeden lineer olmayan bir dinamik sistemin bir denge noktasindaki
karakteristik polinomu

F(1)=4*-BA+C BCeR (2.9)
olmak {izere eger

F(1)>0, F(-1)>0veC<1

ise bu denge noktasi kararhidir [20-22]. Bu teorem geregince ()_(, 9) denge noktasinin

kararli olabilmesi i¢in (2.9) ifadesi ile verilen F (2,) fonksiyonunun,

) F(1)>0
2) F(-1)>0
3) det(3)<o

kosullarini ayni anda saglamasi gerekir [20-22].
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BOLUM 3
3. AYRIK ZAMANLI ALLEE ETKIiLi AV-AVCI MODELINIiN KARARLILIK
ANALIZi VE DENGE NOKTALARININ TOPOLOJIK SINIFLANDIRILMASI

Tez ¢alismasinin bu boliimiinde, Lin.Q. [24] tafindan 2018 yilinda ¢alisilan siirekli model
olan (3.1) modelini, daha gercekg¢i olmasi i¢in biyolojik bir etki olan Allee etkisi altinda
ele alip, olusan Allee etkili (3.2) modelini, Euler metodu kullanilarak ayriklastirarak,
(3.3) ayrik modelin denge noktalarinin varligi gosterilecek ve bulunan denge noktalariin
topolojik siniflandirilmasi yapilacaktir.

3.1 Ayrik Zamanh Allee Etkili Av-Avcr Modeli

Bu bolimde;
dzit) = x(t)(b, —a, x(t)) +a,x(t) y(t)
« 3.1)
3(;( ) y@)(b, -, (1)

av-avclr modeli Allee etkisi altinda ele alind1 [24]. (3.1) denkleminde x(t) ve y(t), t
zamaninda sirastyla av ve avci poplilasyonunu temsil eder. Model (3.1)’ de

b, : Avin bilylime oran

b, : Avcinin biiyliime orani

a,, - Popllasyonun avi tasima kapasitesi

a,, . Populasyonun avciy: tasima kapasitesi

a,, - Katkida bulunabilecek her bir popiilasyonun verimliligi

anlamina gelir.

(3.1) av-avc1r modeli Allee etkisi altinda asagidaki forma doniisiir.

20 x(0)(0 ~a:x(0) +axOYO
(3.2)
dy(t) _ y©
ot y(t )( - azzy(t)j
y Allee fonksiyonu, m>0 Allee sabitidir.
m+y

12



3.2 Euler Metodu ile Ayriklastirma

(Bu kisimda, (3.2) modelini Euler metodu kullanarak ayriklastiracagiz [22].

X l(to) = X(to)(bl - allx(to )) + alzx(to) y(to)

denkleminden

olarak alinir ve

ayriklagtirma adimi olarak segilirse,

x(t)= 5(X(to)(b1 —aﬂx(to))+a12x(t0)y(t0))+x(to)
yani,
X — X+0(X(b, —ay;X) +a,xy)

ifadesi elde edilir. Benzer sekilde

y(t,)
m+y(t,)

y(t) ~ é‘(Y(to)(bz —a, y(to))] +Y(t)

denkleminden

y— y+5(y(b2 %w_azzyjj

elde edilir.

Boylece Euler metodu uygulanarak (3.1) modeline karsilik gelen fark denklem sistemi

Xpg =X (% (b —a, %) +a,% V)

Yin = Vi +5{yt (bz mi/_tyt _a22Yt]J

13
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3.3 Pozitif Denge Noktalarinin Varhgi

(3.3) sisteminin denge noktalart,

x=xX+8(x(b, —ay, ) +a,Xy)

y-30o3{n; - 4
m+y

denklemlerini saglayan X Ve y degerleridir [19,22].

(3.4) sistemi Maple programu ile ¢oziildiigiinde asagidaki denge noktalar1 elde edilir.

E,=(0,0)
E, - i,oj
ay
E3: 0 bz_azzmj
ay,
E = b1a22+a12b2_a12a22m bz_azzm]
4 )

a11a22 aZZ

Lemma 3.1 : (3.3) sisteminin

(i) Tiim parametre degerleri icin E, =(0,0) ve E, =( by

,Oj seklinde iki denge
a,
noktas1 her zaman vardir.

(i)b, >a,,m kosulu altinda ek olarak E,=(0, b, —a,,m

a‘22
— m —-a,,Mm
E, :(bla22+a12b2 %8 ,bz % ]seklinde iki tane daha pozitif denge noktasi
a11a22 a22

) ve

vardir.

14



(3.4) Denge Noktalarimin Karakteristik Polinomu

Bu kisimda, (3.3) sisteminde ()_(,9) denge noktasina karsilik gelen karakteristik

polinomlar elde edilecektir.

f(x,y) =x+05(x(b, —a;x) +a,xy)

(3.5)
9(% ) =y +8(y(0;——=a,y))
m+y
olmak tizere;
[ Rxy) (%
J (x, y)z _ o (3.6)
g,(xy) 9,(xy
matrisine (x,y) denge noktasinin jakobiyen matrisi denir [22].
(i, )_/) denge noktasinin karakteristik polinomu
F(4)=4"-izd (x,y)A+detI (x,y) (3.7)
seklinde elde edilir. Burada,
iz3 (x,y) = £,(.Y) +9,(x.y)
det J (x, ) =( f,(x V)9, (x ) =( f,(x )g,(x.))
seklindedir.
(3.5) sistemi kullanilarak (3.6) matrisi asagidaki sekilde elde edilir.
1+5(b1_2a11)_(+a129) 5312)_(
IxXy) = _[ b, (2m+y 3.8
() 0 143y —2( _2)—2a22 (38)
m+ y)

15



3.5E,(0,0) Denge Noktasinin Topolojik Simiflandirmasi

(3.8) jakobiyan matrisinde x =0, y=0 yazilirsa E,(0,0) denge noktasina karsilik gelen
jakobiyan matris

3(0,0) :(1+05b1 2) (3.9)

seklinde bulunur. (3.9) matrisine karsilik gelen karakteristik polinom

F(1) = A% —izJ(0,0) 1 +det J (0,0) (3.10)
seklindedir. Burada,
izJ(0,0) =2+Db,
det J(0,0) =1+0ob,
seklindedir.

Karakteristik polinomun kokleri karakteristik degerleri vereceginden, karakteristik
degerler

A=1+8b  A4,=1 (3.11)

olarak bulunur. Tanim 2.10 (4) kullanilarak asagidaki Lemma elde edilebilir.

Lemma 3.2: Sistem (3.3) iin E (0,0) denge noktasi tim parametre degerleri igin
hiperbolik olmayan denge noktasidir.

Ispat: Tanim 2.10 (4) ‘den (3.11)’de karakteristlik degerlerden biri
A, =1

oldugundan E (0,0) denge noktasi tiim parametre degerleri i¢in hiperbolik olmayan

denge noktasidir.
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36 E,= (& , OJ Denge Noktasinin Topolojik Siniflandirilmasi

1

bl —

(3.3) sistemine karsilik gelen (3.8) ile gosterilen jakobiyan matriste X=—1, y=0
&

ifadeleri yerine yazilirsa E, = (i , Oj denge noktasina karsilik gelen jakobiyan matris

1

s
1&g T (3.12)
ay; 0 1

seklinde elde edilir. (3.12) matrisine karsilik gelen karakteristik polinom

F(1) = 2 —izd (2, 0) 4+ det 3(2,0) (3.13)

1 1

seklindedir. Burada,

b
J(—=,00=2-6
C0=2-0n

bl
detJ —+.0)=1-9
e ( ) b]

seklindedir. (3.13) karakteristik polinomunun kokleri ise

A, =1-ob ve 4, =1 (3.14)

seklindedir. Karakteristik koklerden biri A, =1 oldugundan E, = (6% ,0) denge noktas1

1
hiperbolik olmayan denge noktasidir. Asagidaki Lemma Tanim 2.10 (4)’ den kolayca
goriilebilir.

Lemma 3.3: Sistem (3.3) iin E, = (&,0) denge noktasi tiim parametre degerleri i¢in
1

hiperbolik olmayan denge noktasidir.

Ispat: Tanim 2.10 (4) ‘den E, denge noktasina karsilik gelen Jakobiyan matrisin

karakteristlik polinomunun koklerinden biri olan

2 =1

oldugundan E, = (i ,0) denge noktas1 tiim parametre degerleri i¢in hiperbolik olmayan
1

denge noktasidir.
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3.7 E, = (O, w} Denge Noktasinin Topolojik Siniflandirilmasi
a22

b, >a,,m kosulu altinda E, —(O,Mj denge noktasinin ikinci bileseni

a22

y= b, —a,,m pozitiftir. Bu denge noktasina karsilik gelen jakobiyan matris asagidaki
a22
gibi hesaplanir.
1+5(bla22+a12 (bz_azzm)) 0
— a
] (O, M] - 2 ) (3.15)
a5 0 1_5(b2—a22m)
b,
Burada
2a
S, = Z—bZZ ve J, = 22
(bz—azzm) bla22+a12 (bz_azzm)
olarak segilirse; (3.15) matrisi
] 1+ 2—5 0
30,2 =% _| % (3.16)
= 0o 1-2
51
seklinde daha basit formda yazilabilir. Boylece,
i23(0, 2 =%M) _, 20 20
a‘22 52 6‘1

_ 2
det\](o,w)=1_§+§_ i

Az & 0, 69,

olmak iizere;

(3.16) jakobiyan matrise karsilik gelen karakteristik polinom

F(A)=A?—izJ (O,MJi+detJ (o,w] (3.17)
a,, Ay,

18



seklinde elde edilir. (3.17) karakteristik polinomun kokleri ise (3.18)’deki gibi bulunur.

l+§ ve l—ﬁ (3.18)

52 51

Teorem 3.1 : Kabul edelim ki b, >a,,m olsun. Sistem (3.3) iin E, :[O,MJ
a'22
denge noktasi

(i) 8 <o, kosulu altinda gukur (sink) veya lokal asimptotik kararl1 ,

(if) 8 > o, kosulu altinda kaynak (source) veya lokal asimptotik kararsiz,
(iii) 0 <o veya S > o, kosulu altinda yayvan-genis (saddle),

(iv) o0 =0, i¢in hiperbolik olmayandir.

Ispat:
i) Tanim 2.10 (1)’den

1429 21 ve 1_25—5 dllyezilabilifSBu esitdialiklerden B5REdaki 1tdBler elde edilir.
2 1
& 1+E<1 veya 1+§ >-1 ve 1-§<1 veya 1-E >-1
52 52 51 é‘l
<:>2—5<0veya2—5>—2 ve 2—5>0veya2—5<2 olur.
52 52 61 é‘:|.

0>0, 6,>0 ved, >0 oldugundan bu iki durumdan ¢ikan sonug 6 +3, >0 ve 5<9,
seklindedir. 6 +9, >0 her zaman saglandigindan, 6<¢, olacaktir.

(ii) Tanim 2.10 (2)’den

142951 ve 1-25—5 >1 yazilabilir. O halde
2 1
= 1+§>1veya1+§<—1 ve 1—@>1veya1—§<—l
52 é‘2 1 1
<:>§>Oveya2—5<—2 ve @<Oveyag>2 olur.
52 é‘2 1 51

0>0, 6,>0 ve 0, >0oldugundan bu iki durumdan ¢ikan sonug¢ ¢ > &, olmalidir.

19



(iii) Tanim 2.10 (3)’den

bz —a,m

Bir 6nceki incelemelerden, benzer olarak, E, = (0, j denge noktasi

a'22

0 <0, veya ¢ > o, kosulu altinda yayvan genis (saddle) dir.

(iv) Tanim 2.10 (4)’den

1429/ _1 veya 1_2—5 _1 yazilabilir. Buradan asagidaki esitlikler elde edilir.
2 1
& 1+§:1veyal+gz—l veya 1—E:1veyal—gz—l
52 52 1 1
& §=0veya§=—2 veya E=0veya§:2
5 5 5

2 2 1 1

0>0, 6,>0, 8, >0 oldugundan, ¢ =0, i¢in E, denge noktas1 hiperbolik olmayan
denge noktasidir.
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3.8 E, Her iki Tiiriin Bir Arada Oldugu Pozitif Denge Noktasmin Topolojik

Siniflandirilmasi

a11a22 a‘22
denge noktasidir. Bu denge noktasina karsilik gelen jakobiyan matris

b, >a,,m kosulu altinda E, = (blazz * Gy =883, B, =8z J denge noktas1 pozitif

1— 5(b1a22 +a, (bz - azzm)) sa, {blaZZ +a,b, - aizazzmj

J (blaZZ + a12b2 —83,8,M bz — azzm] — 8 &;8y
a8, Ay 0 1-5 (b2 - azzm)z
b,
seklindedir.
2a
o, = 2—bzve o, = olarak secilirse, yukaridaki jakobiyan

v b1a22 +a, (bz _azzm)

(bz _azzm)2

matris asagidaki gibi basit bir formda yazilabilir.

1_ 26 23,0

] [b@zz +a,b, —a,8,m 1 b, - azsz - % Ao (3.19)
8,8 8 01— 20
2

(3.19) jakobiyan matrise karsilik gelen karakteristik polinom

F (ﬂ) =22 _iz] (blaZZ +a12b2 — 8y8,M bz _azszﬂ,+det J (blaZZ +a12b2 — 8p8,M bz _azzm]

a8y Ay &8y Ay
(3.20)
dir. Burada
izJ (blaZZ +a12b2 —3,8,M bz _azsz — 2_@_&
a8y, ay 51 52
det J (blaZZ + a12b2 —a,a,,Mm ' bz _azzmj zl_é_g_k 452
a8y, Ay 51 52 5152
seklindedir.
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Karakteristik degerleri ise

20 20
—1-22 1 -1-2¢
4 5, 4 3,

seklinde bulunur.

Teorem 3: Sistem (3.3) iin E, = (blazz 83,0, — 8,8, , b, — azsz denge noktasi
a11a22 a22

() <o, ve d<0, kosulualtinda cukur (sink) veya lokal asimptotik kararli ,

(i) o, <O ve 5, < kosullari altinda kaynak (source) veya lokal asimptotik kararsiz,
(iii) (6 <6, ve 5, <5) veya (5 <8, ve &, <) kosullar altinda yayvan-genis (saddle),
(iv) o =0, veya 6=5, ise hiperbolik olmayandir (non-hyperbolic).

ispat:

(i) J(E,) jakobiyan matrise karsilik gelen karakteristik degerler

A :1—2—5, A, :1_§ seklinde bulunur. Tanim 2.10 (1)’den
62 51
‘1—§ <lve 1—@ <1
% 2
= 1-§ <1 veya 1-§ >-1 ve 1-E<1 veya 1-E >-1
52 52 1 1

esitsizliklerinden 6<d, ve o <o, elde edilir.

(ii) Tanim 2.10 (2)’den

‘1—§ >1ve 1—@ >1
2 1
= 1—§ >1veya1—§<—1 ve 1—@ >1 veya 1—§<—1
52 52 51 1
= 25—5<0 veya o, <0 ve E<O veya o, <o

2 1

0>0,6,>0, 5, >0 oldugu goz dniinde bulundurulursa bu esitsizliklerden

0, <o Ve o, <o eldeedilir.
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(iii) Tanim 2.10 (3)’den

Bir 6nceki incelemelerden;

[6 <6, ve 6, < 5] veya [8, <5 ve 6<6,] elde edilir.
Buise 6, <0 <3, veya o, < <o, demektir.

(iv) Tanim 2.10 (4)’den

‘1—§ =1 veya 1_E =1
52 51
& 1—2—5:1veya 1—E:—1 veya 1—2—5:1veya 1—§:—1
52 52 52 2
= @=0veyagzz veya E:Oveyagzz
0. 1) 1)

2 2 1 1

0>0, 6,>0, 6,>0 oldugundan 6 =0, veya o =J,elde edilir. Ohalde E, denge
noktasi hiperbolik olmayan bir denge noktasidir.
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BOLUM 4
4. NUMERIK CALISMALAR

Bu boliimde, 3.boliimde yapilan teorik ¢alismalarin dogrulugunu gostermek i¢in Maple
12 ve Matlab programlari kullanilarak niimerik simiilasyonlara yer verilmistir.

Ornek 4.1: (3.3) Allee etkili av-avcr modelinde

a,=12
a,=14
a,, =1
b =1
b, =2
m=0.2

alinarak (3.3) sisteminin her iki canlinin bir arada bulundugu pozitif denge noktasi
E, =(2.93,1.8) seklindedir. Boylece

5, =1.234567901
5, =0.5681818182

olarak elde edilir. Burada Teorem 3 (i) den E, denge noktasinin kararli olmasi sartindan,
0<0,ve o<, olacak sekilde ©6=04 olarak segilmistir. Yapilan niimerik
simiilasyonlarda (XO, yo) baslangi¢ noktasi (2,1.5) olarak se¢ilmistir. Allee sabiti

m = 0.2 olarak alinmstir.

Sekil (4.1) de x, vey, av ve avci popiilasyonunun popiilasyon yogunlugunu gosteren
grafik verilmistir. Agiktir ki, E, =(2.93,1.8) denge noktasi lokal asimtotik kararlidur.

34

25
3.2

2.8
=] Vil 157

26

24

05
221

Tame t Tame t

Sekil 4.1 (3.3) denklemi igin (XO, Yo ) = (2,1.5) baslangi¢ kosullar1 altinda yogunluk-

zaman grafigi
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Asagida sirasiyla Ornek 4.2, Ornek 4.3 ve Ornek 4.4 de verilen grafiklerde;

a,=1.7

a,=1.9

a,, =1.9

b =13

h,=2.8
degerleri sabit birakilarak, sadece m Allee sabitinin farkli degerleri altinda kararlilik
durumu incelenmistir.
Ornek 4.2: Allee sabiti m=0.5 i¢in denge noktasi E, =(1.852941176,0.9736842105)
olarak bulunur. Boylece

0, =1.636230825
0, =0.6349206350

olarak elde edilir. Burada Teorem 3 (i) den E, denge noktasinin kararli olmasi sartindan,
0<0,ve o<, olacak sekilde &=0.55 olarak se¢ilmistir Yapilan niimerik
simiilasyonlarda (X, Y,) baslangi¢ noktast (2,0.5) olarak segilmistir. Allee sabiti
m = 0.5 olarak alinmstir.

Sekil (4.2) de x, vey, av ve avci popiilasyonunun popiilasyon yogunlugunu gosteren
grafik verilmigtir. Agiktir ki, E, =(1.852941176,0.9736842105)denge noktasi lokal

asimtotik kararlidir.

25

a1
vl 15

05| 1

!

0.5

02

Tmet Tame t

Sekil 4.2 m=0.5 i¢in yogunluk zaman grafigi
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Ornek 4.3: Allee sabiti m=1 igin denge noktasi E, =(1.294117647,0.4736842105)
olarak bulunur.

Boylece

0, =6.913580246
0, =0.9090909090

olarak elde edilir. Burada Teorem 3 (i) den E, denge noktasinin kararli olmasi sartindan,
0<0,ve o<, olacak sekilde o6 =0.5 olarak secilmistir Yapilan niimerik
simiilasyonlarda ( Xo yo) baslangi¢ noktasi (0.82,0.6) olarak secilmistir. Allee sabiti

m =1 olarak alinmustir.
Sekil (4.3) de x, vey, av ve avci popiilasyonunun popiilasyon yogunlugunu gosteren

grafik verilmigtir. Agiktir ki, E, =(1.294117647,0.4736842105)denge noktasi lokal

asimtotik kararlidir.
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Sekil (4.3) m=1 i¢in yogunluk zaman grafigi
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Ornek4.4: Allee sabiti olan m parametresi m=0.4 olarak segilerek, E, denge noktasi
E, = (1.964705882,1.073684211)Olarak bulunur.

Boylece

0, =1.345636294
0, =0.5988023952

olarak elde edilir. Burada Teorem 3 (i) den E, denge noktasinin kararli olmas: sartindan,
0<0,ve o<, olacak sekilde 6=0.35 olarak secilmistir Yapilan niimerik
simiilasyonlarda (XO, yO) baslangi¢ noktasi (1.5,1.2) olarak sec¢ilmistir.

Sekil (4.4) de x, vey, av ve avci popiilasyonunun popiilasyon yogunlugunu gosteren
grafik verilmistir. Agiktir ki, E, =(1.964705882,1.073684211) denge noktas1 lokal

asimtotik kararlidir.
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Sekil (4.4) m=0.4 i¢in yogunluk zaman grafigi
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