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OZET

SINIR VE SUREKSIZLIiK KOSULLARI HERGLOTZ-NEVANLINNA
FONKSIYONU ICEREN SUREKSIZ KATSAYILI DIRAC OPERATORU
UZERINE

Ebru MISE
Yuksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dah
Damisman: Dog. Dr. Yalgin GULDU
2019 , 84+xi sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢aligmada kullanilan temel bilgi ve kavramlar ile bir boyutta Dirac
sistemi ve Ozellikleri yer almaktadir.

Ikinci boliimde, tez konusuyla ilgili genel bilgiler ile daha &nce yapilmis olan
calismalardan bahsedilmektedir.

Uciincii  boliimde, belirlenen probleme karsilik gelen ve iizerinde igcarpim
tanimlanmis, Hilbert uzay1 olusturulmus ve probleme karsilik gelen operatdr modeli bu
uzay tlzerinde kurulmustur. Ele alman problemin &zfonksiyonlarinin integral
gosterimleri ile bu 6zfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri elde edilmistir. Daha sonra
problemin karakteristik fonksiyonu tanimlanmis ve problemin 6zdegerlerinin reel ve
basit oldugu ispatlamis, normallestirici sayilar tanimlanmaistir.

Dordiincii  boliimda ise Ozfonksiyonlarin asimptotik ifadeleri kullanilarak,
karakteristik fonksiyonun asimptotik fonksiyonu elde edilmistir. Daha sonra probleme
ait Weyl c¢oziimi ile Weyl fonksiyonu tanimlanmistir. Boylece tanimlanan Weyl

fonksiyonuna ve baz1 spektral verilere gore teklik teoremleri ispatlanmaistir.

Anahtar Kelimeler: Dirac operatorii, 6zdeger, 6zfonksiyon, siireksizlik kosullari,

ters problem, Herglotz-Nevanlinna fonksiyonu, Weyl ¢ozimi, Weyl fonksiyonu
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ABSTRACT

ON DISCONTINUOUS DIRAC OPERATOR WITH HERGLOTZ-
NEVANLINNA TYPE FUNCTION IN BOUNDARY AND TRANSMISSION
CONDITIONS

Ebru MISE
Msc Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Do¢. Dr. Yalein GULDU
2019, 84+ xi pages

This thesis consists of four parts.

In the first part, the basic information and concepts used in this study andone
dimensional Dirac system with its properties are included.

In the second part, general information about thesis subject and previous studies
related to this subject are mentioned.

In the third part, the Hilbert space which is corresponding to the determined problem
with inner product defined is formed. Then, corresponding operator model is established
on this space.

The integral equations and asymptotics of eigenfunctions of the problem are
obtained. After that, the characteristic function of the problem is defined and the
eigenvaluesof the problem is proved to be real and simple and normalizing numbers is
defined.

In the last part, the asymptotic Formula of the characteristic function is given by
using asymptotics expressions of eigenfuntions. Then the Weyl solution and the Weyl
function belong to problem are defined. Therefore, some uniqueness theorems are

proved according to the defined Weyl function and some spectral data.

Key Words:Dirac operator, eigenvalue, eigenfunction, transmission conditions,
inverse problem, Herglotz-Nevanlinna function, Weyl solution, Weyl function
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1. TEMEL KAVRAMLAR

Birinci boliimde tezle ilgili temel tanim, teoremler ile bir boyutlu Dirac sistemi ve
onun baz 6zellikleri verilecektir. Bu boliim hazirlanirken E. C. Titchmarsh (1939),
E. A. Coddington, N. Levinson (1955), M. A. Naimark (1968), B. M. Levitan, I. S.
Sargsjan (1970, 1988) kaynaklarindan faydalanilmigtir.

1.1 Temel Tanim ve Teoremler

Tanim 1.1.1: a <t <bve x: [a,b] — R dlgiilebilir bir fonksiyon olsun. Eger

b

(L) / ()2 dt < 0o

integrali mevcut ise z(t) fonksiyonuna, [a, b] araliginda karesiyle Lebesgue anlaminda
integrallenebilir fonksiyon denir ve bu fonksiyonlarin uzay1 L? [a, b] ile gosterilir.

Tanim 1.1.2: f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir zy, noktasinin en az bir §
komsulugunun tiim noktalarinda tiirevlenebilirse, f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analitiktir denir. f(z) fonksiyonu kompleks diizlemin bir W alt kiimesindeki tiim
noktalarda analitik ise f(z)’ye W’de analitik fonksiyon denir.

Tanmim 1.1.3: Kompleks diizlemin tiim noktalarinda analitik olan fonksiyo-
na tam fonksiyon adi verilir.

Tamim 1.1.4: f(z), kompleks diizlemin bir W alt kiimesinde tanimli bir fonksiyon
olmak tizere, Vz € W igin |f(2)| < M; saglanacak sekilde en az bir M, > 0 varsa
f(2)’ye W’da sinirh fonksiyon denir.

Teorem 1.1.5(Liouville): Kompleks diizlemin tamaminda simirli olan tam
fonksiyon sabit fonksiyondur.

Tanim 1.1.6: f(z) kompleks degigkenli herhangi bir fonksiyon, z, ise f(z)’ nin
tamimli oldugu herhangi bir nokta olsun. Eger f(zy) = 0 ise zp noktasimna f(z)
fonksiyonunun bir sifir yeri veya kisaca sifir1 denir.

Eger f(z0) = 0, f'(20) = 0, ..., f™ V(2) =0, fM(2) # 0 ise 2o noktast f(z)
fonksiyonunun n-kath sifir1 diye adlandirilir.

Tanim 1.1.7: f(z), zo noktasinin en az bir komsulugundaki her noktada difer-

ansiyellenebilir ama z,” da diferansiyellenemeyen bir fonksiyon ise zy" a f(z)’ nin

1



ayrik singiiler (aykir1) noktasi denir.

Tanim 1.1.8: 2y, bir f(z) fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: olsun.

i) ZILHQ f(2) limiti mevcut ve sonlu ise zg noktasma f(z)nin kaldirilabilir aykiri
noktasi doenir.

i)

lim f(z) = o0

2—20
ise zo noktasina f(z) nin kutup noktas: (kutup yeri) denir.

Y

iii) lim f(z) limiti mevcut degilse, zp noktasmna f(z)’ nin esas aykiri noktasi

Z—Z20
denir.
Tanim 1.1.9: f(z) bir tam fonksiyon ve
My (r) = max |f(2)]

|z|=r

olmak iizere yeterince biiyiik r’ler icin
M (r) < exp(r*)

esitsizligini saglayan p > 0 sayis1 varsa, f(z) tam fonksiyonu sonlu mertebelidir
denir. Bu esitsizligi saglayan p sayilarinin infimumuna f(z)’ nin mertebesi adi verilir
ve p ile gosterilir.

Tanim 1.1.10: f(z) sonlu mertebeli bir tam fonksiyon olmak iizere yete-
rince biiyiik 7’ler i¢in

M(r) < exp(ar?)

esitsizligini saglayan a > 0 sayis1 varsa f(z) sonlu tipe sahiptir denir.
M(r) < exp(arr) esitsizligini saglayan a sayilarmim infimumuna, f(z) fonksi-
yonunun tipi adi verilir ve o ile gosterilir.

Teorem 1.1.11(Hadamard): Mertebesi p € (0,1) olan her bir f(z) tam

fonksiyonu
= z
= m 1 _ —
f(z) =Cx H ( )

seklinde bir gosterime sahiptir. Burada m, f(z)’ nin orijindeki sifirmin katlihg,

{#n},>1 ise f(2)" nin 0’dan farkli tiim sifirlarmin kiimesidir.



Teorem 1.1.12: f ve g kompleks diizlemin bir B bolgesinde analitik fonksi-

yonlar ve {z,} C B

i) lim z, = 2y € B,

n—oo

if) ¥ igin, f(z) = g(2n)

kogullarimi saglayan bir dizi ise Vz € B i¢in f(z) = g(z) esitligi gegerlidir.

Tanim 1.1.13: n. mertebeden bir lineer diferansiyel ifade

() =po (@) y™ +p1 (2)y™ D+ .+ pa (2)y (1.1.1)

seklinde tamimlanir. Burada pg(z),p1 (x),...,p, (x) fonksiyonlarina diferansiyel
ifadenin katsayilar1 denir.
1
Tanim 1.1.14: «a ve b sonlu sayilar olmak iizere —(), p1(x), ..., py (z) fonksiy-
Po (x

onlar [a,b] araliginda integrallenebilirse (Lebesgue anlaminda) (1.1.1) diferansiyel
1

po ()’

ifadesine regiiler diferansiyel ifade; aksi halde, yani a veya b sonsuz veya
p1(z), ..., pn (x) fonksiyonlarin-

dan en az biri [a, b] araliginda integrallenebilir degilse (1.1.1) diferansiyel ifadesine
singiiler diferansiyel ifade denir.

C™ [a, b], [a, b] araliginda n. mertebeden siirekli tiireve sahip fonksiyonlarin uzay:
olmak tizere bir y € C™ [a, b] fonksiyonunun ve (n — 1) . mertebeye kadar olan tiirev-
lerinin belli bir lineer birlegimi U(y) ile gosterilsin:

U(y) = aoy(a) + a1y (a) + ... + an_1y™ Y (a) + boy(b) + b1y (b) + ... + b1y 1 (b)
ifadesi a;, b; katsayilarina baghdir. Buna gore bu katsayilar degistirilerek farkl
sekillerde U,(y), v =1,2,...,m ifadeleri elde etmek miimkiindiir.

Tanim 1.1.15:

Us(y) =0, v=1,2,....m (1.1.2)

esitliklerine y € C” [a, b] fonksiyonu i¢in a ve b noktalarinda konulan smir kogullar
adi verilir.
Tanim 1.1.16: D ={y € C"[a,b]: U,(y) =0, v=1,2,...,m} kiimesi

tizerinde Ly = {(y) esitligi ile bir lineer operator tammlanir. Bu operatore, (1.1.1)



diferansiyel ifadesi ve (1.1.2) sinir kogullar1 tarafindan iiretilen diferansiyel operator
denir.

Bu tanimdan anlagildigi gibi ayni diferansiyel ifade ile, sinir kogullar1 degisti-
rilerek, farkli operatorler tammlamak miimkiindiir. Ayrica (1.1.2) kosullar: ve-
rilmeksizin de operator tanimlanabilir ki bu, C™ [a, b] iizerinde £(y) ile iiretilen tiim
operatorlerin geniglemesi olur.

Teorem 1.1.17: Kabul edelim ki p;;(z) fonksiyonlar [a,b] de integrallenebilen

(Lebesgue anlaminda) fonksiyonlardir. Bu durumda;
2
Yi = Zpij(l’)yj (t=1,2)
j=1

lineer denklem sisteminin 7 € (a, b) i¢in y; (1) = &,, (i = 1, 2) kosulunu saglayan bir
tek ¢oziimii vardir.(E. A. Coddington, N. Levinson, 1955)

Tanim 1.1.18: )\ bir kompleks parametre olmak {izere,

l(y) =My

- (1.1.3)
U,(y) =0, v=1,m

smir deger probleminin sifirdan farkl bir y(x) ¢oziimii varsa A’ya bu simur deger
probleminin bir 6zdegeri; y(z)’e de X'ya kargilik gelen 6zfonksiyonu denir. (1.1.3)
siir deger problemi ¢ogunlukla /(y) diferansiyel ifadesi ve (1.1.2) sir kosullari
tarafindan iiretilen 6zdeger problemi olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.19: Tanim 1.1.16° da n = m olsun.

y1(z, A), ya(x, A), ...y yn (2, A) fonksiyonlar,

denkleminin

. 0, 2+# jise _
' V(a,\) = Fike  i=Tm
1, 2= ise

baglangic kosullarim saglayan ¢oziimleri olmak {izere,

Ur(yr) - Ui (Yn)
AN = : : (1.1.4)

Un (1) - Un(Yn)

4



determinantina (1.1.3) probleminin veya ona kargilik gelen diferansiyel opera-
toriin karakteristik fonksiyonu denir.

Teorem 1.1.20: (1.1.3) probleminin 6zdegerleri ile A (A)’ nin sifirlar1 ¢akigir.

Tanim 1.1.21: Herhangi bir A dzdegeri A (\)" mn k-kath sifir1 ise &’ ya A
ozdegerinin cebirsel katliligi denir; eger 6zel olarak k£ = 1 ise A\’ ya cebirsel olarak
basit 6zdeger adi verilir.

Uyar: 1.1.22: (1.1.3) probleminde ¢ (y) diferansiyel ifadesinin ya da
U, (y) = 0 sinir kogullarmin katsayilar1 A parametresine bagh segilebilir. Bu du-
rumda daha genel bir 6zdeger problemi elde edilir.(Naimark, 1968)

Tanim 1.1.23: H; ve H, iki Hilbert uzaylari, L : H; — Hy smrh lineer bir
operatér ve D(L) = Hy olsun. Eger L* : Hy, — H; operatorii (Lz,y) = (z, L*y)
sartim saghiyorsa L* operatériine L’ nin eglenigi (adjointi) denir. Eger L = L* ise L

operatoriine 6z eglenik (self-adjoint) operator denir.



1.2 Bir Boyutlu Dirac Sistemi ve Ozellikleri
pir(x) ler (i, k = 1,2) [0, 7] araliginda tamml ve siirekli reel degerli fonksi-

yonlar olmak {izere

po [ @ el ) @) (1.2.1)

p21(x)  paa(w)

bir matris operatorii olsun. y(z) iki bilegenli bir vektor fonksiyonu

T 0 1 1 0
Y2 () -1 0 0 1
olmak tizere
d
B—+P — = 1.2.2
(B4 P@=ar)y=0 (12:2)

denklemi

Yy + p1(T)yr + pra(z)y2 = A (12.2)
=) + P21 (2)y1 + p2a(2)y2 = Ay2
seklinde iki tane birinci mertebeden adi diferansiyel denklemler sistemine denktir.

V() potansiyel fonksiyon, m zerrecigin kiitlesi olmak iizere

p12(x) = par(x) = 0,p11(x) = V(x) + m,paa(x) =V(z) —m
ise (1.2.2") sistemi, relativistic kuantum teorisinde bir boyutlu stasyoner Dirac sis-
temi olarak bilinmektedir. (B. M. Levitan, I. S. Sargsjan, 1970)
Sabit, ortogonal ve normallestirilmis tabana gore iki boyutlu uzayin herhangi

diizgiin ortogonal doniistimii

cos (x) —sing(x)
sinp (x) cosy(x)

H(z) =

seklinde bir matris ile tanimlanir.(B. M. Levitan, I. S. Sargsjan, 1970)
BH =HB

oldugu kolayca goriiliir. (1.2.2) de y = H(x)z doniigiimii yapilir ve her taraf H~* ile
soldan carpilirsa

d
H‘lB% (Hz) + H'PHz = H '\Hz

6



veya

BY o (g8 (H)+ HPH) = = (1.2.3)
dx dx
elde edilir.

Q= Hlei (H)+ H'PH
X

matrisi hesaplanirsa

cosp () sing(x)

H™ (z) = :
—sinp (z) cosp(x)
d [ d@sinel) —¢ @ eosp ()
du ' (x)cosp(x) —¢' (x)sing(z)
15 d
H'B— (H)
_ cosp () sing(z) 0 1 O (z)sinp (x) —¢' (z)cosp (z)
—sing (z) cosyp(x) =1 0 o' (x)cosp () —¢' (x)sinp(x)
N O
0 Y@ )
H'PH
_ cosp () sing(x) p1(x) pra(x) cosp (x) —singp (z)
—sinp (z) cosp(x) po1(x) poa(x) sinp (x) cosy(x)

) ) 1 )
p11¢os? @ + prasin2¢ + paasin® o pracos2p + 5 (P22 — p11) sin2¢
1 . . )
P12 COS 2¢0 + B (p22 — p11)sin2¢  pyysin®  — piosin 2¢ + pag cos?

oldugundan

Q(x): qu(r) q2() _
Q21($) Q22($)

. . 1 .
¢ () 4 p11 cos® @ + prasin 2 + pao sin® ¢ P12 COS 2 + B (P22 — p11) sin 2¢
1 . . .
P12 COS 20 + 5 (P22 — p11) sin 2 ¢’ () + p11sin® ¢ — pra sin 20 + pay cos? @

ifadesi elde edilir. ¢i2(z) = 0 olarak segilirse

P12 (x) cos 2¢ () + % (p22 (%) — p11 (z)) sin2¢ (z) = 0



olur. Buradan eger pi1 (z) # pae (z) ise

= 1arc an 2p12 ()
4 (x) 2 ‘ P11 (ac) — D22 (SC)

olarak elde edilir. Q(z) matrisi,
qu(r) 0 p(z) 0
0 q22 (.I) 0 T‘(l’)

seklinde olur. Buna gore (1.2.3) denklemi

Q(x) =

0 11\d T 0
dz [ P) 2=\ (1.2.4)
~1 0 )dv 0 r(x)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin I. kanonik formu denir.
Simdi Q(z) = q11(z) + gaa(x) = 0 olacak sekilde ¢ (z) fonksiyonu segilsin. Bu-

radan 2¢’ (z) + p11 (z) + pea (z) = 0 olacagindan

¢ (z) = —%/{pu (5) 4+ pa2 (s)} ds

elde edilir. Buna gore (1.2.3) denklemi

oot & + ple) (o) z2 =Mz (1.2.5)
~10 )4\ ql@) —pla)
seklinde yazilabilir. Bu denkleme Dirac denkleminin II. kanonik formu denir. (1.2.2)
denklem sistemlerinin spektral teorisindeki ¢esitli problemleri incelenirken, bu kanonik
formlardan faydalanmak kolaylik saglar. Ornegin; 6zdeger ve 6zfonksiyonlarim asimp-
totik davramglar incelenirken ve de keyfi vektor degerli fonksiyonlarmm (a ve b
gibi sonlu noktalarda homojen siir kosullar altinda) (1.2.2) denklem sisteminin
ozfonksi-
yonlarma gore acihmi incelenirken (1.2.4) kanonik denklemini kullanmak uygun-
dur. Sonsuz aralikta verilmis (1.2.2) denklem sisteminin 6zdegerlerinin asimptotik
davramst ve ters problem incelenirken de (1.2.5) kanonik denklemini kullanmak ko-
laylik saglar.

(1.2.4) kanonik denklem sistemi igin p(x) ve r(z), [0, 7] araliginda reel degerli ve

siirekli fonksiyonlar olmak tizere
o+ {p(x) = A =0, yy + {r(z) = A}y =0 (1.2.6)

8



y1(0)sina + y2(0) cosav = 0 (1.2.7)
y1(m) sin 8 + yo() cos f = 0 (1.2.8)

sinir problemi ele alinsin. Herhangi bir A\ icin bu problemin sifirdan farkl ¢oziimii

A
y(x, Ng) = (Z/1E$, )\0;) olsun. Bu durumda )¢’ a problemin 6zdegeri, y(z, Ag)’ a ise
Y2y Ao
bu 6zdegere karsilik gelen 6zfonksiyon denir.
Lemma 1.2.1: \; # )y olmak iizere \; ve Ay 6zdegerlerine karsilik gelen y(x, A1)

ve z(x, A2) 6zfonksiyonlari ortogonaldir. Yani

/{?/1(907 A)z1(x, Aa) + yo(m, M) ze(2, A2) }dx =0

dir.

Ispat: y(x, A1) ve z(z, \y) fonksiyonlari (1.2.6) sisteminin ¢oziimleri oldugundan

Yo (2, M) +{p(x) = A} (2, M) = 0
i (2, M) ={r(z) = Aitge (2, M) =0
25 (2, A2) +{p(x) — Ao} 21 (2, A2) = 0
21 (x, Ag) — {r(x) — Ao} 2o (z,09) =0

dir. Bu denklemler sirasi ile z1(z, A2), —2o(, A2), —y1(z, A1) ve ya(x, A1) ile garpilir

ve taraf tarafa toplanirsa

% @2(% A1)z1(@, Az) — y1(, A1) za(x, /\2)}
= <)‘1 - )‘2) {yl(xv )\1)21(1’, >\2) + yz(il?a )\1)22(.%, )‘2)}

elde edilir. Son esitlik 0’ dan 7’ ye integrallenirse
(A1 — Ao) / {y1(x, M) z1(x, A2) + ya(x, A1) 2a(x, A2) } d
0

= {ya(z, \)z1 (2, A2) — y1(, M) 22 (2, A2) g

elde edilir. Diger taraftan

{ya(x, M)z (2, A2) — ya(x, M) za(z, )\2)}|g =0

oldugundan

(O — A) / (i (@ M)z (2, M) + (@, M) 2a (2, Ao) b dar = 0
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yada

/yTx)\l (x,\y)dz =0

=]

olur. A\; # Ay oldugundan, y(z, A1) ve z(x, \y) 6zfonksiyonlari ortogonaldir.
Lemma 1.2.2: (1.2.6)-(1.2.8) siur deger probleminin 6zdegerleri reeldir.
Ispat: A\, = u + iv nin kompleks 6zdeger oldugu kabul edilsin. p(z) ve r(x),

[0, 7] araliginda reel degerli ve siirekli fonksiyonlar, «, 3 sayilari reel oldugundan Ay =

A = u — iv sayist da g(x, A) ozfonksiyonuna karsilik gelen dzdegerdir. Dolayisiyla

Lemma 1.2.1° den

/ {93 )T () + 9@ AT M)} dar = 0

ve

/{!yl(mm? +[ys(x, M)} d = 0

olur. Buradan ise y;(z, A1) ve ya(z, A1) 6zfonksiyonlar sifir olur ki bu miimkiin

degildir. Dolayisiyla dzdegerler reeldir.
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2. PROBLEMIN TARIHSEL GELISIMIi

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi bagta matematik olmak tizere fizik ve
mekanigin farkl alanlarinda pek cok yerde kullanilmaktadir. Lineer opera-
torlerin spektral teorisi esasen lineer cebire dayanmakla birlikte ayni zamanda titregim
teorisinin de problemleridir. Lineer cebir ve titresim teorisi problemleri arasindaki
benzerliklerin fark edilmesi ok eski tarihlere dayanir. Integral denklemler teorisinde,
bu benzerliklerden ilk olarak faydalanan D. Hilbert olmugtur. Bu ¢aligmalarin sonu-
cunda once [; daha sonra da genel Hilbert uzayir meydana gelmistir.

Oz eslenik operatorler teorisi; tanimlanan Iy ve H Hilbert uzaylarinda gelis-
meye baglamistir. Ozellikle bu calismalarda ézdegerler, 6zfonksiyonlar, normallestirici
sayilar gibi spektral veriler tanimlanmis ve bunlar igin asimptotik formiiller elde
edilmistir.

Diferansiyel operatorler, regiiler ve singiiler olmak iizere iki smifa ayrilmigtir.
Sonlu tanim bolgesine sahip ve katsayilar siirekli fonksiyonlar olan diferansiyel oper-
atorlere regiiler; tanim bolgesi sonsuz veya katsayilari (birkagi veya tamami) toplan-
abilir olmayan diferansiyel
operatorlere singtilerdir denir.

Ikinci mertebeden regiiler operatorler teorisi giiniimiizde Sturm Liouville teorisi
olarak bilinir. Sonlu aralikta regiiler sinir sartlar: saglanacak sekilde adi diferansiyel
operatorlerin 6zdegerlerinin dagihmi G. D. Birkoff tarafindan XIX. yiizyilin son-
larinda incelenmigtir. Ardindan; F. Rietsz, J. Neumann, K. O. Friedrichs bagta ol-
mak iizere matematikgiler tarafindan 6z eglenik ve simetrik operatorlerin genel spek-
tral teorisi olusturulmus, simetrik operatorlerin biitiin 6z eslenik genislemelerinin
elde edilmesi Neumann tarafindan yapilmigtir.

Singiiler diferansiyel operatorlerin incelenmesine iligkin ve diferansiyel ope-
ratorlerin spektral teorisinde tnemli bir yere sahip olan galigmalar, 1949 yilinda B.
M. Levitan tarafindan yapilmigtir. Farkli singiiler durumlarda diferansiyel operator-
lerin spektral teorisi, 6zdeger ve tzfonksiyonlarin asimptotigi, tzfonksi-
yonlarin tamligi ise R. Courant, T. Carleman, M. S. Birman, M. Z. Salamyak, V. P.
Maslov, M. V. Keldish tarafindan geligtirilmigtir.

Diferansiyel operatorlerin spektral teorisi diiz ve ters spektral problemler olmak
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tizere ikiye ayrilir.

Diiz spektral problemler; verilen operatorlerin 6zfonksiyonlarinin ve spektrum-
larinin aranmasi; ters spektral problemler ise verilen baz verilere gore spektral
karakteristikleri bu diziler olan operatoriin kurulmasi ile ilgilenmektedir. Bu konudaki
baz1 calismalarda verilen spektral karakteristiklerin operatorii tek sekilde belirledigi,
ters problemin ¢oziimii i¢in verilen teklik teoremlerinde gosterilmis; bazilarinda ise
verilen spektral karakteristiklere gore operatoriin nasil kurulacag: arastirilmigtir.

Ters problemler teorisi; operatorlerin spektral analizi ve fonksiyonel analizin yani
sira fizik, mekanik, jeofizik, elektronik ve metalurji gibi farkl bilim dallarinda énemli
bir yere sahiptir. Homojen olmayan telin, onun 6z titregimlerine gore yogunlugunun
hesaplanmasi, kuantum fiziginde sacilma verilerine gore alan potansiyellerinin bu-
lunmasi, jeofizikte yeralt1 madenlerinin ve yeraltindaki elementlerin dagilim karak-
teristiklerine gore belirlenmesi problemlerinin herbiri, spektral analizin ters prob-
lemlerine birer 6rnek teskil eder.

Literatiirde, ikinci mertebeden

- <p(x)%) +q(@)y = dw(z)y (2.1)

diferansiyel denklemine Sturm-Liouville denklemi; bu denklem ve farkl bir takim
sinir kogullar1 tarafindan iiretilen operatorlere Sturm-Liouville operatorleri; bu op-
eratorler icin konulan spektral problemlere ise Sturm-Liouville problemleri denir.

Sturm-Liouville problemleri birgok somut uygulama alanina sahiptir.

2 2
Tunt) L IUBD V(1) =0 )
seklindeki Schrodinger dalga denklemi bu uygulama alanina bir 6rnektir. Burada
u(z,t) pargacigin dalga fonksiyonu, V(x) potansiyel alan, m parcacigin kiitlesi ve
h Planck sabitidir. E, u'nun konumuna kargilik gelen enerji seviyesi olmak {iizere

yukaridaki denklemde
u(w, t) = eVPy(x)

doniisiimii yapilirsa,

—y' +—V(2)y = —FEy (%)



Sturm-Liouville tipinde denklem elde edilir.

Sturm-Liouville problemlerine bir bagka 6rnek olarak telin titresimi denklemi
verilebilir. p(z) telin x noktasindaki gerilimini; w(z) yogunlugunu; ¢(z) ise geri
cagirict kuvvet katsayisini belirtmek {izere bu denk-
lem agagidaki sekildedir:

5 (p0 25— gtayutie ) = w5

Bu denklemin ¢oziimii,

u(x,t) = y(x)sin VAt

seklinde aranirsa, yeni aranan y(z) fonksiyonunun (2.1) Sturm-Liouville denk-
lemini saglayacagi kolayca goriiliir.

Sturm-Liouville operatorlerinin spektral teorisine ait ilk sonuclar Bernoulli, D’ Alambert,
Euler, Liouville ve Sturm tarafindan verilmistir. 1830’ lu yillarda Sturm ve Liou-
ville tarafindan, baz1 belirli kogullar altinda (2.1) denklemini ve belli sinir kogullarini
saglayan sifirdan farkli y(z) ¢oziimlerinin varhigina olanak saglayan A\ 6zdegerlerinin
ayrik bir kiime olugturdugu ispatlanmigtir.

Diferansiyel operatorler icin ters spektral problemler teorisinin baglangici sayilan
ilk caligma V. A. Ambartsumyan’ a aittir. 1929 yilinda Ambartsumyan, Sturm-
Liouville problemleri icin ters problemlerle ilgili agagidaki teoremi ispatlamigtir:

Teorem 2.1(Ambartsumyan, 1929): ¢(z), [0,7] araliginda gercel degerli

siirekli bir fonksiyon olmak tizere \g, A1, -+, A,, - sayilar
y'+{A—a(@)}ty=0 (2.2)
y'(0) =y'(m) =0 (2.3)

probleminin 6zdegerleri olsun. Eger A\, = n? (n=0,1,...) ise q(x) = 0 dir.

V. A. Ambartsumyan’ in bu ¢alismasindan sonra ters problemler teorisinde cesitli
problemler ortaya gikmugtir. V. A. Ambartsumyan’ m bu sonucu zdegerlerin ¢(x)
fonksiyonunu tek sekilde belirleyebilecegini akla getirse de bunun genel durumda
dogru olmadigr G. Borg tarafindan 1945 yilinda ispatlanmigtir. Dolayisiyla aslinda

V. A. Ambartsumyan’ i bu sonucu istisnai bir durum olarak degerlendirilmektedir.
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Borg, bu galismasinda {A,.},~, ve {1}, dizilerinin verilen operatériin farkh spek-
trumlar1 oldugunu kabul ederek, operatorii bu diziler yardimiyla belirlemektedir. Bu
sonu¢ asagidaki teoremle ifade edilmistir:

Teorem 2.2(Borg, 1945): h, h; ve H sonlu gergel sayilar olmak iizere,
Aoy ALyt A, oo ler (2.2) diferansiyel denklemi ve

y'(0) — hy(0) =0 (2.4)

y'(m) + Hy(m) =0 (2.5)

siir kogullar ile verilen problemin; g, oy, , i, - -+ ler ise (2.2) denklemi, (2.5)
ve

y'(0) = huy(0) =0 (h # 1) (2.6)

siir kosullariyla verilen problemin ézdegerleri olsun. O halde {\,}n>0 ve {1, }n>0
dizileri ¢(z) fonksiyonu ile h, hy ve H sayilarim tek olarak belirler.

Bu galigmalardan sonra ¢(x) potansiyel fonksiyonu icin ¢(7 —x) = ¢(z) simetrik-
lik kosulu saglandiginda bir spektrumun Sturm-Liouville operatoriinii belirledigi N.
Levinson (1949) tarafindan ispatlannmigtir. Bununla birlikte N. Levinson tarafin-
dan, negatif 6zdegerlerin mevcut olmadigi durumlarda sac¢ilma fazinin potansiyeli
tek olarak belirledigi de gosterilmigtir.

Sturm-Liouville denkleminin incelenmesi siirecinde kullanilan metotlardan biri
de doniisiim operatorii kavrami olmustur. Doniistim operatorii kavrama,
operatorlerin genellegtirilmiy Stelemesi teorisinde J. Delsarte (1938), J. Delsarte,
J. Lions (1957) ve B. M. Levitan (1964) tarafindan verilmigtir. Sturm-Liouville
denklemleri igin doniigiim operatoriiniin yapisi ise ilk olarak A. V. Povzner (1948)
tarafindan incelenmigtir.

IT. mertebeden lineer diferansiyel operatorler icin ters problemler teorisinde, bir
sonraki en 6nemli agamalardan birisi V.A. Marchenko tarafindan kaydedilmistir.
V.A. Marchenko, 1950 yilinda ters problemlerin ¢oziimii i¢in Sturm-Liouville oper-
atoriiniin spektral fonksiyonundan yararlanmigtir.

¢(x, \) fonksiyonu (2.2) diferansiyel denkleminin

©(0,\) =1, ©'(0,\) =h (2.7)
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baslangi¢ kosullarim saglayan ¢oziimii, ¢(x, \,) = ¢, () fonksiyonlar: ise bu oper-

atoriin ozfonksiyonlari olsun. Bu durumda

™

Q, = /@2(x,)\n)d:c (2.8)

sayilar1 verilen operatoriin normallestirici sayilari,

p(\) = Z ozin (2.9)

An<A

fonksiyonu ise bu operatoriin spektral fonksiyonu olmak iizere V.A. Marchenko
tarafindan, G. Borg’ un ispatladigi teoremin benzeri; p(\) spektral fonksiyonu yardimiyla
ispatlanmigtir. Bununla birlikte bu caligmada, Sturm-Liouville tipinde bir diferan-
siyel operatoriin spektral fonksiyonunun p(\) olmasi igin gerek ve yeter kosul ver-
ilmigtir. V. A. Marchenko’ nun bu ¢aligmalar ile aym zamanlarda M.G. Krein(1951,
1954) tarafindan, Sturm-Liouville tipindeki diferansiyel operatorii
{An}n>0 ve {1, }n>0 dizilerine gore belirleyebilmek igin ¢aligmalar yapil-
migtir.

1951 yilinda I. M. Gelfand ve B. M. Levitan tarafindan, p(\) monoton fonksiy-
onunun Sturm-Liouville operatoriiniin spektral fonksiyonu olmasi icin gerekli ve
yeterli sartlar verilmigtir.

Ayrica bu galigmada, klasik Sturm-Liouville operatoriiniin {\, },>0 ve {an}n>o
dizilerine gore belirlenmesi ic¢in, A, 6zdegerlerinin ve «a,, normallestirici sayilarinin
saglamasi gereken asimptotik esitlikler gerekli ve yeterli kosul olarak verilmistir.

Bu caligmalarda iki spektruma gore ters problemin tam ¢oziimii verilmemistir.
Fakat regiiler Sturm-Liouville operatoriiniin iki spektruma gore belirlenmesi prob-
lemi M.G. Gasymov ve B. M. Levitan’ in (1964) ¢alismasida verilmigtir.

Diger taraftan araligin i¢ noktasinda siireksizlige sahip Sturm-Liouville problem-
leri ile ilgili ilk caligma H. Hald’a aittir (1984). Bu galismada Hald tarafindan, klasik
sinir kogullar1 altinda diiz ve ters spektral problemler ele alinmig ve operatoriin bir
ozdeger dizisinin ve araligin ilk yarisinda ¢(z) fonksiyonunun bilinmesi halinde op-
eratoriin tek olarak belirlenebilecegi gosterilmistir.

C. Willis’ in (1985) caligmasinda ise klasik sinir kogullarina sahip, verilen

aralikta iki noktada siireksizlige sahip Sturm-Liouville operatorii icin ters problem
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incelenmigtir. V. A. Yurko (1998), R. Kh. Amirov, V. A. Yurko (2001) galigmalar
araligin i¢ noktasinda siireksizlige sahip operatorler igin diiz ve ters problemleri
icermektedir.

R. Kh. Amirov’ un (2006) ¢aligmasinda ise verilen Sturm-Liouville operatriiniin
belli baglangi¢ ve siireksizlik kogullarin1 saglayan ¢oziimlerinin integral gosterimleri
elde edilmigtir. Buna ek olarak bu calismada operatoriin spektral 6zellikleri ile bu
spektral ozelliklere gore ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri ispatlanmigtir.

R. Kh. Amirov, N. Topsakal (2008), R. Kh. Amirov, N. Topsakal, Y. Giildii
(2010), Q. Yang, W. Wang (2011) calismalarinda da verilen aralikta siireksizlige
sahip operatorler i¢in diiz ve ters problemler ele alinmigtir.

Diger taraftan, spektral parametreye bagl sinir kogullari ise ilk olarak S. D. Pois-
son(1820) ve ardindan D. S. Cohen (1966) tarafindan incelenmigtir. M. A. Naimark
tarafindan ise, "Linear Differential Operators"(1968) kitabinda sinir kosullarimin
parametreye bagh oldugu 6zdeger problemleri tanimlanmig ve bu tiir problemlere
genellestirilmis 6zdeger problemi adi verilmisgtir. Bu tip problemler (2.4) ve (2.5)
sinir kosullarinin birinin veya her ikisinin katsayilarimin A parametresine baglan-
masiyla elde edilir. Ornegin, a(\) ve b(\) herhangi iki fonksiyon olmak iizere,

y'(m) + Hy(m) = 0 kosulu
a(A)y(m) +b(A)y'(m) =0 (2.10)

seklinde yazilirsa parametreye bagh bir sinir kogulu elde edilir. Eger burada a()) ve
b(\) fonksiyonlart A\’ min lineer (dogrusal) fonksiyonlar: ise sinir kogulu parametreye
lineer sekilde baghdir denir.

Sinir kosullar1 parametre igeren 6zdeger problemleri sirasiyla J. Walter (1973),
A. Schneider (1974) tarafindan incelenmigtir. Diger taraftan Sturm-Liouville oper-
atorii igin (2.10) tipinde smir kogulu ilk olarak C. T. Fulton(1977, 1980) tarafindan
incelenmigtir. Fulton’ un bu ¢aligmasinda, probleme karsilik gelen operator tanim-
lanarak, bu operator yardimiyla, problemin 6zdegerlerinin reel ve cebirsel olarak
basit olmasi gibi baz1 énemli tzellikler elde edilmistir. Ayrica siir kosullar: lineer
sekilde parametre igeren diiz problem 1994 yilinda Oktay Mukhtarov tarafindan in-
celenmigtir. O. Sh. Mukhtarov, M. Kadakal, N. Altimgik (2003), N. Altimgik, M.
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Kadakal, O. Sh. Mukhtarov (2004), Z. Akdogan, M. Demirci, O. Sh. Mukhtarov
(2005) galigmalarinda, sinir ve siireksizlik kogullari lineer gekilde parametre iceren
Sturm-Liouville operatérii igin diiz problem incelenmigtir. N. J. Guliyev (2005)
caligmasinda ise bir sinir kogulu parametreye lineer gekilde bagh ters Sturm-Liouville
problemi i¢in, Gelfand-Levitan-Marchenko tipinde esas denklem elde edilip, bu prob-
lemin tam ¢oziimii verilmigtir. Bununla birlikte, R. Kh. Amirov, B. Keskin ve A.
S. Ozkan(2009), R. Kh. Amirov, N. Topsakal, Y. Giildii (2011), B. Keskin, A. S.
Ozkan, N. Yalcin (2011), A. S. Ozkan,B. Keskin (2012) ve benzeri bir takim galigma,
lineer kosullarla ilgili diiz ve ters spektral problemleri icermektedir. Ayrica bu calis-
malarin bazilarinda parametreye baglh sinir kogullarinin yanisira aralikta siireksizlik
kosullar1 da bulunmaktadir.

Son zamanlarda ise daha ¢ok a(X) ve b(\) fonksiyonlarimin A\’ ya tam fonksiyon
veya polinom seklinde daha genel olarak bagh oldugu durumlar arastirilmaktadir.
a(A) ve b(A)’ mn keyfi birer polinom oldugu durum ilk olarak E. M. Russakovskii
(1975) tarafindan incelenmistir. Bu ¢alismada problemin teorik operator ifadesi ve
ozdegerlerinin onemli ozellikleri arasgtirilmistir. Bu tiir operatorler icin diiz prob-
lemler yaygin olarak caligilmasina ragmen ters problemler son zamanlarda dikkat
gekmeye baglamigtir. a(X) ve b(A) fonksiyonlarmin gesitli durumlarima gore diiz
veya ters spektral problemler; P. Binding, P. J. Browne, K. Seddighi (1993), Zh.
Ben Amara, A. A. Shkalikov (1999), N. Yu. Kapustin (1999), P. Binding, P. J.
Browne, B. A. Watson (2000), N. B. Kerimov, V. S. Mirzoev (2003), P. Binding, P.
J. Browne, B. A. Watson (2004) basta olmak iizere bir¢ok matematik¢i tarafindan
incelenmigtir. P. A. Binding, P, J. Browne ve B. A. Watson (2008) ¢aligmasinda,

—y" +q(x)y =Ny

y(0)cosa =y (0)sina a € [0, ) (2.11)
/ N b
(1) =a\+b— d

(1) ;/\—ck

problemi ele alinmig ve bu problem i¢in 6zdegerlerin varligi , asimptotigi ile 6z-

fonksiyonlarin salinimi ve bu tip problemler arasindaki doniisiimler incelenmistir.
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Chernozukova ve Freiling (2009) tarafindan (2.11) problemi

4" +q(z)y = Ny
a(N)y(0) +b(N)y'(0) =0 (2.117)
c(Ny(m) +d(N)y'(r) =0

seklinde genellestirilmistir.

G. Freiling, V. A. Yurko (2010) ¢aligmasinda, (2.11") tipindeki smir kosullarina
sahip Sturm-Liouville operatorii icin diiz ve ters problemler incelenmistir.

A. S. Ozkan (2012) caligmasinda ise (2.11) tipinde smir kosullarma ve sonlu
aralikta bir noktada siireksizlige sahip Sturm-Liouville operatorii icin diiz ve ters
problemler aragtirilmigtir.

Simdi, Dirac operatoriiniin spektral teorisinden bahsedilecek olursa; Dirac op-
eratoriiniin spektral analizi ile ilgili ilk ¢ahigmalar, H. E. Moses (1957), F. Prats,
J. Toll (1959) ile M. G. Gasymov, Dzhabiev (1975), E. S. Panakhov (1985) basta
olmak iizere bircok fizik¢i ve matematikci tarafindan yapilmistir. Dirac operatorii
i¢in (0, 00) yar1 ekseninde spektral fonksiyona gore ters problem M. G. Gasymov ve
B. M. Levitan (1966) tarafindan ¢oziilmiigtiir. Bu galismada p(z) ve ¢(x), [0, 00)

yarl ekseninin her sonlu alt araliginda siirekli, reel degerli fonksiyonlar ve

g [0 g (@ w@ ) [ e
-1 0 q(z) —p(x) ya(z, \)
olmak tizere
Bj_i +Q(z)y=X\y, 0<z<o0 (2.12)
y1(0) =0,  wa(m) + Hyi(m) =0 (2.13)
(11(0) =0, yo(m) + Hiya(m) =0 Hy # H) (2.13")

sinir problemi ele alinmigtir. Bu durumda

901<x7 )‘)

90(1" )‘) =
@2(1‘7)‘)
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(2.12) denkleminin
Qol([)? /\) =0, SOZ(())/\) =—1

baglangi¢ kogullarimi saglayan ¢oziimii, monoton artan p(\)
(—o0 < A < o0) fonksiyonu (2.12), (2.13) probleminin spektral fonksi-

yonu ve her f(z) € Ls(0, 00) fonksiyonu igin
RN = [ £ @)eleda
0

seklinde iken

tim [ (PN — BN} dp() = 0
olmak {izere Oo_ -
/ 17 (@) (@) = / FX(N)dp(N)

Parseval egitliginin saglandigi gosterilmistir.
Ayrica bu ¢aligmada asagida verilen sonuclar da elde edilmistir:

Teorem 2.3: 0 (\) = p(\) — A ve
7r

o0

0 (1 —cosAx) /A [1—cosAy — sin Ay
Flz,y) = (9x(9y/< —sin Az/\ > < A A >dp()\)

— 00

olmak tizere y < z i¢in K (z,y) matris fonksiyonu
Plag) + Kag) + [ K(o.s)F(s,)ds =0
0

integral denklemini saglar.
Teorem 2.4: Eger p ()\) fonksiyonu
1. g(z) € Ly (0, 00) sonlu keyfi vektor fonksiyon ve

o0

G\ = / g" (x)s(z, \)dz =0, s(x,\) = <_SICI;: ix)
olmak tizere 0o
JCEOIEET
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ise g(z) =0 ve

2. 0N)=p(\) — %, c(x, ) = ((l:s(;rols/\);/))\/A) olmak iizere
flag) = [ ele e (g A ()

matris fonksiyonu ikinci mertebeden siirekli f”(z,y) = F(x,y) tiirevine sahip olma
sartlarii saglarsa bu durumda her sabit x > 0 igin (2.14) denklemi her iki degigke-
nine gore siirekli olan bir tek K (z,y) ¢ozlimiine sahiptir.

Teorem 2.5: (Q)(z) siirekli matris fonksiyonu olmak iizere, monoton artan p (\)
fonksiyonunun (2.12) ve (2.13) sinir deger probleminin spektral fonksiyonu olmasi
icin gerek ve yeter sart

1. Eger g(x) € Ly (0, 00) sonlu keyfi vektor fonksiyon ve

o0

G\ = / g' (x)s(w, \de =0, s(z,A) = (jg;j ix)
olmak tizere 0 o
/G2 (N dp(A) =0

ise g(z) =0 ve

o) = [ o (r0-2)

—00

matris fonksiyonu Fi;(z,0) = F(z,0) = 0 olmak {izere ikinci mertebeden siirekli
f"(x,y) = F(x,y) tiirevine sahip olma kogullarinin saglanmasidir.

Iki spektruma gore regiiler Dirac operatériiniin belirlenmesi problemi ise M. G.
Gasymov ve T. T. Dzhabiev (1975) tarafindan yapilan ¢aligmada ele alinmigtir. Bu
calismada agagidaki teoremler ispatlanmigtir:

Teorem 2.6: {\,}>=_ ve {u,}>°, dizileri sirasi ile (2.12), (2.13) ve (2.12), (2.13)

problemlerinin 6zdegeri ise bu durumda

o0

_H - H A= Ay
[ = An 27 My = My,

O , n=0,F1,F2,...

dir. Burada H/ sembolii sonsuz carpimda k = n. ¢carpanin bulunmadigini gosterir.
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Teorem 2.7: p(z) ve q(z), [0, 7] araliginda tanimlanmig reel degerli fonksi-
yonlar ve k. mertebeden tiirevleri Ly (0, 7)’ ye ait olacak sekilde, {\,,}*° ve {u,,}*°,
dizilerinin sirasi ile (2.12), (2.13) ve (2.12), (2.13’) problemlerinin spektrumlar: ol-
masi icin gerek ve yeter sart agsagidaki kogullarin saglanmasidir:

1. {2, ve {u,}*°, sayilarmin sirall olmasi yani

<Ay <, <A1 < o< A< pg <A< < A <, <

saglanmasi,
o0 (e o]
2. a# [3,0< B, a<7mve Z i |” ve Z |Bn,k’2 serileri yakinsak olmak
n=—oo n=—0oo
uzere
a o« Q-1 o
Ay =ik — il Ry
T n n n
1, B
ppmn— BBy Pe | P
T n

k-1 nk
esitliklerinin gegerli olmasi.

Dirac operatorii igin dzfonksiyonlarin tamligi, Cauchy probleminin ¢oziimii, 6z
eslenik olma durumunda spektrumun diskretligi ve siirekliligi, regiilerize izin hesa-
planmasi, periyodik ve antiperiyodik problemler, agilim teoremleri, 6zfonksiyonlarin
asimptotigi, 2n mertebeli Dirac denklem sistemi icin ters sagilma problemi, kis-
men c¢akigsmayan iki spektruma gore ters problemler; B. W. Roos, W.C. Sangren
(1961), V. V. Martynov (1965), M. G. Gasymov (1966), I. S. Sargsjan (1966), E.
Abdukadyrov (1967), S. G. Veliev (1972), M. O. Otelbayev (1973), F. G. Maksudov,
S. G. Veliev (1975), C. Quigg, J. L. Rosner, H. B. Thacker (1978), H. Grosse, A.
Martin (1979), W. D. Evans, B. J. Harris (1980), B. J. Harris (1983) ve B. Khasanov
(1994) tarafindan incelenmistir.

R. Kh. Amirov 'un (2005) ¢aligmasi, siireksiz Dirac operatorii igin diiz ve ters
spektral problemleri icermektedir.

Y. Giildii (2006) doktora tez galigmasinda ise araligin i¢ noktasinda siireksizlige
sahip Dirac operatorii i¢in diiz ve ters problemler aragtirilmigtir.

Dirac operatorii i¢in parametreye bagh sinir kosullar1 son yillarda ¢alisilmaya

baglanmgtir. Ornegin, R. Kh. Amirov, B. Keskin, A. S. Ozkan (2009) ¢alismasinda,
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sonlu aralikta stirekli ve ikinci sinir kogulu lineer sekilde parametreye bagh Dirac
operatorii icin diiz ve ters problem incelenmigtir.

2011 yilinda B. Keskin ve A. S. Ozkan tarafindan sonlu aralikta bir noktada
stireksizlige sahip ve sinir ile siireksizlik kogullar1 lineer sekilde parametreye bagh
Dirac operatorii i¢in diiz ve ters problemler incelenmistir. Bu problem icin kargilik
gelen operator modeli kurulmus, 6zfonksiyonlarin asimptotigi elde edilmis, Weyl
fonksiyonu tanimlanmis ve baz teklik teoremleri ispatlanmigtir.

2011 yilinda A. S. Ozkan ve R. Kh. Amirov tarafindan sonlu aralikta bir nok-
tada stireksizlige sahip ve ikinci simir kogulunda lineer olmayan sekilde parametre
bulunduran Dirac operatorii igin diiz ve ters problemler incelenmis, bu probleme
karsilik gelen operatér modeli kurulmus, 6zfonksiyonlarin asimptotigi elde edilmis
ve baz1 teklik teoremleri ispatlanmigtir.

2013 yilinda B. Keskin tarafindan sonlu aralikta sonlu sayida siireksizlik nok-
tasina sahip, ikinci simir kogulu ile siireksizlik kogullarinda lineer olmayan sekilde
parametre bulunduran Dirac operatorii igin diiz ve ters problemler incelenmistir.

2015 yilinda Chuan Fu Yang tarafindan sonlu aralikta bir noktada siirek-
sizlige sahip ve her iki sinir kogulu lineer olmayan, siireksizlik kogulu ise lineer gekilde
parametre iceren Dirac operatorii icin diiz ve ters problemler incelenmistir.

2015 yilinda A. S. Ozkan tarafindan sinir kogullarinda Herglotz-Nevanlinna tipinde
fonksiyonlar iceren Sturm Lioville problemi c¢aligilmigtir.

2016 yilinda ise Y. Giildii tarafindan sonlu aralikta iki noktada siireksizlige sahip
ve her iki sinir kosulu ile siireksizlik kogullar: lineer sekilde parametre iceren Dirac
operatorii igin diiz ve ters problemler incelenmigtir. Ayrica bu problem i¢in Green
fonksiyonu elde edilmigtir.

2016 yilinda M. Arslantag tarafindan sonlu sayida siireksizlik noktasina sahip
siireksiz katsayili Dirac operatorii i¢in diiz ve ters problemler isimli doktora tez
calismasi yapilmigtir.

2017 yilinda Y. Giildii, A. S. Ozkan tarafindan simir kosulu Herglotz Nevanlinna

tipinde fonksiyon igeren Dirac operatorii icin ters problem calisilmigtir.
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3. PROBLEMIN KONUMU VE SPEKTRAL OZELLIKLERI

Asagida verilen Dirac diferansiyel denklemi ile sinir ve siireksizlik kosullar1 tarafin-

dan tiretilen L siir deger problemi ele alinsin:

Lly(z)] == By (z) + Q(2)y(x) = My(x), = € [a, 1], (3.1)
U(y) :=ya(a) + fi(N)yi(a) =0 (3.2)
V(y) = ya(b) + f2(M)y1(b) =0 (3.3)

Y1 (wz + 0) = ;Y1 (wz — 0)
yo(w; +0) = a;lyz(wi —0) 4+ hi (N) y1(w; —0)

Buada 5 — | 0 1 0le) = p(z)  q(x) y(z) = v () |

10) g(z) —p) |’ e

p(z), q(x) reel degerli La(a,b) simifina ait fonksiyonlar, A spektral parametre,

a=wy < w <wy <ws=Db, a; ler pozitif reel sayilar,

fzk

fi(A) = ah+b; — ZA - (i=1,2) (3.5)
hi (A) = maX + n; — Zxﬁk (i=1,2) (3.6)

olup a;, b;, fir, gir, mi, i, s ve ty reel sayilar, a; < 0, fixp < 0, as > 0, for >
0,m; >0, u >0 ve g < gio < ... < gini, ti1 < tig < ... < t;p; dir.

Burada f;(A\) = oo olursa, (3.2) ve (3.3) kogullar1 y;(a) = y;1(b) = 0 bigiminde
Dirichlet kogullarmma doniigiir. Bunun diginda, (3.4) kosulunda, h; (A) = oo olursa,
(3.4) (i = 1,2 sirasima gore) siireksizlik kogullar:

y1(wz +0) = agyi(ws — 0) , ya(ws + 0) = oy 'ya(wz — 0) + hy (A) y1(ws — 0)

ve

y1(w1+0) = aryr (w1 —0) , y2(wi +0) = ay ' ya(wi —0) +h1 (A) y1 (wi —0) kogullarma

doniisiir.

H := Ly(a,b) ® Ly(a,b) @ CMHL @ CN2+t @ Ch g CP2H uzaym ele alalim ve
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bu uzaya ait Y elemani
Y = (y1(x), y2(x), 7,m, 5,7) bigiminde olup

T = (}/17}/27 e 7YN1>YN1+1)

n= (Lla L27 ) 7LN27LN2+1>

= (Ri,Rs,...,Rp,Rp 1)
7= (‘/17‘/27 .- '7VP27VP2+1) dir.

Burada H uzayy; Y = (yi(2), y2(), 7,7, 8,7) ve
Z = (21(x), 2o(x), 7,1, 5',7") bu uzaym elemanlar olmak {izere,

tizerinde
< Y, Z>i= / (. A + w7y @)de

= e —
YN1+1YN1+1 + LN2+1LN2+1

d + —Rp 1Ry,
my 1 Pi+1

aq (05}
N, 1
+ vpﬁlv}; o+ Z VAT ( >
fllc
Ll <~ RRE & VWV
[0 (8]
Z f% ; ' U1k Z 2 Uk

bi¢ciminde tanmimli bir Hilbert uzayidir.

Bu H Hilbert uzay1 tizerinde tanim kiimesi
D(T) ={Y € H : y1(2), y2(z) € AC (a,b),

ly € Ly (a,b), yi(w") = cuyn(w; ),i = 1,2

Vi1 := —a1y1(a), Lyt := —azyi(b),

Rpy 1 := —muyi(wy ), V1 i= —mayi(wy )}

olan 1" operatorii tanimlansin oyle ki
TY = (ly, TT,Tn, TG, T)

91.Y: — fuwni(a), i =1, N,
dir. Burada, T'7 =TV, = Ny .
ya(a) + biyi(a) + ZYk, i=N+1
k=1
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921 7 fQZyl( ) 1= 1;N2
Tn=TL;, = N2
Ya(b) + bay1 (b) + ZLk, t=Ny+1

=1
t1i R —uyr(wy ), i =1 Pl

—ya(w)) + o7 'y (wy) + nayn (wy) + ZRk, i=P +1
k=1
toiVi — ugitn(wy ), 0 = 1, P
Ty=TV, = ) Py
—y2(w3) + a5 'y (w3 ) + noyr (wy) + ZVk, i=P+1
k=1

seklindedir. Buna gore TY = \Y esitligi D(T") C H tanim kiimesi altinda (3.1)-(3.4)
problemine kargilik gelmektedir.

Teorem 3.2: T operatoriiniin dzdegerleri ile (3.1)-(3.4) probleminin 6zdegerleri
cakigir.

Ispat: )\, T operatoriiniin 6zdegeri olsun ve

Y(l’) = (yl(x)’?ﬁ(x)ﬂ_vn»ﬂ,’y) cH

A ya karsilik gelen 6zvektor olsun. Y € D(T') oldugundan
y1(w; +0) — i (w; — 0) = 0 saglamir. Ayrica TY = AY esitligi kullamlarak ilk
olarak fy(x) = \y(x) saglanir. Diger taraftan,

TT:TYl: Y flzyl()—/\}/zyl_l Nl
TYN 41 = y2(a) + biyr(a) + ZYk = —a1y1 (@) A

TT] TL = 921 i leyl( ) = )\L’n 1= 1 N2

TLyyp1 = ya(b) + bay1(b) + ZLk = —agy; (b) A
TB=TR; =t;R; — Ulzy1(w1 ) i=1,P

1
TRp1 = —y(wi) + oy ye (wi) + mayr (wy) + ZRk = —my (wy) A

k=1
Ty =TV; =ty Vi — ugsn (wy ), i = 1, Py

Py
TVp,41 = —ya(w3) + a3 ys (w3 ) + noyr (wy) + ZV’“ = —mayr (w3 ) A

k=1
olup, boylece L probleminin (3.2)-(3.3) s kosullar1 ve (3.4) siireksizlik kogulla-

rinin saglandigr goriiliir.
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Diger taraftan, eger A = gi (i = 1,2 ve k = {1,2,... N;}) T operatériiniin bir
ozdegeri ise, bu durumda, yukaridaki egitlikler ve T tamim kiimesinden, (3.1) den-
klemi yy(a, g1x) = 0, y1(b, gar) = 0 esitlikleri ve (3.4) siireksizlik kogullar1 saglanir.

Ayrica, A =t (1 = 1,2 ve k = {1,2,... P;}) T operatoriiniin bir 6zdegeri olursa,
bu durumda, yukaridaki esitlikler ve 7" tamim kiimesinden, (3.1) denk-
lemi, (3.2) , (3.3) kogullar1 ve y;(w; ,t) = 0 = yi (w;", tix) gegerlidir.

O halde, A\, L probleminin de bir 6zdegeri olur.

x
Tersine A\, L probleminin bir 6zdegeri ve w(@) , N'ya karsilik gelen 6z-

2169
fonksiyon olsun.

Eger A # g (i=1,2ve k={1,2,...N;}) ve AN # ty, (i=1,2ve k ={1,2,... P})

ise, Ly = Ay olacagindan, A\, T" operatoriiniin bir tzdegeri ve

b
Y = <yl($)7y2($)» gljili)\yl(a)7 glj;li)\yl(a)7 LR g“\l,ivi)\y1<a)7 —a1Y1 (CL) )

J
gi%yl (b)’ 92];23)\yl<b)> AR gQJ\Q,;Vi)\yl (b)a —a2Y1 (b) )
psyn(wi ), 525 (wy), - sy (wy), —mag (wy),
t;iz_l)\yl(w;% t;%yl@u;); BRI t:f;z)\yl(w;)? _m2y1(w5)>

A’ ya kargilik gelen 6zvektor olur.

Eger A = g1 (k ={1,2,... N1}) olursa, bu durumda
Y — (yl(x)7y2(x)7§/l7§/27 CRC 7YN17 07 L17 L27 oo 7LN27 LN2+17 Rl; R27 DN} RP17 RP1+17
0, i £k
Vi,Va, ..., Ve, Vp,i1), Y = ,1=1,2,..., Ny vektorii, g1, va karsilik

—y(a),i=k
gelen ozvektordiir.

Eger A = go (k = {1,2,... Na}) olursa, bu durumda
Y = (y1<l‘),y2<x), }/'1,}/2’ s 7YN1a YN1+17 L1> L27 s 7LN2a 07 Rl, R27 ) RPU RP1+17
0, i £k
Vi,Va, ..., Vb, Vpyi1), Li = ,1=1,2,..., Ny vektorii, gop, ya kargilik

—Y2 (b) s 1=k
gelen ozvektordiir.

Eger A = t1x (k ={1,2,... P }) olursa, bu durumda
Y - (yl(x)va(I)vi/i?}/QJ CRC 7YN17YN17L17L27 CRC 7LN27LN2+17R17R27 o 7RP1707
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0, ik

v (wi') —artys (wy) i=k
tori, t1; ya kargilik gelen 6zvektordiir.

‘/17‘/27"'7VP27VP2+1>7 R,LI ,?::1,2,...,P1 vek-

Eger A = tor (k = {1,2,... P;}) olursa, bu durumda

Y = (y1<l’),y2<l’),§/1,§/2, .. ,YNl, YN17 Ll, Lg, . ,LNQ, LN2+1, Rl, RQ, . ,Rpl, Rp1+1,
0, 1#£k

Vi, Vo, ..., Vp,,0), V; = i =1,2,..., P, vektorii,
o (wy) —ag'ys (wy) ,i=k

tor ya karsilik gelen 6zvektordiir.

Simdi (3.1) denkleminin belirli ¢6ziimleri arastirilsin. Oncelikle homojen sistemin

genel ¢oziimii bulunsun. p(x) = ¢(z) = 0 durumunda

) €1 COS AT + icy Sin \x ) )
= seklindedir.
€1 SIN AT — € COS AT
Dolaylslyla
v (z) N p(x)  q(x) n@) ) _ [ n@)
~-1 0 Ya(x) q(z) —p(z) ya(x) ya(7)
Ya() N pyi(x) +aya(z) | Ayi(2)
—11(2) qy1(x) — py2(z) Ay2(x)
olup,
¥a(z) +pyi(2) + qua(x) = Ay (@)

—y1 (@) + ayi () — py2(z) = Ayo(z)
bi¢iminde yazilir. Buna gore,

y1(z) = c1(x) cos A\x + ico(x) sin Az

yo(z) = c1(x)sin Az — ca(x) cos Az
seklinde aranir. Yukaridaki gekilde aranan c¢oziimler denklem sisteminde yerine
yazilirsa,

yi(z) = —ci(x)Asin Az + co(z) A cos Az

yh(z) = cr(x)Acos Az + co(z)Asin Az
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( !
y1(z) = ¢y () cos Ax — ¢y (z) A sin Az

+cy(w) sin Az + co(2) A cos Aw

yy(2) = c)(x) sin Az + ¢1(2) A cos Az

| —cy(2) cos Az 4 co(z) A sin Az

Yo(z) — A(z) = —pyi(r) — qya(x)

/

—y1(@) = Aa(2) = —qua () + pya(x)

cy(z) sin Az + ¢1(x) A cos \x — cy(z) cos Az
+eo(z)Asin Ax — ¢y (z) A cos Ax — co(z) A sin Ax
= —pyi(z) — qua(2)

—c () cos Az 4 ¢y () Asin Az — cy(2) sin Az — co(z) A cos Az
—c1(x)Asin Az + co(z) A cos Az

= —qy1(z) + pya()

& (@) sin Aw — () cos A = —pys(2) — q35(a)
—c(z) cos Az — cy(x) sin Az = —qy1(x) + pya(z)

cy(z)sin Az — cy(x) cos A\ = —py1 (z) — qua(z) /cos Az/sin Az
—cy(z) cos Az — cy(x) sin \x = —qy1(2) + pya(z) /sin Az/ cos Az

xT

e(z) = / (—p(#) sin M + q(£) cos M] g (£)dt

a
T

—I—/ [—q(t) sin A\t — p(t) cos At | ya(t)dt

a

0
+c

x

c(x) = / [p(t) cos At + q(t) sin At] yy (¢)dt

a
x

-I—/ [q(t) cos At — p(t) sin At | yo(t)dt

a

0
+cy
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bulunur. Bunlar aranan ¢oziimde yerine yazilirsa,

x

yi(z) = / [p(t) sin A(x — t) + q(t) cos AN(x — t)] y1(t)dt

a
x

-I—/ [q(t)sin A(x — t) — p(t) cos A(z — t)] y2(t) dt

+cY cos A\x + ¢ sin Az

x

ya(z) = / [—p(t) cos A (x —t) + q(t) sin X (x — t)] y1(¢)dt

a
T

+/ [—q(t)cos A (x —t) — p(t) sin X\ (z —t)] y2(¢) dt

a

+c sin Az — ¢ cos \w

integral denklemleri bulunur.

fi\) = i) ;i — 1,2 biciminde yazilir dyleki;

bi(A)
ai(A) = (@A +0) [T (A—ga) = X2 II fie (A —g3)
k=1 k=1j=1(jk)
Ni
bi(A) = J[ (A — gix) dir. Burada ag(\) ile by(\) ortak sifirlara sahip degildir.
k=1
Buna gore,
(x, A alx, A _
0;(x,\) = Pl ) , ve i, (x, ) = val@ ) , i = 1,3 fonksiyonlari
Pia (2, A) i2(T, A)
a, A —by (A
o1, \) = e11(a, A) _ 1(A)
P1a(a, A) a1(A)
b, A —ba (A
¢1(b7 )\) _ Y1 ) _ 2( )
U12(b, A) az(A)

baglangi¢ kogullarim ve (3.4) siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimleri olsun.

Teorem 3.3: (3.1) denkleminin ¢(x, \) ¢oziimii igin agagidaki integral denk-

lemler gecerlidir:
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a <z <w i¢in

o1(x,N) = =bi(N)cos ANz —a) — ay () sin ANz — a)

x

+/ [p(t) sin M(x — t) 4+ q(t) cos ANz — )] o, (t, N)dt

a
x

+/ [q(t) sin A(z —t) — p(t) cos A(z — t)] pq(t, A) dit

a

V1o, A) = —=bi(A)sin Az — a) + a1 (\) cos Az — a)

xT

—i—/ [—p(t) cos \M(x — t) + q(t) sin \M(x — t)] o, (¢, N)dt

a
T

+/ [—q(t) cos A(x — t) — p(t) sin AM(z — t)] po(t, A) dt

a

wy; < x < wsy igin

o1 (1, N) = —a1by(N) cos M(wy — a) cos A (z — wy)
—agtay(\) cos Mwy — a)sin A (z — wy)
—ajai(A)sin A(w; — a) cos A (z — wy)

+a7tby(N) sin \(w; — a)sin A (z — w;)

+Q11}1 [p(t) sin A(wq — t) + q(t) cos A(wq — t)]

X cos A (x — wy) @y (t, N)dt

—afllf [—p(t) cos A(wy — t) + q(t) sin A(wy — t)]

X sin A (x — wq) @ (t, \)dt

o [ [at) sin Aws — ) — p(t) cos Alws — )
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X cos A (x — wy) @y(t, N)dt

—ozl_lf t)cos A(wy — t) — p(t) sin A(wy — t)]

X smA (x — wq) @o(t, N)dt

+h1(A)b1(A) cos A(wy — a) sin A (x — wy)
+hy(N)ay (M) sin A(wy — a)sin A (x — wy)

wy

—hi(A) [ [p(t) sin AN(wy — t) + q(t) cos A(wy — ¢)]

a

X sin A (z — wy) g (t, N)dt

w1

—h1(N) [ [g(t) sin AM(wy — t) — p(t) cos A(wy — ¢)]

a

X SIn A (& — wq) @oq(t, A)dt

—l—f t)sin \N(x — t) + q(t) cos A(x — t)] oy (t, N)dt

+f t)ysin ANz —t) — p(t) cos Az — )] 0o (t, N)dt
Poo(, A) = —arby () cos A(wy — a) sin A (z — w;)
—a7 a1 (\) cos ANw; — a) cos A (z — wy)

—aar(N) sin A(w; — a)sin A (z — wy)

—a; b1 (M) sin A(wy — a) cos A (z — wy)

—i—ozlwfl [p(t) sin A(wq — t) + q(t) cos A(wy — t)]

X sin A (z — wy) g (t, N)dt

+ag 1f )cos Awy — t) + q(t) sin A(wy — t)]

X coS A (T — wy) Qg (£, A)dt
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o | [at) sin Awy — ) — p(t) cos Alws — )

X Sin A (2 — wy) Qoo (t, A)dt

—1—041_1771 [—q(t) cos A(wy — t) — p(t) sin A(wy — )]

X COoS A (T — wy) Qoo (t, A)dt

—h1(A)b(X) cos A\py (wy — a) cos A (z — wy)
—hy(N)a(N) sin Apy (wy — a) cos A (z — wy)

+hi(A) [ [p(t) sin AN(wy — t) + q(t) cos A(wy — ¢)]

a

X cos A (x — wy) @oy (£, A)dt

w1

+hi(N) [ [q(t) sin A(wy — t) — p(t) cos A(wy — t)]

a

X CoS A (T — wy) Qoo (t, A)dt

+f Yeos A(z — t) + q(t) sin A(z — )] oy (£, N)dt

+f )cos A(x —t) — p(t) sin M@ — t)] on (£, A)dt

we < x < bicin

031 (1, A) = —aganbi(A) cos AM(wy — a) cos A (wy — wy) cos A (z — wy)
Hag tayby () cos A(wy — @) sin A (wy — wy) sin A (z — ws)
—apaytar(N) cos AN(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (x — ws)
+ag oy ar(N) cos A(wy — a) cos A (wy — wy) sin A (2 — ws)
—agaiaq () sin A(wy — a) cos A (we — wy) cos A (x — wy)

+ay tara;(A) sin A(wy — a) sin A (wy — wy) sin A (x — ws)
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Hapay by (A) sin A(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (2 — ws)
—a;tag by () sin A(wy — @) cos A (wy — wy) sin A (z — ws)

—l—ozzozll}l [p(t) sin A(wy — t) + q(t) cos A(wy — t)]

X coS A (x — wg) cos A (wg — wr) pq (t, A)dt

—ay ozlf [p(t) sin A(wy — t) + q(t) cos A(wy — t)]
X sm)\ (x — weq) sin A (wy — wy) @y (t, A)dt

—azay” [ [=p(t) cos AM(wy — t) + q(t) sin AM(w; — )]

a

X cos A (x — wa) sin A (wy — wy) @y (£, A)dt

—ay oy f t) cos A(wy — t) + q(t) sin A(w; — t)]

X sm)\ (x — wy) cos A (wg — wy) @y (t, \)dt

tagan [ [at) sin A(wy — ) — p(t) cos Alws — )

X coS A (x — wa) cos A (wy — w1) pq(t, A)dt

—agtan [ a(t) sin Aws — 1) — p(t) cos A(w; — t)]

X sin A (x — we) sin A (wy — wy) wy(t, A)dt

—anar [ [—a(t) cos Aws — 1) — p(t) sin A(wy — )

a

X cos A (x — wa) sin A (wy — wy) @q(t, A)dt

—ay g 1f t)cos AMwy — t) — p(t) sin AM(wy — t)]

X smA (x — wa) cos A (wy — wy) @ot, N)dt

+aghy(A)b1(A) cos A(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (z — wq)
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+a5 T hi(N)br(A) cos A(wy — a) cos A (wy — wy) sin A (2 — ws)
+ashi(N)ai(A) sin A(wy — @) sin A (wy — wy) cos A (2 — we)

+ag thi(A)ay () sin AM(w; — a) cos A (wy — wy) sin A (x — wy)

w1

—ashi(A) [ [p(t) sin A(wy — t) + ¢(t) cos A(wy — t)]

a

X cos A (x — wg) sin A (wy — wy) @y (t, A)dt

—agthy (A f [p(t) sin AM(wy — t) + q(t) cos AM(wy — t)]
X sin A (x — wg) cos A (wg — wy) pq (t, A)dt

w1

—ashi(N) [ [q(t) sin AM(wy — t) — p(t) cos A(wy — t)]

a

X coS A (x — wa) sin A (wy — wy) pq(t, A)dt

T

—ay thi(N) [ [q(t) sin Mwy — t) — p(t) cos A (wy — )]

w1

X sin A (z — wq) cos A (wy — wy) py(t, N)dt

+oz2wf2 [p(t) sin A(wq — t) + q(t) cos A(wq — t)]

w1

X cos A (T — wa) @y (t, N)dt

—a;lf t) cos AN(wg — t) + q(t) sin A(wg — t)]

X sm)\ (x — wq) @y (t, N)dt

+042wf2 [q(t) sin A(wg — t) — p(t) cos AM(wy — )]

w1

X cos A (T — wa) @y(t, N)dt

—a;lf t) cos AM(wy — t) — p(t) sin M(wq — t)]

X smA (x — wa) @o(t, N)dt

34



+ha(A)bi () cos A(wy — a) cos A (wy — wy) sin A (z — ws)
+ha(N)ag tay(A) cos A(w; — a) sin A (wy — wy) sin A (x — wy)
+ha(A)ag () sin A(wy — a) cos A (wg — wq) sin A (x — wy)
—ha(A)ag by (\) sin A(w; — a) sin A (wy — wy) sin A (z — ws)

—ha(A alf t)sin A(wy — t) + q(t) cos A(wy — t)]

X COS )\ (we — wy) sin A (x — wq) @y (t, \)dt

Fha(Nar " [ [=p(t) cos Alws — £) + q(¢) sin Alws — )]

X sin A (wy — wy) sin A (z — ws) v, (¢, A)dt

—ha(X ozlf t)sin A(w; — t) — p(t) cos Awy — t)]

X Cos )\ (wg — wy) sin A (z — wy) wy(t, A)dt

+ha (A al_lf t)cos AMwy — t) — p(t) sin AM(wy — t)]

X sin A (w2 — wy) sin A (x — we) @y (t, \)dt

—ha(A)h1(A)b1(A) cos A(wy — a) sin A (wy — wy) sin A (z — we)

—ho(A)h1(N)ai(N) sin AM(wy — a) sin A (wy — wy) sin A (z — ws)

Fha(WAA) [ [p(t) sin Awy — £) + q(¢) cos A(ws — 1)

a

X sin A (wy — wy) sin A (z — wy) ¢, (¢, A)dt

w1

+ho(A)hi(N) [ [q(t) sin Mwy — t) — p(t) cos A(wy — t)]

a

X sin A (wy — wy) sin A (z — ws) wy(t, A)dt
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w2

—ha(N) [ [p(t) sin Mwa — t) + q(t) cos A(wy — t)]

w1

X sin A (x — we) @ (t, \)dt

w2

—ha(N) [ [g(t) sin AM(ws — t) — p(t) cos A(ws — £)] ¢

w1

X sin A (z — wq) o (t, A)d

—l—f t)sin AN(z — t) + q(t) cos Mz — t)] gy (E, \)dt

—l—f t)sin A(z —t) — p(t) cos AM(x — t)] pqe(t, N)dt

©39(, A) = —ana1by(N) cos A(wy — a) cos A (wy — wy) sin A (z — wy)
—ay tayby(A) cos A(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (z — ws)
—aa;tar (M) cos AM(w;y — a)sin A (wy — wy) sin A (2 — ws)
—a;tagtag(N) cos AM(wy — a) cos A (wy — wy) cos A (2 — ws)
—agaqar(A) sin AM(wy — a) cos A (wy — wy) sin A (. — ws)

—ay tayar () sin AM(wy — @) sin A (wy — wy) cos A (z — wy)
+aa; by () sin AM(w; — a) sin A (wq — wy) sin A (2 — wy)
—ag oy thy(N) sin Mwy — a) cos A (wy — wy) cos A (z — wy)

+a2a171 [p(t) sin A(wy — t) + q(t) cos A(wy — )]

X cos A (wg — wy) sin A (z — wy) oy (£, A)dt

+042_10411T [p(t) sin A(wq —t) + q(t) cos A(wy —t)]

X sin A (wy — wy) cos A (z — wa) @y (t, A)dt

—agozl’ll}l [—p(t) cos A(wy — t) + q(t) sin A(wy — t)]

a
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X sin A (wy — wy) sin A (z — wy) ¢y (¢, A)dt

—|—a2_1a1_1wf1 [—p(t) cos AM(wy — ) + q(t) sin A(wy — t)]

X cos A (wg — wy) cos A\ (x — ws) py (£, A)dt

—l—agalwfl [q(t) sin A(wy — t) — p(t) cos A(wy — )]

X cos A (wy — wy) sin A (z — ws) py(t, N)dt

—i—oz;lozluf [q(t) sin A(wy — t) — p(t) cos AM(wy — t)]

X sin A (wy — wy) cos A (z — wa) pq(t, A)dt

e [ [a(t) cos Alws — t) — p(t) sin Afw; — )

X sin A (wy — wy) sin A (z — wy) @y (t, A)dt

—I—a;lal_lwfl [—q(t) cos A(wy — t) — p(t) sin A(wy — t)]

X cos A (wg — wy) cos A\ (x — wa) pq(t, A)dt

+aghy (A)b1(A) cos A(wy — a) sin A (wg — wy) sin A (x — wy)
—ay thy(A)by(A) cos A(w; — a) cos A (wy — wy) cos A (x — wy)
+aghi(A)ai(A) sin A(wy — a) sin A (wy — wy) sin A (x — ws)

—ay thi(N)ap(A) sin A(wy — a) cos A (wy — wy) cos A (x — ws)

—aghl(A)IT [p(t) sin A(wy — t) + q(t) cos A(wy — t)]

a

X sin A (wy — wy) sin A (z — wy) ¢y (¢, A)dt

Fag hy(A) [ [p() sin A(ws — ¢) + q(t) cos Aws — 1)]

a

X cos A (wg — wy) cos A (x — wsy) pq (£, A)dt
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“anhi(N) [ [a(t) sin A(ws — ¢) — p(t) cos A(uwn — £)]

a

X sin A (wy — wy) sin A (z — ws) wy(t, A)dt

oy h(N) [ a(t) sin Mw; — £) — p(t) cos Awy — 1))

a

X cos A (wy — wy) cos A (z — wa) @y(t, N)dt

—l—oz;f [p(t) sin A(wq — t) + q(t) cos A(wq — t)]

w1

X sin A (x — ws) @ (t, \)dt

—l—oz;llf [—p(t) cos A(wy — t) + q(t) sin A(wy — t)]

w1

X cos A (x — wa) @ (t, \)dt

o | [a(t)sin A(ws — £) — p(t) cos A(ws — )]

w1

X sin A (x — we) @o(t, N)dt

gt [ [—q(t) cos Aws — £) — p(£) sin A(ws — )]

w1

X coS A (T — wa) @y(t, N)dt

—ho(N)agbi(A) cos A(wy — a) cos A (wy — wy) cos A (z — ws)
—hy(N)ag ar(N) cos AM(w;y — a) sin A (wq — wy) cos A (x — ws)
—ha(N)ara;(N) sin A(w; — a) cos A (wg — wy) cos A (z — w)
+ha(N)ag by () sin A(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (x — ws)

Fha(Nau [ [p() sin Alws — £) + q(t) cos Awy — 1))

X cos A (wy — wy) cos A (z — ws) @y (t, N)dt
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—ha(A Ozl_lf t)cos A(wy — t) + q(t) sin A(wy — t)]

X sin A (wg —wi) cos A (x — ws) ¢y (t, N)dt

+ha(A alf t)sin A(wy — t) — p(t) cos Awy — t)]

cos A (w2 wy) cos A (T — way) X py(t, N)dt

—ha (A aflf t)cos Nwy — t) — p(t) sin A(w; — t)]

X sin A (wg — wy) cos A (z — ws) pq(t, A)dt

+ha(N)hi(A)bi(X) cos A(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (z — wy)

+ha(N)hi(A)ai(A) sin A(wy — a) sin A (wy — wy) cos A (z — wg)

w1

—ha(Nhi(N) [ [p(t) sin A(wy — t) + q(t) cos A(wy — t)]

a

sin A (wg — wy) cos A (x — ws) X @y (t, A)dt

w1

—ho(A)hi(N) [ [q(t) sin Mwy — t) — p(t) cos A(wy — t)]

a

X sin A (wg — wy) cos A (z — wa) py(t, N)dt

w2

+ho(N) [ [p(t) sin AN(ws — t) + q(t) cos A(ws — ¢)]

w1

X cos A (x — wa) @y (t, N)dt

w2

+ho(N) [ g(t) sin AM(ws — t) — p(t) cos A(ws — ¢)]

w1

X coS A (T — wa) @y(t, N)dt

—l—f t)cos A(z —t) + q(t) sin A(z — )] gy (t, N)dt

—l—f t)cos Az — t) — p(t) sin M(x — t)] @on(t, A)dt
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Ispat: a < x < w; i¢in yukarida elde edilen integral denklemleri ve

—b1(N) o
p1(a, \) = oldugu dikkate alinirsa,
ay(A)

011(T, A) = =by(N) cos A(z — a) — a1 (A)sin A (z — a)

—l—j [p(t) sin A(x — t) + q(t) cos AM(x — t)] p, (£, N)dt

a

[ sin A — 1) — p(t) cos Al — 1)] @alt, N)dt

a

©1a(, N) = ar(A) cos AM(z — a) — by(\) sin A (x — a)

[ [=p(t) cos M@ — £) + a(t) sin Al — 1)) @, (£, A)dt

a

[ [=at) cos A — 1) — p(t) sin Al — 1)) @t A)dt

a

denklemleri elde edilir.

wy < T < ws igin

oo (,3) = / [p(t) sin A — £) + q(t) cos Mz — £)] gy (£, N)dt

-I—/ [q(t)sin A(x —t) — p(t) cos A(z — t)] paq(t, N)dt

w1

+c cos Ax + ¢§ sin Az

xT

oral.)) = / [—p(t) cos A (z — ) + g(£) sin A (z — £)] gy (£, \)dt

w1
T

+/ [—q(t)cos A (z —t) — p(t) sin A (x — t)] pge(t, N)dt

+clsin Az — 5 cos Az

seklinde ¢oziim i¢in integral denklemleri aranir. Daha sonra
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9021(w1+7 A) = a1y (wy, A)
9022(wfra A) = 041_19022(w1_a A) 4+ h1 (A) @9y (wy, A)

siireksizlik kogullar1 dikkate alinirsa,

Po1(, A) = 1oy (w1, A) cos A (7 — wy)
- [af19012(w17 A) + hi(A)@y (w1, )‘)] sin A (x — wy)

—l—f t)sin A(z — t) + q(t) cos Az — t)] gy (, N)dt

—l—f )sin A(z — t) — p(t) cos N(@ — t)] pge(t, \)dt
Pao(T, A) = a1¢pyy (w1, A) sin A (v — wy)
+ [Ozl_lgom(wl, A) + hi(N)pqq (wr, )\)} cos A (z — wy)

—i—f Yeos A(x —t) + q(t) sin A(z — t)] oy (t, N)dt

—l—f Jcos A(x —t) — p(t) sin M@ — t)] oo (t, A)dt
1ntegral denklemleri elde edilir.

wy < x < bigin

paeN) = [ ple)sin @ 1) + a(t) cos Ma = 1) g (1.

w2
xT

+/ [q(t)sin A(x —t) — p(t) cos A(z — t)] o (t, N)dt

w2

4+ cos Az + ) sin Az
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xT

e ) = [ [=pt)os Mz = 1) + g(t)sin A (& — )] i (0, Al

w2
x

—i—/ [—q(t) cos A (z —t) — p(t) sin A (z — )] ps9(t, N)dt

w2

+cYsin Az — ¢ cos \x

seklinde ¢oziim icin integral denklemleri aranir. Daha sonra
par(w3, A) = asps (wy, A)

paz(wy, A) = g sy (w3, A) + ha (X) a1 (w3, A)

siireksizlik kogullar1 dikkate alinirsa,

©31(, A) = Qg (w2, A) cos A (z — wy)
- (0‘2_18022 (w2, A) + ha(A) gy (ws, )‘)) sin A (z — wy)

—l—f t)sin A(z — t) + q(t) cos Az — t)] 3, (t, \)dt

+f ysin Az — ) — p(t) cos M@ — t)] 3o (t, \)dt
©39(2, A) = a2pgy (W, N) sin A (z — wy)

+ (g 2 (W2, A) + ha(N)pay (w2, A)) cos A (o — w2)
+f Yeos A(z — t) + q(t) sin Az — t)] g (£, N)dt
+f ) cos Az — t) — p(t) sin Mz — t)] gy (t, N)dt

integral denklemleri elde edilir.

Teorem 3.4: (3.1) denkleminin ¢ (x, ) ¢oztimii i¢in asagidaki in-
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tegral denklemler gecerlidir:

a <z <w icin
i (2, N) = —by (A) cos A (x — b) — ag(A\) sin A (z — b)

—} [p(t)sin A (z —t) + q(t) cos A (x — t)] 1y (£, A) dt

—} [q(t)sin A (z —t) — p(t) cos A (x — )] o (E, A) dt

T

g (2, A) = —bg (A) sin A (x — b) + ag(A) cos A (x — b)

—} [—p(t) cos A (x —t) + q(t) sin X\ (z — )] 1y, (¢, N)dt

—} [—q(t)cos A (z —t) — p(t) sin A (x — t)] 1yo(t, N)dt

wy < & < wsy igin

oy (2, N) = agbs () sin A (wg — b) sin A (x — ws)
—agas(N) cos A (wg — b) sin A (x — ws)

—ay by (A) cos A (wq — b) cos A (z — wy)

—ay tag(N) sin A (wy — b) cos A (2 — ws)

—ha (A) ba (A) cos A (wa — b) sin A (z — ws)

—hg (A\) ag(A) sin A (we — b) sin A (x — ws)

—l—og} [—q(t) cos A (wg — t) — p(t) sin A (wy — t)]

w2

X sin A (& — weq) 1y (t, A) dt

+042} [—p(t) cos A (we — t) + q(t) sin A (wq — 1)]

w2

X sin A (x — we) 1y (t,A) dt
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—a;lf t)sin A (wg — t) + q(t) cos A (we — t)]

X cos)\ (x — wq) 1y (t, A) dt

—ay! f )sin A (wg — t) — p(t) cos A (wg — t)]

X coS A (T — we) 1y (£, A) dt

—hy (N) } [p(t) sin A (wq — t) 4 q(t) cos A (wq — t)]

w2

X sin A (x — we) 1y, (¢, \) dt

—hy () } [q(t) sin A (wg — t) — p(t) cos A (wg — t)]

w2

X sin A (z — we) o (8, \) dt

—f t)ysin A (x —t) + q(t) cos X (x — t)] by, (£, ) dt

—f t)sin A (z —t) — p(t) cos A (z — t)] gy (£, N) dt

Dos (2, A) = —anby (A) sin A (wz — b) cos A (z — ws)

Fapas(N) cos A (wy — b) cos A (z — ws) — oy by (A) cos A (wy — b) sin A (z — w)
—ay "ap(N) sin A (wy — b) sin A (z — ws) + By (A) by (X) cos A (wy — b) cos A (2 — ws)
Fha (A) as(A) sin A (ws — b) cos A (- — ws)

—O[gf Jcos A (wg — t) + q(t) sin A (wg — t)]

X cos A (x — we) 1y (E, A) dt

—Oégf Jeos A (wy — t) — p(t) sin A (wy — t)]

X coS A (T — we) 1y (, A) dt
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—a;lf t)sin A (wg —t) + q(t) cos A (wy — t)]

X sm)\ (x —wq) 1y (£, N) dt

—a;lf t)sin A (wg — t) — p(t) cos A (wy — t)]

X sm)\( — wa) Pyy (t, A) dt

+ha (N) } [p(t) sin A (we — t) + q(t) cos A (wg — )]

w2

X cos A (x — we) 1y (E, A) dt

+ha (N) } [q(t) sin A (we — t) — p(t) cos A (we — t)]

w2

X coS A (T — wa) 1y (£, A) dt

—f (t)cos A (x —t) + q(t) sin A (x — t)] gy (8, N) dt

—f (t)cos A (x —t) — p(t)sin A (z — t)] gy (£, N) dt

we < x < bigin

Vg (2,\) = oy aghy (M) sin A (wy — b) sin A (wy — wy) cos A (x — wy)
—a; tanas(N) cos A (wy — b) sin A (wy — wy) cos A (z — wy)
—ag oy thy (N) cos A (wq — b) cos A (wy — ws) cos A (z — wy)
—ag oy tag(N) sin A (wy — b) cos A (wy — wy) cos A (x — wy)

—ag hy (M) by (A) cos A (wq — b) sin A (wy — wy) cos A (z — w1 )

—a; thy (A) az(A) sin A (wq — b) sin A (wy — ws) cos A (z — wy)

+ai g [ [—q(t) cos A (wa — t) — p(t) sin A (wqg — t)]

w2

X sin A (wy — wsy) cos A (z — wy) Py, (8, ) dt
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+ag Oégf Jcos A (wg — t) + q(t) sin A (wq — t)]

w2

X sin A (wy; — wy) cos A (z — wy) Wy (8, N) dt

—ay a;lf[p t)sin A (wy — t) + q(t) cos A (wg — t)]

X cos)\ (w1 — wy) cos A (z — wy) 1y (¢, N)dt

—ay a21f t)sin A (wy — t) — p(t) cos A (wqg — t)]

X cos)\ (w1 — wy) cos A (x — wy) ¥y, (E, N) dt

—agthy (N) } [p(t) sin A (we — t) + q(t) cos A (we — )]

w2

X sin A (wy; — wy) cos A (z — wy) Py (8, N) dt

—ajthy () } [q(t) sin A (we — t) — p(t) cos A (we — t)]

w2

X sin A (wy — wy) cos A (z — wy) ¥y (£, ) dit

—aflf t)sin A (wy —t) + q(t) cos A (wy — )]

X cos A (x — wy) 1y (£, A) dt

—ozl_lf t)sin A (wy —t) — p(t) cos A (wy — t)]

X cos)\ (x —wq) gy (£, A) dt

— Iy (A) by (A) sin A (wy — b) sin A (w; — ws) sin A (z — wy)
— iy (M) asaa(\) cos A (ws — b) sin A (w; — wy) sin A (z — w;)
—hy () ag by (A) cos A (ws — b) cos A (w1 — ws) sin A (z — wr)
—hy (M) agtas(N) sin A (ws — b) cos A (wy — ws) sin A (z — w,)
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—hy (A) ha (A) bg (A) cos A (wg — b) sin A (wy — ws) sin A (z — wy)

—hy (A) ha (A) ag(A) sin A (wg — b) sin A (wy — wsy) sin A (z — wy)

+ashy () } [—q(t) cos A (we — t) — p(t) sin A (we — t)]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) ¥y, (£, N) dt

+ashy () } [—p(t) cos A (wg — t) + q(t) sin A (wq — t)]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) ¥y (£, A) dt

—hy (A a21f t)sin A (wy —t) + q(t) cos A (wy — )]

X COS A (wl way) sin A (z — wy) Py (8, N) dt

—hy (\) oy f t)sin A (wy — t) — p(t) cos A (wy — t)]

X COS A (w1 way) sin A (z — wy) Py, (8, N) dt

—h1 (A) ha (V) } [p(t)sin A (wgy — t) + q(t) cos A (wg — )]

w2

X sin A (wy; — wy) sin A (z — wy) ¥y (£, N) dt

—hy (A) ha (N) } [q(t) sin A (wg — t) — p(t) cos A (wg — t)]

w2

X sin A (wy — wy) sin A (z — wy) ¥y, (£, N) dt

w2

—hy (A) [ [p(t)sin A (wy —t) + q(t) cos A (wy — )]

w1

X sin A (x — wq) ¥y (E,A)dt

w2

—hy (A) [ [q(t)sin X (wg —t) — p(t) cos A (wy — )]

w1

X sin A\ (x — wq) Yy (E, A) dt
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+ajagbs (A)sin A (wg — b) cos A (wy — wsy) sin A (z — wy)
—ajaaz(A) cos A (wg — b) cos A (wy — wg) sin A (x — wy)
a1y by (N) cos A (wy — b)sin A (wy — wy) sin A (z — wy)
+araytag(N) sin A (wy — b) sin A (wy — wy) sin A (z — w;)
—azhs (A) by (A) cos A (wg — b) cos A (wy — wg) sin A (x — wy)
—azhs (A) ag(N) sin A (we — b) cos A (wy — ws) sin A (z — wy)

+0410z2} [—p(t) cos A (wg — t) + q(t) sin A (wy — 1)]

w2

X cos A (wy — wa)sin A (z — wy) Py (8, N) dt

—I—Oélagj [—q(t) cos A (we — t) — p(t) sin A (we — t)]

w2

X cos A (wy — wa) sin A (z — wy) Py, (L, N) di

—l—ozla;l} [p(t)sin A (wy — t) + ¢(t) cos A (we — )]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) ¥y (£, N) dt

—i—ozloz;l} [q(t) sin A (wg — t) — p(t) cos A (wg — t)]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) Py, (£, N) dt

—aqhy (M) } [p(t) sin A (we — ) + q(t) cos A (wg — t)]

wa

X cos A (wy — ws) sin A (z — wy) Py, (¢, N) dt

—azhs () } [q(t) sin A (we — t) — p(t) cos A (we — t)]

w2

X cos A (wy — wa) sin A (z — wy) ¥y, (8, ) dt

—l—ole [—p(t) cos A (wy —t) + ¢q(t) sin A (wy —t)]

w1
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X sin A (x — wq) ¥y (E,A)dt

+allf [—q(t) cos A (wy — t) — p(t) sin A (wy — t)]

w1

X sin A (x — wq) Yy (E, A) dt

—f t)sin A (z —t) + q(t) cos A (x — )] gy (£, \) dt

—f Ysin A (z —t) — p(t) cos A (z — t)] gy (£, \) dt

Vo (7, N) = ag tagby (A) sin A (wy — b) sin A (wy — ws) sin A (z — w;)
—aq tagas(N) cos A (wy — b) sin A (w; — ws) sin A (z — wy)

—agtay by (A) cos A (wy — b) cos A (wy — wy) sin A (z — wy)
—agtagtas(N) sin A (wy — b) cos A (w1 — wy) sin A (z — wy)

—aj  hy (M) by (A) cos A (wy — b) sin A (w; — wy) sin A (z — wy)
—ajthy (N) ag(A) sin A (wy — b) sin A (w; — ws) sin A (x — w;)

+ai g [ [—q(t) cos A (way — t) — p(t) sin A (wqg — t)]

w2

X sin A (wy; — ws) sin A (z — wy) ¥y, (£, N) dt

+ay ozgf t)cos A (wg — t) + q(t) sin A (wy — t)]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) Py (£, N) dt

—ay a21f t)sin A (wg —t) + q(t) cos A (wy — t)]

X Cos)\ (wy — we)sin A (x — wy) Py, (¢, N)dt
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—ailta, lf )sin A (wy —t) — p(t) cos A (wq — t)]
X cos )\ (w1 — wy)sin A (z — wy) Yy, (8, N) dt

—ai " hy (A) [ [p(t) sin A (wy — ) + q(t) cos A (wy — t)]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) ¥y (L, N) dt

—agthy (\) } [q(t) sin A (we — t) — p(t) cos A (we — t)]

w2

X sin A (wy — ws) sin A (z — wy) Py, (£, N) dt

—&flf t)sin A (wy —t) + q(t) cos A (wy — )]

X sm)\ (x —wy) Yy (E,A) dt

—allf t)sin A (wy —t) — p(t) cos A (wy — t)]

X s1n)\ (x —wy) Yy (£, A) di

—hy (A) aiaby (A) sin X (wy — b) sin A (wy — ws) cos A (z — wy )
+hy (M) aas(X) cos A (ws — b) sin A (w; — wy) cos A ( — wy)
+hy (M) 03 by (M) cos A (wy — b) cos A (wy — ws) cos A (z — wy)
+hy (M) 03 as(A) sin A (wy — b) cos A (w; — wy) cos A (z — wy)
+hy (M) ha (A) by (A) cos A (wy — b) sin A (wy — ws) cos A (z — w;)
+hy (M) hy (A) az(A) sin A (ws — b) sin A (w; — wy) cos A (z — wy)

—aghy (N) } [—q(t) cos A (we — t) — p(t) sin A (we — t)]

w2

X sin A (wy; — wy) cos A (z — wy) Py, (8, ) dt
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—asghy (N) } [—p(t) cos A (we — t) + q(t) sin A (wq — t)]

w2

X sin A (wy — wy) cos A (z — wy) Wy (¢, ) dt

+hy (A a;lf[p t)sin A (wy — t) 4 q(t) cos A (wg — t)]

X COS A (w1 — wg) cos A (x — wy) Py (L, A) dt

+h1 (M) a3 1f t)sin A (wy — t) — p(t) cos A (wy — t)]

X COS A (w1 — wg) cos A (T — wy) Pyy (£, N) dt

+hy (A) ha (N) } [p(t)sin A (wa — t) + q(t) cos A (we — )]

w2

X sin A (wy — wsy) cos A (z — wy) Py (8, N) dt

+hy (A) ha (N) } [q(t) sin A (wg — t) — p(t) cos A (wg — t)]

w2

X sin A (wy — wy) cos A (z — wy) Py (8, ) dt

+hy ()\)Tj“2 [p(t) sin A (wy — t) + ¢(t) cos A (wy — )]

w1

X cos A (x — wy) 1y (£, A) dt

Fha () [ [a(8) sin A (wy — £) — p(¢) cos A (wy — )

w1

X COS A (T — wy) gy (£, A) dt

—a1aiby (A)sin A\ (wy — b) cos A (wy — ws) cos A (x — wy)
+ajasas(A) cos A (wg — b) cos A (wy — ws) cos A (x — wy)
—a10 by (N) cos A (wy — b) sin A (wy — wy) cos A (z — wy)

—ayaytag(N) sin A (wy — b) sin A (wy — wy) cos A (z — wy)
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+arhy (X) by (A) cos A (wg — b) cos A (wy — wg) cos A (z — wy)

+arhy (A) ag(N) sin A (wg — b) cos A (wy — wq) cos A (z — wy)

—041042} [—p(t) cos A (wg — t) + q(t) sin A (wq — 1)]

w2

X cos A (wy — wsy) cos A (z — wy) 1y (¢, ) dt

—041012} [—q(t) cos A (we — t) — p(t) sin A (we — t)]

w2

X cos A (wy — wy) cos A (z — wy) ¢y, (8, N) dit

—alozglj [p(t) sin A (wg — t) + q(t) cos A (we — )]

w2

X sin A (wy; — wy) cos A (z — wy) Py (¢, N) di

—ozlozgqu [q(t) sin A (we — t) — p(t) cos A (wg — t)]

wa

X sin A (wy; — wy) cos A (z — wy) Py, (8, ) dt

+arhy () } [p(t) sin A (we — t) + q(t) cos A (we — )]

w2

X cos A (wy — wsy) cos A (z — wy) ¥y (¢, N\)dt

+azihs () } [q(t) sin A (we — t) — p(t) cos A (we — t)]

w2

X cos A (wy — wy) cos A (x — wy) ¢y, (8, ) dit

—alf t)cos A (wy —t) + q(t) sin A (wy — t)]

X cos A (x — wy) 1y (8, A) dt

—a1wf2 [—q(t) cos A (wy — t) — p(t) sin A (wy — t)]
X CoS A (T — wq) gy (£, A) dt

—f (t)cos A (x —t) + q(t) sin A (x — t)] s (8, A) dt
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—f (t)cos A (z —t) — p(t) sin A (z — t)] 3q (£, \) dt

Ispat: Bir énceki teoremde ¢ (2, \) icin alinan integral denklemleri ¢ (x, \) icin

b
niz) = — / [p(t)sin A(z — £) + q(t) cos ALz — 1)) g (£)dt

T
b

_ / () sin A(z — 1) — p(t) cos A(x — )] ya(t) dt

T

4+ cos Az + ¢ sin Az

yo(z) = — / [—p(t)cos A (z —t) + q(t) sin X (z — )] y1(¢)dt

T
b

—/ [—q(t)cos A (z —t) — p(t) sin A (z — )] yo(t) dt

T

4+ sin Az — 5 cos \x

olup,

wy < x < bigin

—by(}) C
(b, \) = oldugu dikkate alinirsa,
ag()\

Y11 (2, A) = —ba (A

~

cos A (z — b) — az(A)sin A (z — b)

—f t)sin A (x —t) + q(t) cos A (x — t)] ¢y, (£, \) dt

b

—[lgt)sin A (x —t) — p(t) cos A (x — t)] by (£, N) dt

xT

g (T, A) = —by (A)sin A (x — b) + ag(N) cos A (x — b)

—f t)cos A (x —t) + q(t) sin A (x — ¢)] ¢y, (¢, N)dt

—} [—q(t)cos A (z —t) — p(t) sin A (x — t)] 1y5(t, N)dt

xT
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integral denklemleri elde edilir.

wy; < x < wsy igin

b

Vor(T,A) = — / [p(t) sin AN — 1) + q(t) cos Mz — 1)] gy (t, A)dt

—/ [q(t) sin A(z — t) — p(t) cos A(z — t)] oq(t, A)dt

T

+cY cos A\x + ¢ sin Az

b

(@, N) = — / [—p(t) cos A (& — ) + q(t) sin A (& — £)] ¥y (t, A)dt

b

—/ [—q(t)cos A (z —t) — p(t) sin A (x — )] Pqgy(t, N)dt

+cY sin Az — ¢ cos \w

seklinde ¢oziim icin integral denklemleri aranir. Daha sonra
Vo (w3, A) = azthy (wy, A)
Vaa(W3, A) = g Pop(wy , A) + ha (N) g1 (w3, A)
siireksizlik kogullar1 dikkate alinirsa,
Yoy (2, N) = (—agthyy (we, A) + hg (N) Py; (wa, X)) sin A (x — ws)
+ag by (w2, N) cos A (2 — ws)
—f t)sin A (x —t) + q(t) cos A (x — t)] 1oy (¢, \) di

—f Ysin A (z —t) — p(t) cos A (x — t)] gy (£, \) dt

ag (2, A) = (aathyy (w2, A) = ha (A) by (w2, A)) cos A (z — w2)
+ay My, (e, N) sin A (z — wy)
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T =pt) cos A (z — 1) + qlt) sin A (& — 1)] (£, N) dt
[ [=q(t) cos A (@ — 1) — p(t) sin A (x — £)] gy (£, A)
integral denklemleri elde edilir.

a <z <w igin

Vgi(w,A) = _/ [p(t) sin M@ — 1) + q(t) cos Az — t)] 3 (t, A)dt

x
b

—/ [q(t) sin A(z — t) — p(t) cos A(z — t)] 4o (t, N)dt

T

+c¥ cos Ax + 5 sin Az

bz, )) = — / = p(t) cos A ( — ) + q(t) sin A (& — £)] g (1, )t

T
b

_ / —q(t) cos A (z — 1) — p(t) sin A (2 — £)] thay (£, AVt

T

+c¥sin Az — 5 cos Az

seklinde ¢oziim icin integral denklemleri aranir. Daha sonra
s (W, A) = anthy (wy, A)

Uaa (Wi, A) = ay g (wi, X) + by (A) gy (wy, A)

siireksizlik kosullar1 dikkate alinirsa,

(P (, )‘) = 041’1%1 (wla )‘) cos A (53 - wl)
+ (hl O‘) (O (wl, /\) — Q199 (wl’ /\)) sin A (x - wl)
T It sin A (z — 1) + q(t) cos A (& — 1)] sy (£, ) dt
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w1

— [ Jg(t)sin X\ (x — t) — p(t) cos A (x — t)] g (£, N) dt

T

Vg (T,) = af1¢21 (wy, A)sin A (z — wy)

+£—h1 (A) gy (w1, A) + a1thgs (w1, A)) cos A (x — wy)
— [ [=p(t)cos A (z —t) + q(t)sin X (x — t)] gy (L, ) di

T q(t) cos A (@ — t) — p(t) sin A (x — £)] gy (£, A)

integral denklemleri elde edilir.

Teorem 3.5:

ifadeler gecerlidir:

|A\| — oo iken ¢(z, \) fonksiyonu igin asagidaki asimptotik

011(x, ) = {al)\MH sinA\(z —a) + o (|)\\Nl+1 exp [Im A| [(x — a)]) :

01a(x, A) = {al)\MH cos A(z —a)+o <|)\|NIJrl exp [Im Al [(z — a)]) :

@21(137 )\) =

%2(% >\) =

9031(% )\) =

9032(38 )\) =

Teorem 3.6:

ifadeler gecerlidir:

(

ayma NN 2 gin X (wy — a) sin A (x — wy)
to (|A;L1+N1+2 exp [Im A| [(w; — a) + (z — wl)]>

>\L1+N1+2

a;my sin A (wy — a) cos A (x — wy)

o (NP2 exp [m Al [(w) = ) + (2 — wy)))
—momyag N TN 3 i ) (wy — a)sin A (wg — wy) sin A (x — ws)
+o <|)\|L1+L2+Nl+3 exp [Im A| [(wy — @) + (we — wy) + (v — wg)]>

1)\L1+L2+N1+3 sin A (

Momia wy — a)sin A (we — wy) cos A (x — ws)

o (NP5 exp I A [(wn = 0) + (w5 — wy) + (@ = w2)])

|A| — oo iken 9 (z, \) fonksiyonu igin asagidaki asimptotik
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o (o) —aa At sin A (2 — b)
T, = 1
! o (I exptm A (2 — b))
as\V2 ™ cos A (z — b)
77ZJ12(:I77 /\) = No+1
o (I exp[m Al [(z — b))
b (2) —mgap A2 T2 gin \ (wy — b) sin A (z — ws)
2\T, A) =
+o <|/\|N2+L2+2 exp [Im A| [(wy — b) + (x — wg)]>
baa ) ag A2 22 i X (wy — b) cos A (z — ws)
T, \) =
- o (IANE exp [Tm A [(w = B) + (& — )]
—mymaag\ V223 i ) (wg — b) sin A (wy — we) sin A (x — wy)
Py (@, A) =
Yo (|/\|N2+L1+L2+3 exp [Im | [(wy — b) + (w; — wy) + (z — w2)])
mymaag\ V223 gipy ) (wg — b) sin A (wy — ws) cos A (x — wy)
Vaa(@, A) =

+o (|)\|N2+L1+L2+3 exp [Im A| [(we — b) + (w1 — w2) + (v — wl)])

Teorem 3.7: L probleminin {\,}, ., 6zdegerleri reeldir.

ispat:
b

(Y, Z) = / <y1(9€)21(9€) + 92@)22(@) dx — aiYNlﬂm

1

a

1
+ LN2+1LN2+1 + RP1+1RP1+1 + VP2+1VP2+1
ma

Ny

k=1
Py 1
—Zazvkvk (—) i¢ carpim kullanilarak,
U2k
k=1

b
1 - 1 _
(TY,Y) = /ly@dx - a—TYN1+1YN1+1 + a—TLN2+1LNz+1
1 2

a
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+ TRP1+1RP1+1+ TVP2+1VP2+1

- 1k) ZTLkLk< f2k)
1) ZaQTVka< 1)

Utk U2k

Ny
+ZTY,Yk (

k=1
—ZalTRkRk <

yazilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa,

(TY,Y) = / p (@) (Ina]? — Jyef?) do + / ¢(2) 2 Re (ya77) dz + by |91 (a)|
+> 2Re (Y (@) = ba [y ()] = > _2Re (LiF (b)) — arny |y (wy) ?
—ZCHQ Re (Riyr (wy)) — agna |y (wy) |2

k=1

—Za22Re Vi (wy) ng |Yk| .

Py b

t /
+ 2 —/2Re (477) do

a

elde edilir. Buna gore, (TY,Y) € R olup buradan A € R oldugu elde edilir.

Lemma 3.8 : (3.1)-(3.4) problemine ait normallegtirici sayilar agagidaki gibidir.
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Py
+04190% (wf, /\n) <m1 als Z (/\Qi—mt)Q>
n 1
P> u
+Oé290% (w57 /\n) <m2 + Z ﬁ)
n T

!

"'041‘;0% (w1_7 An) hll (/\n) + a290% <w2_v >‘n) hy (An)

Diger taraftan,

W (QO,@ZJ) = §01<x7 /\)77/)2(.%, /\) - 902(117, A)¢1<x7A)

fonksiyonuna (3.1)-(3.4) probleminin karakteristik fonksiyonu denir. Ayrica ¢ (z, \)
ve ¢ (x, \) ¢oziimleri L problemini sagladigindan,

Va € |a, b] igin,
w
W (e.)

= 90/1 ('Tv )‘) % (33, )‘> + wl2 (SC, >‘) Y1 (SC, )‘) - 90/2 (:Uv >‘) % (l’,)\) - 1/}/1 (SC, )‘> 12 (QJ, )‘)

= [q('r%pl (ZL‘, )‘) - p(£)¢2 ("L‘a >‘) - )‘Q02 (ZE, )‘)] ¢2 (JZ, /\)

+[=p(e)y (2,2) = q(@2)s (2, A) + Ay (2, A)] @y (2, 4)
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- [—p(l‘)gpl (IE, )‘> - q(‘r)QOQ (1‘7 /\) + )‘301 (l’, )‘)] ¢1 (l’, /\)

= la@)y (2, ) = p(x)ihy (2, A) = My (2, M)] pp (2, A) = 0

oldugu elde edilir. ¢(z, \) ve 1p(z, \) ¢oziimleri (3.4) siireksizlik kogullarini sagladigin-

dan,

W (w; +0) = ¢y (wi +0,X) 1y (w; + 0, X) — @, (w; + 0, \) 9y (w; + 0, A\)
= aipy (wi — 0, ) [0 "y (w; — 0, A) + hi (A) ¥y (w; — 0, \)]
— [y (wi — 0,0) + i () gy (w; — 0,0)] atdy (w; — 0, )
= @1 (Wi = 0,A) 1y (wi — 0,A) = 5 (w; — 0, A) ¥y (w; — 0, A)
— W(w; —0) yazlr.

Dolayisiyla, W (p, ) karakteristik fonksiyonu x’den bagimsiz oldugundan,

A(A) == W{ep, ¢}
= @1(1'7 A)¢2(x7 )‘) - 902(177 /\Wl(% /\)
= az (A) 1(b, A) + b2 (A) (b, A)

= —b1 (A) y(a, A) — a1 (A) ¥y (a, A)
bi¢iminde yazilabilir.
Ayrica, A(N), X’ nin tam fonksiyonudur ve bu fonksiyonun sifirlar ile L prob-

leminin 6zdegerleri cakisir.

Buna gore, her bir A, ozdegeri icin ¢ (z,\,) = spp(z,\,) gegerlidir. Burada
5, = ¥y (@, An) _ Py (a, An) dir.
- —b1 (An) ar (An)
Ote yandan, Vi € {1,2} ve k = {1,2,...,N;} icin a; (gix) # 0 ve b; (gix) = 0

oldugundan,g;;’larin bir 6zdeger olmasi icin gerek ve yeter kosul ¢, (b, gox) = 0,
¢y (a,g1x) = 0 yani; A(gix) = 0 olmasidur.
Diger taraftan, i = 1,2 ve k = {1,2,... P;} olmak iizere, t;’larin 6zdeger olmasi

igin gerek ve yeter kogul ¢ (w; ,tix) = 0 = @, (w;, ti) yani; A(ty,) = 0 olmasidir.
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Teorem 3.9: (3.1)-(3.4) L probleminin 6zdegerleri basittir.
Ispat: ¢ ve 9 fonksiyonlar belli baslangic kosullar altinda (3.1)-(3.4) problem-
inin ¢oziimleri olup
[ (0 0) 1 (2 0) 0 (2,2) = Mo (2, )/ (2 )
| ) () i () = M (22) i ()
[ 220 + 201 (2, 00) + 402 (3 M) = Moy (2,0 2 (2 )

=1 (2, A) + qo1 (2, M) — ppa (T, An) = Ang (7, An) /05 (2, A)

\

wIQ (xv)‘) ¥1 (33’)‘71) _wl (35,)\) 90/2 (QZ,)\)
+q (¢2 (JZ, /\) ¥1 (l'v /\N) ) (ZL‘, )‘n) ¢1 (1’, )‘))
= (/\ - )‘n) (N (xv )‘) ¥1 (*T7)‘n)

_1//1 (Iv /\) P2 (J}, )‘n) + 90/1 (Ia )‘) wQ (33, )‘>
+q (% (:L‘, )‘) P2 (SE‘, >‘n> — ¥ (:IJ, )‘n) ¥y (1'7 )‘))
= (A=) by (#,A) g (2, An)

ifadeleri taraf tarafa toplanirsa

wIQ (1’, )‘) Y1 (Iv )‘n) - ¢1 (1’, )‘) 90/2 (aja )‘)
_¢/1 (J}, /\) P2 (:L‘7 An) + 4:0/1 (l" )‘) ¢2 (I’ )‘)

= (/\ - )‘n) <¢1 (x, )‘> Y1 (x, )‘n) + 1y (x, )‘) P2 (337 /\n>>
elde edilir.
(% (2, ) 1 (2, M) — Uy (2, 0) 05 (2, M)

= (A=) (1 (2, A) o1 (2, An) + g (2, A) 05 (2, An))

yazilir. Bu egitligin her iki tarafinin (a,b) de integrali alimp gerekli diizenlemeler

yapilirsa;
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b

(A=) / (2, A) 01 (23 M)+ (23 A) 0 (M) de

a

= ooty (w5, A) @1 (W An) (ha (An) = ha (X))
+onthy (i, A) ¢y (wi, An) (hy () = ha (A)
+b2 (A) 1(0, An) (f2 (A) = f2(An))

+01 (M) 1 (@A) (fr (An) = 1 (V)

+2 (A) f2 (A) @1(0, An) + b2 (A) @(b; An)

=y (a, A) @1 (a, An) + b1 (An) fr (An) 91 (a,A)
—b1 (A) by (a,A) — a1 (A) ¢y (a, A) — A(A)

esitligi elde edilir. Buradan;
b

/ (1 (2, A) 01 (@, M) + 05 (2, X) 0 (@, M) do

a

+asp; (w3, An) ¥y (w3, A) (R 2 (\n))
varty () 91 (w7, ) (s () = By ()
1010, An) 1 (b, An) (f2 (A) = fo (An))

=1 (a, An) ¥1 (@, A) (ft (A) = f1 (M)
+101 (b, A) f2 (An) 1 (b, An)

+11(b, \)pa(b, An) — ¥y (a, A) b1 (M)

—b1 (M) f1 (A) ¥y (a; A) + b1 (A) 9, (a, A)
(

+01 (M) f1 (A) ¢ (a,A)

Daha sonra 1 (x, \,,) = spp (z, A,) oldugu dikkate alinip
A — A\, iken limite gecilirse,

Snpy = —A(\,) olur.
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4. TERS PROBLEMLER

Bu boliimde Weyl fonksiyonuna ve gesitli spektral verilere gore ters problemin
coziimii icin teklik teoremleri verilecektir. Oncelikle, ele alinan problemin karak-
teristik fonksiyonu olugturulup, bu fonksiyonun asimptotik ifadesi elde edilecek ve
ardindan, Weyl fonksiyonu kullanilarak ters problemin ¢oziimii i¢in teklik teoremleri
ispatlanacaktir. Bunun icin, L ile birlikte aym formda fakat katsayilar: farkli olan
L smir deger problemi ele alinsin. Burada L problemi ile ilgili ifadeler s ve bunlarm

L ile ilgili olanlar 5 ile gosterilsin.
¢ (z,A) ve ¢ (z, \) fonksiyonlarinin asimptotik ifadesi kullanilarak,

A(N)

+No+L1+La+4

= —ayaymyma\™t sin A (wy — a) sin A (wy — wy) sin A (b — ws)

Yo <|)\|N1+N2+L1+L2+4 €|Im/\\(bfa))

oldugu elde edilir.

Dy (x, A
D (z,\) = 1@ ) (1) denkleminin U (®) = 1, V(®) = 0 smur kogullar
CI)Q (ZL’, /\)

ile (3.4) siireksizlik kogullarini saglayan ¢oziimii olsun.
V(®) = 0 oldugundan V(1)) = 0 olmasi geregince v ile ® lineer bagimlh yani
O (x,\) =k (x,\) (k #0) gegerlidir.

W(@? (1)) = ¥ (.I, )‘> CI)2 <$7 /\) — P2 (I, )‘) (I)l (‘7;7 )‘)‘x:a
= by (A) Py (a,\) —ay (A) Py (a,N)

= —1 dir.

U(®) =1 yani by (A) Pa(a,\) + a1 (A) Py (a,\) =1 ve
® (z,\) = ki (z, \) oldugundan,
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b1 (A) kv, (a, A) + a1 (A) ki (a,A) =1

k(b (A) 2 (@, A) + a1 (M) ¢ (a,4)) = 1

E(—A(\)=1
1
=— 1
k A olup
. _ Y@ N
olur.
. . Sl (JI,)\) Cl (‘Ta)‘) .
Simdi S (z,A) = ve C' (z,\) = (1) denklemi-
So (x, \) Cy (2, )
0 1
nin sirastyla S (a, A) = ,C(a,\) = ( kosullarini ve stireksizlik kosullarini
1 0

saglayan coziimleri olsun.

S(x,\) ve C(x,\) W (S,C) =1 yani lineer bagimsiz oldugundan
o(x,A) = By (A) C(z,A) + By (A) S (z,\)
yazilabilir. Buna goére
o(x,A) = =by (A\)C (z,\) + a1 (N) S (z,\)

yazilir. S (z, ) ile C'(x, \) lineer bagimsiz olup yani

0 —bi (M)
W (S, ¢) = =bi1(A) #0
1 aq ()\)
olup
O (z,\)=AN)S(x,A\)+ B\ e(x,N\)
yazilabilir.
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by (N)
By (a,0) = AN + B (N ar (A) = A(\) = s (a, \) + ;f?/’\)/\)al )
AN =30
olur. O halde,
D (z,\) = blL(A)S(x, A) — ‘1’;1(8;)90(;@, A)
®(2,)) = h) (S (@) — B1 (@, A) o (2, 1)) (4.1)

olur. Bu @ (z, \) fonksiyonuna Weyl ¢oziimii, M (A\) = —®; (a, A) fonksiyonuna ise

Weyl fonksiyonu adi verilir. Buna gore,

(2, \) = —wA("E’S)
®q (a,\) = ¢A((A;\) olup
yazilir.

denklemi ve

U(y) = =wa)+ fi(Nyi(a) =0
V(y) = yo(b) + fo(Nyi(b) =0
yi(wi +0) = ayi(w; —0)
ya(wi +0) = —a; tya(w; — 0) + Ay (A) g1 (w; — 0)

simir ve siireksizlik kogullari ile iiretilen L problemi g6z Oniine alinsin. Burada

Q(ﬂf) = plz) q~(ac) bi¢imindedir.
q(z) —p(z)

Teorem 4.1:.L sinir deger problemi, Weyl fonksiyonu ile tek olarak belirlenir,
yani eger M (\) = M ()\), fi (\) = f1 (\) ise, Q (z) = Q () (a,b) de hemen hemen
her yerde, fo (A\) = fo (\), hi (\) = ki (\) ,ve o (\) = & (N) (i = 1,2) dur.
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ispat:

Py Pro o1 Py
Py Poy 0y Do
olacak sekilde P(z, )\ atrlsml olugturalim. Buna gore,

©1(x, A) = P11py + P1a@s, ‘i)l(x, A) = P11(1~31 + P12‘i)2,
0o, N) = Po1py + Paos ‘52(33, A) = Py®y + Pp®,

olur.
O(x,\) = _wA(DE’;)\) ve (¢, ®) =1 oldugu dikkate alimirsa,
P11((E,)\) = —¥ (xv)‘)(i)Q (xa)‘)—i_(bl (33‘,)\) @2 (IL’,)\)
P12(£U, )‘) F~ _¢1 (:L‘a >‘) ¢, (l’, )‘) + (l’, )‘) ci)l (:L‘7>\) (42)
P21(LU,)\) = —P9 (.’L’,)\)‘ig (‘Ta)‘)—i_q)Q (I,/\) (702 (‘7;7)\)
P22(1'7)‘> = _()bl (xa)‘)q)Z (.1',)\)4—902 (l‘,)\) (i)l (x?)‘)

elde edilir. Simdi P;;(x, ) fonksiyonlarinin siirliligini inceleyelim.

O(z, A) = [(5 (2, A) + M (A) ¢ (2, 1))]

b1 (A)

©;(x,\) = =by (N)C (2, \) + a1 (\) S (x,\) ve M ()\) = M ()) oldugu dikkate
alinip

Py (z,\) = —p,®y + &1, ifadesinde yerine yazilirsa

Pz, \) = (=bi (A) Cy (2, ) + a1 (A) Si (2,0))

< 1 N (3 (2 0) + 57 () (b () G (.0) +a1 (V) 5 ()
_bl 1)\) (Sl (IL‘, )\) + M ()\) (—bl ()\) o (g’ )\) +ay ()\) S (ZE, /\)))

X
~~

b (\) G (2, A) + ar (M) S (, A))
= Cy (z,\) Sy (z,\) — Cy (2, \) Sy (z,\) olur.
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Piy(z,\) = —p,®; + ¢, ®; ifadesinde yerine yazilirsa

Plg(l', )\) = — (—b ()\) Ol (l’, )\) + aq (/\) Sl (l’, /\))
1
><b1—</\)(
+(—=b1 (A) Cy (z,A) + a1 () Sy (x, M)

< (bl—h)sl (2.2 + M () (=0 ) G (2. 0) + 0 (1) §1 (o A)))

S1(x, N) + M (N) (=b1 (N) Cy (x, ) + a1 (A) Sy (z,A)))

= C (2,A) S1 (,A) — C1 (,A) S (, ) olur.
Py (,\) = —p,®y + By, ifadesinde yerine yazilirsa,

Pgl(l', )\) = — (—bl ()\) Cg (.17, )\) + aq ()\) SQ (l’, )\))

X » 1)\) (SQ (z,A) + M (N (—61 (N) Cy (2, X) +ay (\) S, (z, A)))
‘l—ﬁ (52 (ZL‘, )\) + M ()\) (—bl ()\) Cy (gg7 /\) +a; (/\) S (m7 /\)))

x (—bl (N G (2, \) + ar (V) S (, A))

= Cy (2,)) Sy (x,\) — Sy (2, A) Cy (2, \) olur.
Pay(x,\) = —p, Py + 0, @, ifadesinde yerine yazilirsa,

Pas(x,\) = —by () Cy (@, \) + ag (V) Sy (, \)

1
Xbl—(/\)(

+ (=b1 (A) C2 (z,A) + a1 (A) Sz (x, M)

Sy (2, N) + M (N) (=b1 (N) Cy (2, A) + a1 (A) Sa (2, N)))

xbl—h) (30 (. X) + M () (<5 (V) G (2, ) + a1 (V) 8 (1)) )

= 61(13, )\)SQ(I, )\) - CQ(.I, )\)511(1’, )\)

hesaplanir. Buna gore,

Piy(z,)) =Cy(x,)) S (x,\) — Sy (z,)) Cy (z,\)
P12<LIZ‘, )\) = él (LU, )\) Sl (.Z’, )\) - Cl (LE, )\) gl (.17 )\)
Pyu(z,A) = Co(x,)\) Sa(x,\) — Sy (z,\) Cy (2, \)
Pao(x,\) = Cy(z,X)Sa(x, \) — Ca(z, \) Sy (z, \)



elde edilmis olur. S (z,\) ve C (z, ), fonksiyonlar: herbir sabit z i¢gin A’ nin tam

fonksiyonlar1 oldugundan, P;;(z,\) fonksiyonlar1 herbir sabit x i¢in A’ nmn tam

fonksiyonlaridir.

Gs={\: A=A >0, n=0,£1,42,..},6 >0

G(s = {)\:’/\—5\”

>0, n=0,+1,4+2, .. } olsun. Burada ¢ yeterince kiigiik
pozitif sayidir.

A€ Gs NGy icin [sin Az| > Csel™ e |\ — oo gecerlidir.

Buradan,

A(}\) — _a2a1m1m2)\N1+N2+L1+L2+4

Yo <|)\|N1+N2+L1+L2+4 e\Im)\|(bfa)>

sin A (wy — a) sin A (wy — wy) sin A (b — ws)

oldugundan,

IA(N)] > CsAN et bl omA(b—a) - N c G5 N Gy, || > 0 olur. Buradan,

Pl ) = 1 VAT — G ) P

= [_al)\N1+1 sin )\(JI — a) +o0 <|>\|N1+1 e‘ImM(Jﬁ—a))}

MyMgds N2 T2 6in A (wy — b) sin A (wy — wy) cos A (z — wy)

X
Yo <|)\’NQ+L1+L2+3 e|Im)\\(x—b)>

XCg |/\|—N1—N2—L1—L2—4 6|Im Al(a—b)

+ [a AN cos Az —a) + o <|)\|N1+1 e'ImM(I*“))]

— g\ V223 iy ) (wg — b) sin A (wy — we) sin A (x — wy)

‘o (|/\|N2+L1+L2+3 €|Im)\\(:r:fb)>

x Cs |)\|*N1*N2*L1*L2*4 etm X|(a—b) < M olup
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|P11 (ZL’, )\)| < M yaZIhI'.

Benzer sekilde, |Pip(z,A)| < M, |Pu(z,\)| < M, |Py(z,A)] < M oldugu goster-
ilebilir. P;;(z, A) fonksiyonlar: tam ve smirh olup Liouville teoreminden sabittirler.
Yani, P;(z,\) = A;; () olup A dan bagimsizdir. Diger taraftan

Piy(w,A) = o, NP1 (2, A) — oy (2, \)@s (2, )

&2(33’)‘) ~ ¢1($a )‘)
A()\) _Q02<x7/\) A()\)

~2(IL‘,>\) ¢2($7A)

= 901(‘73? )‘)

¢2~(ZE7 >‘) ¢2(I7 /\)

= gal ) ( oo %A(f;?)) - S @l ) — el )

PQ?(*I’ )‘) = _Sbl(l" )‘)(1)2(I’ )‘) + 902(‘73? )‘)&)1(1‘7 >‘)

¢2(l‘, )‘) il(xv )‘)
A(}\) - 902<x> >‘) A ()\)

A
-
—
8

L5 ale ) — (o)
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{bl(x’ )‘) 7?1(95, )‘)

Simdi P;(x, A) fonksiyonlarinin A dan bagimsiz oldugu , ¢(z, A) ve ¢(x, A)fonksiyonlarinin

) + 1 biciminde yazilir.

asimptotik ifadeleri ile K = K oldugu dikkate alinirsa,
Pll (Iu )‘) i(;il’l,

/\lim o1 (z, N)

Jlim PHE (0.0) = gl 0) = 0 o,

~2(1‘> )‘) o 77ZJ2(:L‘> )‘) =0
Ay AW ’

lim [P;(z,A) — 1] = 0 elde edilir.

A——00

P12(x7 )‘) i(;in,

)\hm @1(3:7 >‘)

i@, ) (e, A)) A
AN AN ’
{bl(l” )‘)

N A N (p1(2, A) = @1(z, A)) = 0 olup,

/\lim Pio(xz,\) =0 olur.

P21 (ZL’, )\) igin,

)\lim oy, \)

Jlim P2 Gy (00) = (o) = 0 ol

~2(‘7”7 /\) o ¢2(x7 /\) =0
AN AN ’

)\lim Py (z,\) = 0 elde edilir.

Pyo(z, N) igin,

Jlim 20 G 0,0) = g 0) =0

lim ¢y(x, A) <¢1~(x, N _ il )\)) = 0 olup,

/\lim [Pao(z,A) — 1] = 0 elde edilir.
Boylece, P;j(x, ) fonksiyonlarimin A dan bagimsiz oldugu gozoniinde bulunduru-

lursa,
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Pyj(z,\) = 5o elde edilir. Bu sonug (4.2) denkleminde dikkate alimirsa
¢1 (ZL’, )‘) -1

QLQ(x?A) ~
(,01<$,/\) ~A(>\) _902(:1:7)‘) A()\)
(@A) Ui, A)
( ¢2( )‘) ~ Vo, A) _

D, (x, A
sistemleri elde edilir. Buna gore bu sistemler ayr1 ayr1 ¢oziiliirse, birinci sistemden

\

1 _‘752(337)‘)
(l‘ )\) — 0 ('bl(x’)\) — @1(117)0
[ I R RGP VN N E AT
Ay 0 AV
1($5A) ~
A()\) 901(1" )‘)
:@1(I7>‘)
oz,
AA
_hil@ ),
Uy, A) AN _ (N e
AV 1 = NA( ) ve ayni sekilde ikinci sistemden
Vol ) _ ¥ e g,

Y A = 7 ) A Y
(z, ) ve ¥(x,\) (3.1) denklemini sagladigindan

Bo(x, A) + Q(x)p(z,A) = Ap(x, A)
Bp(x, A) + Q(x)p(x, X) = Ap(w, \)
(x,\) = @(z,A) oldugu dikkate

yazilir. Bu iki denklem taraf tarafa gikarilir ve

alinirsa;
(Q@) = Q@) ol 1) =0

olur. Buradan Q(z) = Q(x) elde edilir. Ayrica;
(@, ) ¢ ( ) (@A) ¢2( ) oldugu dikkate alimir ve

AR AW T AW A(M
ba (M) ¢

2 (2, A) + az (A) ¢y (, )
bz (A) ¥, A) + a2 (A)

denklemleri goz oniine alinirsa
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e 2y (V) = veya ag (A) by (A) — by (N) @z (A) = 0 yazlir. ag (N) , by (V)

ve dylece de sy (A) , by (M) polinomlarimn ortak sifirlar1 olmadigindan
)

ay (A) = @z (\), by (\) = by (\) olur. O halde f, (\) = fo (\) yazlr.

Diger taraftan,
pr(wy, A) = argy (wy, A)
Py (wy, A) = ey (w3, A)
P1(wi, A) = @@ (wy, \)
P1(wy , A) = G2, (wy, \)
oW’ A) = ar e (wr, A) 4+ b (V) @i (wy ', A)
Pa(w3, N) = 0y py(wy , A) + Dz () @y (wy, A)
Ba(wl,A) = 67" Py (wr, A) + ha (V) @y (wr, A)

@2(w;7 A) = &51@2(w;, A) 4+ ha (A) @1 (wy, A)

ve
Y1 (ZL’, )‘) = (701 (ﬂ?, )‘)7 902(‘7:7 )\) = @2(337 )‘) Oldugundan
+ ~ +
901(w1_) _ Sfl(uh_) S
¢ (wy) Py (wy)
+ ~ +
pr(wy) _ a1() G elde edilir,
01 (wy) Pq(wy)
Boylece,
hy ()\) _ g02(wf, )\) - Oif1902(wfa )\) _ @2(“’?7{) - 5‘7171@2(@”177)\) _ ;ll ()\)
Qpl(wl ’ )\) 901<w1 ) )‘)
ve
hg ()\) _ 902(w;_7 )‘> - 012_1902(21)2_7 )‘> _ @2(103_,)\? - 611_1@2(102_7)‘) — 7:1/2 (/\)
©1(wy , A) P1(wy, A)

olur.Boylece, ispat tamamlanmis olur.
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Simdi de iki spektruma gore teklik teoremi verilsin. Bunun i¢in L ile ayni formda

fakat, yalniz birinci sinir kosulu degistirilen asagidaki L, problemi ele alinsin:

ly(@)] == By () + Q(z)y(x) = Ay(z), = € [a, ]

U (y) = y1(a) =0
Viy) + =y2(b) + fo(Nya(b) =0
yi(wi +0) = ayr(w; —0)
ya(w; +0) = a; ya(w; — 0) + hy (N) ya(wi — 0)

Burada amag; L ve Ly problemlerinin 6zdegerler dizisi biliniyorken, problemin kat-

sayilariin tek olarak belirlenebilecegini gostermektir.
{4, } ey, dizisi, Ly probleminin 6zdegerleri olsun. L; probleminin karakteristik fonksiy-

onunun

Al()‘) =W (%W = _wl(aa )‘) = 901(1‘7 /\)¢Q(x> )‘) - 902(337 )\)%(377 )‘)
oldugu agiktir.

Teorem 4.2: Eger her n € Z icin A\, = an, Wy, = [, ve K = agmima, K =
Gommne olmak tizere K = K | fi (\) = fi (\) ise bu durumda
Q (z) = Q () (a,b) de hemen hemen her yerde, fo (\) = f5 (\) ve

hi(N) =h; (N, & (\) =@ (\) (i =1,2) dir.
. ~ A (A A
Ispat: Her n € Z i¢in A\, = A\, ve p,, = f1,, oldugundan = () ve — (), ; A nin
AN AW

tam fonksiyonlaridir. Diger taraftan; A(A\) ve A;()\) karakteristik fonksiyonlarimin

asimptotik ifadeleri ve K = K oldugu dikkate almirsa,

lim —zlve lim le
A——00 ()\) )\HfooAl ()\)

oldugu gosterilir. Dolayisiyla A, = A, ve t, = i, oldugundan, A(X) = A()\) ve
A1(N) = A;()\) olur. Aj(\) = Ay(\) durumu dikkate alimdiginda,

%(a, )‘) = &1 (a7 )‘>
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yazalir. Diger taraftan; M(\) = @DlA(?)’\)A ) oldugundan,

M (X\) = M ()\) elde edilir. Boylece, bir 6nceki teoremden L = L olur.l
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