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ÖZET

ÇiFT BANTLI ALT ÜÇGENSEL GENELLEŞT·IR·ILM·IŞ FARK

MATR·IS·IN·IN 0 D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDE F·INE SPEKTRUMU

Ça¼gr¬ ÜNAL

Yüksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Dr. Ö¼gr. Üyesi Dr. Nuh DURNA

2019, 37+xi sayfa

Bu tez beş bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde, tez konusu ile alakal¬ literatür taramas¬ yap¬lm¬̧st¬r. Bant

matrislerinin tan¬m¬ verilmi̧s ve s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin temel özelliklerinden

bahsedilmi̧stir.

·Ikinci bölümde, s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin spektrumundan ve spektrumunun

ayr¬̧s¬mlar¬ndan bahsedilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, 2012 y¬l¬nda Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan çal¬̧s¬lan, 0

dizi uzay¬ üzerinde ¢ çift bantl¬ genelleştirilmi̧s fark operatörünün …ne spek-

trumunu verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, 2013 y¬l¬nda Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan çal¬̧s¬lan,

1 dizi uzay¬ üzerinde ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant matrisinin

spektrumu ve spektral ayr¬̧s¬m¬ verilmi̧stir.

Beşinci bölümde, ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant matrisinin 1 dizi

uzay¬ üzerindeki spektral ayr¬̧s¬m¬ verilmi̧stir ve ¢ genelleştirilmi̧s alt üç-

gensel çift bant matrisinin 0 dizi uzay¬ üzerindeki …ne spekturumu farkl¬ bir

metotla ve daha k¬sa ispatlarla tekrar elde edilmi̧stir. Tezin bu k¬sm¬ orji-

nal olup "On the …ne spectrum of generalized lower triangular double band

matrices ¢ over the sequence space 0" ismiyle 2016 y¬l¬nda yay¬nlanm¬̧st¬r.

Anahtar Kelimeler: spektrum, alt spektrum, genelleştirilmi̧s bant matrisi.
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ABSTRACT

THE FINE SPECTRUM OF THE GENERALIZED LOWER

TRIANGULAR DIFFERENCE MATRIX WITH DOUBLE BAND

Ça¼gr¬ ÜNAL

Master of Science Thesis

Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Prof. Dr. Nuh DURNA

2019, 37+xi pages

This thesis consists of …ve sections.

In the …rst section, literature related to thesis topic has been presented. The

de…nition of band matrices has been given and basic properties of bounded

linear operator have been told.

In the second section, spectrum and division of spectrum of bounded linear

operators are mentioned.

In the third section, the spectrum and …ne spectrum of generalized double

band di¤erence operator ¢ on the sequence space 0 which was studied by

Fathi ve Lashkaripour in 2012 have been given.

In the fourth section, the spectrum and division of spectrum of generalized

upper triangular double band matrices ¢ on the sequence space 1 which

was studied by Fathi ve Lashkaripour in 2013 have been given.

In the …fth section, subdivision of spectrum of generalized upper triangular

double band matrices ¢ on the sequence space 1 and …ne spectrum of gen-

eralized lower triangular double band matrices ¢ on the sequence space 0

have been given in di¤erent ways with more shorter proofs again. This part is

original. It was published with title "On the …ne spectrum of generalized lower

triangular double band matr¬ces, ¢ over the sequence space 0" in 2016.

Keywords: spectrum, subspectrum, generalized band matrix
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1. G·IR·IŞ

Fonksiyonel analizde, bir operatörün spektrumu, matrisler için özde¼gerler kavram¬n¬n

bir genelleştirilmesidir. Bir Banach uzay¬ üzerinde bir operatörün spektrumu, point

spektrum, sürekli spektrum ve rezidü spektrum olarak adland¬r¬lan üç ayr¬k parçaya

bölünür. 1966 y¬l¬nda S. Goldberg’in çal¬̧smas¬na kadar, bir operatörün spektru-

munun üç ayr¬k parçaya bölünmesi, operatörün …ne (ince) spektrumunun hesa-

planmas¬ olarak adland¬r¬l¬rd¬. Fakat 1966 y¬l¬nda S. Goldberg "Unbounded Lin-

ear Operator" isimli kitab¬nda spektrumun aralar¬nda ayr¬k olan ayr¬̧s¬m¬n¬ daha

ince bir şekilde verdi ve bu çal¬̧smadan sonra bir operatörün spektrumunun dokuz

ayr¬k parçaya bölünmesi, operatörün …ne spektrumunun hesaplanmas¬ olarak ad-

land¬r¬l¬rd¬. Ayr¬ca spektrumun aralar¬nda ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬

daha vard¬r ki bu; yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spek-

trumdur. Son y¬llarda bir çok yazar, genelleştirilmi̧s fark matrislerinin spektral

ay¬̧s¬m¬n¬ araşt¬rm¬̧st¬r. ·Ilk kez [8] de Amirov, Durna ve Y¬ld¬r¬m operatörlerin spek-

tral ayr¬̧s¬mlar¬ aras¬ndaki ba¼g¬nt¬y¬ kullanarak operatörün yaklaş¬k nokta spektru-

munu, eksik spektrumunu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumunu kolayca hesaplam¬̧slard¬r. Bu

çal¬̧smadan sonra, bu spektral parametreler, spektrumun …ne ayr¬̧s¬m¬ bulunurken

yazarlar taraf¬ndan dikkate al¬nm¬̧st¬r. Daha sonra bir operatörün yaklaş¬k nokta

spektrumu, eksik spektrumu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumu; spektrumun …ne ayr¬̧s¬m¬

kullan¬larak hesaplanm¬̧st¬r. Genel olarak operatörlerin …ne ayr¬̧s¬mlar¬ araşt¬r¬l¬rken

operatörün adjointinin birebirli¼gi veya örtenli¼gi kullan¬larak operatörün yo¼gun görün-

tüye sahip oldu¼gu veya s¬n¬rl¬ terse sahip oldu¼gu elde edilir. Fakat bir operatörün

adjoint operatörünü bulmak her zaman mümkün olmayabilir. Hatta adjoint op-

eratörü bulunsa bile operatörün birebirli¼gi veya örtenli¼gi araşt¬r¬l¬rken elde edilen

serinin karakterini incelemek mümkün olmayabilir. Örne¼gin 1 un bilinen anlamda

Schauder baz¬ olmad¬¼g¬ndan operatörün bilinen anlamda adjointinden bahsetmek

mümkün de¼gildir. Dolay¬s¬yla bir operatörün spektral ayr¬̧s¬m¬ ve adjointinin spek-

tral ayr¬̧s¬m¬ aras¬ndaki ili̧ski yard¬m¬yla, operatörün yakla̧s¬k nokta spektrumu, ek-

sik spektrumu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumu hesaplanarak bunlar yard¬m¬yla Goldberg

taraf¬ndan verilen spektrumun …ne ayr¬̧s¬m¬ bulanabilir.
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Spektral teorinin günlük hayattaki uygulamalar¬ndan k¬saca bahsedecek olursak;

Elektrik mühendisli¼ginde ampli…katör frekans yan¬t¬n¬ veya güç sisteminin güvenilir-

li¼gini belirleyebilir.

Ekolojide spektral de¼gerler besin a¼g¬n¬n sürekli bir dengeye sahip olup olmayaca¼g¬n¬

belirleyebilir.

Yap¬ mekani¼ginde bir otomobilin ne kadar gürültülü olup olmayaca¼g¬n¬ veya bir

depremde bir binan¬n y¬k¬l¬p y¬k¬lmayaca¼g¬n¬ belirleyebilir.

Kuantum mekani¼ginde atomik enerji seviyelerini ve böylecede lazerin frekans¬n¬ veya

bir y¬ld¬z¬n spektral sinyalini belirleyebilir.

Havac¬l¬kta, spektral de¼gerler bir kanat üzerindeki ak¬̧s¬n laminer veya türibülansl¬

olup olmad¬¼g¬n¬ belirleyebilir.

1.1 Literatür özeti

Bu tez boyunca; tüm diziler uzay¬  ile belirtilir. S¬ras¬yla tüm s¬n¬rl¬, yak¬nsak,

s¬f¬ra yak¬nsak ve s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ dizilerin uzay¬n¬ 1, , 0 ve  ile gösterilir. Ayr¬ca

 ile mutlak de¼gerinin ¡inci kuvvetleri toplanabilir tüm dizilerin uzay¬n¬ ve  ile

¡ s¬n¬rl¬ sal¬n¬ml¬ dizilerin uzay¬ belirtilmi̧stir.

Bir çok yazar, çeşitli dizi uzaylar¬ üzerinde baz¬ özel limitleme matrisleriyle tan¬m-

lanan lineer operatörlerin spektrumunu ve …ne spektrumunu incelemi̧stir. ·Ilk önce

mevcut literatürdeki spektrum ve …ne spektrum hakk¬nda k¬saca bilgi verece¼giz.

Örne¼gin; Cesàro operatörünün  (1    1) dizi uzay¬ndaki …ne spektrumu [21]

de Gonzalez taraf¬ndan incelenmi̧stir. Ayr¬ca, [33] de Wenger, Cesàro operatörünün

tamsay¬ kuvvetinin spektrumunu  dizi uzay¬nda çal¬̧sm¬̧st¬r ve [29] da Rhoades, bu

sonucu a¼g¬rl¬kl¬ ortalama metotlar¬na genelleştirmi̧stir. [28] de Reade, Cesàro oper-

atörünün spektrumunu 0 dizi uzay¬ üzerinde çal¬̧sm¬̧st¬r. [27] de Okutoyi, Cesàro

operatörünün spektrumunu  dizi uzay¬ üzerinde hesaplam¬̧st¬r. Rhally operatör-

lerinin 0 ve  dizi uzaylar¬ üzerindeki Goldberg taraf¬ndan verilen …ne spektrumu

[32] de Y¬ld¬r¬m taraf¬ndan incelenmi̧stir. Cesàro operatörünün 0 ve  dizi uzaylar¬
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üzerindeki …ne spektrumlar¬ Akhmedov ve Başar taraf¬ndan [1, 4] de çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.

Ayr¬ca Akhmedov ve Ba̧sar [2, 3] da ¢ fark operatörünün  ve  (1 ·   1) dizi

uzaylar¬ üzerinde …ne spektrumunu çal¬̧sm¬̧slard¬r. 1 ve 1 dizi uzaylar¬ üzerinde

Zweier matrisinin …ne spektrumu [5] de Altay ve Karakuş taraf¬ndan incelenmi̧stir.

Altay ve Başar [6, 10] de ¢ fark operatörünün 0  ve  (1    1) dizi uzaylar¬

üzerinde …ne spektrumunu belirlemi̧slerdir. ¢ fark operatörünün 1 ve  üzerindeki

…ne spektrumu [23] de Kayaduman ve Furkan taraf¬ndan incelenmi̧stir. Altun ve

Karakaya[7, 24] de Lacunary matrislerin …ne spektrumlar¬ ve üst üçgen çift bant

matrislerin …ne spektrumlar¬ üzerinde çal¬̧sm¬̧slard¬r. [31] de, Srivastava ve Kumar,

¢ genelleştirilmi̧s fark operatörünün 0 dizi uzay¬ üzerindeki …ne spektrumunu in-

celemi̧slerdir. [18] da, Fathi ve Lashkaripour, ¢ genelleştirilmi̧s alt üçgensel çift

bant matrisinin 0 dizi uzay¬ üzerindeki …ne spektrumunu hesaplam¬̧slard¬r. [19] de,

Fathi and Lashkaripour, ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant matrisinin 1 dizi

uzay¬ üzerindeki …ne spektrumunu incelemi̧slerdir.

Yukar¬da bahsedilen çal¬̧smalar, [20] de Goldberg taraf¬ndan tan¬mlanan spektrumun

ayr¬̧s¬m¬ ile ilgilidir. Bununla birlikte [15] de Durna ve Y¬ld¬r¬m 0 üzerinde factorable

matrisleri için spektrumun alt ayr¬̧s¬m¬n¬ incelemi̧slerdir ve [12] de Başar, Durna ve

Y¬ld¬r¬m baz¬ dizi uzaylar¬ üzerinde genelleştirilmi̧s fark operatörünün spektrumunu

incelemi̧slerdir. [17] de Durna ve K¬l¬ç, (0 1 2; 0 1 2) üst üçgensel bant

matrisinin 0 dizi uzay¬ üzerinde spektrumunu ve …ne spektrumunu hesaplam¬̧slard¬r.

Bu tezin üçüncü bölümünde [18] de Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan çal¬̧s¬lan ¢

genelleştirilmi̧s alt üçgensel çift bant matrisinin 0 dizi uzay¬ üzerindeki …ne spek-

trumunu verece¼giz. Dördüncü bölümünde [19] da, Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan

hesaplanan ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant matrisinin 1 dizi uzay¬ üz-

erindeki …ne spektrumunu verece¼giz. Beşinci bölümünde ise ¢ genelleştirilmi̧s

alt üçgensel çift bant matrisinin 0 dizi uzay¬ üzerindeki …ne spektrumunu, spek-

trumun aralar¬nda ayr¬k olmas¬ gerekmeyen (yakla̧s¬k nokta spektrum, eksik spek-

trum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrum) ayr¬̧s¬m¬ yard¬m¬yla verece¼giz. Ayr¬ca bu ayr¬̧s¬m

yard¬m¬yla[18] de, Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan verilen ¢ genelleştirilmi̧s alt

üçgensel çift bant matrisinin 0 dizi uzay¬ üzerindeki …ne spektrumu, daha farkl¬
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ve k¬sa bir yolla hesaplanm¬̧s olacak. Tezin beşinci bölümü orjinal olup, [16] da

yay¬nlanm¬̧st¬r.

1.2 Bant matrisleri

Say¬sal analizde, sonlu elemanl¬ matrisleri veya sonlu fark problemlerinden elde

edilen matrisleri bant matrisi haline getirebiliriz. Bant matrisleri problem de¼gi̧sken-

leri aras¬ndaki ili̧skiyi tan¬mlamam¬za yard¬mc¬ olur. Örne¼gin, bant geni̧sli¼gi ma-

tris boyutunun karekökünü oluşturan matris, bant içinde beş köşegenin s¬f¬r ol-

mad¬¼g¬ kare bir bölgede tan¬mlanan k¬smi türevli diferansiyel denkleme kaŗs¬l¬k gelir.

E¼ger bu matrise Gauss eliminasyon yöntemini uygularsak, çok say¬da s¬f¬r olmayan

elemanl¬ bant içeren matris elde ederiz. Bu nedenle, bant operatörlerinin rezol-

vent kümesi, bu gibi problemlerin çözümü için önemlidir. Bant matrisleri matem-

ati¼gin birçok alan¬nda ve uygulamalar¬nda ortaya ç¬kmaktad¬r. Üç ya da daha fazla

kö̧segenli bant matrisleri telekomünikasyon sistem analizinde, k¬smi türevli diferan-

siyel denklemlerin çözümü için sonlu fark yöntemlerininde, sabit olmayan katsay¬l¬

do¼grusal tekrarlama sistemlerinde vb. kullan¬l¬r. Baz¬ özel problemlerde matrisler

bant matris olarak oluşmaktad¬r. Bu özellik kullan¬larak bu problemlere ait lineer

denklem sisteminin çözümü mümkündür. Alt üçgensel matrisleri de bant matrisi ya-

parak bu tür lineer denklem sistemlerinin çözümü için bir algoritma geli̧stirilmi̧stir.

Geli̧stirilen algoritma kullan¬larak çok büyük boyutlardaki matrislerin s¬k¬̧st¬r¬larak

bilgisayarda oluşturulmas¬ ile lineer denklem sistemlerinin çözümü mümkün olmak-

tad¬r. Bu nedenle, birisinin çeşitli bant matrisleri ile ilgili sonuçlar elde etmesi

oldukça önemlidir.

Tan¬m 1.1 (Bant matris) S¬f¬rdan farkl¬ elemanlar¬ esas köşegen civar¬nda toplan-

m¬ş olan matrise bant matris denir. Esas köşegene paralel olan köşegenlerine yan

köşegen denir. Matrisin esas köşegenin alt¬ndaki köşegenler alt köşegen, üstündeki

köşegenlere üst köşegen denir. 1 alt ve 2 üst köşegeni olan bir matrisin ana bant

genişli¼gi  = 1 +2 + 1 olur. 1 e alt bant, 2 ye üst bant genişli¼gi de denir.

Ana bant d¬ş¬ndaki tüm elemanlar¬ s¬f¬r olan matrislere bant matris denir.
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1.3 S¬n¬rl¬ Lineer Operatörler

 ve  C üzerinde iki normlu uzay ve  :  !  bir lineer operatör olsun. E¼ger

her  2  için

jjjj ·  jjjj

olacak biçimde bir   0 say¬s¬ varsa  operatörüne  uzay¬ndan  uzay¬ içine bir

s¬n¬rl¬ lineer operatör ad¬ verilir ve  uzay¬ndan  uzay¬ içine tan¬ml¬ bütün s¬n¬rl¬

lineer operatörlerin s¬n¬f¬  (  ) ile gösterilir. Özel olarak  =  ise  ()

yerine k¬saca  () yaz¬l¬r.

Bir lineer operatörün s¬f¬r uzay¬n¬

ker () := f 2  :  = 0g (1.1)

ve görüntü kümesini

Ran () := f :  2 g (1.2)

ile gösterece¼giz. Böylece  operatörünün birebir olmas¬ için gerekli ve yeterli ko̧sul

ker () = f0g olmas¬ ve örten olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul Ran () = 

olmas¬d¬r.

 2  (  ) ve  2 C olmak üzere, ( + ) =  + , ()  =  şek-

linde tan¬mlanan toplama ve skalerle çarpma i̧slemleri ile  ( ; ), C cismi üzerinde

bir vektör uzay¬d¬r, ayr¬ca

jjjj = sup
 6=

jjjj
jjjj (1.3)

normuyla birlikte bir normlu uzay olup,  nin bir Banach uzay¬ olmas¬ halinde

 (  ) de bir Banach uzay¬d¬r ([14] , Brown ve Page 1970, s. 105, [30] , Rudin

1973, s. 88).

 ve  iki dizi uzay¬ ve  = () ;   2 N olmak üzere  reel veya kompleks

say¬lar¬n¬n bir sonsuz matrisi olsun. E¼ger her  = () 2  dizisi için () =1X

=0

 olmak üzere  in  = (()) ¡dönüşümü  de bir dizi ise  ya  den

 ye bir matris dönüşümü denir ve  :  !  ile gösterilir. Bu dönüşüm  2 ( )
ile gösterilir. Bu durumda  2 ( ) olmas¬ için gerekli ve yeterli ko̧sul her  2 

için  2  olmas¬d¬r.
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Lemma 1.1  = () matrisinin 0 dan 0 a bir  2  (0) s¬n¬rl¬ lineer operatörü

belirtmesi için gerekli ve yeterli koşul

(1)  n¬n sat¬rlar¬ 1 dedir ve onlar¬n 1 normlar¬ s¬n¬rl¬d¬r.

(2)  n¬n sütunlar¬ 0 dad¬r ([34] , Wilansky, s. 129).

Uyar¬ 1.1 Lemma 1.1 de verilen  nin operatör normu,  n¬n sat¬rlar¬n¬n 1 norm-

lar¬n¬n supremumudur ([34] , Wilansky, s. 129).

Lemma 1.2  = () matrisinin 1 den 1 e bir  s¬n¬rl¬ lineer operatörü be-

lirtmesi için gerekli ve yeterli koşul  n¬n sütunlar¬n¬n 1 normlar¬n¬n supremumu-

nun s¬n¬rl¬ olmas¬d¬r ([34] , Wilansky, s. 129).

 , C cismi üzerinde bir normlu uzay ve  2  () olsun. ¤,  uzay¬n¬n sürekli

dualini göstermek üzere yani; ¤ =  (C) olmak üzere, her  2  ve her  2 ¤

için

¤ : ¤ ! ¤

(¤) =  ()

biçiminde tan¬mlanan ¤ operatörüne;  operatörünün adjointi denir.

 ile ¤ adjoint operatörü aras¬ndaki ili̧skilerden baz¬lar¬n¬ belirleyen önemli teo-

remleri ispats¬z olarak aşa¼g¬da verelim.

Teorem 1.1  bir normlu uzay ve  2  () olsun. Bu durumda ¤ 2  (¤)

olup jj¤jj = jjjj dir ( [14] , s. 239).

Teorem 1.2 E¼ger  ve ¤ operatörlerinin tersleri mevcut ise (¡1)¤ = (¤)¡1 dir

( [20] , s. 60).

Tan¬m 1.2  ve  birer Banach uzay¬ ve  2  (  ) olsun. D,  içinde aç¬k

birim yuvar olmak üzere  (D),  içinde kompakt ise  operatörüne kompakt lineer

operatör denir ([22] , s. 179).

Kompakt operatörlerin baz¬ özellikleri aşa¼g¬daki teoremlerle ifade edilmi̧stir.

Teorem 1.3  bir Banach uzay¬ ve  2  () olsun. E¼ger  dönüşümünün

görüntü uzay¬ Ran (), sonlu boyutlu ise  kompaktt¬r ( [22] , s. 180).
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Teorem 1.4  bir Banach uzay¬ ve (),  () deki kompakt operatörlerin bir

dizisi olsun. E¼ger () dizisi  ya düzgün operatör yak¬nsak ise  2  () de

kompaktt¬r ( [22] , s. 180).

Şimdi ­ herhangi bir  Banach uzay¬n¬n önkompakt bir kümesi olmak üzere, uygu-

lamalarda en çok kullan¬lan  (­;C) uzay¬nda mevcut olan kompaktl¬k kriterinden

bahsedelim.

Tan¬m 1.3 ( kk) Banach uzay¬n¬n önkompakt bir ­ kümesi ve  ½ ( (­)  kk1)
kümesi verilsin.

(a) E¼ger her  2  ve her  2 ­ için j ()j ·  olacak şekilde bir   0 say¬s¬

varsa  kümesi düzgün s¬n¬rl¬d¬r denir.

(b) E¼ger her   0 için enaz bir  =  ()  0 say¬s¬ var öyle ki her 1 2 2 ­ ve her

 2  için

k1 ¡ 2k   iken j (1)¡  (2)j  

oluyorsa,  kümesi ( (­)  kk1) da ayn¬ dereceden süreklidir denir. ([26] , s.229).

Teorem 1.5 (Arzelà-Ascoli) ( kk) Banach uzay¬n¬n önkompakt bir ­ kümesi

ve  ½ ( (­) kk1) kümesi verilsin.  nin ( (­) kk1) da önkompakt olmas¬

için gerekli ve yeterli koşul  nin ( (­)  kk1) da düzgün s¬n¬rl¬ ve ayn¬ dereceden

sürekli olmas¬d¬r ( [26] , s.231).
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2. SPEKTRUM

Tan¬m 2.1  6= fg bir kompleks normlu uzay,  ( ) ½  olmak üzere ve  :

 ( ) !  bir lineer operatör,  2 C ve ,  ( ) üzerinde birim operatör olmak

üzere,  operatörü ile

 :=  ¡  (2.1)

operatörünü eşleyelim. E¼ger  n¬n bir tersi varsa, bunu  ( ) ile gösterelim, yani;

 ( ) = ¡1 = ( ¡ )¡1 (2.2)

alal¬m. Bu operatöre  nin rezolvent operatörü denir.  operatörünün belirli olmas¬

durumunda yazmada kolayl¬k sa¼glamak için  ( ) yerine  yazaca¼g¬z ( [25] , s.

371).

 ( ) nin mevcut olmas¬ durumunda,

 = ¡1  =  ( ) 

geçerlidir. Yani;  ( ),  =  denkleminin çözülmesine yard¬mc¬ olur.

Daha da önemlisi,  n¬n özelliklerinin incelenmesi,  operatörünün kendisinin an-

la̧s¬lmas¬ için esas olmaktad¬r. Do¼gal olarak,  n¬n ve  n¬n bir çok özelli¼gi 

ya ba¼gl¬d¬r ve spektral teori bu özelliklerle ilgilenen bir dald¬r. Örne¼gin  mev-

cut olacak şekildeki  kompleks say¬lar¬n¬n kümesi veya  s¬n¬rl¬ olacak şekilde

ki  kompleks say¬lar¬n¬n kümesi temel problemlerimizden baz¬lar¬ olacakt¬r. Baz¬

kavramlara isim verebilmek için  n¬n tan¬m bölgesi  de yo¼gun olacak şekildeki

 kopmleks say¬lar¬n¬n kümesi de araşt¬r¬lacakt¬r.

Tan¬m 2.2 (regüler de¼ger, rezolvent küme, spektrum)  6= fg bir kompleks

normlu uzay ve  ( ) ½  olmak üzere  :  ( )!  lineer bir operatör olsun.

(R1)  ( ) mevcut

(R2)  ( ) s¬n¬rl¬ (yani sürekli)

(R3)  ( ),  içinde yo¼gun bir kümle üzerinde tan¬ml¬

olacak şekilde  2 C say¬lar¬na  nin regüler de¼geri denir.
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 nin tüm regüler de¼gerlerinin kümesi  ( ) ie gösterilir.  ( ) ye  nin rezol-

vent kümesi denir.  ( ) = CÂ ( ) kümesine ise  nin spektrumu denir. E¼ger

 2  ( ) ise  ya spektral de¼ger denir ([25] , s. 371).

2.1 Spektrumun Ayr¬̧s¬m¬

S¬n¬rl¬ lineer bir operatörün spektrumunun birçok farkl¬ ayr¬̧s¬m¬ vard¬r, bunlardan

baz¬lar¬n¬n …zi¼ge uygulamalar¬ mevcuttur.

 bir Banach uzay¬ ve  2 () olsun. E¼ger  ( ) operatörü,  in bir yo¼gun

alt uzay¬nda tan¬ml¬ ve s¬n¬rs¬z ise;  2 C say¬s¬na  nin ( ) sürekli spektrumuna

aittir denir. Ayr¬ca e¼ger  ( ) operatörü mevcut, ancak onun tan¬m bölgesi (yani;

 ¡  nin Ran( ¡ ) de¼ger kümesi),  de yo¼gun de¼gilse  2 C say¬s¬na 

nin ( ) rezidü spektrumuna aittir denir, bu durumda  ( ) s¬n¬rl¬ veya s¬n¬rs¬z

olabilir.

E¼ger  =  eşitli¼ginin s¬f¬rdan farkl¬ bir  2  çözümü varsa  2 C say¬s¬na 

nin özde¼geri, bu şekildeki herbir  vektörüne özvektör ve  in bir alt uzay¬ olan

bütün özvektörlerinin kümesine de özuzay denir.

( ) = f 2 C :  =   6= 0g

özde¼gerlerinin kümesine  nin point spektrumu denir. ( ) point spektumu ile

birlikte bu iki spektrum  nin

( ) = ( ) [ ( ) [ ( ) (2.3)

spektrumun bir ayr¬k ayr¬̧s¬m¬d¬r. Kabaca konuşacak olursak alt spektrumdaki  ele-

manlar¬n¬n karakterize edilmesi için, ¡ operatörünün, ( ) de birebir ve örten-

li¼gi, ( ) de örtenli¼gi ve ( ) de de süreklili¼gi mevcut de¼gildir. (2.3) ayr¬̧s¬m¬n¬

izah etmek için aşa¼g¬daki tabloyu ve baz¬ örnekler verelim.
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Tablo 1: Spektrumun Ayr¬k Ayr¬̧s¬m¬

 ( ) mevcut  ( ) mevcut  ( )

ve s¬n¬rl¬ fakat s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

Ran( ¡  ) =   2 ( ) –  2 ( )

Ran( ¡  ) =   2 ( )  2 ( )  2 ( )

Ran( ¡  ) 6=   2 ( )  2 ( )  2 ( )

Tabloda;  bir Banach uzay¬ oldu¼gundan; 1. sat¬r ve 2. sütunun kapal¬ gra…k

teoreminden mümkün de¼gildir.

Teorem 2.1 (Kapal¬ Gra…k)  ve  , Banach uzay¬ ve  : ( )!  kapal¬ bir

operatör olsun (yani gra…¼gi  £ de kapal¬). E¼ger ( ) tan¬m kümesi  de kapal¬

ise  operatörü s¬n¬rl¬d¬r ([25] , s. 292).

Ran( ¡) =  ) Ran( ¡ ) =  =  = Ran( ¡) kapal¬ yani  ( ) nin

tan¬m kümesi kapal¬ oldu¼gundan kapal¬ gra…k teoreminden Ran( ¡ ) =  iken

 ( ) s¬n¬rs¬z olamaz.

E¼ger biz 3. sütunda de¼gilsek, yani e¼ger ,  nin bir özde¼geri de¼gilse, daima  ( )

operatörünü  ¡  nin cebirsel tersi gibi düşünebiliriz.

Örnek 2.1 C üzerinde  =  (1 ·  · 1) olsun ve 

 (1 2 3   ) := (2 3 4   )

sol kayd¬rma operatörü olsun. kk = 1 ile  2  () oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Dolay¬s¬yla  () ½ f 2 C : jj · 1g dir. Ayr¬ca  örtendir fakat birebir de¼gildir

çünkü onun s¬f¬r uzay¬

ker () = f() 2  : 2 = 3 = 4 = ¢ ¢ ¢ = 0g
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d¬r. Özellikle bu 0 2  () olmas¬n¬ sa¼glar.

 nin spektrumunu incelemek için 1 ·   1 ve  = 1 durumlar¬n¬ ay¬r¬l¬r.

1 ·   1 için

 () = f 2 C : jj · 1g   () = f 2 C : jj  1g 

 () = f 2 C : jj = 1g   () = ;
(2.4)

oldu¼gu ve  = 1 için

 () =  () = f 2 C : jj  1g   () =  () = ; (2.5)

oldu¼gu görülür. Gerçekten de  özde¼gerinin özuzay¬ her jj  1 için  ye ait olan

 :=
¡
1  2   

¢
vektörü taraf¬ndan üretilir, fakat bu 1 da yaln¬zca jj = 1 iken

geçerlidir.

Örnek 2.2  =  (1 ·  · 1), (), C de s¬n¬rl¬ bir dizi ve

 :  ! 

 7¡! ()

olsun. () s¬n¬rl¬d¬r ,  2  () d¬r. ·Ilk önce   1 olsun. () dizisinin bütün

elemanlar¬n¬n kümesini  = f1 2 3 g ile gösterelim, bu durumda

 () =   () =   () = n  () = ; (2.6)

elde edilir. Özellikle e¼ger  ! 0 ise  () = f0g d¬r.

 = 1 durumunda rezidü ve sürekli spektrumun rolleri de¼gişir, yani

 () =   () =   () = ;  () = n (2.7)

elde edilir.

Örnek 2.3 C üzerinde  =  (1 ·  · 1) olsun ve

 (1 2 3   ) := (0 12   ) (2.8)

sa¼g kayd¬rma operatörü olsun. kk = 1 ile  2  () oldu¼gunu kolayca görülür.

Dolay¬s¬yla  () ½ f 2 C : jj · 1g dir. Bu örnekte  birebirdir fakat örten

de¼gildir, çünkü onun

Ran () = f() 2  : 1 = 0g
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tan¬m kümesi  de yo¼gun bile de¼gildir. Özellikle bu 0 2  () olmas¬n¬ sa¼glar.

Şimdi  nin spektrumun yukar¬da verilen ayr¬ş¬m¬n¬ yapal¬m. Bunun için  = 1,

1    1 ve  = 1 durumlar¬n¬ ay¬ral¬m.

 = 1 veya  = 1 durumlar¬nda

 () =  () = f 2 C : jj · 1g ,  () =  () = ; (2.9)

ve 1    1 için

 () = f 2 C : jj · 1g ,  () = ;
 () = f 2 C : jj = 1g ,  () = f 2 C : jj  1g

(2.10)

dir. Dikkat edecek olursak sa¼g kayd¬rma operatörünün hiçbir  uzay¬nda özde¼geri

yoktur.

Biz şimdi 0 ¬n spektral ayr¬̧s¬m içerisinde hangi kümeye ait oldu¼gunu veren aşa¼g¬daki

örnekleri verelim.

Örnek 2.4 C üzerinde  =  (1 ·  · 1) olsun. E¼ger

 (1 2 3   ) =

µ
1
1

2
2
1

3
3   

¶
(2.11)

ise 0 2  () dir. Çünkü,

¡1 (1 2 3   ) = (1 22 33   )

ters operatörü  nin bir yo¼gun alt uzay¬ üzerinde tan¬ml¬d¬r ve  de s¬n¬rl¬ de¼gildir.

Sonuç olarak

 () =

½
1
1

2

1

3

1

4
   

¾
  () = f0g   () = ;

dir. O halde  ()[ () = f0g ve  () = f0g ve  ()\ () = ; oldu¼gundan

 () = ; d¬r. Di¼ger taraftan

 (1 2 3 ) =

µ
2
1

2
3
1

3
4
1

4
5   

¶
(2.12)

biçiminde tan¬mlan¬rsa 0 2  () d¬r, çünkü 1 = (1 0 0 )  = 0 özde¼gerine

karş¬l¬k gelen özvektördür. ¡1 ters operatörü burada tan¬ml¬ de¼gildir. Sonuç olarak

() = () = f0g  () = () = ; (2.13)
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elde edilir. Son olarak e¼ger

(1 2 3   ) = (0 1
1

2
2
1

3
3   ) (2.14)

biçiminde tan¬mlan¬rsa 0 2 () dir, çünkü  nin Ran () de¼ger kümesi  de

yo¼gun de¼gildir. Burada

¡1(1 2 3   ) = (2 23 34   )

ters operatörü tan¬ml¬d¬r fakat Ran () de s¬n¬rl¬ de¼gildir. Sonuç olarak

() = () = f0g  () = () = ; (2.15)

elde edilir.

2.2 Spektrumun Goldberg S¬n¬‡and¬rmas¬

 2  () olmak üzere  nin Ran ( ) görüntü kümesi için üç farkl¬ durum söz

konusudur.

(A) Ran ( ) = 

(B) Ran ( ) 6=  fakat Ran ( ) = 

(C) Ran ( ) 6= 

ve ¡1 için üç farkl¬ durum söz konusudur.

(1) ¡1 mevcut ve süreklidir,

(2) ¡1 mevcut fakat sürekli de¼gil,

(3) ¡1 mevcut de¼gil.

Mümkün olan bütün olas¬l¬klar düşünüldü¼günde dokuz farkl¬ durum oluşur. Bunlar¬,

1 2 3 1 2 3 1 2 3 ile numaraland¬r¬l¬r.

Örne¼gin, e¼ger bir operatör 2 durumunda ise Ran ( ) 6=  ve ¡1 mevcut fakat

sürekli de¼gildir. Ayr¬ca kapal¬ gra…k teoreminden 2 = ; dir.

E¼ger  kompleks say¬s¬  =  ¡  2 1 veya  =  ¡  2 1 biçiminde ise  2
 () dir.  () de bulunmayan bütün  skaler de¼gerleri  nin spektrumunu

oluşturur.  () in bu s¬n¬‡and¬r¬lmas¬  nin …ne spektrumunu meydana getirir.

13



Bu,  () in 2 () = ;, 3 (), 2 (), 3 (), 1 (),

2 (), 3 () aralar¬nda ayr¬k altkümelerine bölünebilmesi demektir. Örne¼gin,

e¼ger  =  ¡ , 2 ye aitse  2 2 () yaz¬l¬r ( bak [20] ).

Şimdi s¬n¬rl¬ lineer operatörlerin Goldberg s¬n¬‡and¬rmas¬n¬ yaparken kullan¬lan a̧sa¼g¬-

daki iki önemli Lemmay¬ verelim.

Lemma 2.1 S¬n¬rl¬ lineer bir  operatörünün yo¼gun görüntüye sahip olmas¬ için

gerekli ve yeterli koşul  ¤ adjoint operatörünün birebir olmas¬d¬r ([20] , Theorem II

3.7).

Lemma 2.2 S¬n¬rl¬ lineer bir  operatörünün s¬n¬rl¬ terse sahip olmas¬ için gerekli

ve yeterli koşul  ¤ adjoint operatörünün örten olmas¬d¬r ( [20] , Theorem II 3.8).

14



3. ¢ Ç·IFT BANTLI GENELLEŞT·IR·ILMIŞ FARK OPERATÖRÜNÜN

c0 D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDEK·I FINE SPEKTRUMU

Bu bölümde Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan [18] de çal¬̧s¬lan, 0 dizi uzay¬ üzerinde

¢ çift bantl¬ genelleştirilmi̧s fark operatörünün …ne spektrumu verilecektir.

(), her  2 N için  6= 0 ve  = lim!1  6= 0 olacak şekilde pozitif reel say¬

dizisi ve (),  = lim!1  6= 0 ve sup    +  olmak üzere pozitif reel

say¬lar¬n sabit veya kesin azalan bir dizisi olsun.

[18] de 0 dizi uzay¬ üzerinde ¢ operatörü Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan a̧sa¼g¬-

daki şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r:

¢ = ¢() = (¡1 + +1)
1
=0 , ¡1 = 0

¢ operatörünün

¢ =

2
6666666664

0 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢
0 1 0 0 0 ¢ ¢ ¢
0 1 2 0 0 ¢ ¢ ¢
0 0 2 3 0 ¢ ¢ ¢
...

...
...

...
...

. . .

3
7777777775

matrisi ile temsil edidi¼gini göstermek kolayd¬r.

[18] de 0 dizi uzay¬ üzerinde ¢ çift bantl¬ genelleştirilmi̧s ileri fark operatörünün

spektrumunu, nokta spektrumunu, sürekli spektrumunu ve rezidü spektrumunu aşa¼g¬-

daki gibi vermi̧stir.

Teorem 3.1 ¢ : 0 ! 0 operatörü bir s¬n¬rl¬ lineer operatördür ve

k¢k(00) = sup

(j¡1j+ jj)

dir ([18] , Theorem 2.1).

·Ispat. ·Ispat Lemma 1.1 den elde edilir.

Teorem 3.2 (¢ 0) = ; dir ( [18] , Theorem 2.2).
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·Ispat. Teoremin ispat¬n¬ iki durumda yap¬l¬r.

1. Durum: () n¬n bir sabit dizi oldu¼gunu kabul edelim. Her  için  =  diyelim.

0 da  6=  = (0 0 0   ) için ¢ =  denklemini göz önüne al¬nd¬¼g¬nda,

00 = 0

00 + 11 = 1

11 + 22 = 2
...

 + +1+1 = +1

...

sistemi elde edilir. () dizisinin s¬f¬rdan fakl¬ ilk giri̧si  olsun. Böylece ¡1¡1+

 =  oldu¼gundan  =  elde edilir. Ayr¬ca  + +1+1 = +1

eşitli¼ginden  = 0 buluruz ki bu kabulümüzle çeli̧sir. Dolay¬s¬yla

(¢ 0) = ;

dir.

2. Durum: () n¬n kesin azalan bir dizi oldu¼gunu kabul edelim. 0 da  6=  =

(0 0 0   ) için ¢ =  denklemini göz önüne al¬rsak yukar¬daki denklem sis-

temini elde ederiz. Dolay¬s¬yla her  62 f0 1 2   g ve her  do¼gal say¬s¬ için

 = 0 elde ederiz ki bu bir çeli̧skidir. Böylece  62 (¢ 0) dir. Bu bize

(¢ 0) µ f0 1 2   g

oldu¼gunu gösterir. Baz¬  ler için  =  olsun. Bu durumda 0 = 1 = ¢ ¢ ¢ =
¡1 = 0 d¬r. Şimdi, e¼ger  = 0 ise bu durumda her  do¼gal say¬s¬ için  = 0 d¬r

ve bu bir çeli̧skidir. Ayr¬ca, e¼ger  6= 0 ise bu durumda her  ¸  için

+1 =


+1 ¡ 


dir ve sup    +  oldu¼gundan

lim
!1

¯̄
¯̄+1



¯̄
¯̄ = lim

!1

¯̄
¯̄ 

+1 ¡ 

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ 

 ¡ 

¯̄
¯̄  1 ,  ¸ 

dir. O halde  62 0 dir ve böylece

(¢ 0) = ;
16



elde edilir.

E¼ger  : 0 ! 0,  matris gösterimine sahip bir s¬n¬rl¬ lineer operatör ise bu

durumda onun  ¤ : ¤0 ! ¤0 adjoint operatörünün matris gösteriminin  matrisinin

transpozu oldu¼gu iyi bilinen bir gerçektir. 0 dizi uzay¬n¬n dual uzay¬ kk =
1P
=0

jj
normu ile verilen tüm mutlak toplanabilir dizilerin uzay¬ olan 1 e izomor…ktir.

Teorem 3.3 f 2 C : j ¡  j  g µ (¢¤ 
¤
0) dur ([18] , Theorem 2.3).

·Ispat. Kabul edelim ki, 1 de  6=  = (0 0 0   ) için ¢¤
 =  olsun, burada

¢¤
 =

2
6666666664

0 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢
0 1 1 0 0 ¢ ¢ ¢
0 0 2 2 0 ¢ ¢ ¢
0 0 0 3 3 ¢ ¢ ¢
...

...
...

...
. . . . . .

3
7777777775

ve  =

2
6666664

0

1

2
...

3
7777775

dir. Bu bize
00 + 01 = 0

11 + 12 = 1

22 + 23 = 2
...

 + +1 = 
...

olmas¬n¬ verir. E¼ger 0 = 0 ise, bu durumda her  için  = 0 d¬r. Böylece 0 6= 0
d¬r ve yukar¬daki denklemin çözülmesi ile her  ¸ 0 için

+1 =

µ
 ¡ 



¶


elde ederiz ve sonuç olarak

lim
!1

¯̄
¯̄+1



¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ ¡ 



¯̄
¯̄  1 ) j ¡ j  

sa¼glan¬r. Dolay¬s¬yla, j ¡ j   ve buradan  = () 2 1 olur, bu ise

f 2 C : j ¡  j  g µ (¢
¤
 

¤
0)

oldu¼gunu verir.

Aşa¼g¬daki örnek Teorem 3.3 deki içermenin genel durumda sa¼glanmad¬¼g¬n¬ gösterir.
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Örnek 3.1 Her  2 N için  =

µ
 + 1

 + 3

¶2

ve  =

µ
 + 1

 + 2

¶2

oldu¼gunu varsay-

al¬m. Bu durumda lim!1  =  = 1 ve lim!1  =  = 1 dir. 0 2 f 2 C : j ¡  j  

oldu¼gu aç¬kt¬r. Fakat 0 6= 0, 1 6= 0,  ¸ 1 için +1 =
¡¡1
¡1

 ve

P


jj = j0j+ j1j+ 4 j1j
1X

=2

µ
1

 + 2

¶2

 1

olacak şekilde  = (0 1 2   ) mevcut oldu¼gundan 0 2 (¢¤
 

¤
0) dir ([18] , The-

orem 2.4)..

Teorem 3.4 (¢ 0) = f 2 C : j ¡  j  g dur ( [18] ).

·Ispat. j ¡  j   şart¬n¬ sa¼glayan  lar için Ran (¢ ¡ ) 6= 0 oldu¼gunu ve

¢¡ operatörünün bir terse sahip oldu¼gunu gösterece¼giz. E¼ger  2 f 2 C : j ¡ j  g
ise, bu durumda ¢ ¡ operatörü  =  (() bir sabit dizi oldu¼gu zaman) ve bir

 2 N için  =  olmad¬kça üçgenseldir ve dolay¬s¬yla ¢ ¡  operatör bir terse

sahiptir. ·Ilave olarak Teorem 3.2 ile,  =  (() bir sabit dizi oldu¼gu zaman) ve

bir  2 N için  =  oldu¼gunda ¢ ¡  operatörü birebirdir ve böylece ¢ ¡ 

operatör bir terse sahiptir. Fakat Teorem 3.3 den ¢¤
 ¡  birebir de¼gildir. Şimdi,

Lemma 2.1 den, ¢ ¡  operatörü 0 da yo¼gun görüntüye sahip de¼gildir ve bu

ispat¬ tamamlar.

Teorem 3.5  (¢ 0) = f 2 C : j ¡  j · g dir ([18] , Theorem 2.5).

·Ispat. j ¡  j   olmak üzere  2 C olsun. Hem  =  durumunda hem de her

 için  =  durumunda bunun sa¼glanmayaca¼g¬ aç¬kt¬r. Bu yüzden  6=  ve 

için  6=  d¬r. ¢ ¡  = () operatörünün bir üçgen oldu¼gunu ve dolay¬s¬yla

da bir terse sahip oldu¼gunu elde ederiz. Böylece

 =

8
>>>>>>>>>>>><
>>>>>>>>>>>>:

(¡1)+
( ¡ )

¡1Y

=

µ


 ¡ 

¶
   

1

 ¡ 
  = 

0    

18



olmak üzere (¢ ¡ )¡1 = () d¬r. Şimdi (¢ ¡ )¡1 2  (0) oldu¼gunu

gösterelim.  =
1X

=0

jj olsun. Bu durumda

 =
1

j ¡ j

Ã
1 +

¡1X

=0

¡1Y

=

¯̄
¯̄ 

 ¡ 

¯̄
¯̄
!

dir. Her  2 N için
1X

=0

jj serisinin yak¬nsak oldu¼gu aç¬kt¬r.

Aşa¼g¬da sup   1 oldu¼gunu gösterece¼giz.  = lim
!1

¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄ olsun. Bu durumda

 =

¯̄
¯̄ 

 ¡ 

¯̄
¯̄ olur ki bu 0    1 oldu¼gunu gösterir ve böylece

lim
!1

1

j ¡ j = lim
!1

µ¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄ 1

j¡1j

¶
=





dur. Böylece

 =

¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄¡1 +

1

j ¡ j

elde ederiz. Bu durumda lim
!1

 =  lim
!1

¡1 +



dir. Dolay¬s¬yla

lim
!1

 =


(1¡ )
 1

dur. () pozitif reel say¬lar¬n yak¬nsak bir dizisi oldu¼gundan sup   1 elde

ederiz. Tekrar  = lim
!1

¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄  1 oldu¼gundan yeterince büyük  ler için

¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄  1 dir ve dolay¬s¬yla

lim
!1

j0j = lim
!1

¯̄
¯̄
¯
(¡1)
(0 ¡ )

¡1Y

=1

µ


 ¡ 

¶¯̄
¯̄
¯ = 0

d¬r. Benzer şekilde her  = 1 2 3    için lim
!1

¯̄
()

¯̄
= 0 oldu¼gunu gösterebiliriz.

Böylece

 2 f 2 C : j ¡  j  g ve buradan (¢ ¡ )¡1 2  (0)

d¬r. Di¼ger taraftan (¢ ¡ )¡1 2 (0 0) oldu¼gundan denk olarakRan (¢ ¡ ) =

0 oldu¼gu elde edilir. Bunun manas¬ 
¡
(¢ ¡ )¡1

¢
= 0 olmas¬d¬r. Bu ise

 (¢ 0) µ f 2 C : j ¡  j · g
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oldu¼gunu gösterir. Bunu Teorem 3.4 ile birlikte göz önüne al¬rsak

f 2 C : j ¡  j  g µ  (¢ 0) µ f 2 C : j ¡  j · g

oldu¼gunu elde ederiz. S¬n¬rl¬ lineer bir operatörün spektrumu kapal¬ oldu¼gundan

 (¢ 0) = f 2 C : j ¡  j · g

elde edilir.

Teorem 3.6  (¢ 0) = f 2 C : j ¡  j = g dir ( [18] , Theorem 2.6).

·Ispat.  (¢ 0) = f 2 C : j ¡  j  g,  (¢ 0) = ; ve  (¢ 0);  (¢ 0),

 (¢ 0) ve  (¢ 0) nin ayr¬k birleşimi oldu¼gundan

 (¢ 0) = f 2 C : j ¡  j = g

oldu¼gunu elde edilir.

Teorem 3.7 E¼ger  2 f 2 C : j ¡  j  g ise, bu durumda ¢ ¡  2 1 d¬r

( [18] , Theorem 2.7).

·Ispat.  6=  oldu¼gundan ¢ ¡  operatörü üçgendir. Dolay¬s¬yla bir terse

sahiptir ve Teorem 3.5 in ispat¬nda

 2 f 2 C : j ¡  j  g ) (¢ ¡ )¡1 2  (0)

oldu¼gunu görürüz. Bu  2 f 2 C : j ¡  j  g için (¢ ¡ )¡1 operatörünün

sürekli olmas¬na denktir. Ayr¬ca (¢ ¡ )¡1 2 (0 0) oldu¼gundan her  2 0 için

(¢ ¡ )  =  olacak şekilde  2 0 bulabiliriz, yani; ¢ ¡  2 1 dir.

Teorem 3.8  bir sabit dizi olsun  =  diyelim ve  6=  ,  2  (¢ 0)

olsun. Bu durumda  2 2 dir ([18] , Theorem 2.8).

·Ispat.  6=  oldu¼gundan ¢ ¡  operatörü üçgendir. Dolay¬s¬yla bir terse

sahiptir. Şimdi  6=  2 f 2 C : j ¡  j  g oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda

 = lim
!1

¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄  1 dir bu yeterince büyük  ler için

¯̄
¯̄ ¡1
 ¡ 

¯̄
¯̄  1 olmas¬ demektir

ve böylece

lim
!1

¯̄
(0)

¯̄
= lim

!1

¯̄
¯̄
¯
(¡1)
(0 ¡ )

¡1Y

=1

µ


 ¡ 

¶¯̄
¯̄
¯ 6= 0
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d¬r. Dolay¬s¬yla

 6=  2 f 2 C : j ¡  j  g ) (¢ ¡ )¡1 2  (0)

d¬r. Bu ise  6=  2 f 2 C : j ¡  j  g için (¢ ¡ )¡1 operatörünün süreksiz

olmas¬na denktir. Ayr¬ca  6=  2 f 2 C : j ¡  j  g için Teorem 3.3 ve Lemma

2.1 den Ran (¢ ¡ ) 6= 0 oldu¼gunu ve böylece de  2 2 oldu¼gunu elde edilir.
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4. ¢ GENELLEŞT·IR·ILMIŞ ÜST ÜÇGENSEL Ç·IFT BANT MA-

TR·IS·IN·IN 1 D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDEK·I FINE SPEKTRUMU

Bu bölümde Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan [19] da çal¬̧s¬lan, 1 dizi uzay¬ üz-

erinde¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant matrisinin spektrumunu ve spektral

ayr¬̧s¬mlar¬n¬ verece¼giz.

(), her  2 N için  6= 0 ve  = lim!1  6= 0 olacak şekilde pozitif reel say¬

dizisi ve (),  = lim!1  6= 0 ve sup   + olmak üzere pozitif reel say¬lar¬n

sabit veya kesin azalan bir dizisi olsun.

[19] da 1 dizi uzay¬ üzerinde ¢ operatörü aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanm¬̧st¬r:

¢ = ¢() = ( + +1+1)
1
=0

¢ operatörün

¢ =

2
6666666664

0 1 0 0 0 ¢ ¢ ¢
0 1 2 0 0 ¢ ¢ ¢
0 0 2 3 0 ¢ ¢ ¢
0 0 0 3 4 ¢ ¢ ¢
...

...
...

...
. . . . . .

3
7777777775

matrisi ile temsil edidi¼gini göstermek kolayd¬r.

[19] da 1 dizi uzay¬ üzerinde ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant matrisinin

spektrumunu, nokta spektrumunu, sürekli spektrumunu ve rezidü spektrumunu aşa¼g¬-

daki şekilde vermi̧stir.

Teorem 4.1 ¢ : 1 ! 1 operatörü bir s¬n¬rl¬ lineer operatördür ve

k¢k = sup

(jj+ j+1j)

dir ([19] , Theorem 2.1).

·Ispat. ·Ispat Lemma 1.2 den elde edilir.

E¼ger  : 1 ! 1,  matris gösterimine sahip bir s¬n¬rl¬ lineer operatör ise bu

durumda onun  ¤ : ¤1 ! ¤1 adjoint operatörünün matris gösteriminin  matrisinin
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transpozu oldu¼gu iyi bilinir. 1 dizi uzay¬n¬n dual uzay¬, kk = sup jj normu ile

tüm s¬n¬rl¬ dizilerin uzay¬ olan 1 uzay¬na izomor…ktir.

Şimdi ¢ nin ¤1 uzay¬ üzerinde dual operatörü olan (¢)¤ ¬n point spektrumu ile

ilgili teoremi ifade edelim.

Teorem 4.2 (¢)¤ operatörünün ¤1 uzay¬ üzerindeki point spektrumu

((¢
)¤ ¤1) = ;

dir ([19] , Theorem 2.2).

·Ispat. Teoremin ispat¬ iki durumda incelenmi̧stir.

1. Durum: () n¬n bir sabit dizi olsun. Her  için  =  diyelim. ¤1
»= 1 da

 6=  = (0 0 0   ) için (¢)¤ =  denklemini göz önüne al¬ns¬n. Burada

(¢)¤ =

2
6666666664

0 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢
1 1 0 0 0 ¢ ¢ ¢
0 2 2 0 0 ¢ ¢ ¢
0 0 3 3 0 ¢ ¢ ¢
...

...
...

...
...

. . .

3
7777777775

ve  =

2
6666664

0

1

2
...

3
7777775

dir. Bu
00 = 0

10 + 11 = 1

21 + 22 = 2
...

¡1 +  = 
...

sistemini verir. () dizisinin s¬f¬rdan fakl¬ ilk giri̧si  olsun. Böylece ¡1 +

 =  oldu¼gundan  =  elde edilir. Ayr¬ca +1++1 = +1 eşitli¼gin-

den  = 0 bulunur ki bu kabul ile çeli̧sir. Dolay¬s¬yla

((¢
)¤ ¤1) = ;

dir.

2. Durum: () n¬n kesin azalan bir dizi oldu¼gunu kabul edelim. ¤1
»= 1 da
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 6=  = (0 0 0   ) için (¢)¤ =  denklemini göz önüne al¬n¬rsa yukar¬daki

denklem sistemi elde edilir. Dolay¬s¬yla her  62 f0 1 2   g ve her  do¼gal say¬s¬

için  = 0 elde edilir ki bu bir çeli̧skidir. Böylece  62 ((¢)¤ ¤1) dir. Bu ise

((¢
)¤ ¤1) µ f0 1 2   g

oldu¼gunu gösterir. Baz¬  ler için  =  olsun. Bu durumda 0 = 1 = ¢ ¢ ¢ =
¡1 = 0 d¬r. Şimdi, e¼ger  = 0 ise bu durumda her  do¼gal say¬s¬ için  = 0 d¬r

ve bu bir çeli̧skidir. Ayr¬ca e¼ger  6= 0 ise bu durumda her  ¸  için

+1 =
+1

 ¡ +1


dir ve    +  oldu¼gundan

lim
!1

¯̄
¯̄+1



¯̄
¯̄ = lim

!1

¯̄
¯̄ +1
 ¡ +1

¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ 

 ¡ 

¯̄
¯̄  1 ,  ¸ 

dir. O halde  62 ¤1 dir ve böylece

((¢
)¤ ¤1) = ;

elde edilir.

Teorem 4.3 Her  2  için ¢
 : 1 ! 1 operatörü yo¼gun görüntüye sahiptir (

[19] , Theorem 2.3).

·Ispat. Teorem 4.2 den ((¢
)¤ ¤1) = ; oldu¼gundan her  için (¢)¤ ¡  oper-

atörü birebirdir. O halde istenilen sonuç Lemma 2.1 den elde edilir.

Sonuç 4.1 1 üzerinde ¢ operatörünün (¢ 1) rezidü spektrumu

(¢
 1) = ;

dur ([19] , Sonuç 2.4).

Fathi ve Lashkaripour [19] da 0 dizi uzay¬ üzerinde ¢ operatörünü aşa¼g¬daki

biçimde tan¬mlam¬̧st¬r: ¡2 = ¡1 = 0 = 0 olmak üzere

¢ = ¢() = (¡2¡1 + )
1
=0.
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¢ operatörünün matris gösteriminin

¢ =

2
6666666664

0 0 0 0 0 ¢ ¢ ¢
1 1 0 0 0 ¢ ¢ ¢
0 2 2 0 0 ¢ ¢ ¢
0 0 3 3 0 ¢ ¢ ¢
...

...
...

...
...

. . .

3
7777777775

biçiminde oldu¼gu kolayca gösterilebilir.

Teorem 4.4 (¢ 0) = ; dur ( [19] , Theorem 2.5).

·Ispat. Teoremin ispat¬ Teorem 4.2 deki yöntemle yap¬l¬r. Bu yüzden detaylar¬

geçiyoruz.

Teorem 4.5 (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j  g dur ( [19] , Theorem 2.6).

·Ispat. ¢¡ operatörünün yo¼gun görüntüye sahip ve j ¡ j   şart¬n¬ sa¼glayan

 lar için Ran (¢ ¡ ) 6= 0 oldu¼gu gösterilmedir. E¼ger  2 f 2 C : j ¡ j  g
ise, bu durumda ¢ ¡  operatörü  =  (() bir sabit dizi oldu¼gu zaman) ve

bir  2 N için  =  hariç üçgenseldir ve sonuç olarak ¢ ¡  operatör bir terse

sahiptir. ·Ilave olarak Teorem 4.4 ile,  =  (() bir sabit dizi oldu¼gu zaman) ve

bir  2 N için  =  oldu¼gunda ¢ ¡  operatörü birebirdir ve böylece ¢ ¡ 

operatör bir terse sahiptir. Şimdi, e¼ger  2 f 2 C : j ¡ j  g ise, bu durumda

¢ ¡  operatörünün birebir olmad¬¼g¬n¬ gösterelim.

Kabul edelim ki, ¢¤ = ¢
 olmak üzere 1 de  6=  = (0 0 0   ) için ¢¤

 = 

olsun.
00 + 11 = 0

11 + 22 = 1

22 + 33 = 2
...

 + +1+1 = 
...

olmas¬n¬ verir. E¼ger 0 = 0 ise, bu durumda her  için  = 0 d¬r. Böylece 0 6= 0
ve yukar¬daki denklemin çözülmesi ile, her  ¸ 0 için,

+1 =

µ
 ¡ 
+1

¶

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elde edilir ve sonuç olarak

lim
!1

¯̄
¯̄+1



¯̄
¯̄ =

¯̄
¯̄ ¡ 



¯̄
¯̄  1 ) j ¡ j  

sa¼glan¬r. Böylece, j ¡ j   )  = () 2 1 olur, bu ise¢¤
¡ birebir oldu¼gunu

gösterir. Lemma 2.1 den, ¢ ¡  operatörü 0 da yo¼gun görüntüye sahip de¼gildir

ve bu ispat¬ tamamlar.

Teorem 4.6  (¢
 1) = f 2 C : j ¡ j  g dur ( [19] , Theorem 2.7).

·Ispat. Teoremler 4.4-4.5 den elde edilir.

Teorem 4.7 1 üzerinde ¢ nin spektrumu

 (¢ 1) = f 2 C : j ¡ j · g

ile verilir ([19] , Theorem 2.8).

·Ispat.  2 1 olsun ve (¢
 )

¤  =  düşünelim. Bu durumda

(0 ¡ )0 = 0

10 + (1 ¡ )1 = 1

21 + (2 ¡ )2 = 2
...

¡1 + ( ¡ ) = 
...

lineer denklem sistemi elde ederiz. Denklemleri çözerek,  = () y¬  ye göre

 ¸ 1 için 0 =
1

0 ¡ 
, ve  =

1

 ¡ 

X

=0

¡1Y

=

µ
+1

 ¡ 

¶


biçiminde elde edilir. Bu durumda

 =
1

j ¡ j +


j¡1 ¡ j  j ¡ j
+

¡1

j ¡ j  j¡1 ¡ j  j¡2 ¡ j + ¢ ¢ ¢+ 12 ¢ ¢ ¢ 

j0 ¡ j  j1 ¡ j  ¢ ¢ ¢  j ¡ j

olmak üzere jj ·  kk1 d¬r. Aç¬kça her  sonludur. Şimdi, sup  n¬n sonlu

oldu¼gunu ispatlayal¬m. E¼ger   j ¡ j ise, bu durumda lim!1

¯̄
¯̄ 

¡1 ¡ 

¯̄
¯̄ =
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

j ¡ j =   1 d¬r. Bu durumda her  ¸  + 1 için


j¡1 ¡ j  0  1 olacak

şekilde  2 N vard¬r, ve böylece

+ · 1

j+ ¡ j

µ
12 ¢ ¢ ¢ 

j0 ¡ j  j1 ¡ j ¢ ¢ ¢ j¡1 ¡ j

0

+
23 ¢ ¢ ¢ 

j1 ¡ j ¢ ¢ ¢ j¡1 ¡ j
¡1
0 + ¢ ¢ ¢+ 0 + 1

¶

elde edilir. E¼ger  = max

½
+1    

j¡1 ¡ j  j ¡ j ¢ ¢ ¢ j ¡ j : 1 ·  · 

¾
al¬n¬rsa,

bu durumda

+ · 

j+ ¡ j(1 + 0 + 20 + ¢ ¢ ¢+ 0) · 

j+ ¡ j(1 + 0 + 20 + ¢ ¢ ¢ )

elde edilir, fakat, yeterince büyük  için,
1

j+ ¡ j   
1


elde edilir ve böylece

her  ¸  + 1 için + · 

1¡ 0
elde edilir Buradan, sup   1 d¬r. Bu ise

kk1 · sup  kk1  1 oldu¼gunu gösterir. Bu yüzden  2 1 d¬r. Böylece,

  j ¡ j için, (¢
 )

¤ örtendir, ve Lemma 2.2 ile, ¢
 bir s¬n¬rl¬ terse sahiptir. Bu

 (¢
 1) µ f 2 C : j ¡ j  g

olmas¬ anlam¬na gelir. Bu Teorem 4.4 ve Sonuç 4.1 ile birleştirilir ise

f 2 C : j ¡ j  g µ  (¢ 1) µ f 2 C : j ¡ j · g

elde edilir. Herhangi bir s¬n¬rl¬ lineer operatörün spektrumu kapal¬ oldu¼gundan

 (¢ 1) = f 2 C : j ¡ j · g 

elde edilir.

Teorem 4.8 1 üzerinde ¢ operatörünün  (¢
 1) sürekli spektrumu

 (¢
 1) = f 2 C : j ¡ j = g

dir ( [19] , Theorem 2.9).

·Ispat.  (¢
 1) = ;,  (¢

 1) = f 2 C : j ¡ j  g ve  (¢ 1);  (¢
 1),

 (¢
 1) ve  (¢

 1) nin ayr¬k birleşimi oldu¼gundan

 (¢
 1) = f 2 C : j ¡ j = g

oldu¼gunu elde edilir.
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Teorem 4.9 E¼ger j ¡ j   ise, bu durumda  2 3 (¢
 1) d¬r ( [19] , Theo-

rem 2.10).

·Ispat. j ¡ j   olsun. Bu durumda Teorem 4.2 ile,  2 (3) dir; geriye j ¡ j  

oldu¼gunda¢
 nin örten oldu¼gunu ispatlamak kal¬r.  = (0 1 2   ) 2 1 olsun

ve ¢
  =  denklemini düşünelim. Bu durumda

(0 ¡ )0 + 11 = 0

(1 ¡ )1 + 22 = 1

(2 ¡ )2 + 33 = 2
...

( ¡ ) + +1+1 = 
...

lineer denklem sistemini elde edilir. Şimdi, 0 = 0 alal¬m ve bu denklemleri çözerek

1 =
1

1
0 ve her  ¸ 2 için

 =
1



Ã
¡2X

=0

"
¡1Y

=+1

 ¡ 


#
 + ¡1

!

elde edilir. Bu durumda her  için

 =
1

+1
+

1

+2

j+1 ¡ j
+1

+
1

+3

j+1 ¡ j
+1

j+2 ¡ j
+2

+ ¢ ¢ ¢

olmak üzere
P

 jj · P
  jj d¬r. Her   için

 :=
1

+1
+

1

+2

j+1 ¡ j
+1

+
1

+3

j+1 ¡ j
+1

j+2 ¡ j
+2

+ ¢ ¢ ¢+ 1

++1

j+1 ¡ j
+1

j+2 ¡ j
+2

¢ ¢ ¢ j+ ¡ j
+

olsun. Buradan

 = lim
!1

 =
1


+

j ¡ j
2

+
j ¡ j2

3
+ ¢ ¢ ¢+ j ¡ j

+1

dir. Şimdi, j ¡ j   için,

 = lim
!1

 =
1


+

j ¡ j
2

+
j ¡ j2

3
+ ¢ ¢ ¢  1

oldu¼gu görülür, böylece (),  limitine sahip pozitif reel say¬lar¬n yak¬nsak bir

dizisidir. Bu yüzden, () s¬n¬rl¬d¬r ve sup   1 d¬r. Buradan
X



jj sup




X



jj  1

d¬r. Bu  2 1 oldu¼gunu gösterir
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5. ¢ MATR·IS·IN·IN 1 D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDEK·I SPEKTRAL

AYRIŞIMI VE ¢ MATR·IS·IN·IN c0 D·IZ·I UZAYI ÜZER·INDEK·I FINE

SPEKTRUMU

Bu bölümde Fathi ve Lashkaripour taraf¬ndan[19] da tan¬mlanan¢ genelleştirilmi̧s

üst üçgensel çift-bant matrisinin 1 dizi uzay¬ üzerindeki spektral ayr¬̧s¬m¬ verilmi̧stir

ve [18] de tan¬mlanan ¢ genelleştirilmi̧s alt üçgensel çift-bant matrisinin 0 dizi

uzay¬ üzerindeki …ne spekturumu daha farkl¬ bir metotla daha k¬sa ispatlarla tekrar

elde edilmi̧stir. Tezin bu k¬sm¬ orjinal olup [16] da yay¬nlanm¬̧st¬r.

5.1 Yaklaş¬k nokta spektrum, eksik spektrum ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrum

 bir K cismi üzerinde Banach uzay¬ ve  2  () olsun. () ½  dizisi için e¼ger,

 ! 1 iken kk ! 0 ve kk = 1 ise () ye  için bir Weyl dizisi denir. Örne¼gin,

 deki fg taban elemanlar¬ () =
³



´
operatörü için bir Weyl dizisidir.

 () := f 2 K :  ¡  için bir Weyl dizisi mevcutturg (5.1)

kümesine  nin yakla̧s¬k nokta spektrumu denir.

 () := f 2  () :  ¡  örten de¼gilg (5.2)

alt spekturumuna  nin eksik spektrumu denir.

Tan¬mdan e¼ger  2  () ise her  2  için k ¡ k ¸  kk dir. Denk olarak

bu,

inf fk ¡ k :  2 f : kk  1gg  0 , ( 2  ()) (5.3)

biçiminde ifade edilebilir.

( 5.1 ) ve ( 5.2 ) alt spektrumlar¬

 () =  () [  () (5.4)

biçiminde spektrumun ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬d¬r.

 () :=
n
 2 K : Ran ( ¡ ) 6= 

o
(5.5)
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kümesine de  nin s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumu denir.

 (),  (),  () alt spektrumlar¬

 () =  () [  ()

 () =  () [  ()
(5.6)

spektrumun ayr¬k olmas¬ gerekmeyen bir ayr¬̧s¬m¬d¬r.  () µ  () ve  () µ
 () oldu¼gu aç¬kt¬r. Ayr¬ca  () =  () [  () [  () eşitli¼gi ile bu alt

spektrumlar¬ k¬yaslarsak

 () =  ()Â ()

 () =  ()Â [ () [  ()]
(5.7)

elde ederiz (Bak [9] ).

Bazen bir s¬n¬rl¬ lineer operatörün spektrumunu hesaplamak için onun adjoint oper-

atörü faydal¬ olabilir. Bunun için aşa¼g¬daki teorem çok kullan¬̧sl¬d¬r.

Teorem 5.1 Bir  2  () operatörünün ve onun ¤ 2  (¤) adjointinin spek-

trumu ve alt spektrumu için aşa¼g¬daki ilişkiler do¼grudur.

(a)  (¤) =  () 

(b)  (
¤) µ  () 

(c)  (¤) =  () 

(d)  (
¤) =  () 

(e)  (
¤) =  () 

(f)  (¤) ¶  () 

(g)  () =  () [  (¤) =  () [  (¤) ([9] , Önerme 1.3).

[15] de Durna ve Y¬ld¬r¬m, şimdiye kadar verilen tan¬mlar yard¬m¬yla, spektrumun
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bu ayr¬̧s¬mlar¬ aras¬ndaki ili̧skiyi veren aşa¼g¬daki tabloyu oluşturmuşdur.

Tablo 2: Spektrumun Ayr¬k Olmas¬ Gerekmeyen Ayr¬̧s¬m¬

(1) (2) (3)

 (;)  (;)  (;)

mevcut ve s¬n¬rl¬ mevcut ve s¬n¬rs¬z mevcut de¼gil

 2  ()

 Ran ( ¡ ) =   2  () –  2  ()

Ran ( ¡ ) 6=   2  ()  2  ()

 Ran ( ¡ ) =   2  ()  2  ()  2  ()

 2  ()  2  ()

 2  ()  2  ()  2  ()

 Ran ( ¡ ) 6=   2  ()  2  ()  2  ()

 2  ()  2  ()

 2  ()  2  ()  2  ()

5.2 ¢ Genellȩstirilmi̧s Üst Üçgensel Çift-Bant Matrisinin 1 Dizi Uzay¬

Üzerindeki Spektral Ayr¬̧s¬m¬

Bu k¬s¬mda 1 dizi uzay¬ üzerinde ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel çift bant ma-

trisinin aralar¬nda ayr¬k olmas¬ gerekmeyen spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬ verece¼giz.

Sonuç 5.1 3 (¢ 1) = 3 (¢ 1) = ;.

·Ispat. Tablo 2 den  (¢ 1) = 3 (¢ 1) [ 3 (¢ 1) [ 3 (¢ 1)

oldu¼gundan, Teorem 4.6 ve Teorem 4.9 kullan¬larak istenilen elde edilir.

Sonuç 5.2 1 (¢
 1) = 2 (¢

 1) = ;.

·Ispat. Tablo 2 den  (¢
 1) = 1 (¢

 1)[2 (¢
 1) oldu¼gundan, Teorem

4.5 kullan¬larak istenilen elde edilir.
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Teorem 5.2 (a)  (¢
 1) = f 2 C : j ¡ j · g,

(b)  (¢
 1) = f 2 C : j ¡ j = g,

(c)  (¢ 1) = ;.

·Ispat. (a) Tablo 2 den  (¢
 1) =  (¢ 1) n1 (¢ 1) oldu¼gundan, Teo-

rem 4.7 ve Sonuç 5.2 kullan¬larak istenilen elde edilir.

(b) Tablo 2 den  (¢ 1) =  (¢ 1) n3 (¢ 1) oldu¼gundan, Teorem 4.7 ve

Teorem 4.9 kullan¬larak istenilen elde edilir.

(c) Tablo 2 den  (¢
 1) = 1 (¢

 1)[2 (¢
 1)[3 (¢

 1) oldu¼gun-

dan, Sonuç 5.1 ve Sonuç 5.2 kullan¬larak istenilen elde edilir.

5.3 ¢ Genellȩstirilmi̧s Alt Üçgensel Çift Bant Matrisinin c0 Dizi Uzay¬

Üzerinde …ne spektrumu

Bu k¬s¬mda 0 dizi uzay¬ üzerinde ¢ genelleştirilmi̧s alt üçgensel çift bant ma-

trisinin aralar¬nda ayr¬k olmas¬ gerekmeyen spektral ayr¬̧s¬mlar¬n¬ verece¼giz ve bu

ayr¬̧s¬mlar yard¬m¬yla ¢ nin 0 daki spekturumunun Goldberg taraf¬ndan verilen

…ne ayr¬̧s¬m¬n¬ yapaca¼g¬z.

Teorem 5.3  (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j · g.
·Ispat. Önerme 5.1 (a) ve Teorem 4.7 den elde edilir.

Teorem 5.4 (a)  (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j = g,
(b)  (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j · g.

·Ispat. (a) Önerme 5.1 (d) den

 (¢ 0) =  (¢
¤
 

¤
0) =  (¢

 1)

oldu¼gundan Teorem 5.2 (b) den istenilen elde edilir.

(b) Önerme 5.1 (c) den

 (¢ 0) =  (¢
¤
 

¤
0) =  (¢

 1)

oldu¼gundan Teorem 5.2 (a) dan istenilen elde edilir.
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Teorem 5.5 1 (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j  g.

·Ispat. Tablo 2 den  (¢ 0) =  (¢ 0) n1 (¢ 0) oldu¼gundan, Teorem

5.4 (b) ve Theorem 5.3 kullan¬larak istenilen elde edilir.

Teorem 5.6 2 (¢ 0) [ 2 (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j = g.

·Ispat. Tablo 2 den

2 (¢ 0) [ 2 (¢ 0) =  (¢ 0) n f (¢ 0) [ 1 (¢ 0)g

oldu¼gundan, Teorem 4.4, Teorem 5.4 (b) ve Teorem 5.5 kullan¬larak istenilen elde

edilir.

Teorem 5.7 2 (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j = g.

·Ispat. Lemma 2.1 den  ((¢)) = 0 olmas¬ için gerekli ve yeterli ko̧sul (¢)
¤
 =

(¢) operatörünün birebir olmas¬d¬r. Teorem 4.6 dan e¼ger j ¡ j ¸  ise (¢)

birebirdir. Böylece Lemma 2.1 den e¼ger j ¡ j =  ise  2  dir. Dolay¬s¬yla

Teorem 5.6 dan 2 (¢ 0) = f 2 C : j ¡ j = g dir.

Sonuç 5.3  (¢ 0) = 2 (¢ 0) = ;.

·Ispat. Tablo 2 den  (¢ 0) = 2 (¢ 0) oldu¼gundan, Teorem 5.6 ve Teorem

5.7 kullan¬larak istenilen elde edilir.

Uyar¬ 5.1 Burada ispatlad¬¼g¬m¬z Teorem 5.5-Teorem 5.7 ve Sonuç 5.3 daha önce[18]

de ispatlanm¬şt¬r. Burada verilen ispatlar[18] de verilen ispatlardan daha k¬sa ve fakl¬

bir yolla elde edilmiştir.

5.4 Sonuç

Birçok araşt¬rmac¬, baz¬ dizi uzaylar¬nda çeşitli matris operatörlerinin spektrumunu

ve …ne spektrumunu belirlemi̧stir. Her ne kadar Fathi ve Lashkaripour [18] de ¢

genelleştirilmi̧s fark operatörünün 0 dizi uzay¬ üzerinde Goldberg tarf¬ndan verilen

spektral ayr¬̧s¬m¬n¬ vermi̧s olsa da bu tezde biz, ¢ genelleştirilmi̧s alt üçgensel
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fark operatörünün 0 dizi uzay¬ üzerinde ve ¢ genelleştirilmi̧s üst üçgensel fark

operatörünün 1 dizi uzay¬ üzerinde, spektrumun yeni bir ayr¬̧s¬m¬ olan approxi-

mate point spektrumunu, eksik spektrumunu ve s¬k¬̧st¬r¬lm¬̧s spektrumunu verdik.

Yeni sonuçlar¬m¬z¬n, 0 dizi uzay¬nda sonsuz alt üçgensel çift bant matrislerle temsil

edilen daha geni̧s bir lineer operatörler s¬n¬f¬n¬ kapsad¬¼g¬ hemen anlaş¬l¬r. Bu nedenle

çal¬̧smam¬z önceki çal¬̧smalardan daha genel ve daha kapsaml¬d¬r. Bu tezdeki yeni

sonuçlar¬m¬z¬n [11, 12, 13] de belirtilen sonuçlar¬ iyileştirdi¼gini ve genelleştirdi¼gini not

edelim.
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