T.C.
SIVAS CUMHURIYET UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

CiFT BANTLI ALT UCGENSEL GENELLESTIRILMIS FARK
MATRISININ ¢, DiZzi UZAYI UZERINDE FINE SPEKTRUMU

YUKSEK LISANSTEZi

Cagri1 UNAL
(201492171142)

M atematik Anabilim Dalx

Tez Damsmani: Dr. Ogr. Uyes Nuh DURNA

SIVAS
Nisan 2019



Cagri  UNAL'in  hazirladigni  ve “CiFT BANTLI ALT UCGENSEL
GENELLESTIRILMIS FARK MATRISININ ¢, Dizi UzZAYI UZERINDE FINE

SPEKTRUMU” adli bu calisma asagidaki juri tarafindan MATEMATIK ANA
BILIM DALI’'ndaYUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Tez Damisman : Dr.Ogr.Uyes Nuh DURNA ...
Sivas Cumhuriyet Universitesi

Juri Uyeles : Doc. Dr. Mustafa YILDIRIM ...
Sivas Cumhuriyet Universitesi

Juri Uyelesi : Doc. Dr. Murat CANDAN ...
In6nti Universitesi

Bu tez, Sivas Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii tarafindan YUK SEK
LISANS TEZI olarak onaylanmustir.

Prof. Dr. Ismail CELIK
FEN BiLIMLERI ENSTITUSU MUDURU



Bu tez, Sivas Cumhuriyet Universitesi Senatosu’ nun 20.08.2014 tarihli ve 7 sayili karari ile
kabul edilen Fen Bilimleri Enstitiisii Lisanststt Tez Y azim Kilavuzu (Y 6nerge)’ nda belirtilen
kurallara uygun olarak hazirlanmustir.



BUtdn haklar: saklidir.
Kaynak gostermek kosuluyla alinti ve gonderme yapilabilir.

© Cagr1 UNAL, 2019



ETIiK

Sivas Cumhuriyet Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Tez Yazim Kilavuzu (Y 6nerge) nda

belirtilen kurallara uygun olarak hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

U Butdn bilgi ve belgeleri akademik kurallar cercevesinde elde ettigimi,

U Gorsd, isitsel ve yazili tim bilgi ve sonuclar: bilimsel ahlak kurallarina uygun olarak
sundugumu,

U Baskalarinin eserlerinden yararlamilmas: durumunda ilgili eserlere, bilimsel normlara
uygun olarak atifta bulundugumu ve atifta bulundugum eserlerin timini kaynak
olarak gosterdigimi,

U Batdn bilgilerin dogru ve tam oldugunu, kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik
yapmadigim,

U Tezin herhangi bir bolimini, Cumhuriyet Universitesi veya bir baska universitede,
bir baska tez ¢alismasi olarak sunmadigimi beyan ederim.

11.04.2019
Cagri UNAL



OZET
CiFT BANTLI ALT UCGENSEL GENELLESTIRILMIS FARK
MATRISININ ¢, DIZI UZAY1 UZERINDE FINE SPEKTRUMU
Cagr- UNAL
Yiuksek Lisans Tezi
Matematik Ana Bilim Dal-
Dan-sman: Dr. Ogr. Uyesi Dr. Nuh DURNA
2019, 37+xi sayfa

Bu tez beg bolimden olusmaktad-r.

Birinci bélimde, tez konusu ile alakal- literatir taramas- yap-Im-st-r. Bant
matrislerinin tan-m- verilmis ve s-n-rl~ lineer operatorlerin temel 6zelliklerinden

bahsedilmigtir.

Ikinci bélimde, s-n-rl- lineer operatdrlerin spektrumundan ve spektrumunun

ayr-ssmlar-ndan bahsedilmigtir.

Uciincti béliimde, 2012 y-l-nda Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan cal-g-lan, ¢,
dizi uzay- Gzerinde ¢, cift bantl- genellestirilmis fark operatértinin fine spek-

trumunu verilmigtir.

Dordunctu bolumde, 2013 y-l-nda Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan gal-s-lan,
¢, dizi uzay- Uzerinde €¢*¥ genellestirilmig Ust Ucgensel ¢ift bant matrisinin

spektrumu ve spektral ayr-s-m- verilmigtir.

Begsinci bolumde, ¢"* genellestirilmig tst U¢gensel ¢ift bant matrisinin ¢, dizi
uzay- Uzerindeki spektral ayr-ss-m- verilmigtir ve &€, genellestirilmis alt Ug-
gensel ¢ift bant matrisinin ¢y dizi uzay- Uzerindeki fine spekturumu farkl- bir
metotla ve daha k-sa ispatlarla tekrar elde edilmistir. Tezin bu k-sm- orji-
nal olup "On the fine spectrum of generalized lower triangular double band

matrices ¢, over the sequence space c¢," ismiyle 2016 y-l-nda yay-nlanm-gtr.

Anahtar Kelimeler: spektrum, alt spektrum, genellestirilmis bant matrisi.
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ABSTRACT
THE FINE SPECTRUM OF THE GENERALIZED LOWER
TRIANGULAR DIFFERENCE MATRIX WITH DOUBLE BAND
Car- UNAL
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Nuh DURNA
2019, 37+xi pages

This thesis consists of five sections.

In the first section, literature related to thesis topic has been presented. The
definition of band matrices has been given and basic properties of bounded

linear operator have been told.

In the second section, spectrum and division of spectrum of bounded linear

operators are mentioned.

In the third section, the spectrum and fine spectrum of generalized double
band dixerence operator ¢, on the sequence space ¢, which was studied by

Fathi ve Lashkaripour in 2012 have been given.

In the fourth section, the spectrum and division of spectrum of generalized
upper triangular double band matrices ¢*” on the sequence space ¢; which

was studied by Fathi ve Lashkaripour in 2013 have been given.

In the fifth section, subdivision of spectrum of generalized upper triangular
double band matrices ¢“* on the sequence space ¢; and fine spectrum of gen-
eralized lower triangular double band matrices €, on the sequence space ¢
have been given in direrent ways with more shorter proofs again. This part is
original. It was published with title "On the fine spectrum of generalized lower

triangular double band matr-ces, ¢, over the sequence space ;" in 2016.

Keywords: spectrum, subspectrum, generalized band matrix
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SIMGELER DIZINI

B (X) : X uzay- Uzerinde verilen battn sn-rl- lineer

operatorlerin kimesi

ker (L) : L operatorinin s-fr uzay-

Ran (L) : L operatorinun deger kiimesi

% (L) L operatorunin rezolvent kiimesi

Y (L) : L operatorunin spekturumu

Ry(L) : (M i L)' operatori

r(L) . L operatorinin spektral yar-¢cap-

Y, (L) : L operatorinin 6zdegerlerinin kiimesi

Y. (L) L operatorunin strekli spektrumunun kiimesi

Y, (L) L operatérinin rezidd spektrumunun kiimesi

Y%ap (L) L operatorinin yaklag-k nokta spektrumunun kiimesi
Y5 (L) L operatorunin eksik spektrumunun kiimesi

Y (L)  : L operatérunun s-k-st-r-lm-g spektrumunun kiimesi
¢, . Genellestirilmis alt G¢gensel ¢ift bant matrisi

¢uy . Genellestirilmis Ust tggensel ¢ift bant matrisi
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1. GIRIS

Fonksiyonel analizde, bir operatoriin spektrumu, matrisler igin 6zdegerler kavram-n-n
bir genellegtirilmesidir. Bir Banach uzay- Gizerinde bir operattriin spektrumu, point
spektrum, surekli spektrum ve rezidii spektrum olarak adland-r-lan ¢ ayr-k parcaya
bolundr. 1966 y-l-nda S. Goldberg’in cal-smas-na kadar, bir operatérin spektru-
munun U¢ ayr-k parcaya boélinmesi, operatorin fine (ince) spektrumunun hesa-
planmas- olarak adland-r-l-rd-. Fakat 1966 y-l-nda S. Goldberg "Unbounded Lin-
ear Operator” isimli kitab-nda spektrumun aralar-nda ayr-k olan ayr-ss-m-n- daha
ince bir sekilde verdi ve bu cal-smadan sonra bir operatoriin spektrumunun dokuz
ayr-k parcaya bolunmesi, operatorin fine spektrumunun hesaplanmas- olarak ad-
land-r-l-rd-. Ayr-ca spektrumun aralar-nda ayr-k olmas- gerekmeyen bir ayr-g-mn-
daha vard-r ki bu; yaklag-k nokta spektrum, eksik spektrum ve s-k-staralm-g spek-
trumdur. Son y-llarda bir ¢ok yazar, genellestirilmis fark matrislerinin spektral
ay-s'm-n- arast-rm-stor. 1k kez [8] de Amirov, Durna ve Y-ld-r-m operatorlerin spek-
tral ayr-ssmlar- aras-ndaki bag-nt-y- kullanarak operatoriin yaklag-k nokta spektru-
munu, eksik spektrumunu ve s-k-st-r.lm-g spektrumunu kolayca hesaplam-glard-r. Bu
cal-smadan sonra, bu spektral parametreler, spektrumun fine ayr-s-m- bulunurken
yazarlar taraf-ndan dikkate al-nm-st-r. Daha sonra bir operatorin yaklas-k nokta
spektrumu, eksik spektrumu ve sk-starilm-g spektrumu; spektrumun fine ayr-s-m-
kullan-larak hesaplanm-st-r. Genel olarak operatorlerin fine ayr-g-mlar- aragt-r-l-rken
operatorun adjointinin birebirligi veya 6rtenligi kullan-larak operatérin yogun goérun-
tlye sahip oldugu veya s-n-rl- terse sahip oldugu elde edilir. Fakat bir operatorin
adjoint operatorini bulmak her zaman mimkin olmayabilir. Hatta adjoint op-
eratoril bulunsa bile operatorin birebirligi veya ortenligi aragt-r-l-rken elde edilen
serinin karakterini incelemek mimkiin olmayabilir. Ornegin ¢4 un bilinen anlamda
Schauder baz- olmad-g-ndan operatériin bilinen anlamda adjointinden bahsetmek
mumkin degildir. Dolay-s-yla bir operatdriin spektral ayr-s-m- ve adjointinin spek-
tral ayr-ssm- aras-ndaki iligki yard-m-yla, operatoriin yaklas-k nokta spektrumu, ek-
sik spektrumu ve s-k-gt-r-lm-g spektrumu hesaplanarak bunlar yard-m-yla Goldberg

taraf-ndan verilen spektrumun fine ayr-g-m- bulanabilir.
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Spektral teorinin guinluk hayattaki uygulamalar-ndan k-saca bahsedecek olursak;

Elektrik muhendisliginde amplifikator frekans yan-t-n- veya gu¢ sisteminin guivenilir-

ligini belirleyebilir.

Ekolojide spektral degerler besin ag-n-n sirekli bir dengeye sahip olup olmayacagn-

belirleyebilir.

Yap- mekaniginde bir otomobilin ne kadar guralttli olup olmayacag-n- veya bir

depremde bir binan-n y-k-l-p y-k-lmayacag-n- belirleyebilir.

Kuantum mekaniginde atomik enerji seviyelerini ve boylecede lazerin frekans-n- veya

bir y-ld-z-n spektral sinyalini belirleyebilir.

Havac-l-kta, spektral degerler bir kanat tzerindeki ak-g-n laminer veya turibulansl

olup olmad-g-n-~ belirleyebilir.

1.1 Literatur Ozeti

Bu tez boyunca; tim diziler uzay~ w ile belirtilir. S-raswyla tim s-n-rl-, yak-nsak,
s+f-ra yak-nsak ve s-n-rl- sal-n-ml- dizilerin uzay-n- ¢4 , ¢, co Ve bu ile gosterilir. Ayr-ca
¢, ile mutlak degerinin p j inci kuvvetleri toplanabilir tim dizilerin uzay-n- ve bv, ile

p i sl sal-n-ml- dizilerin uzay- belirtilmigtir.

Bir ¢ok yazar, cesitli dizi uzaylar- Uzerinde baz- 6zel limitleme matrisleriyle tan-m-
lanan lineer operatorlerin spektrumunu ve fine spektrumunu incelemigstir. 1k 6nce
mevcut literatirdeki spektrum ve fine spektrum hakk-nda k-saca bilgi verecegiz.
Ornegin; Cesaro operatorinun ¢, (1 < p < 1) dizi uzay-ndaki fine spektrumu [21]
de Gonzalez taraf-ndan incelenmistir. Ayr-ca, [33] de Wenger, Cesaro operatorinin
tamsay- kuvvetinin spektrumunu c dizi uzay-nda cal-sm-stor ve [29] da Rhoades, bu
sonucu ag-rl-kl- ortalama metotlar-na genellestirmistir. [2s] de Reade, Cesaro oper-
atorinin spektrumunu ¢y dizi uzay- Uzerinde calssm-st-r. [27] de Okutoyi, Cesaro
operatorunin spektrumunu bv dizi uzay- Uzerinde hesaplam-st-r. Rhally operator-
lerinin ¢y ve ¢ dizi uzaylar- Gzerindeki Goldberg taraf-ndan verilen fine spektrumu

[32] de Y-ld-r-m taraf-ndan incelenmigtir. Cesaro operatoriniin cq Ve bu, dizi uzaylar-
2



Uzerindeki fine spektrumlar- Akhmedov ve Bagar taraf-ndan [1,4] de cal-s-lm-st-r.
Ayr-ca Akhmedov ve Bagar [2, 3] da ¢ fark operatérinin ¢, ve bv, (1 - p < 1) dizi
uzaylar- Gzerinde fine spektrumunu c¢al-sm-glard-r. ¢; ve bv, dizi uzaylar~ tGzerinde
Zweier matrisinin fine spektrumu [s] de Altay ve Karakug taraf-ndan incelenmigtir.
Altay ve Bagar [s, 10] de ¢ fark operatériniin co, ¢ ve ¢, (1 < p < 1) dizi uzaylar-
Uzerinde fine spektrumunu belirlemiglerdir. ¢ fark operatorinin ¢, ve bv Uzerindeki
fine spektrumu [23] de Kayaduman ve Furkan taraf-ndan incelenmigtir. Altun ve
Karakaya[7, 24] de Lacunary matrislerin fine spektrumlar- ve st tggen cift bant
matrislerin fine spektrumlar- tGzerinde cal-sm-glard-r. [31] de, Srivastava ve Kumar,
¢, genellestirilmis fark operatoriniin ¢ dizi uzay- Uzerindeki fine spektrumunu in-
celemiglerdir. [18] da, Fathi ve Lashkaripour, ¢, genellestirilmis alt Uggensel ¢ift
bant matrisinin ¢, dizi uzay- Gzerindeki fine spektrumunu hesaplam-glard-r. [19] de,
Fathi and Lashkaripour, ¢“* genellestirilmis Gst t¢gensel ¢ift bant matrisinin ¢, dizi

uzay- Uzerindeki fine spektrumunu incelemiglerdir.

Yukar-da bahsedilen ¢al-smalar, [20] de Goldberg taraf-ndan tan-mlanan spektrumun
ayr-ssmn ile ilgilidir. Bununla birlikte [15] de Durna ve Y-ld-r-m ¢, tGizerinde factorable
matrisleri icin spektrumun alt ayr-gs-m-n- incelemiglerdir ve [12] de Bagar, Durna ve
Y-ld-r-m baz- dizi uzaylar- Gizerinde genellestirilmis fark operatdrinin spektrumunu
incelemiglerdir. [17] de Durna ve Kil-¢, U(ag, a1, az;bg,b1,b;) Ust Ucgensel bant

matrisinin cq dizi uzay- Uzerinde spektrumunu ve fine spektrumunu hesaplam-glard-r.

Bu tezin Ggunct boliminde [18] de Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan cal-g-lan ¢,
genellestirilmis alt tggensel ¢ift bant matrisinin ¢q dizi uzay- Gzerindeki fine spek-
trumunu verecegiz. Dordinci bélumiinde [19] da, Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan
hesaplanan €¢"¥ genellestirilmis Ust tcggensel cift bant matrisinin ¢; dizi uzay- Uz-
erindeki fine spektrumunu verecegiz. Besinci boluminde ise €, genellestirilmig
alt dggensel ¢ift bant matrisinin ¢, dizi uzay- Uzerindeki fine spektrumunu, spek-
trumun aralar-nda ayr-k olmas- gerekmeyen (yaklag-k nokta spektrum, eksik spek-
trum ve sk-starilm-g spektrum) ayr-s-m- yard-m-yla verecejiz. Ayr-ca bu ayr-g-m
yard-m-yla[1s] de, Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan verilen ¢, genellestirilmis alt

Ucgensel cift bant matrisinin ¢y dizi uzay- Uzerindeki fine spektrumu, daha farkl-
3



ve k-sa bir yolla hesaplanm-s olacak. Tezin beginci bolumt orjinal olup, [16] da

yay-nlanm-gt-r.

1.2 Bant matrisleri

Say-sal analizde, sonlu elemanl- matrisleri veya sonlu fark problemlerinden elde
edilen matrisleri bant matrisi haline getirebiliriz. Bant matrisleri problem degisken-
leri aras-ndaki iligkiyi tan-mlamam-za yard-mc-~ olur. Ornegin, bant genisligi ma-
tris boyutunun karekokinu olugturan matris, bant iginde bes kosegenin s+f-r ol-
mad-g- kare bir bolgede tan-mlanan k-smi turevli diferansiyel denkleme karg-l-k gelir.
Eger bu matrise Gauss eliminasyon yontemini uygularsak, ¢ok say-da s-f-r olmayan
elemanl- bant iceren matris elde ederiz. Bu nedenle, bant operatorlerinin rezol-
vent kiimesi, bu gibi problemlerin ¢6zimu i¢in 6nemlidir. Bant matrisleri matem-
atigin bircok alan-nda ve uygulamalar-nda ortaya ¢-kmaktad-r. U¢ ya da daha fazla
kdsegenli bant matrisleri telekomunikasyon sistem analizinde, k-smi ttrevli diferan-
siyel denklemlerin ¢6zima igin sonlu fark yontemlerininde, sabit olmayan katsay-l-
dogrusal tekrarlama sistemlerinde vb. kullan-l-r. Baz~ zel problemlerde matrisler
bant matris olarak olusmaktad-r. Bu 6zellik kullan-larak bu problemlere ait lineer
denklem sisteminin ¢6zUmu mamkunddr. Alt Gggensel matrisleri de bant matrisi ya-
parak bu tir lineer denklem sistemlerinin ¢ozimu icin bir algoritma gelistirilmigtir.
Geligtirilen algoritma kullan-larak ¢ok buyik boyutlardaki matrislerin s-k-st-r-larak
bilgisayarda olugturulmas- ile lineer denklem sistemlerinin ¢ézimi mumkin olmak-
tad-r. Bu nedenle, birisinin gegitli bant matrisleri ile ilgili sonuglar elde etmesi

oldukca énemlidir.

Tan-m 1.1 (Bant matris) S-f-rdan farkl- elemanlar- esas kbsegen civar-nda toplan-
m-$ olan matrise bant matris denir. Esas kosegene paralel olan kdsegenlerine yan
kosegen denir. Matrisin esas kdsegenin alt-ndaki kosegenler alt kdsegen, tstundeki
kosegenlere Ust kosegen denir. m; alt ve m;, Ust kdgegeni olan bir matrisin ana bant
genisligi m = my +my + 1 olur. my e alt bant, m, ye Ust bant genigligi de denir.
Ana bant d-g-ndaki tim elemanlar- s+f-r olan matrislere bant matris denir.

4



1.3 S-norl- Lineer Operatorler

X ve Y, C uzerinde iki normlu uzay ve L : X ¥ Y bir lineer operatdr olsun. Eger
her z 2 X igin

JiLzjj - M. jjzjj
olacak bigimde bir M > 0 say-s- varsa L operatdriine X uzay-ndan Y uzay- icine bir
s-n-rl- lineer operatdr ad- verilir ve X uzay-ndan Y uzay- igine tan-ml- butin s-n-rl-
lineer operatorlerin s-n-f~ B (X,Y) ile gosterilir. Ozel olarak X =Y ise B (X, X)
yerine k-saca B (X) yazilr.

Bir lineer operatorin s-fr uzay-n-
ker(L) :=fx 2 X : Lz = 0Og (1.2)

ve goranti kiimesini
Ran(L) :=fLz: 2z 2 Xg (1.2)

ile gOsterecegiz. Boylece L operatorinin birebir olmas- icin gerekli ve yeterli kosul
ker (L) = f0g olmas~ ve orten olmas- icin gerekli ve yeterli kosul Ran(L) = Y

olmas-d-r.

K,L 2 B(X,Y) ve \2Colmak Uzere, (K + L)x = Kz + Lz, (A\L) x = ALz sek-
linde tan-mlanan toplama ve skalerle ¢arpma iglemleri ile B (X;Y"), C cismi Gzerinde
bir vektor uzay-d-r, ayr-ca -

o JiLz))

ST
normuyla birlikte bir normlu uzay olup, Y nin bir Banach uzay- olmas- halinde
B (X,Y) de bir Banach uzay-d-r ([14] , Brown ve Page 1970, s. 105, [30] , Rudin

1973, s. 88).

(1.3)

w ve v iki dizi uzay- ve A = (au); n,k 2 N olmak Gzere a,, reel veya kompleks

X

anrry, 0lmak Gzere z in Az = ((Azx),) Ajdonusimi v de bir dizi ise A ya 1. den
k=0
v ye bir matris dontsimu denir ve A : ;o ¥ v ile gosterilir. Bu donugim A 2 (u, v)

ile gosterilir. Bu durumda A 2 (i, ) olmas- icin gerekli ve yeterli kogul her = 2 u

icin Ax 2 v olmas-d-r.



Lemma 1.1 A = (a,;) matrisinin ¢g dan ¢y a bir 7' 2 B (cp) sn-rl- lineer operatori
belirtmesi igin gerekli ve yeterli kosul

(1) A n-on sat-rlar- ¢; dedir ve onlar-n ¢; normlar- s-nrl-d-r.

(2) A nan sutunlar- ¢y dad-r ([32] , Wilansky, s. 129).

Uyar- 1.1 Lemma 1.1 de verilen 7' nin operatdr normu, A n-n sat-rlar-n-n ¢; norm-

lar-n-n supremumudur ([34] , Wilansky, s. 129).

Lemma 1.2 A = (a,;) matrisinin ¢, den ¢; e bir T snrl- lineer operatori be-
lirtmesi icin gerekli ve yeterli kosul A n-n sttunlar-n-n ¢; normlar-n-n supremumu-

nun s-n-rl- olmas-d-r ([34] , Wilansky, s. 129).

X, C cismi Uzerinde bir normlu uzay ve L 2 B (X) olsun. X°, X uzay-n-n strekli
dualini gostermek tzere yani; X° = B (X, C) olmak Uzere, her x 2 X ve her f 2 X*
icin
L°: X" 0 X°
(L*f)z=f(T'x)

biciminde tan-mlanan L" operatoriine; L operatérintn adjointi denir.

L ile L” adjoint operatoru aras-ndaki iligkilerden baz-lar-n- belirleyen 6énemli teo-

remleri ispats-z olarak asag-da verelim.

Teorem 1.1 X bir normlu uzay ve L. 2 B(X) olsun. Bu durumda L° 2 B (X")
olup jjL®jj = jjLjj dir ( [14] , s. 239).

Teorem 1.2 Eger L ve L° operatorlerinin tersleri mevcut ise (Li1)° = (L°)* dir

( [20] , s. 60).

Tan-m 1.2 X ve Y birer Banach uzay-ve K 2 B(X,Y) olsun. D, X iginde agk
birim yuvar olmak tzere K (D), Y icinde kompakt ise K operatériine kompakt lineer

operator denir ([22] , s. 179).

Kompakt operatorlerin baz- 6zellikleri asag-daki teoremlerle ifade edilmigtir.

Teorem 1.3 X bir Banach uzay- ve K 2 B(X) olsun. BEger K donisiminin

gorintd uzay- Ran (K), sonlu boyutlu ise K kompaktt-r ( [22] , s. 180).
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Teorem 1.4 X bir Banach uzay- ve (K,), B (X) deki kompakt operatdrlerin bir
dizisi olsun. Bger (K,) dizisi K ya dizgin operatér yak-nsak ise K 2 B(X) de
kompaktt-r ( [22] , s. 180).

Simdi 2 herhangi bir X Banach uzay-n-n énkompakt bir kiimesi olmak zere, uygu-
lamalarda en ¢ok kullan-lan C'(€2; C) uzay-nda mevcut olan kompaktl-k kriterinden

bahsedelim.

Tan-m 1.3 (X, k.k) Banach uzay-n-n énkompakt bir €2 klimesi ve E ¥2 (C'(€2) ,k.k;)
kiimesi verilsin.
(a) Eger her x 2 E ve her t 2 Q icin jz (t)] - M olacak sekilde bir M > 0 say-s-
varsa E kimesi dizgin s-n-rl-d-r denir.
(b) Eger her € > 0 icin enaz bir 6 = 6 (¢) > 0 say-s- var Oyle ki her t;,¢, 2 Q) ve her
x 2 Eigin

kt; j tok < iken jx (t1) i = (t2)] < €

oluyorsa, E kimesi (C'(£2),k.k;) da ayn- dereceden stireklidir denir. ([26] , S.229).

Teorem 1.5 (Arzela-Ascoli) (X, k.k) Banach uzay-n-n 6nkompakt bir 2 kiimesi
ve E % (C(©),k.k,) kimesi verilsin. E nin (C (£2) ,k.k,) da onkompakt olmas-
icin gerekli ve yeterli kosul E nin (C (€2),k.k, ) da dizgin s-n-rl- ve ayn- dereceden

surekli olmas-d-r ( [26] , S.231).



2. SPEKTRUM

Tan-m 2.1 X & fdg bir kompleks normlu uzay, D (T) 2 X olmak Uzere ve T :
D(T) ¥ X bir lineer operator, A 2 C ve I, D (T) Uzerinde birim operator olmak
Uzere, T' operatoru ile

=T j M\ (2.1)

operatorund esleyelim. Eger T, n-n bir tersi varsa, bunu R, (T) ile gosterelim, yani;
Ry(T)=Ti'= (T j )™ (2.2)

alal-m. Bu operatore 7' nin rezolvent operatoru denir. 7" operatdrinin belirli olmas-
durumunda yazmada kolayl-k sdglamak icin Ry (T') yerine R, yazacdg-z ( [25] , S.
371).

Ry (T) nin mevcut olmas- durumunda,
r=Ti'y=R\(T)y
gecerlidir. Yani; Ry (T), Tz = y denkleminin ¢dzilmesine yard-mc- olur.

Daha da 6nemlisi, R, n-n 6zelliklerinin incelenmesi, 7" operatdérinin kendisinin an-
lagrlmas- icin esas olmaktad-r. Dogal olarak, 7, n-n ve R, n-n bir ¢cok ozelligi A
ya bagl-d-r ve spektral teori bu 6zelliklerle ilgilenen bir dald-r. Ornegin R, mev-
cut olacak gekildeki A\ kompleks say-lar-n-n kiimesi veya R, s-n-rl- olacak sekilde
ki A kompleks say-lar-n-n kiimesi temel problemlerimizden baz-lar~ olacakt-r. Baz-
kavramlara isim verebilmek icin R, n-n tan-m bolgesi X de yogun olacak sekildeki

A kopmleks say-lar-n-n kiimesi de arast-r-lacaktr.

Tan-m 2.2 (reguler deger, rezolvent kiime, spektrum) X & f0g bir kompleks
normlu uzay ve D (T) % X olmak tzere T': D(T) ¥ X lineer bir operator olsun.
(R1) Ry (T) mevcut

(R2) R, (T) swnrl- (yani strekli)

(R3) R, (T), X iginde yagun bir kiimle Gzerinde tan-ml-

olacak sekilde A 2 C say-lar-na 7" nin regiler dégeri denir.
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T nin tum reguler dégerlerinin kiimesi p (T") ie gosterilir. p (7)) ye T nin rezol-
vent kiimesi denir. o (7)) = CAp(T) kiimesine ise T nin spektrumu denir. Eger
A2 0 (T) ise X ya spektral déger denir ([25] , s. 371).

2.1 Spektrumun Ayr-g-m-

S-narl- lineer bir operatérin spektrumunun birgok farkl- ayr-s-m- vard-r, bunlardan

baz-lar-n-n fizige uygulamalar- mevcuttur.

X bir Banach uzay- ve T' 2 B(X) olsun. Eger R, (1) operatort, X in bir yogun
alt uzay-nda tan-ml- ve s-nrs-z ise; A 2 C say-s-na 7' nin o.(7") surekli spektrumuna
aittir denir. Ayr-ca eger R, (1') operatdrii mevcut, ancak onun tan-m bolgesi (yani;
T i M nin Ran(T j AI) deger kiimesi), X de yogun degilse A\ 2 C say-sna T
nin o,.(7) rezidi spektrumuna aittir denir, bu durumda R, (7') sn-rl- veya sn-rs-z

olabilir.

Eger Tx = Az esitliginin s-f-rdan farkl- bir x 2 X ¢6zumu varsa A 2 C say-s-ha T’
nin 0zdegeri, bu sekildeki herbir = vektdriine 6zvektor ve X in bir alt uzay- olan

butun 6zvektorlerinin kimesine de Gzuzay denir.

o,(I)=fA2C:Tx= Xz, & 0g

Ozdegerlerinin kimesine 7' nin point spektrumu denir. o,(7) point spektumu ile

birlikte bu iki spektrum 7" nin

o(T) = 0,(T) Loe(T) Low(T) (2.3)

spektrumun bir ayr-k ayr-g-m-d-r. Kabaca konugacak olursak alt spektrumdaki ) ele-
manlar-n-n karakterize edilmesi i¢in, 7" j A operatorinun, o,(7) de birebir ve érten-
ligi, 0.(T) de Ortenligi ve o.(7T) de de surekliligi mevcut degildir. (2.3) ayr-ss-m-n-

izah etmek icin agag-daki tabloyu ve baz- 6rnekler verelim.
9



Tablo 1: Spektrumun Ayr-k Ayr-g-m-

Ry (T) mevecut | Ry (T) mevcut Ry (T)
ve sinrl- fakat s-nars-z | mevcut degil
Ran(\M § T) = X A2 p(T) - A2 0,(T)
Ran(M j T) =X A2 p(T) A2 o (T) A2 0,(T)
Ran(M i T)&EX | A20.(]) A2 0,.(T) A2 0,(T)

Tabloda; X bir Banach uzay- oldugundan; 1. satr ve 2. sutunun kapal- grafik

teoreminden mumkun degildir.

Teorem 2.1 (Kapal- Grafik) X ve Y, Banach uzay-ve T': D(T) ¥ Y kapal- bir
operator olsun (yani grafigi X £Y de kapal-). Eger D(7) tan-m kiimesi X de kapal-
ise 7" operatori s-n-rl-d-r ([25] , s. 292).

Ran(T j M) =X D Ran(T j M) =X = X =Ran(T j \) kapal- yani R, (T) nin
tan-m kumesi kapal- oldugundan kapal- grafik teoreminden Ran(7" j AI) = X iken

Ry (T) snrs.z olamaz.

Efer biz 3. sttunda deyilsek, yani eger A\, T nin bir 6zdegeri degilse, daima R, (T")

operatdrinl 7' § AI nin cebirsel tersi gibi dugtnebiliriz.
Ornek 2.1 C tzerinde X =/, (1 - p - 1) olsun ve L

L (l‘l, T, T3, .. ) = (33'2,33'3, X4, . . )

sol kayd-rma operatoru olsun. KLk =1 ile L 2 B (¢,) oldugu kolayca gosterilebilir.
Dolay-syla o (L) Y2 £A 2 C: jAj - 1g dir. Ayr-ca L Ortendir fakat birebir dégildir

¢cUnkid onun s-far uzay-

ker(L) = F(z,) 20,72 = a3 =a4 =00t =0g
10



d-r. Ozellikle bu 0 2 5, (L) olmas-n- sdglar.
L nin spektrumunu incelemek icin 1 - p < A ve p = L durumlar-n- ay-r-l-r.
1-p<digin

o(L)=Ff\2C:j\ - 19, o, (L)y=FfA2C:j)\ < 1g,

(2.4)
o.(Ly=fA\2C:jA\j=1g, o.(L)=;
oldugu ve p = 1 igin
o(L)=0,(L)=FfA\2C:jA<lyg, o.(L)y=o0,(L)=; (2.5)

oldugu gorultr. Gergekten de A 6zdégerinin Ozuzay- her jAj < 1 igin ¢, ye ait olan
Ty = '1,)\, M2 ... vektori taraf-ndan Uretilir, fakat bu ¢4 da yaln-zca jAj = 1 iken
gecerlidir.
Ornek 2.2 X =1¢, (1 - p - 1), (a,), C de s-nrl bir dizi ve
L: {, ¥/,
Tn § ¥ (apxy,)

olsun. (ay,) snarl-d-r , L2 B(¢,) dr. 1lk 6nce p < A olsun. (a,) dizisinin bitin
elemanlar-n-n kiimesini A = fay, a,as, ...q ile gésterelim, bu durumda

c(L)=A4, o,(L)=4, o.(L)=A4nA, o,(L)=; (2.6)
elde edilir. Ozellikle eger a,, ¥ 0 ise o, (L) = fOg d-r.
p = A durumunda rezidi ve sirekli spektrumun rolleri dégisir, yani

o(L)=A4, 0,(L)=A4, o.(L)=3, o0,(L)=A4nA (2.7)
elde edilir.
Ornek 2.3 C uzerinde X =/, (1 - p - 1) olsun ve

L (21,22, 23,...) := (0,21,22,...) (2.8)

sdg kayd-rma operatorii olsun. kLk = 1 ile L 2 B (¢,) oldugunu kolayca gérulir.
Dolay-siyla o (L) ¥ fA2C:j) - 1g dir. Bu ornekte L, birebirdir fakat 6rten
degildir, cinkd onun

Ran (L) = f(y,) 2 ¢, : y1 = 0g
11



tan-m kimesi ¢, de ydgun bile degildir. Ozellikle bu 0 2 o, (L) olmas-n- sdglar.
Simdi L nin spektrumun yukar-da verilen ayr-g-m-n-~ yapal-m. Bunun i¢in p = 1,

1< p< A ve p= 1 durumlar-n- ay-ral-m.
p=1veya p= 1 durumlar-nda
o(L)=o0,(L)y=fA2C:jN -19, o,(L)=0.(L)=; (2.9)
vel<p< digin

o(L)=f\2C:j)\ - 1g , op,(L) =3
o.(L)=FA2C:jA\j=1g, o, (L)=FfA2C:j)\<1g

(2.10)

dir. Dikkat edecek olursak sdg kayd-rma operatéruntin higbir ¢, uzay-nda Ozdegeri

yoktur.

Biz simdi 0 -n spektral ayr-s-m igerisinde hangi kiimeye ait oldugunu veren agag-daki

ornekleri verelim.

Ornek 2.4 C uzerinde X =/, (1 - p - 1) olsun. Eger

Moy il
L(l‘l,xz,l‘g,...): $17§$2,§l‘3,... (211)

ise 0 2 0. (L) dir. Cunkd,

Lil (y17 Y2,Y3, .. ) = (y17 23/2, 33/3, .o )

ters operatorii ¢, nin bir ydgun alt uzay- Gzerinde tan-ml-d-r ve ¢, de s-n-rl- dégildir.

Sonug olarak
Y Ya
op(L)= 1, oo 0c(L)=10g, o, (L) =;

g

1
737

NI~

dir. O halde o. (L) [ o, (L) =f0g ve o.(L) = f0g ve 0. (L)\ o, (L) = ; oldugundan
o, (L) = ; dr. Diger taraftan
H 1 1 1 T

L(x1,22,23,...) = 2, 573, 3 %4, 775, - (2.12)

biciminde tan-mlan-rsa 0 2 o, (L) d-r, ¢lnkii e; = (1,0,0,...), A = 0 6zdégerine
karsl-k gelen G6zvektordir. Lit ters operatori burada tan-ml- degildir. Sonug olarak

o(L) =0,(L) =0y, o(L)=0,(L)=; (2.13)
12



elde edilir. Son olarak éger

1 1
L(l‘l, XT2,X3,. . ) = (0, X1, §$27§l‘3, .. ) (214)

biciminde tan-mlan-rsa 0 2 o,(L) dir, ¢inkii L nin Ran (L) déger kuimesi ¢, de

ydgun dégildir. Burada

Lil(y17 Y2,Y3, .. ) = (y27 23/3, 33/4, .- )

ters operatoru tan-ml-d-r fakat Ran (L) de s-n-rl- degildir. Sonu¢ olarak
o(L) = 0,(L) = 0y, 0,(L) = ou(L) = ; (2.15)

elde edilir.

2.2 Spektrumun Goldberg S-n-fland-rmas-

T 2 B(X) olmak tzere T nin Ran (7") goruntl kdmesi igin t¢ farkl- durum soz
konusudur.

(A) Ran(T) = X,

(B) Ran (T) & X fakat Ran (7) = X,

(C) Ran(7) & X,

ve T'1! icin Gg farkl- durum sz konusudur.

(1) T'i! mevcut ve sureklidir,

(2) T mevcut fakat stirekli degil,

(3) T'i! mevcut dedil.

Mumkin olan butin olas-l-klar digtntldigtnde dokuz farkl- durum olugur. Bunlar,

A1, Ay, Az, By, By, Bz, Cy, Cy, C5 ile numaraland-r-l-r.

Ornegin, eger bir operatér C, durumunda ise Ran(7T) & X ve T'i' mevcut fakat

surekli degildir. Ayr-ca kapal- grafik teoreminden A, = ; dir.

Eger \ kompleks say-s» T'= Al j L. 2 Ay veyaT = A\l j L 2 B; bigiminde ise A 2
p (L, X) dir. p(L,X) de bulunmayan bitin X skaler degerleri L nin spektrumunu

olusturur. o (L, X) in bu sin-fland-r.lmas- L nin fine spektrumunu meydana getirir.
13



Bu, o (L, X) in Ayo (L, X) = ;, Azo (L, X), Byo(L,X), Bso(L,X), Cio (L, X),
Cyoo (L, X), C30 (L, X) aralar-nda ayr-k altkiimelerine boliinebilmesi demektir. Ornegin,

eger T =M\ j L, C; ye aitse \ 2 Cyo (L, X) yazilr ( bak [20] ).

Simdi sn-rl- lineer operatorlerin Goldberg s-n-fland-rmas-n- yaparken kullan-lan asag--

daki iki 6nemli Lemmay- verelim.

Lemma 2.1 S-n-rl- lineer bir 7' operatérindn ydgun gorintiye sahip olmas- igin
gerekli ve yeterli kosul 7 adjoint operatorinin birebir olmas-d-r ([20] , Theorem 11

3.7).

Lemma 2.2 S-n-rl- lineer bir T operatérundn s-n-rl- terse sahip olmas- i¢in gerekli

ve yeterli kogul 7 adjoint operatorinin 6rten olmas-d-r ( [20] , Theorem 11 3.8).

14



3. ¢, CIFT BANTLI GENELLESTIRILMIS FARK OPERATORUNUN
co DIZI UZAYI| UZERINDEKI FINE SPEKTRUMU

Bu bolimde Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan [18] de ¢al-s-lan, ¢q dizi uzay- Gzerinde

¢, cift bantl- genellestirilmis fark operatérindn fine spektrumu verilecektir.

(ug), her £ 2 N igin u; & 0 ve U = lim,x 1 u;, & 0 olacak sekilde pozitif reel say-
dizisi ve (vx), V = limgyuq vy & 0 ve sup, vy, < U + V olmak Uzere pozitif reel

say-larn sabit veya kesin azalan bir dizisi olsun.

[18] de ¢y dizi uzay-~ Uzerinde €, operatdri Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan asag--

daki sekilde tan-mlanm-gt-r:

¢uvx = ¢uv(xn) = (unilxn + Unxn+l)7}=0 y LTjl — 0

¢, operatorinin > 3
v 0 0 0 tee

cee
¢cee
¢cee

u v 0 0

¢uv = 0 Uy U2 0

o O O o

0 0 U2 V3

matrisi ile temsil edidigini gostermek kolayd-r.

[18] de ¢o dizi uzay- Uzerinde €, cift bantl- genellestirilmis ileri fark operatérinin
spektrumunu, nokta spektrumunu, stirekli spektrumunu ve rezidl spektrumunu asag--

daki gibi vermigtir.

Teorem 3.1 €., :co ¥ co operatorii bir s-n-rl- lineer operatérdir ve
K K0y = SUP (2] + o)

dir ([18] , Theorem 2.1).

Ispat. Ispat Lemma 1.1 den elde edilir. =

Teorem 3.2 o,(¢,.,co) = ; dir ([18] , Theorem 2.2).
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Ispat. Teoremin ispat-n- iki durumda yap-l-r.
1. Durum: (vg) n-n bir sabit dizi oldugunu kabul edelim. Her £ icin v, = V' diyelim.

co dax&60=(00,0, ...)icin ¢,,x = Az denklemini gbz 6nine al-nd-g-nda,

Voxo - )\33'0

UgUo + V121 = A\1r1

uLT1 + V%o = \1,
UpTp + Vg1 Thr1 = ATp+1

sistemi elde edilir. (x,,) dizisinin s-f-rdan fakl- ilk girisi x,,, olsun. Bdylece u,,; 12m ;1+
UmTm = A, oldugundan A = v, elde edilir. Ayr-ca u,,z,, + Vpm+1Tm+1 = ATpm+1

esitliginden x,, = 0 buluruz ki bu kabuliimizle celisir. Dolay-s-yla
Up(¢uv700) =g

dir.

2. Durum: (vx) n-n kesin azalan bir dizi oldugunu kabul edelim. ¢, da x & 6 =
(0,0,0, ...) icin €¢,,x = Az denklemini g6z 6ntine al-rsak yukar-daki denklem sis-
temini elde ederiz. Dolay-s-yla her A 8 fuvg, v1, v2,...g Ve her k dogal say-s- icin

x = 0 elde ederiz ki bu bir celigkidir. Boylece A  0,(¢,,, co) dir. Bu bize

p(Cyy, co) K Fug, v1, v2,...0

oldugunu gosterir. Baz- m ler i¢cin A = v,, olsun. Bu durumda zy = z; = ¢(¢ =
Tmi1 = 0 dr. Simdi, eger x,,, = 0 ise bu durumda her k dog@al say-s- i¢in x; = 0 d-r
ve bu bir celigkidir. Ayr-ca, eger z,, & 0 ise bu durumda her & _ m igin

— Uk
Tk+1 — _ Tk,
Vk+1 1 Um

dir ve sup,, v, < U+vVv gldu@unQan

N TR .
lim - -=lim—-= >1,k_m
I3 B k91 Upe1 § U Um 1V

dir. O halde = 2 ¢y dir ve boylece

Up(¢uv700) =3
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elde edilir. m

Eer T : co ¥ c¢o, A matris gosterimine sahip bir s-n-rl- lineer operator ise bu
durumda onun 7° : ¢g ¥ ¢ adjoint operatdrunun matris gosteriminin A matrisinin
transpozu oldugu iyi bilinen bir gercektir. ¢y dizi uzay-n-n dual uzay- kzk = ¥ Jx]

k=0
normu ile verilen tim mutlak toplanabilir dizilerin uzay- olan ¢; e izomorfiktir.

Teorem 3.3 FA2C:jA j Vj<UgHo,(@;,, co) dur ([18] , Theorem 2.3).

uv?

Ispat. Kabul edelim ki, ¢, de y & § = (0,0,0,...) i¢cin €° v = Ay olsun, burada
2 3
Vo Uo 0 0 0 ¢ee

2 3

Y

0 v wug O 0 ¢t ’

¢] Y1

¢uv: 0 0 w, wy O ¢ee Ve y =

Y2
0 0 0 V3 U3 ¢ee .

dir. Bu bize
voYo + Uoyr = Ao

vy Uy = Ay

Vol F Uy = Ay
Uplk + UkYr+1 = AU

olmas-n- verir. Eger y, = 0 ise, bu durumda her % icin 3, = 0 d-r. Boylece yo & 0

d-r ve yukar-daki denklemin ¢ozilmesi ile her £ _ 0 igin

_ o\ i Ukﬂ
Yp+1 — Yk
U
elde ederiz ve sonug olarak )
T P L
kII'n:]L w - U <1)DjVilN<U

saglan-r. Dolay-s+yla, jV i A\j < U ve buradan y = (y;) 2 ¢, olur, bu ise
fA2C:j) i Vj<UgHuo, (¢, )

oldugunu verir. =

Asa-daki 6rnek Teorem 3.3 deki icermenin genel durumda saglanmad--n- gosterir.
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.

“k; + lﬂz H
oldugunu varsay-

.. . _ T k+1
Ornek 3.1 Her £ 2 N i¢in v, = T+3 ve vy, = ¥

alkm. Budurumdalim,sq uy =U =1velimyuyq v, =V =1dir. 02fA2C:jAj Vj<U
iVl

oldugu ac-kt-r. Fakat 1o &0, y; 60, k£ _ 1i¢IN yp+1 = Yi Ve

Uk 1
p_ ) o o ) _)1(“ 1 ﬂz
JYe) = Jyo) + Jy1) + 4Jy1) Tr3 <1
k k=2

olacak sekilde y = (yo, 1, y2, . . .) mevcut oldugundan 0 2 o,(¢%,, cp) dir (18] , The-

uv?

orem 2.4)..

Teorem 3.4 o,.(¢,,,c0) =FN2C :jA i V)< Ugdur ([is]).

Ispat. j\ j V] < U sart-n- saglayan A lar icin Ran (¢, § A\) & ¢, oldugunu ve
¢, i Al operatérinin bir terse sahip oldugunu gosterecegiz. Eger A2 A2 C: jA j vj < ug
ise, bu durumda €, j A\l operatorti A = V' ((v) bir sabit dizi oldugu zaman) ve bir
k 2 N igin A = v, olmad-k¢a ticgenseldir ve dolay-swyla €., § Al operator bir terse
sahiptir. llave olarak Teorem 3.2 ile, A = v ((v;) bir sabit dizi oldugu zaman) ve
bir £ 2 N i¢cin A = v oldugunda ¢, j A\l operatori birebirdir ve boylece €, § A/
operator bir terse sahiptir. Fakat Teorem 3.3 den € j A\l birebir degildir. Simdi,
Lemma 2.1 den, ¢, i Al operatoril ¢, da yogun goruntiye sahip degildir ve bu

ispat- tamamlar. m
Teorem 3.5 o (¢,,,c0) =TA2C:j\ j Vj - Ug dir ([18] , Theorem 2.5).

Ispat. jA j V] > U olmak tzere A 2 C olsun. Hem A = V durumunda hem de her
k icin A = v durumunda bunun saglanmayacag- a¢-kt-r. Bu ylzden A\ & V ve k
icin A & v, dr. €, i AN = (a,;) operatérintn bir G¢gen oldugunu ve dolay-s-yla

da bir terse sahip oldugunu elde ederiz. Boylece

8
(il)nJrkmi’lLl U; K .
(Uni)\)z:k /Uzi)\ o
bnk_§

[N

<
3
>~

o
3
A
e
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olmak tzere (¢, i A)'* = (by) dor. Simdi (€., i M) 2 B(c) oldugunu
) e

gosterelim. R, = Jb,ij olsun. Bu durumda
k=0

~

A - -
1 <S¢ u -

n =z - 1+
Jvn i )\J k=0 i=k (A A
_ X
dir. Her n 2 N igin jb,ij serisinin yak-nsak oldugu ac-kt-r.
k=0 _ _
Asag-da sup, R, < 1 oldugunu gosterecetjiz. o = Iimlzmz olsun. Bu durumda
_ _ L |
- U - . .
a= e olur ki bu 0 < a < 1 oldugunu gosterir ve boylece
1
- - )|
lim = fjm et L@
n¥l ju, | A n®dl oy, §A Juni) U
dur. Boylece - -
Z Ui -
R,=——R,;1+- .
e i A o i A

elde ederiz. Bu durumda Ii'm1 R, =« Ii'm1 R +% dir. Dolay-s-yla

lim R, a 1

n¥l :(1i04)U<

dur. (R,) pozitif reel say-lar-n yak-nsak bir dizisi oldugundan sup,, R, < 1 elde

uni_”)\: < 1 oldugundan yeterince biytk n ler igin

ederiz. Tekrar o« = lim -
- n¥® 1 /UTL 1

Z Unj1

< 1 dir ve dolay-s-yla

Un 1

mya K 1=
| = lim - -=
R L e BT D W

d-r. Benzer gsekilde her £ = 1,2,3,... igin Ii'm1 _b(nk)_ = 0 oldugunu gosterebiliriz.

Boylece

A2f\2C:j\i Vj>Ug ve buradan (¢,, i M) 2 B(c)

d-r. Diger taraftan (¢,, § M) 2 (co, co) oldugundan denk olarak Ran (¢, § M) =
- i

¢o oldugu elde edilir. Bunun manas- D '(¢w i )\I)”w = ¢o olmas-d-r. Bu ise

J(¢uvacO) IJ-f)\ZCJ)\ i VJ - Ug
19



oldugunu goésterir. Bunu Teorem 3.4 ile birlikte g6z 6niine al-rsak
FA2C: A jVj<UgpMpo(Cu,co)) MTA2C:jA§ V] - Ug
oldugunu elde ederiz. S-n-rl- lineer bir operatdrin spektrumu kapal- oldugundan
(€, c0)=FA2C:jAjV]-Ug
elde edilir. m
Teorem 3.6 o.(C,,,c0) =FA2C:jX\j Vj=Ugdir ( [18] , Theorem 2.6).

Ispat. o, (€, c0) =FA2C:jA i Vj<UQ, 0, (Euy, co) = ; Ve (Cyy, c0); p (Cuy, o),

o, (€, o) Ve 0. (€, o) NN ayr-k birlesimi oldugundan
0 (Cup,c0) =FA2C:jA j V]j=Ug
oldugunu elde edilir. =

Teorem 3.7 BEger A2 fA2C:j\ j Vj>Ugise, budurumda €, j A\l 2 A; dr
( [28] , Theorem 2.7).

Ispat. )\ & v, oldugundan ¢, § Al operatori Ucgendir. Dolay-siyla bir terse

sahiptir ve Teorem 3.5 in ispat-nda
A2FA2C: ] i Vi>UgD (€. i M) 2 B(co)

oldugunu gériiriz. Bux 2 A2 C:j\ i Vj> Ugicin (¢, i A)'" operatdriiniin
stirekli olmas-na denktir. Ayrca (€., i AI)'" 2 (co, co) oldugundan her y 2 ¢ icin
(€. i M)z =y olacak sekilde = 2 ¢q bulabiliriz, yani; €, § AT 2 A; dir. =

Teorem 3.8 v bir sabit dizi olsun v, = V diyelimve A & V, A\ 2 o, (€,,, o)
olsun. Bu durumda A 2 C; dir ([18] , Theorem 2.8).

Ispat. A\ & V oldugundan ¢,, § A\l operatort tcgendir. Dolay-s-yla bir terse
sahiptir. Simdi V& A2 fA 2 C:j) j Vj < Ug oldugunu varsayal-m. Bu durumda

a = lim 211 2 < 1 dir bu yeterince biytk n ler igin — 1~ < 1 olmas- demektir
nT1 U, ] A Up 1
ve boylece - -
lim by = fim (1D AT ﬂ:&o
a0 n¥1 (vg i N) oy Vi A



d-r. Dolay-svyla
VEA2FA2C:jA i Vi<UgD (€ i M) 2 B(c)

dr. Buise V& X2FfA2C:j)i Vj<Ugicin(¢,, i A)'* operatdrinin siireksiz
olmas-na denktir. AyrcaV & X2 fA2 C:jX j V] < Ugicin Teorem 3.3 ve Lemma
2.1den Ran(€,, i A) & ¢y oldugunu ve bdylece de A 2 C; oldugunu elde edilir. =
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4. ¢ GENELLESTIRILMIS UST UCGENSEL CIFT BANT MA-
TRISININ /; DIZI UZAY1 UZERINDEKI FINE SPEKTRUMU

Bu bolimde Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan [19] da c¢al-gilan, ¢; dizi uzay- Uz-
erinde ¢"? genellestirilmis Ust Uggensel ¢ift bant matrisinin spektrumunu ve spektral

ayr-s-mlar-n- verecegiz.

(ug), her £ 2 N igin u; & 0 ve u = lim,x 1 u;, & 0 olacak sekilde pozitif reel say-
dizisi ve (v;), v = limyx 1 vy & 0 Ve sup, v, < u+v olmak Uzere pozitif reel say-lar-n

sabit veya kesin azalan bir dizisi olsun.
[19] da ¢; dizi uzay- lzerinde ¢“* operatori asag-daki sekilde tan-mlanm-gtr:
T2 = C“(1,) = (VpTn + Un+1Tn+1)i—o-

¢vv operatdriin > 3
vo ug 0 0 O ¢6¢

0 w; wp, 0 0 C0¢
¢ = 0 0 V2 U3 0 tee
0 0 O w3 wua 000
matrisi ile temsil edidigini gostermek kolayd-r.

[19] da ¢; dizi uzay- tzerinde €*“¥ genellestirilmig Ust U¢gensel cift bant matrisinin
spektrumunu, nokta spektrumunu, siirekli spektrumunu ve rezidi spektrumunu asag--

daki sekilde vermigtir.

Teorem 4.1 ¢*v: ¢, ¥ ¢, operatoru bir s-n-rl- lineer operatérdir ve
ke*k = SIIJCP (vrj + Jug+a))

dir ([19] , Theorem 2.1).

Ispat. Ispat Lemma 1.2 den elde edilir. m

Eger T : ¢, ¥ (1, A matris gosterimine sahip bir sn-rl- lineer operator ise bu

durumda onun 77 : /7 ¥ /(7 adjoint operatdrinun matris gosteriminin A matrisinin
22



transpozu oldugu iyi bilinir. ¢, dizi uzay-n-n dual uzay-, kzk = sup, jxj normu ile

tum s-n-rl- dizilerin uzay~ olan ¢4 uzay-na izomorfiktir.

Simdi ¢*¥ nin ¢ uzay- Uzerinde dual operatéru olan (€*”)® -n point spektrumu ile

ilgili teoremi ifade edelim.

Teorem 4.2 (¢"*)" operatOrinin ¢] uzay- Uzerindeki point spektrumu
op((€™)°, 1) = ;

dir ([19] , Theorem 2.2).

Ispat. Teoremin ispat- iki durumda incelenmistir.
1. Durum: (v) n-n bir sabit dizi olsun. Her % icin v, = v diyelim. ¢7 2 (4 da

f&60=(0,00,...)icin (¢")*f = \f denklemini gbz 6nune al-ns-n. Burada

2 3
w 0 0 0 0 ¢6¢ 2 3
fo
Uy V1 0 0 0 ¢ce f
(C“Y =80 w v, 0 0 (62 vef= fl
0 0 wus vs O 6 2

dir. Bu
vo fo = Ao
urfotufi =Af
upfi+uvafo =AM

U frir T Ukfe = Afi

sistemini verir. (f,,) dizisinin s-f-rdan fakl- ilk girigi f,, olsun. Bdylece w,, f,;1 +
vfm = Afm oldugundan A = v elde edilir. Ayr-ca u,,+1 frm + U fm+1 = Afim+1 esitligin-
den f,, = 0 bulunur ki bu kabul ile ¢elisir. Dolay-s-yla

op((¢")°, f) = ;

dir.
2. Durum: (vx) nin kesin azalan bir dizi oldugunu kabul edelim. ¢ 2 /4, da
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f &6 =1(0,0,0,...) icin (¢*)°f = Af denklemini g6z onune al-n-rsa yukar-daki
denklem sistemi elde edilir. Dolay-s-yla her A 8 fvg, v1, v2,...g ve her k& dogal say-s-
icin fi, = 0 elde edilir ki bu bir celigkidir. Boylece A & o,((¢**)", ¢7) dir. Bu ise

O,p((q:uv)ﬂ’gz) H fUOa U1, V2, .. g

oldugunu gosterir. Baz~ m ler igin A\ = v,, olsun. Bu durumda f, = f; = (¢t =
fmi1 =0 dr. Simdi, eger f,, = 0 ise bu durumda her £ dogal say-s~icin f, =0 dr
ve bu bir celigkidir. Ayr-ca eger f,, & 0 ise bu durumda her & _ m igin

— Ug+1
fk+l - - fk7
Um 1 Vk+1
dir ve v, < v + v oldugundan
.~ fk1m A U/ A U _dis
I|m—f’“—+—:I|m—L—=— ->1,k_m
k81 fy EYL Up § VUk+1 U 1V

dir. O halde f 2 ¢7 dir ve boylece
op((C")°, f) = ;
elde edilir. m

Teorem 4.3 Her A 2 C igin ¢} : ¢; ¥ ¢, operatorl ydgun goriintliye sahiptir (
[19] , Theorem 2.3).

Ispat. Teorem 4.2 den o,((¢"")", ¢7) = ; oldugundan her X icin (¢“*)" j \I oper-

atoru birebirdir. O halde istenilen sonu¢ Lemma 2.1 den elde edilir. =
Sonug 4.1 /¢; Uzerinde ¢“ operatorinin o,.(¢*, ¢1) rezidl spektrumu
or(C*, ) = ;

dur ([19] , Sonug 2.4).

Fathi ve Lashkaripour [19] da ¢o dizi uzay- Uzerinde €, operatorini agag-daki

bicimde tan-mlam-gtr: w;2 = u;1 = uo = 0 olmak Uzere

¢uvx = ¢uv(xn) = (uniZ:Unil + U?’an);LL:O'
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¢, operatérinin matris gO’sterZiminin

w 0 0 0 ¢
cee
cee

¢cee

uy V1 0 0

¢uv = 0 U2 V2 0

o O O o

0 0 uz U3

biciminde oldugu kolayca gosterilebilir.
Teorem 4.4 o,(¢,,,co) = ; dur ([19] , Theorem 2.5).

Ispat. Teoremin ispat- Teorem 4.2 deki yontemle yap-l-r. Bu yilizden detaylar-

geciyoruz. m
Teorem 4.5 o,.(¢,,,c0) =FN2C :jA i vj <ug dur ( [19] , Theorem 2.6).

Ispat. €, j A\ operatdrinin yogun gorinttye sahip ve jA j vj < u sart-n- saglayan
Alaricin Ran (¢, i AI) & ¢ oldugu gosterilmedir. Eger A 2 A2 C:jA § v] < ug
ise, bu durumda ¢, § A/ operatori A\ = v ((vg) bir sabit dizi oldugu zaman) ve
bir £ 2 N icin A\ = v, hari¢ Ucgenseldir ve sonug olarak €., j AI operator bir terse
sahiptir. llave olarak Teorem 4.4 ile, A = v ((v;) bir sabit dizi oldugu zaman) ve
bir £ 2 N i¢cin A = v, oldugunda ¢, § A\l operatori birebirdir ve boylece €, § A/
operator bir terse sahiptir. Simdi, eger A 2 fA 2 C:j\ j vj < ug ise, bu durumda
¢, i Al operatdrinin birebir olmad-g-n- gosterelim.

Kabul edelim ki, ¢7 = ¢’ olmak uzere ¢; de y & 0 = (0,0,0,...) icin €. y = \y

olsun.
voYo + U1Y1 = A\Yo

vy Fuxys = A

VYo + U3Ys = A2

Ve + Up+1Uk+1 = AU

olmas-n- verir. Eger yo = 0 ise, bu durumda her % icin 3, = 0 d-r. Boylece yo & 0

ve yukar-daki denklemin ¢ozilmesi ile, her £ _ 0 igin,
81

A U

Yk+1 — Yk

Uk+1
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elde edilir ve sonug olarak

T Tus Al _ _
—=—U; <1l DDjwiA<u

Ilm :yk‘+l
kY1 yk‘

saglan-r. Boylece, ju § A\j <u ) y = (yx) 2 ¢1 olur, buise € j A\l birebir oldugunu

’U/UI

gosterir. Lemma 2.1 den, €, j Al operatori c¢o da yogun gorunttye sahip degildir

ve bu ispat- tamamlar. =
Teorem 4.6 o,(¢",0) =FfN2C:jX j vj <ug dur ([19] , Theorem 2.7).
Ispat. Teoremler 4.4-4.5 den elde edilir. =
Teorem 4.7 (¢, Uzerinde ¢€“* nin spektrumu
o(C ) =FAN2C:jAj v - ug
ile verilir ([19] , Theorem 2.8).

Ispat. f 2 (4 olsun ve (¢%)° z = f dlstnelim. Bu durumda

(vo i Nzo = fo
wro+ (v i Aoy = fi

upry + (U2 i N xp = fo

Upfrir+ (e T N = fi

lineer denklem sistemi elde ederiz. Denklemleri ¢ozerek, x = (x;) y~ f ye gore

p Xl T

Uj+1

k. liginoy=——,Vverx,=

U0|)\ Uki)\

- fi
=0 j=i AT

bigciminde elde edilir. Bu durumda

— 1 + U
e i A ok A Jue i Al
Uk §1UE ugUn. 000 .y

+- — — -+ (00 + - — - - -
JUe T N JUgs1 1 A JUki2 i A Juo T AJ-Jur i AJ.CCC Jur § A

olmak Uzere jzij - Spkfk, dir. Ag-kca her Si sonludur. Simdi, sup;S, n-n senlu

oldugunu ispatlayal-m. Eger u < j\ i vj ise, bu durumda Iimn!lzv U - =
kil 1
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= p < 1 dr. Budurumda her n _ k£ + 1 icgin -

" < po < 1 olacak
jonri N 1P

Jvi A
sekilde £ 2 N vard-r, ve boylece
) 1 H Urto. 000 Juy o
JUn+k 0 )\j¢¢¢jvo i AlJur i Ao e 0
UpU3. Uy nil+¢¢¢+ +1
Jor i N EE o i A P
) Ya

ujujﬂ...uk . .
- - - -:1 -4 -k alnrsa,
Jojin T AL Ju; T AJEEEug G A J

Sn+k

elde edilir. Eger M = max

bu durumda

M M
Spap - ————— (L +po+p2+00+pl) - —— (1 +po + p2 +60¢).
K - AJ( Po + Dy 7o) i AJ( Po + Py )

JUn+k i n+k 1

. 1 -
elde edilir, fakat, yeterince buyuk n icin, - - < d < — elde edilir ve boylece
JUn+k 1 )\J U

her n _ k+1igin S,+p - elde edilir. Buradan, sup, S, < 1 dr. Bu ise

kek, - sup, Spkfk, < 1lolid€%unu gosterir. Bu ylUzden = 2 ¢4 d-r. Boylece,
u < jA i vjigin, (€%)° értendir, ve Lemma 2.2 ile, €4 bir s-n-rl- terse sahiptir. Bu
o (C ) UTFA2C A | v] < ug
olmas- anlam-na gelir. Bu Teorem 4.4 ve Sonug 4.1 ile birlestirilir ise
FA2C A juj<ugMo(C L) UTFA2CjAjv] - ug
elde edilir. Herhangi bir sin-rl- lineer operatorin spektrumu kapal- oldugundan
o(C ) =FAN2C:jAjv] - ug.
elde edilir. m
Teorem 4.8 /; Uzerinde ¢“¥ operatérinin o, (¢",¢1) surekli spektrumu
o (C 0))=FN2C:jA\ j v]=ug

dir ( [19] , Theorem 2.9).

Ispat. o, (¢, 1) = ;,0, (¢, 01) =FA2C A j v <ugveo(E™W, l); o, (E", 1),

o, (€, (1) ve o.(C", ¢1) nin ayr-k birlesimi oldugundan
o (€ 1)) =FN2C:jA\ j v]=ug

oldugunu elde edilir. =
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Teorem 4.9 Eger jA j v] < u ise, bu durumda A\ 2 Azo (€", ¢1) dr ( [19] , Theo-
rem 2.10).

Ispat. jA j vj < wolsun. Budurumda Teorem 4.2 ile, A 2 (3) dir; geriye jA j vj < u
oldugunda €% nin orten oldugunu ispatlamak kal-r. y = (yo, v1, y2, ...) 2 ¢, olsun
ve ¢z = y denklemini digtuinelim. Bu durumda

(vo T A)wo+ w1 = yo

(V1 T Aoy +upr, =)

(v2 § AN a2 +ugzrs =1y
(Ve 1 A) &g + U1 Tpe1r = Y

lineer denklem sistemini elde edilir. Simdi, 2o = 0 alal-m ve bu denklemleri ¢ozerek

1 ¥
x1 = —1yo Ve her k _ 2 igin
Uq ~
A- LA d # !

1 N Xi v
T — —
Uy

w Yi ¥ Ykt
i=0 j=i+1 J

elde edilir. Bu durumda her £ igin

1 + 1 juser i A + 1 jug+ i AlJog+2 1 Al
Ug+1 I?:ng Uk+1 Uk+3  Uk+1 Ug+2
olmak Uzere o] -, Skjyr) dr. Her k,n igin

1 + 1 juper i A + 1 jug+r i AJogs2 T A
Uk+1  Uk+2  Up+1  Ug+3  Ug+l Uk+2
1 Jupsr i AJuge2 i Al M¢Jvk+n i A

Uk+n+1 Uk+1 Uk+2 Uk+n

Sk = +00¢

Sn,k =

+000+

olsun. Buradan

. 1 jui AN jvi N ju i A"
S, = lim S,y = = +1 '2)‘1 + 1Y '3)‘1 YISl '+)l‘J
o R U U U un
dir. Simdi, jA § v] < w igin,
Coay: s g2
LywiAN i A g

S=1IlimsS, ==
ntd "y u? ud

oldugu gorulur, boylece (Sk), S limitine sahip pozitif reel say-larn yak-nsak bir

dizisidir. Bu yuzden, (Si) s-nrl-d-r ve sup, S, < 1 d-r. Buradan
Je<sup S, i<
k b k

d-r. Bu x 2 /; oldugunu gosterir. m
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5. ¢ MATRISININ /; DIZI UZAYI UZERINDEKI SPEKTRAL
AYRISIMI VE ¢,, MATRISININ ¢, DIZI UZAY1 UZERINDEKI FINE
SPEKTRUMU

Bu bélumde Fathi ve Lashkaripour taraf-ndan[is] da tan-mlanan ¢** genellestirilmis
st Ucgensel cift-bant matrisinin ¢, dizi uzay- Uzerindeki spektral ayr-s-m- verilmistir
ve [18] de tan-mlanan €, genellestirilmis alt tggensel ¢ift-bant matrisinin ¢, dizi
uzay- Uzerindeki fine spekturumu daha farkl- bir metotla daha k-sa ispatlarla tekrar

elde edilmigtir. Tezin bu k-sm- orjinal olup [16] da yay-nlanm-gt-r.

5.1 Yaklag-k nokta spektrum, eksik spektrum ve s-k-st-r-lm-g spektrum

X bir K cismi Gzerinde Banach uzay-ve L 2 B (X) olsun. (z,) ¥2 X dizisi icin eger,

n ¥ 1 iken kLz,k ¥ 0vekzk = 1ise (z,) ye L icin bir Weyl dizisi denir. Ornegin,

n

¢, deki fe,g taban elemanlar- (Lz,), = % operatord icin bir Weyl dizisidir.
oap (L) = FX2 KA j L icin bir Weyl dizisi mevcutturg (5.1)
kimesine L nin yaklagk nokta spektrumu denir.
os(L) =FfA20 (L) : M j L 6rten degilg (5.2)
alt spekturumuna L nin eksik spektrumu denir.

Tan-mdan eger A 2 o, (L) ise her = 2 X icin k\x j Lzk _ ckzk dir. Denk olarak
bu,
inffkle j Lek:e2 fr:kaek <1gg >0, (A2 04 (L)) (5.3)

biciminde ifade edilebilir.

(5.1) ve (5.2) alt spektrumlar-
o(L) =04 (L) Los (L) (5.4)

biciminde spektrumun ayr-k olmas- gerekmeyen bir ayr-s-m-d-r.

n (@]
ow(L):= MN2K:Ran(M j L) & X (5.5)
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kiimesine de L nin s-k-gt-r-lm-g spektrumu denir.

oap (L), 05 (L), 00 (L) alt spektrumlar-

o(L) =04 L) Los(L)
o(L) =04 (L) Lo (L)

(5.6)

spektrumun ayr-k olmas- gerekmeyen bir ayr-s-m-d-r. o, (L) {L 04, (L) Ve 00, (L) K
o5 (L) oldugu ac-ktr. Ayrca o(L) = o,(L) Lo.(L) [ o, (L) esitligi ile bu alt

spektrumlar- k-yaslarsak

o, (L) =0.(L)Ac,(L)

R (5.7)
oc.(L) =oa(L)Alop (L) Lo (L)]

elde ederiz (Bak [9] ).

Bazen bir s-n-rl- lineer operatoriin spektrumunu hesaplamak i¢in onun adjoint oper-

atoru faydal- olabilir. Bunun igin asag-daki teorem cok kullan-gl-d-r.

Teorem 5.1 Bir L 2 B (X) operatoruniin ve onun L* 2 B (X") adjointinin spek-
trumu ve alt spektrumu igin agag-daki iligkiler ddgrudur.

@ o (L) =0(L),

(b) 0c (L7) Hoap (L),

(©) 04 (LF) = 05 (L),

(d) 05 (L°) = 04, (L),

(€) 0, (L) = 0c0 (L),

() 0co (L°) M o (L),

@ o (L) =04 (L) Lop(L?) = 0, (L) Loy (L°) (o] , Onerme 1.3).

[15] de Durna ve Y-ld-r-m, simdiye kadar verilen tan-mlar yard-m-yla, spektrumun
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bu ayr-s-mlar~ aras-ndaki iligkiyi veren asag-daki tabloyu olusturmusdur.

Tablo 2: Spektrumun Ayr-k Olmas~ Gerekmeyen Ayr-g-mn

(1) (2) (3)

R(\ L) R(\ L) R(\ L)
mevcut ve sin-rl- | meveut ve sinrsz | meveut degil

A2 0, (L)
A|Ran(\ j L)=X A2 p(L) - A2 04, (L)
Ran(\ i L) & X A2 0. (L) A2 0, (L)
BlRan(\ i L)=X| A2p(L) A2 04, (L) A2 04, (L)
A2 05(L) A2 05(L)

A20, (L) A2 0, (L) A2 0, (L)
C|Ran(\M j L)& X A2 05 (L) A2, (L) A2 0, (L)
A2 05 (L) A2 o5 (L)
A2 0. (L) A2 0. (L) A2 0. (L)

5.2 ¢ Genellegtirilmis Ust Uggensel Cift-Bant Matrisinin ¢; Dizi Uzay-

Uzerindeki Spektral Ayr-g-m-

Bu k-ss-mda ¢; dizi uzay- Uzerinde ¢“¥ genellestirilmis Gst Gggensel cift bant ma-

trisinin aralar-nda ayr-k olmas- gerekmeyen spektral ayr-g-mlar-n- verecegiz.

Sonug 5.1 Bso (€', 41) = Cso (€, 41) = ;.

Ispat. Tablo 2 den o, (€“,¢1) = Aszo (¢, ¢1) [ Bso (¢, 41) [ Czo (€™, ¢1)

oldugundan, Teorem 4.6 ve Teorem 4.9 kullan-larak istenilen elde edilir. =

Sonug 5.2 C(10' (¢uU7£l) = CZJ (¢m}7£1) =

Ispat. Tablo 2 den o, (€, ¢1) = Cio (€, 41) [ Chro (€Y, ¢1) oldugundan, Teorem

4.5 kullan-larak istenilen elde edilir. m
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Teorem 5.2 (@) 0,, (¢*,01) =FA2C:jA § v] - ug,
(b) o5 (€, 41) =FAN2C:jA j vj = ug,
(©) oo (€, 1) = 5.

Ispat. (a) Tablo 2 den o, (¢"*, ¢1) = o (¢, ¢1) nCyo (¢, ¢1) oldugundan, Teo-
rem 4.7 ve Sonug 5.2 kullan-larak istenilen elde edilir.

(b) Tablo 2 den o5 (¢“", ¢1) = o (€"?, 1) nAszo (€, /1) oldugundan, Teorem 4.7 ve
Teorem 4.9 kullan-larak istenilen elde edilir.

(c) Tablo 2 den o, (€"*,41) = Cro (C"?, 01) [ Coo (€, 41) [ Cz0 (€™, ¢1) oldugun-

dan, Sonug 5.1 ve Sonug 5.2 kullan-larak istenilen elde edilir. m

5.3 ¢,, Genellegtirilmis Alt Ucgensel Cift Bant Matrisinin co Dizi Uzay-

Uzerinde fine spektrumu

Bu k-ssmda ¢y dizi uzay- Uzerinde ¢, genellestirilmig alt tcgensel ¢ift bant ma-
trisinin aralar-nda ayr-k olmas- gerekmeyen spektral ayr-s-mlar-n- vereceiz ve bu
ayrss-mlar yard-m-yla ¢, nin ¢q daki spekturumunun Goldberg taraf-ndan verilen

fine ayr-s-m-n- yapacag-z.
Teorem 5.3 o (€ ,,,c0) =FAN2C:jA\ j v] - ug.
Ispat. Onerme 5.1 (a) ve Teorem 4.7 den elde edilir. m

Teorem 5.4 (@) 04y (Cup,c0) = FA2C:jA § vj = ug,
(b) o5 (Cup,c0) =FA2C:jA j v] - ug.

Ispat. (@) Onerme 5.1 (d) den

Oap (¢uv7 CO) =05 (¢u CS) =05 (¢uv’ gl)

uv?

oldugundan Teorem 5.2 (b) den istenilen elde edilir.
(b) Onerme 5.1 (c) den

gs (¢uv7 CO) = Oap (¢ZU7 CS) = Oap (¢uv’ gl)

oldugundan Teorem 5.2 (a) dan istenilen elde edilir. m
32



Teorem 5.5 Cio (€, c0) =FA2C:jA § v] < ug.

Ispat. Tablo 2 den o, (€., co) = 0 (€4, co) NChro (€., o) oldugundan, Teorem

5.4 (b) ve Theorem 5.3 kullan-larak istenilen elde edilir. =
Teorem 5.6 Byo (€,,,c0) [ Coo (€,,,c0) =FA2C:jA | v] = ug.
Ispat. Tablo 2 den

BZU (¢uv7 CO) [ CZJ (¢uv7 CO) =05 (¢uv7 CO) n fap (¢uv7 CO) [ C(10' (¢uv7 CO)g

oldugundan, Teorem 4.4, Teorem 5.4 (b) ve Teorem 5.5 kullan-larak istenilen elde

edilir. m
Teorem 5.7 Cho (€, c0) =FA2C:jA § v = ug.

Ispat. Lemma 2.1 den R ((¢.,),) = ¢ olmas- icin gerekli ve yeterli kogul (¢,,)} =
(¢*v), operatorinin birebir olmas-d-r. Teorem 4.6 dan eger jA j vj . u ise (C"’),
birebirdir. Bodylece Lemma 2.1 den ef@er jA j vj = w ise A 2 C dir. Dolay-syla
Teorem 5.6 dan Coo (€, c0) =FA2C:jA j vj =ug dir. =

Sonug 53 o, (¢uv7 Co) = Byo (¢uv7 Co) =

Ispat. Tablo 2 den o.(¢,,, o) = Bo (¢, co) oldugundan, Teorem 5.6 ve Teorem

5.7 kullan-larak istenilen elde edilir. =

Uyar- 5.1 Burada ispatladig-m-z Teorem 5.5-Teorem 5.7 ve Sonug 5.3 daha 6nce[1g]
de ispatlanm-st-r. Burada verilen ispatlar[is] de verilen ispatlardan daha k-sa ve fakl-

bir yolla elde edilmistir.

5.4 Sonug

Bircok arast-rmac-, baz- dizi uzaylar-nda cegitli matris operatorlerinin spektrumunu
ve fine spektrumunu belirlemigtir. Her ne kadar Fathi ve Lashkaripour [18] de ¢,
genellestirilmis fark operatorunin ¢, dizi uzay- tzerinde Goldberg tarf-ndan verilen

spektral ayr-s-m~n- vermis olsa da bu tezde biz, ¢,, genellestirilmis alt t¢gensel
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fark operatoruniin ¢y dizi uzay- Uzerinde ve ¢V genellestirilmig Ust tggensel fark
operatdrunin ¢, dizi uzay- Uzerinde, spektrumun yeni bir ayr-s-m- olan approxi-
mate point spektrumunu, eksik spektrumunu ve s-k-star-lm-s spektrumunu verdik.
Yeni sonuglar-m-z-n, ¢q dizi uzay-nda sonsuz alt ti¢gensel ¢ift bant matrislerle temsil
edilen daha genis bir lineer operatorler s-n-f-n- kapsad-g- hemen anlag-l-r. Bu nedenle
cal-smam-z onceki cal-smalardan daha genel ve daha kapsaml-d-r. Bu tezdeki yeni
sonuglar-m-z-n [11, 12, 13] de belirtilen sonuglar- iyilestirdigini ve genellestirdigini not

edelim.
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