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OZET
HIiPERBOLIK UZAYDA EGRILER VE YUZEYLERIN
DIFERENSIYEL GEOMETRISI

Nildem Kevser GOKTAN
Yiiksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dali

Damsman: Dr. Ogr. Uyesi. Tugba MERT

2019, 52+xi sayfa

Bu tez dort boliimden olusmaktadir:

Birinci boliimde, Lorentz ve Hiperbolik geometrinin tarihcesi ¢zetlenmistir.
Ayrica egriler ve yiizeylerin diferansiyel geometrisi hakkinda kisa bilgi ver-
ilmigtir.

Ikinci boliimde tezde kullandiginmiz Oklidyen ve Hiperbolik uzayda temel tanim

ve teoremler verilmigtir.

Uciincii boliimde, 1873 ve 1885 yillarinda Klein tarafindan tanimlanan Lorentz
ve Hiperbolik uzaylar tanitilmis ve bu uzaylarin temel kavramlarina yer ver-

ilmigtir.

Dordiincii boliimde Hiperbolik uzaydaki egriler ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi
verilerek, ilk defa Hiperbolik uzaydaki Regle yiizeyler tanitilmigtir. Ayrica
Hiperbolik uzaydaki Regle yiizeylere ¢rnekler verilerek bunlardan bazilarinin
acilar1 koruyan steografik izdiistimler altindaki goriintiileri bulunmus ve math-

ematica programinda ¢izdirilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik uzay, Egri, Yiizey
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ABSTRACT
DIFFERANTIAL GEOMETRY OF CURVES AND SURFACES

IN HYPERBOLIC SPACE

Nildem Kevser GOKTAN

Master of Science Thesis
Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Prof. Dr. Tugba MERT
2019, 52+xi pages

This thesis consists of four parts.

In the first part, the history of Lorentz and Hyperbolic geometry is summa-
rized. Also, brief information about curves and surfaces of differential geometry

is given.

In the second part,basic definitions and theorems are given in Euclidean and

Hyperbolic space which we use in the thesis.

In the third part, Lorentz and Hyperbolic spaces defined by Klein in 1873
and 1885 respectively were introducued and basic concepts of this spaces were

given.

In the fourth part, curves and surfaces on the Hyperbolic space are given the
differential geometry, and for the first time the Regle surfaces on the Hyper-
bolic spaces are introduced. In addition, examples of the Hyperbolic Regle
surfaces are found, and same of them are shown in mathematica program with

images under steographic projections that protect the angles of some of them.

Keywords: hyperbolic space, curve, surface
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1. GIRIS

Egrilerin ve Yiizeylerin diferensiyel geometrisinin iki yiizii vardir. Klasik diferen-
siyel geometri olarak adlandirilabilecek olan yiizii, diferensiyel ve integral hesabin
baglangiciyla birlikte ortaya cikmigtir. Kabaca soylemek gerekirse, klasik diferensiyel
geometri egrilerin ve yiizeylerin yerel ozelliklerini aragtirir. Yerel 6zellikler egrinin
veya yiizeyin, yalnizca bir noktanin komgulugundaki davranigina bagh olan 6zellik-
leridir. Bu tiir ozelliklerin arasgtirilmasinda yeterli oldugu anlagilan yontemler difer-
ensiyel hesap yontemleridir ve bu nedenle, diferensiyel geometride diisiiniilen egriler
ve yiizeyler belirli sayida tiirevi alinabilen fonksiyonlarla tanimlanacaktir. Egrilerin
ve Yiizeylerin diferensiyel geometrisinin diger yiizii ise global diferensiyel geometri
olarak adlandirilir. Burada yerel 6zelliklerin egrinin veya yiizeyin tiimiiniin davranisi
tizerindeki etkileri aragtirilir. Klasik diferensiyel geometrinin belki de en ilging ve onu
en iyi temsil eden parcasi, yiizeylerle ilgilli caligmalardir. Bununla birlikte, yiizeylerle
ilgili caligmalarda egrilerin kimi yerel 6zellikleri dogal olarak ortaya cikar. XVII.
yiizyillda Descartes ve Fermat tarafindan kesfedilen koordinat metodundan sonra,
Leibniz’in ¢alismasinda egrilerin tegeti, egrilerin kusatan egrisi gibi kavramlar or-
taya cikmigtir. XVIII. Yiizyilda Diferensiyel geometri de ¢ok énemli sonuclar Euler
tarafindan bulunmustur. Egrilerin parametrik gosterimini vermis ve yiizeylerin egril-
igi anlamimi geligtirmigtir. Yiizeyler hakkinda ilk kitabi ise 1975 yilinda Monge
yazmistir. 1827 yilinda Gauss, Yiizeylerin Egrileri Hakkinda Genel Incelemeler, adl
eserinde yiizeylerin dahili geometrisi problemi oldugunu gostermistir. Ayni dénemde
Lobachevskii, Euclidean geometrisinden bagka diger geometrilerinde oldugunu ispat-
lamigtir. Bundan sonra Riemann 1851 yilinda simdi Riemannian Geometri ad1 ver-
ilen geometriyi tanmimlamigtir. Bu geometriler XIX. yiizyilin ikinci yarisinda yogun
olarak gelismis, Mekanik ve Relativite teorisinde 6nemli uygulama alanlar1 bulmus-
tur. Giintimiizde bildigimiz yontemlerle ¢oziilemeyen problemleri farkli bir yontem
kullanarak coziip, bu ¢oziimlerin bu yontemdeki yorumlarini vermek ¢alismalarda
onemli yer tutar. Kullanilan bu yontemlerden biri de, ¢oziilemeyen problemlere
farkli uzaylarda modeller aramaktir. Lorentz ve Hiperbolik uzaylar fiziksel olaylar
icin birer model olup, bircok fiziksel olay bu modellerle aciklanabilmektedir. Farkh
uzaylardaki egri ve yiizey cesitleri mimari, geometrik dizayn gibi giinliik yagantimi-
zla alakali alanlara rehberlik edeceginden bu tip yiizey ¢esitlerinin 6nemi biiyiik-
tiir. Bunu, mimarlk tarihinde énce Oklidyen, ortacagda kiiresel ve yakin cagimizda,

hiperbolik egrilerin kullanildig1 yapilardan gérmek miimkiindiir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Oklid Uzayda Temel Tamimlar

n-boyutlu Oklid uzay1 icin standart analitik model, n-boyutlu R” reel vektor uzayi
ile eslesen R” afin uzayidir. R” iizerindeki Oklidyen i¢ carpim non-dejenere, simetrik,

bilineer ve pozitif tanimlidir.

(,), V vektor uzayi iizerinde non-dejenere, simetrik, bilineer ve pozitif tanimh

bir i¢ carpim olmak {izere v € V' nin bu i¢ ¢arpima gére normu
1
[ol] = (v, v)?
seklinde tanmimh reel sayidir[i] .

Tamm 2.1 z,y € R" olmak iizere iki vektor arasindaki Oklidyen uzaklik

dg (z,y) = ||z — yl|

seklinde tanmmlanir(i][2] .
Tanim 2.2 R" izerinde tanvmlanan dg metrigine Oklid metrigi denir]2] .

Tanim 2.3 ¢ : R” — R" dontstimiinin bir ortogonal déniisiim olmast i¢in gerek

ve yeter sart Vax,y € R™ i¢in

olmasidir[1] .

Tanim 2.4 [a,b], R de kapaly bir aralik ve a < b olmak tizere 7y : [a,b] — X stirekli

fonksiyonuna X metrik uzayinda bir egri denir.

Eger X = E™ ise 7y egrisinin lineer olmasi i¢in gerek ve yeter sart Vt € [a, b|
icin
v(a+t(b—a))=(a)+t(y(b)—~(a))

olmasidir|[1] .



Tanim 2.5 E" in x,y,z gibi ¢ noktasy i¢in y = x + t(z — x) olacak sekilde bir

t € 10,1] reel sayist varsa bu ti¢ noktaya dogrusaldur denir{1] .

(X, d) bir metrik uzay olmak iizere agagidaki tanimlar1 verebiliriz.

Tanim 2.6 [a,b], R de kapals aralik ve a < b olmak tizere;

a:la,b] = X

doniisiimii uzunluk koruyan siirekli fonksiyon ise a ya X metrik uzayinda bir jeodezik

egri yay1 denir.

Bu durumda jeodezik yayin baglangi¢ noktasi a (a) ve bitis noktasi a (b) dir.[1]

Tanim 2.7 Vx,y € X ayrk ¢ifti icin © ve y yi iceren bir tek jeodezik par¢a varsa

X ’e jeodezik olarak konveks metrik uzay denir.|1]

Tanim 2.8 )\ : R — X donisimiine jeodezik dogru denir.[1]

2.2 Hiperbolik Uzayda Temel Tanimlar

Asagida verecegimiz tammmlarda X = E™, H" olarak alinacaktir.

Tanmim 2.9 V' bir reel vektor uzayr olsun. g : 'V x V. — R dondisiimi bilineer ve

simetrik ise g’'ye V iizerinde simetrik bilineer form denir.[3]

Tanmim 2.10 V' wvektér uzayr tizerinde g : V x V. — R simetrik bilineer form ve
W, V nin bir alt vektor uzay olsun. Bu durumda gw : W x W — R kisitlamas:
negatif taniml olacak sekildeki en biiyiik boyutlu W alt vektér uzayinin boyutuna g’

nin indeksi denir.

Eger indeks v ise 0 < v < boyV dir.

Ayrica V nin indeksi, izerinde taniml olan ¢g’nin indeksi olarak tanimlanir. [3]

Tanim 2.11 V reel vektér uzay: tizerinde tanamly simetrik, bilineer, non-dejenere
forma, V' reel vektor uzay tzerinde bir skalar ¢arpym denir. Bu carpim ile birlikte

V' wvektor uzaymna da skalar carpim uzayr denir.[3)

3



Tanmim 2.12 M bir diferensiyellenebilir manifold ve P, M mnin altkiimesi olsun.

Eger
i) P, M nin manifold topolojisinin, alt topolojik uzayrdar,

it) j: P — M, j(p) = p inclusion donisimi C* diferensiyellenebilir ve her bir

p € P igin (dj)p : T,P — T,M tiirev déntisiimi birebir dénisimdiir,

ozellikleri saglanwyorsa, P ye M nin bir altmanifoldu denir.[3|

Tanim 2.13 M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve ¢ : M — N, C* diferen-
siyellenebilir dondigiim olsun. Eger her birp € M noktasi i¢in (d¢)p c T, M — Ty N

dontigtimii birebir ise ¢ ye bir immersiyon (daldirma) denir.

Eger M, N nin altmanifoldu ise M ye N nin immersed (daldirilmig) altman-
ifoldu denir. 3]

Tanim 2.14 M ve N, C™ diferensiyellenebilir manifoldlar olsun.
¢ : M — N birebir immersiyon ise ¢ ye bir embedding denir.

Eger M, N nin altmanifoldu ise M ye N nin embedded altmanifoldu denir.|3]

Tanim 2.15 M, C* diferensiyellenebilir manifoldu tizerinde simetrik, nondejenere

ve sabit indeksli (0,2)-tipinden g tensor alanina metrik tensor denir.[3]

Tanim 2.16 M, C* diferensiyellenebilir manifold ve g, M iizerinde bir sifirdan
farkly indekse sahip metrik tensor olmak tizere (M, g) ikilisine bir yari-Riemann

manifoldu denir.[3]

Tanim 2.17 M yari- Riemann manifoldu tizerinde taniml g metrik tensérinin in-

deksine, M yari-Riemann manifoldunun indeksi denir.|3]

Tanmim 2.18 M yari- Riemann manifoldunun indeksi 1 ise M ye bir Lorentz Man-
ifoldu denir.[3]

Boylece n-boyutlu M Lorentz manifoldu iizerindeki metrik tensor,
n
Gp (Up, wp) = —vyw1 + Zviwi, peM, v, w, € T,M

=2

seklinde tanimlanir.



Tanim 2.19 M bir yari-Riemann manifoldu ve M, M nin altmanifoldu olsun.

j: M — M inclusion doniistimii olmak tizere her bir p € M igin,

ile tanamly j (g) dontisiimii M izerinde bir metrik tensor ise M ye M nin bir yari-

Riemann altmanifoldu denir.[3]

Tanim 2.20 R} Minkowski uzayinda,
H"={z = (21,...,0p41) ER"™ | (z,2) = -1, 3, > 1}
kiimesine n-boyutlu hiperbolik uzayin hiperboloidal (Minkowski) modeli denir.|1]

Tanim 2.21 2 <r <n i¢in U, R"™" min bir agik altkiimesi olmak tizere,

X : U — R} immersiyonu ile belli olan X (U) = M, R} nin (n — r)-altmanifoldu

olsun.
Buna gére p € M noktasindaki M nin teget wzayr T,M olmak fizere,

i) T,M, R} nin spacelike altuzay: ise X e spacelike immersiyon ve M ye R} nin

spacelike (n — r)-altmanifoldu denir.

ii) T,M, R} nin timelike altuzay: ise X e timelike immersiyon ve M ye R} nin

timelike (n — r)-altmanifoldu denir.

iii) T,M, RY nin lightlike altuzayr ise X e lightlike immersiyon ve M ye R} nin
lightlike (n — r)-altmanifoldu denir.[1]



3. HIPERBOLIK GEOMETRIi

Hiperbolik geometrinin tarihcesi ile ilgili olarak burada verilenler, Felix Klein, Roberto
Bonola ve Rosenfeld e dayanilarak olugturulmustur. Bu tarihgeye gecmeden once
Oklid’in bes temel postiilatin vermekte fayda vardir. Ciinkii Hiperbolik Geometrinin

¢ikigt bu bes temel postiilattan begincisine dayanmaktadir.

Iki noktadan bir ve yalniz bir dogru gecer.
Bir dogru siirsiz bir sekilde uzatilabilir.

Merkezi ve yaricapi verilen bir ¢cember cizilebilir.

- W o

Biitiin dik acilar egittir.

5. Farkl iki dogruyu kesen bir dogru bu iki dogru ile aym tarafta es acilar
olugturursa iki dogru veya bunlarin uzantilar1 birbirini kesmez. Bir bagka deyisle
uzantilar1 birbirini keserse ayni tarafta olugan agilarin toplami 180° den kiigiiktiir.

Bu postiilatlarin begincisinin oldukca karmasik bir yapiya sahip oldugu
diisiiniilmiistiir. Ik dort postiilat verildigi zaman, besincisinin asagida verilen paralel-
lik postiilatina denk oldugu kolaylikla goriilmektedir. Besinci postiilat yerine sik sik
paralellik postiilat1 da kullanilmaktadar.

Paralellik postiilati: Diizlemde bir nokta ve bu noktay: iizerinde bulundur-
mayan bir dogru verildigi zaman, bu noktadan gecen ve verilen dogruya paralel olan
bir tek dogru vardir.

Iki bin yildan beri matematikgiler ilk dort postiilattan besinci postiilat: elde
etmeye caligmiglardir. Her bir durum i¢in ilave postiilatlar yaparak beginci postiilata
ulagmaya calismiglar, her bir durumda da bu postiilatlarin gercekte bunlarin besinci
postiilata denk oldugu sonucuna varmiglardir.

[Ik defa orjinali 1533 de Basle de, daha sonra Barozzi tarafindan Latince
olarak Padua da basilan Proclus’un eserinde ilave postiilat olarak, bir dogru ver-
ildiginde bir tarafindaki sabit uzakliktaki noktalarin bir dogru tegkil ettigi kabuliinii
kullandig1 goriilmiistiir.

Bir ingiliz matematikgisi olan John Wallis (1616-1703), her iiggene verilen
olciilerde benzer bir iiggenin var oldugu kabuliinii kullanmigtir. Daha genel an-
lamiyla keyfi biiyiikliikteki her figiire benzer figiirler vardir demistir. Wallis’in bu
fikri tinlii bir Tiirk matematikgisi olan Nasiriiddin Tusi’ye dayanmaktadir.

[talyan matematikgisi Girolamo Saccheri (1667-1733) iki acis1 90° olan dort-
genleri goz 6niine almigtir. O bu dortgenlerde iki diisey dogrunun esit uzunluga sahip
oldugunu diisiinerek geriye kalan iki aginin 90° den kiigiik olabileceginin miimkiin
(non-Oklidyen hal) oldugu sonucuna varmustir.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) benzer konuda ilerlemis ve bunu daha
6



da genigletmeye caligmigtir.

Gottingen matematikgisi olan Kastner (1719-1800) ise grencisi Kliigel’in
(1739-1812) tezinde paralellik postiilatina otuz farkli gsekilde yaklagmaya ¢aligmigtir.

19. yiizyilda bu konu tizerine olduk¢a yogun calismalar yapilmig, besinci
postiilat1 degisik bir acidan incelemeye caligmiglar ve sonucta asagidaki postiilata
ulagmiglardir.

Diizlemde bir dogru ve iizerinde olmayan bir nokta verildiginde, bu noktadan
gecen ve verilen dogruya paralel birden ¢ok dogru gecer.

Bu postiilat Oklidyen Geometrideki paralellik postiilat1 gibi hiperbolik geometri
veya non-Oklidyen geometrinin temelini olusturmustur.

Bu degisimin alisilmadik neticeleri non-Oklidyen geometrinin siirpriz 6zel-
likleri ve temelleri olarak tanmimlanmustir. Ornegin; bir iicgende i¢ acilarin toplami
180° degildir, veya bir dogrunun her iki tarafindaki esit uzakliktaki noktalarin kiimesi
gercekte bir dogru degil egri tegkil ederler vs.

Hiperbolik geometrinin tarihinde ii¢ profesyonel ikide amatoér matematikei
onemli rol oynamigtir. Amator matematikgiler Schweikart (1780-1859) ve onun
yegeni Taurinus’tur (1799-1874). 1816 ya kadar Schweikart beginci postiilattan
bagimsiz olarak bir "Astral Geometry" adiyla bir geometri gelistirmigtir. Yapmig
oldugu caligmalar1 bastirmamistir. Yegeni Taurinus ise 1824 yilinda bir Hiperbolik
Geometri elde etmistir.

Profesyonel matematikgiler ise Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Nikolai
Ivanovig Lobachevskii (1793-1856) ve Janos Bolyai (1802-1860) dir. Gauss’un kendi
malikanesindeki ¢alismalarindan anlagilmaktadir ki, genclik yillarinda paralellik
postiilatini ele almig ve 1817 yilinda non-Oklidyen geometrinin basit bir ifadesini
vermistir. O verdigi bu ifade de baz karsilagtirmalar yapmig ve bildiklerini kiigiik yo-
rumlarla vermistir. Janos Bolyai nin babas1 Farkas Wolfgang (1775-1856), Gauss’un
ogrencilikten arkadasiydi ve hayati boyunca onunla birlikteydi. Farkas da hayatinin
biiyiik bir boliimiinii paralellik postiilatin1 ispatlamaya vakfetti fakat bagaramadi.
Onun galigmalarimi biraktigi yerden oglu azimli bir sekilde devam ederek 1823’de
Hiperbolik Geometrinin temelini olusturdu. Bolyai’nin yaptigi ¢caligmalar babasinin
yazdigr kitabin sonuna ilave edilerek 1832-1833 de yayinlanmistir. Lobachevskii’de
non-Oklidyen Geometriyi genis bir sekilde ele almis ve onun calismalar1 da 1829’da
yaymlanmigtir.

Gauss, Bolyai ve Lobachevskii non-Oklidyen geometriyi bir sentetik baz iiz-
erinde aksiyomatik olarak gelistirmis, bu geometrinin ne analitik anlamina ne de
analitik modellerine bakmamiglardir. Bu matematikciler kendi geometrilerinin tu-

tarhiligin ispatlama yoluna gitmemisler, non-Oklidyen geometride genis irdelemeler
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yaparak hiikiimler vermislerdir. Yaptiklari calismalarin tutarlihigi daha sonraki tar-
ihlerde kesfedilmistir. Lobachevskii Oklidyen geometrinin trigonometrik formiiller-
ine dayanarak bir non-Oklidyen trigonometri gelistirmistir. Hiperbolik non-Oklidyen
geometrinin analitik caligilmasina esas gereksinim Euler, Gaspard Monge ve Gauss’un
egrisel yiizeyler iizerine yapmis oldugu caligmalarda ortaya ¢ikmisgtir.
1837’de Lobachevskii, sabit negatif egrilikli egrisel yiizeylerin non-Oklidyen Geometride
temsil edilebilirligini 6nermis, iki yil sonra yapilan caligma yayimlanmis ve bu ¢aligma
sabit egrilikli yiizeyler tizerine genig bir caligma alani olusturmustur. Bu nedenle,
literatiirde Hiperbolik uzayin bir diger ismi ise Lobachevskii uzay1 olarak adlandirilir.
Bernhard Riemann(1826-1866), yiizeylerin olduk¢a genig bir genellemesini
yapmigtir. Bu ise giiniimiizde Riemann Manifoldlar1 olarak adlandirilmaktadir. Rie-
mann’in bu caligmalar1 bir sigrama tahtasi olmustur. Yapilar arasindaki bagintilar
Eugenio Beltrami tarafindan 1868’de acik bir sekilde ortaya konmustur. Oklideyen
Geometri ne kadar tutarl ise non-Oklidyen Geometrinin de o kadar tutarl oldugu-
nun anlagilmasi iizerine, non-Oklidyen geometri icin analitik modeller kurularak
caligmalar yapilmigtir. Bu modellerin konformal ii¢ tanesi Henri Poincare nin adiyla
anilir. Poincare modelleri verirken komplex degerleri kullanmigtir.

Hiperbolik geometri ii¢ temel konuda ilerleme kaydetmistir.

i) Komplex degiskenler ve konformal déniigiimler: Poincare’nin Hiperbolik

uzay taniminin temelini olusturur.

ii) Topoloji: Ozellikle Thurston’un 3-manifoldlarin geometrizasyonun yapi-

landirilmasi
iii) Grup teori: Gramov’un kombinatoryal grup teorisi

Esasen hiperbolik geometri bu ii¢ konunun merkezinde yer almaktadir. Hiper-
bolik uzayin beg temel modeli ve bunlar arasindaki izometrik gegisler verilerek bu
modellerden sadece Hiperboloidal model, bu tezde Hiperbolik uzay olarak alinmig

ve caligmalar bu model tizerinde yapilandirilmigtir.

3.1 Lorentz Uzay:

Bu boliim boyunca n > 1 oldugu kabul edilecektir.

Tanim 3.1 z ve y, R" de ki vektor olsun. x ve y min Lorentz i¢c ¢carpima

TOoYy = —x1Y1 +T2Y2 + ... + Tpyn
8



reel sayisy olarak tanwymlanir. Lorentz i¢ carpima ile birlikte R™ vektor uzayine iceren

1¢ carpim uzayina n-boyutlu Lorentz uzayr denir ve RY ile gosterilir.

Bazen R™ iizerindeki Lorentz i¢ ¢carpim yerine

(z, ?J>L =T1Y1 +ToY2 + ... T Tn—1Yn—1 — Tnln (3.1)

seklinde bir i¢ ¢carpim kullanilir. Yeni i¢ carpim ile birlikte R™ i iceren i¢ carpim uza-

yina da n-boyutlu Lorentz uzay:1 denir. Bu béliimde (3.1) i¢ carpimini kullanacagz.

Tamim 3.2 z € R} olsun. x vektorinin Lorentz normu (uzunlugu)

o=
—
w
[\
N—

z]| = (z 0 x)
kompleks sayisit olarak tanmamlanar.

Tanim 3.3 R} Lorentz uzayinda
Cl'={zeR|zi=a3+.. 422}

kiimesine 1gik konisi (light koni) denir. xox = 0 ise x vektorine ik benzeri (lightlike

veya null) vektor denir.[1]

Tanmim 3.4 = € R} olsun. zox > 0 ise x vektorine uzay benzeri (spacelike) vektor

denir.

C™1 hiperkonisinin dig1, R} uzaymin spacelike vektorlerinden olusan agik alt

kiimesidir.

Tanim 3.5 = € R} olsun. zox < 0 ise x vektdrine zaman benzeri (timelike) vektor

denir.

C™ ! hiperkonisinin i¢i, R} uzaymn timelike vektorlerinden olusan acik alt
kiimesidir. Eger x1 > 0 ise x vektoriine pozitif timelike vektor, x1 < 0 ise x vektoriine

negatif timelike vektor denir.
Uyar1 3.1 R} deki bir T vektorii
T = (%9, X3, ..., Tp) (3.3)

ile tanamlanir. O halde
2] = —aF + |7 (3.4)
9



seklindedir. x,y € R} tki vektor olmak 1izere
roy = -1y + (T,7) (3.5)

seklinde yazilabilir.

Teorem 3.1 =z vey , R" de sifirdan farkl spacelike olmayan iki vektor olsun. O
halde x oy < 0 olmast icin gerekli ve yeterli kosul x ve y nin lineer bagimsiz ki

lightlike vektor olmasidar.
Ispat. Kabul edelim ki  ve y nin her ikiside pozitif olsun. O halde = = (1, T2y ooy Tp),
T = (29,23, Tn), Y = (Y1, Y2y s Yn), ¥ = (Y2, Y3, ---, Y ) Olmak iizere

lz]* = —at + [z’

olmak iizere

2 —2
71 +||z]” = [7]

ve benzer sekilde

lyll* = =i + [9*
olmak tizere

vi + llyll® = [91”

yazilabilir ve ayrica x,y pozitif vektorler oldugundan x; > 0, y; > 0 olmak {izere
z1 > [z] ve y1 > [y

olur. Dolayisiyla
iy = |Z| |yl = (Z,79)

esitsizliginin saglanmasi icin gerekli ve yeterli kosul
zy =[] ve yr = [y] ve (z,7) = [7[[y]
olmasidir. Ote yandan bir V reel vektsr uzay tizerinde v, w € V icin
[ (v, w)| < o] f|w]]

esitsizligi saglanmir ve 6zel olarak [(v,w)| = ||v]| ||w| olmas: igin gerekli ve yeterli
kosul v ve w nin lineer bagimh olmasidir.
Bu yiizden
roy=—r1y1 +(7,7) <0
10



esitsizliginin saglanmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul = ve y vektorlerinin lineer bagim-

siz lightlike vektorler olmasidir. m

Teorem 3.2 Egerx vey, R" de sifirdan farkl spacelike olmayan, aym causal karak-
tere sahip vektorler ve t > 0 ise o halde

a. tx vektori de x ile aym causal karakterli ve benzerdir.

b. x +y vektori de x ve y ile aynt causal karaktere sahip spacelike olmayan vek-
tordiir. Ayrica x + y vektorinin lightlike olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul x ve y

nin lineer bagimsiz lightlike vektorler olmasidar.

Sonug 3.1 Tiim pozitif (negatif) timelike vektorlerin kimesi R™ in bir konveks alt

kiimesidir.

Tanim 3.6 ¢ : R" — R" bir fonksiyon olsun. ¢ fonksiyonunun bir lorentz doniisiim

olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul

¢(x)od(y) =xoy, Yo,y € R”

olmasidir. Ayrica R"™ in {vy,vq,...,v,} tabananin Lorentz ortonormal olmast i¢in
gerekli ve yeterli kosul vy o v1 = —1 ve v; o v; = 0;5 olmasidir. Not edelim ki R" in

{e1, €9, ...,e,} standart tabani Lorentz ortonormaldir.

Teorem 3.3 Bir ¢ : R" — R" fonksiyonunun Lorentz doniisiimi olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kogul ¢ dondigtimiiniin lineer ve {¢ (1), ..., ¢ (e,)} kiimesinin R™ in Lorentz
ortonormal tabaniy olmasidar.

Ispat. Kabul edelim ki ¢, R™ in bir Lorentz dénisimii olsun. O halde Lorentz

dondistimiinin tanima geregi

p(er)op(er) =ejoep =—1
ve
¢ (€:) 0 d(e;) = eioe; =0y

seklindedir. Ote yandan lorentz ortonormal tabanan tanwma geregi {6 (e1) , ..., ¢ (en)}
kiimest R™ in bir lorentz ortonormal tabany olur.

z € R" olsun. Bu durumda

¢(x) = Zc@(ei)

=19 (e1) + 2 (€2) + ... + cn@ (en)
11



olacak sekilde ¢; € R katsayilar vardir. {¢(e1),...,0(en)} lorentz ortonormal bir
taban oldugundan

—cp=¢(x)op(e1) =x0e = —11

ve
ci=¢(r)od(ej) =xo0e; =z, j>1

yazilabilir.
¢ <Z xz‘@z) = Z i (€;)
i=1 i=1

oldugundan ¢ lineerdir.
Tersine olarak kabul edelim ki ¢ lineer ve {¢ (e1),...,¢ (e,)} R™ in lorentz

ortonormal tabant olsun. O halde
6@)oot) = (Z ) ¥ (Zy>
. (Zw()) . (iyjas(ej))
S a6 (e 0 6 (e)

i=1 j=1
= —T1Y1 + T2Y2 + ... + Tpln

= I O y
oldugundan ¢ bir lorentz donistimiidir. m

n x n tipindeki bir A reel matrisinin lorentziyon olmasi icin gerekli ve yeterli

kosul
A: R"—-R"”
r— Ax) = Az

seklinde taniml lineer doniigiimiin Lorentziyon doéniigiim olmasidir. Matrislerdeki
carpma iglemi ile birlikte tiim n x n tipindeki Lorentz matrislerin kiimesi O (1,n — 1)
seklinde bir grup olusturur. Bu O (1,7 — 1) grubuna n x n tipindeki matrislerin
Lorentz grubu adi verilir. Teorem 3.3 den O (1,n — 1) grubu, R™ in Lorentz doniigiim-

lerinin grubuna izomorfiktir. Asagidaki teorem Teorem 3.3 den agiktir.

Teorem 3.4 A, nxn tipinde bir reel matris ve J, nxn tipinde J = diag (—1,1, ..., 1)
geklinde tanimly diagonal matris olsun. O halde asagidakiler denktir.
a. A matrisi Lorentziandar.
b. A matrisinin situnlar:, R™ in bir Lorentz ortonormal tabaniny olusturur.
c. A matrisi A'JA = J denklemini saglar.
12



d. A matrisi AJA' = J denklemini saglar.

e. A matrisinin satirlary, R™ in bir Lorentz ortonormal tabanini olusturur.

A bir Lorentz matris olsun. A*JA = J oldugundan (det A)* = 1 olur. Boylece
(det A) = £1 dir. SO (1,n — 1), det A = 1 olacak sekildeki O (1,n — 1) grubundaki
tiim A matrislerinin kiimesi olsun. O halde SO (1,7 — 1), O (1,n — 1) de indeksi iki
olan bir alt gruptur. Bu SO (1,n — 1) grubuna 6zel Lorentz grubu denir.

Sonug 3.1 den R™ deki tiim timelike vektorlerin kiimesi, pozitif timelike vek-
torlerin kiimesi ve negatif timelike vektorlerin kiimesi olmak iizere iki baglantili
bilegenlere sahiptir. Bir A Lorentz matrsinin pozitif(negatif) olmasi igin gerekli ve
yeterli kogul A matrisinin pozitif timelike vektorleri pozitif(negatif) timelike vektor-
lere doniistiirmesidir. Ornegin J matrisi negatiftir. Bir Lorentz matris ya pozitiftir
ya da negatiftir.

PO (1,n —1), 0 (1,n — 1) deki tiim pozitif matrislerin kiimesi olsun. O halde
PO (1,n—1), O(1,n — 1) de indeksi iki olan bir alt gruptur. PO (1,n — 1) pozi-
tif matrisler grubuna pozitif Lorentz grup denir. Benzer sekilde PSO (1,n — 1),
SO (1,n — 1) de tiim pozitif matrislerin kiimesi olsun. O halde PSO (1,n — 1),
SO (1,n — 1) de iki indeksli bir alt gruptur. Bu PSO (1,n — 1) grubuna pozitif 6zel

Lorentz grup denir.

Tanmim 3.7 x,y € R" vektorlerinin Lorentz ortogonal olmasi i¢in gerekli ve yeterl

kosul x oy = 0 olmasidar.

Teorem 3.5 x vey , R" de sifirdan farkly Lorentz ortogonal vektorler olsun. Eger

x timelike ise o halde y spacelike bir vektordiir.

Tanmim 3.8 V, R” nin bir alt vektor uzayr olsun.

a. V uzaymmn timelike alt uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul V' uzayinin
bir timelike vektore sahip olmasidar.

b. 'V wuzaywmn spacelike alt uzay olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul V' deki
sifirdan farkl her vektorin spacelike olmasidir.

c. Diger durumlarda V lightlikedur.

Teorem 3.6 Her bir m boyut i¢in, R™ in m-boyutlu timelike alt vektor uzaylarinin

tizerinde PO (1,n — 1) in dogal hareketi gegislidir.
Teorem 3.7 x vey, R" de pozitif (negatif) timelike vektorler olsun. O halde

zoy < [l [yl
13



egitsizliginin saglanmasi i¢cin gerekli ve yeterli kosul x ve y nin lineer bagimsiz ol-

masidir.

Tanim 3.9 (Timelike Vektorler Arasindaki Timelike A¢i) x ve y , R™ de pozi-

tif(negatif) timelike vektorler olsunlar. Teorem 3.1.7 den

zoy = ||l [yl coshn (z,y) (3.6)

olacak sekilde negatif olmayan bir tek n(x,y) reel saysy vardir. Bu n(x,y) reel

sayrsina x ve y arasindaki Lorentz timelike a¢r denir.

Burada 7 (z,y) = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kogul = ve y den birinin

digerinin pozitif skaler kat1 olmasidir.

3.2 Hiperbolik Uzay
1
R"*! de r yaricaph bir kiire — sabit egrilikli ve hiperbolik n-uzay sabit negatif
r
egrilige sahip oldugu icin kiiresel ve hiperbolik geometriler benzerlik gosterir ve
hiperbolik n-uzay sanal yapigaph bir kiire olmalidir. Lorentz (n + 1)-uzayda sanal

uzunluklar miimkiin oldugu i¢in hiperbolik n-uzay i¢in bizim modelimiz
F" = {x € R" | H;I:H2 = —1}

seklinde tanimli birim sanal yaricaph kiiredir. Tek problem sudur ki F™ kiimesi
baglantili degildir. F™ kiimesi

W [7f =1

denklemi ile tanimli bir ¢ift kanath hiperboloiddir. F™ kiimesinde z; > 0 olacak
sekildeki tiim x lerin kiimesine F™ in pozitif kanadi, x; < 0 olacak gekildeki tiim =

lerin kiimesine F™ in negatif kanadi denir.

Tanmim 3.10 F" in pozitif kanadina hiperbolik n-uzayim H™ hiperboloidal modeli

denir.

Tamim 3.11 z,y € H" ve p(z,y), v ve y arasindaki Lorentz timelike a¢i olsun. x

ve y arasindaki hiperbolik uzunluk

dir = p(x,y) (3.7)

reel saiynst olarak tanymlanar.
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zoy = |z [lyl cosh p (x,y)
oldugu i¢in
coshdy (z,y) = —zoy (3.8)
denklemine sahip oluruz.

dg, H" iizerinde metriktir ve bu ileride gosterilecektir. Fakat ilk ¢nce R3

deki vektorel carpimla alakali bazi énemli sonuglar1 verelim.

Tamm 3.12 (Lorentz Vektérel Carpim) z,y € R? ve

S O

S = O

= o O
—
w
Ne)
SN—

olsun. x ve y nin Lorentz vektdrel ¢arpima

r@y=J(xxy) (3.10)
olarak tanimlanar.
Acgiktir ki
rzo(x®y) =zxzod(zxy) = (z,( =0
yo(r®y) =yolJ( = (v, (z =0

dir. Dolayisiyla x ® y, hem = hem y ye Lorentz ortogonaldir.
Asagidaki teorem
z@y=J(y) xJ(x)

ozdesligi yardimiyla kolaylikla gosterilebilir.

Teorem 3.8 w,r,y,z € R? vektirleri verilsin.

a. TRY=—-1YRe

T1 T2 I3
b. (z®@y)oz=|y Y2 s
Z1 k9 Z3

c. tX(y®z)=(roy)z—(z0x)y

row IXoz
d (zQy)o(zQw) =
yow yoz
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Sonug 3.2 Eger x ve y; R® de lineer bagimsiz pozitif (negatif ) timelike vektérler ise

o halde x ® y spacelikedir ve

[z @yl = = [l lyll sinh e (2, y)

dir.

Ispat. Teorem 3.8 in dérdiincii 6zelliginden

lz @ yl> = (@ oy)” — ol
2 2 2 2
= 7l gl cosh® s (. ) — [l o]
— ] ly* (cosh g () — 1)

ve buradan da

|z @yl = — ||lz[| [yl sinh p (z,y)
elde edilir. =

Sonug 3.3 Eger x ve y, R? de spacelike vektorler ise o halde
a. lzoy| < ||z| |yl & = @y timelikedir.
b. |[xoy| =|z]| ly]| & = @y lightlikedir.
c. lwoy|l>|z|| |yl & x®y spacelikedir.

Teorem 3.9 dy hiperbolik uzaklik fonksiyonu H™ dizerinde bir metriktir.
Ispat. dy fonksiyonu agiktur ki Teorem 3.7 ile negatif olmayan, simetrik ve nonde-

jeneredir. Ispat icin sadece
dH (IVZ) S dH (xvy) + dH (y72)

licgen esitsizligini gostermemiz yeterlidir.

R™ ! in pozitif Lorentz déniistimleri H™ iizerinde hareket eder ve aciktur ki
hiperbolik uzunluklar: korur. Simdi x,y,z vektérleri R™ in en fazla di¢ boyutlu bir
alt vektor uzayimmin tabany olsun. Teorem 3.6 dan kabul edebiliriz ki x,y,z eq,es,e3
ile gerilen R™ in alt uzaynda olsunlar. Diger taraftan kabul edebiliriz ki n = 2

dir. Sonug¢ 3.2 den
|z @ y|| =sinhp(z,y) ve |ly @ z| = sinhpu(y, z)

dir. y wvektori hem v ® y hem de y ® z ye Lorentz ortogonal oldugundan y ve
(x®y) @ (y ® z) vektorleri lineer bagimhdir. Bu yiizden ya sifir ya da timelikedir.
Sonu¢ 3.3 den
(z@y)o(y@2)| < llz@yllly® |
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olur.

cosh (pu (z,y) + i (y,2)) = cosh p (x,y)cosh pu (y, z) + sinh p (z,y) sinh p (y, 2)
=(zoy)(yo2) +llz@yllly® |
> (zoy)(
(

yoz)+(z®y)o(y®2)
=(zoy)(yoz)+((zoz)(yoy) —(zoy)(yo2z))
= cosh p (z, 2)

yazilabilir. Boylece

p(r,z) < ple,y) +p(y,2)

elde edilir. m

H" iizerindeki dy metrigine Hiperbolik metrik denir. dy ile tanimlanan H"
in metrik topolojisi, H" iizerinde dz Oklid metrigi ile belirlenen metrik topoloji ile
aynidir. Burada

dp (z,y) = |z —y| (3.11)

dir. dy metrigi ile birlikte H™ metrik uzayina Hiperbolik n-uzay denir. Dolayisiyla
Hiperbolik n-uzay H" ile gosterilir.

H"™ — H" geklinde tamimli bir izometriye Hiperbolik izometri denir.

Teorem 3.10 R™"! in her pozitif Lorentz doniisiimi, H™ in bir izometrisine kisit-

lanabilir ve H™ in her izometrisi Rt in bir tek pozitif Lorentz déniisiimiine genisletilir.

Sonug¢ 3.4 I (H™) Hiperbolik izometrilerin grubu PO (1,n) pozitif Lorentz grubuna

1zomorfiktir.

Tamim 3.13 H" ile R" in 2-boyutlu timelike altvektor uzaynain arakesitine H™

i bir hiperbolik dogrusu denir.

x ve y, H" in farkh noktalar1 olsun. O halde x ve y, R"*! in iki boyutlu bir

timelike V' (x,y) alt uzaym gerer ve boylece
L(z,y)=H"OV (,y)

hem z hemde y yiiceren H" in tek hiperbolik dogrusudur. Ayrica L (x,y) hiperboliin
bir dahdir.

Tanim 3.14 z,y,2 € H" noktalarinwn hiperbolik olarak dogrusal olmasi i¢in gerekl

ve yeterli kosul H" in x,y,z noktalarini iceren bir L hiperbolik dogrusunun olmasidar.

17



Lemma 3.1 Eger x,y,z € H" ve p(z,y) + u(y,2) = p(z,2) ise o halde x,y,z
hiperbolik olarak dogrusaldar.

Tamim 3.15 z,y € R*™! vektorlerinin Lorentz ortonormal olmas: icin gerekli ve
yeterli kosul
|2||* = —1,z0y =0

ve
2
lyll" =1

olmasaidar.

Teorem 3.11 «: [a,b] — H™ bir egri olsun. Asagidakiler denktir.

a. a-egrisi bir jeodezik yaydir.

b. a(t) = [cosh(t —a)]x + [sinh (t — a)|y olacak sekilde R"™' de Lorentz
ortogonal x,y vektorler: vardar.

c. a-egrisi o — o = 0 diferansiyel denklemini saglar.

Teorem 3.12 )\ : R — H" fonksiyonunun bir jeodezik dogru olmasi i¢in gerekli
ve yeterli kosul )\ (t) = (cosht)x + (sinht)y olacak sekilde R™ de x ve y Lorentz

ortonormal vektorlerinin olmasidar.

Ispat. Kabul edelim ki A (t) = (cosht)z + (sinht)y olacak sekilde R"*! de x ve
y Lorentz ortogonal vektorleri var olsun. Bu durumda A (t), A" — A = 0 diferan-
siyel denklemini saglar. O halde a < b olmak iizere A nin herhangi [a, ] araligina

kisitlanmas1 Teorem 3.11 den bir jeodezik yay olur. Boylece A bir jeodezik dogrudur.

Tersine olarak kabul edelim ki A bir jeodezik dogru olsun. Teorem 3.11 den

A fonksiyonu N =A=0 diferansiyel denklemini saglar. Sonug olarak

A (t) = (cosht) A (0) + (sinh£) A (0)
dir. Teorem 3.11 in ispatinda oldugu gibi A (0) ve A" (0) Lorentz ortonormaldir. m
Sonug 3.5 H" in jeodezikleri onun hiperbolik dogrularidur.

Ispat. Teorem 3.11 den H" in her geodezigi bir hiperbolik dogrudur. Tersine olarak
L, H" in bir hiperbolik dogrusu olsun. Teorem 3.6 dan kabul edelim ki n = 1 olsun.
Yani L = H' dir. A\: R — H', A(t) = (cosht) e; + (sinht) e; tanimlayalim. O halde
\, H' iizerinde bir jeodezik dogru doniistimiidiir. Boylece L bir jeodeziktir. m
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Tanim 3.16 R"* in (m + 1)-boyutlu timelike alt vektér uzay ile H™ in arakesitine
H" in hiperbolik m-diizlem: denir.

Ayrica H™ in hiperbolik 1-diizlemi H™ in hiperbolik dogrusudur. H™ in hiper-
bolik (n — 1)-diizlemine H™ in hiperdiizlemi denir.

r € R"™ spacelike bir vektor olsun. x tarafindan idiretilen (x) alt vektor

uzaywman Lorentz bileseni R in n-boyutlu timelike alt vektor uzaydar. Dolaysiyla
P={z)"NnH"

H"™ in bir hiperdiizlemidir. Bu P hiperdiizlemine x-e Lorentz ortogonal olan H™ in

hiperdiizlemi denir.

Teorem 3.13 z ve y, R""! de lineer bagimsiz spacelike vektérler olsun.
Asagidakiler denktir.

a. x vey vektorleri |z oy| < ||z||||ly|| denklemini saglar.

b. x vey tarafindan tretilen V alt vektor uzayr spacelikedir.

c. H" in siraswyla x ve y ye Lorentz ortogonal olan P ve Q) hiperdiizlemleri

kesisirler.

Tanim 3.17 (Spacelike Vektorler Arasindaki Spacelike A¢i) x vey, spacelike bir alt

vektor uzayina geren, R™ de spacelike vektérler olsun. O halde Teorem 3.13 den

oyl <l flyll

egitsizligine sahip oluruz. x ve y lineer bagimiy olursa egitlik durumu da gerceklenir.

Dolaysiyla
zoy = |lz| [lyl cos u(z,y) (3.12)

olacak sekilde bir tek 0 < p(x,y) < 7 kosulunu saglayan u(x,y) reel sayisi vardar.

Bu p(z,y) sayisina x ve y arasindaki Lorentz spacelike agi denir.

Ayrica p(z,y) = 0 olmasi igin gerekli ve yeterli kosul x ve y den birinin

co e s ™ .. . .
digerinin pozitif skaler kat1 olmasidir. p(x,y) = — olmasi igin gerekli ve yeterli
kosul x ve y nin Lorentz ortogonal olmasidir. p (z,y) = 7 olmasi i¢in gerekli ve

yeterli kosul x ve y den biri digerinin negatif skaler kat1 olmasidir.

AR — H" p:R— H" A(0) = 1 (0) olacak sekilde jeodezik dogrular ve
1 (0), R*! in bir spacelike alt vektor uzaymi gersin. A ve p arasindaki hiperbolik
ac1 A" (0) ve p1' (0) arasindaki Lorentz spacelike ac1 olarak tammlamr,
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P, H" in bir hiperdiizlemi ve A : R — H", A (0) € P olacak sekilde bir
jeodezik dogru olsun. O halde L = A(R) hiperbolik dogrusunun P ye Lorentz
ortogonal olmasi icin gerekli ve yeterli kogsul P nin Y (0) a Lorentz ortogonal olan

H™ in hiperdiizlemi olmasidir.

Teorem 3.14 z ve y, R"™! de lineer bagimsiz spacelike vektérler olsun.
Asagidakiler denktir.

a. x vey vektorleri |z oy| > ||x| |yl esitsizligi saglanar.

b. x ve y vektorleri tarafindan gerilen V' alt vektor uzayr timelikedir.

c. x vey ye Lorentz ortogonal olan siraswyla H"™ in P ve @) hiperdizlemi

ayriktir ve ortak bir Lorentz ortogonal hiperbolik dogruya sahiptir.

Uyar1 3.2 Teorem 3.14 ten eger P ve @), ortak bir Lorentz ortogonal hiperbolik N
dogrusuna sahip ve H™ in ayrik hiperdiizlemleri ise o halde N tektir. Ayrica eger
x,y € R P ve Q ya Lorentz ortogonal olan spacelike vektérler ise o halde x ve

y, N min teget vektorleridir.
Tanim 3.18 (Spacelike Vektorler Arasindaki Timelike A¢i) x ve y, RY de timelike

bir alt vektor uzayim geren spacelike vektorler olsun. Teorem 3.14 den

[z oyl > [l llyll

oldugunu biliyoruz. Dolayisiyla

|z oyl = [lz]l Iyl cosh p (z, ) (3.13)

olacak sekilde bir tek pozitif p(x,y) reel sayise vardur. Bu p (z,y) reel saysina x ve

y arasindaki Lorentzian timelike ag¢ir denir.

Simdi 4 (x,y) nin geometrik yorumuna girelim.

Teorem 3.15 x vey, R} de timelike bir alt vektor uzayini geren spacelike vektorler
ve P,QQ swraswla x ve y ye Lorentz ortogonal olan H™ in hiperdiizlemleri olsun.
O halde p(z,y), P ve Q ya Lorentz ortogonal olan N hiperbolik dogrusu boyunca
olgiilen P den @ ya hiperbolik uzakliktir. Ayrica x oy < 0 olmast i¢in gerekli ve

yeterli kosul x ve y nin N min karsihkl yonlendirilmis teget vektorlert olmasidar.
Tanim 3.19 (Bir Timelike ve Bir Spacelike Vektor Arasindaki A¢i) R} de x bir

spacelike vektor ve y pozitif bir timelike vektor olsun. O halde

|z oyl = [lz]l [lyl sinh (2, ) (3.14)
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olacak sekilde bir tek pozitif p(x,y) reel sayise vardir. Bu p(x,y) reel sayisina x ve

y arasindaki Lorentz timelike agi denir.

Simdi p (z,y) sayisimn geometrik yorumunu verelim.

Teorem 3.16 R} de = bir spacelike vektor ve y pozitif bir timelike vektor, ve P,

x’e Lorentz ortogonal olan H™ in hiperdiizlemi olsun. O halde u(z,vy), ﬁ dan P
Y
Y

ye Lorentz ortogonal olan H dan gecen N hiperbolik dogrusu boyunca ol¢iilen P ye
Y
olan hiperbolik uzaklhiktir. Ayrica x oy < 0 olmast i¢in gerekli ve yeterli kosul x ve

y min P tarafindan gerilen R} nin hiperdiizleminin zit taraflar tizerinde olmasidur.
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4. HIPERBOLIK UZAYDA EGRILER VE YUZEYLER

Bu boliimde H? uzayinda egriler ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi 6zetlenecek ve

H? uzaymin Lorentzian modeli alinacaktir.

4.1 Hiperbolik Uzayda Egriler

H?3 de egrilerin4] de verilen igsel diferensiyel geometrisini 6zetleyelim.

v : I — H? birim hizh regiiler egri olsun. Boylece ||t (s)|| = 1 olmak iizere

teget vektoriine sahip oluruz. (¢ (s),t (s)) # —1 olmak tizere

_ {5 =1(s)
1 (s) = v (s)
~v-egrisinin birim normal vektoriidiir.

Gergektende, ﬁ; R} iizerindeki Riemann konneksiyonu, D de H® deki Rie-

mann konneksiyonu olmak iizere Gauss denkleminden

n(s)

DyY = DyY — (S(X),Y)N

oldugundan
DxY = DxY +(S(X),Y)N

ve

S=—I3,N =~(s)

olmak tizere
DxY =DxY —(X,Y)~

olur.

O halde
oldugundan

olur. Dolayisiyla

/

ty (s)

M) = @]
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olmak {izere

()= (s)
") = e = @)l

olarak elde edilir. v nin binormal vektoriide

e(s)=v(s)At(s)An(s)

seklinde tammlanir. Buradan elde edilen {~ (s),t (s),n(s),e (s)} catisina y-boyunca

R{ iin pseuda ortonormal gatis1 denir.

H? deki Riemann konneksiyonu D; R? deki Riemann konneksiyonu D ve
' (s),t (s)) # —1 olmak iizere

kp: I —R
s #in (s) = Dyt (s) ,n(5))

fonksiyonuna H? iin Hiperbolik egrilik fonksiyonu denir. O halde

I
o

@t (s),n(s))
o)t (8) = (t(s),t(s )
yn(s)) — (t(s),t(s)) (v (s),n(s))

Kn (s)

I
o~
Sl

I
7~
@F\
—~
»
~—
~—
~
2
—~
V)
S
—
»
~—
~_—

oldugundan

olur. Ote yandan

olmak {izere

ve

buradan da

degerine v egrisinin Hiperbolik egriligi denir.
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D ve D sirasiyla R4 ve H3 deki Riemann konneksiyon olmak tizere

T I — R
s TR (S) = <Et(s)n (s),e (3)>

fonksiyonuna H? iin Hiperbolik burulma fonksiyonu denir.

Boylece (t' (s) N (s)) # —1 olmak tizere v : I — H® birim izl egrisinin

_det (fy (s),7 (s),7" (s),7" (5))
[in ()]

degerine de ~ egrisinin Hiperbolik burulmas: denir.

Th(S):

Ayrica v min {7 (s),t(s),n(s),e(s)} catisindan elde edilen

Dy (5) =(5)
Dyt (s) = (s)n(s) +7(s)
?t(s)n (s) = —krp(s)t
Dyse(s) == (s)n(s)

esitliklerine y-egrisinin Frenet-Serret denklemleri denir. [4]

ki, (s) nin tammindan (' (s),¢ (s)) # —1 kosulu ky, (s) # 0 olmasina denk
oldugu kolaylikla goriiliir.[4]
Gercekten de;

oldugundan
olur. Dolayisiyla
oldugundan

ve buradan da

dir.
v (s) egrisinin ky, (s) = 0 sarti saglamasi igin gerekli ve yeterli kogul v (s) —¢
jeodezik olacak gekilde bir ¢ lightlike vektoriiniin var olmasidir.[4]
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K (s) = 0 sartin saglayan egriye Equidistant egri denir. Ayrica kp, (s) = 1

ve 75, (s) = 0 ise y bir Horocemberdir. [4]

Tanim 4.1 (Hiperbolik Uzayda Sabit Agily Egriler) Tegeti sabit bir dogru ile sabit
bir agr yapan egriye R® de genel helis egrisi denir. Bir egrinin genel helis egrisi
olmasi i¢in gerekli ve yeterli kosul bu egrinin egriliginin burulmasina oranimin sabit

olmasaidar.

Bu sonug 1802 yilinda M.A.Lancret tarafindan verilmistir ve ilk olarak 1845

yilinda B. de Saint Venont tarafindan ispatlanmigtir.

Teorem 4.1 (Oklid Uzaynda Lancret Teoremi) R* de bir egrinin genel helis egrisi
olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul T = bK olacak sekilde sabit bir b sayisinin var

olmasidar.[5|

Teorem 4.2 (Hiperbolik Uzayda Lancret Teoremi) Hiperbolik uzaydaki bir egrinin
genel helis egrisi olmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul

a. 7 =0 vey, H*(—1) hiperbolik diizleminde bir egridir.

veya

b. v, H? (—1) hiperbolik uzayinda bir helisdir.

4.2 Hiperbolik Uzayda Yiizeyler

H? de yiizeylerin[4] de verilen igsel diferensiyel geometrisini 6zetleyelim.

v € Rl ve c € R igin HP (v,¢) = {z € R} | (z,v) = ¢, c € R} geklinde v
pseuda normalli hiperdiizlem tanimlayalim.

a) v timelike ise HP (v, c) ye bir spacelike hiperdiizlem denir.

b) v spacelike ise HP (v, c) ye bir timelike hiperdiizlem denir.

c) v lightlike ise HP (v, ¢) ye bir lightlike hiperdiizlem denir.

{eo, €1, €9, ¢e3}, R iin dogal tabam ve z; = (i, 2%, 2%, %) olmak iizere her-

hangi z1,22,253 € R icin
y L2903 1

—€p —€; —€2 —€3

1 1 1 1
T A i) VAN T3 = 9 9 9 9
Lo T3 Ty T3

Ty T3 ) T3

seklindedir. Ayrica
(x,x1 N\ 9 N\ 3) = det (x, 21, T2, T3)
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dir ve z1 A 22 A x3 herhangi z; ye ortogonaldir.
LCY = {x = (w9, 21, T, T3) € R} | 19 >0, (1,2) = 0}
orjin merkezli future light konisini alahm. R} deki hiperdiizlemler ve H? iin kesigme-
siyle verilen H? de yiizeylerin ii¢ tipi vardir.
a) HP (v, c) spacelike ise H* N HP (v, ¢) yiizeyine kiire denir.
b) HP (v,c) timelike ise H* N HP (v, ¢) yiizeyine Equidistant yiizey denir.
c) HP (v, c) lightlike ise H* N HP (v, ¢) yiizeyine Horokiire denir.

U C R? bir agik alt kiime, M = z (u) ve x embedding olmak tizere z : U — H?
bir regiiler yiizey olsun. O halde {z,, = x1, z,, = 22}, = ile tamimlanan yiizeyin

teget diizleminin baz olmak iizere

_ (u) A zy (u) A xg (u)
[l (u) Ay (u) Az (u)]

e (u)

vektoriine H? de M yiizeyinin birim normali denir.
E:U CR? — S?, E(u) = e (u) seklindeki doniisiime = parametrizasyonu ile

verilen yiizeyin de-Sitter Gauss doniigiimii denir. x (u) € H?, e (u) € 53 ve

(z(u),e(u)) =0

oldugundan z (u) £+ e (u) € LC% dir.
Gergekten de = (u)+e (u) € LC7 olmasi igin « (u) £e (u) vektoriiniin lightlike

olmas1 gerekir. Dolayisiyla

(r(u) £e(u),z(u) £e(u) = (z ),z ) 2 ), ew)+(e(u),e(u)

oldugundan
(x(u)xe(u),z(u)te(u)=0

ve boylece x (u) & e (u) € LC7 dur.
L*: U CR?*— LC%, L* (u) = z (u) £ e (u) seklindeki doniigiime
x parametrizasyonu ile verilen yiizeyin light koni Gauss doniisiimii denir.
D,, v teget vektoriine gore kovaryant tiirev olmak iizere herhangi
p=1x(up) € M ve T,M igin
D,L* € T,M

dir.[4]
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U ve M nin ozellikleri altinda dx (ug) tiirevi T, M teget uzay tizerinde I,

ozdeglik dontigiimii ile 6zdestir. (p = z (up))

Gercekten de; v, € T,M, T,M = Sp{x,,,x,,} oldugundan

2
vy = E Ty,
i=1

seklinde yazilabilir. O halde

dvyr (p) =d 2 z (p)

=,
yani
(dz (p)) (vp) = vy
oldugundan
dz (p) = I,
olur.

Dolaysiyla L™ (u) = x (u) & e (u) olmak {izere
dL* (ug) = dx (ug) % de (ug)

oldugundan
dL* (ug) = Ir,n * dE (ug)
yazilir.

x in Lightkoni Gauss goriintiisii
L*:U CR? = LC*, L* (u) = x (u) £ e (u)

olmak {izere

Sy v=—dL* (ug) : T,M — T,M

tamuml lineer doniigiimiine p = z (ug) noktasinda M = z (u) yiizeyinin Hiperbolik
sekil operatorii denir.
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A, = —dE (up) : T,M — T,M

tanimli lineer doniisiimiine p = x (ug) da M = x (u) yiizeyinin de-Sitter sekil

operatorii denir.

ki (p) ve By (p) ile sirasiyla A, ve S5 doniigiimiiniin 6zdegerlerini gosterelim.
ki (p) ve & (p), (i=1,2) ye p = x (uo) da M = z (u) yiizeyinin sirasiyla asli de-Sitter

ve asli hiperbolik egrilikleri denir.

Sy ve A, aym ozvektorlere sahiptir ve

R (p) = =1+ (p)

bagintis1 vardir.

Gercekten de; kabul edelim ki vy, SpjE nin ozvektori ve vy de A, nin 6zvektori

olsun. O halde vy, S;E nin 6zvektorii oldugundan

S:t (’Ul) — )\1’01

p

olacak gekilde yazilir. Ayrica

dL:t (U()) = ]TpM +dFE (UO)

oldugundan
S;t S —dLi (Uo)
ve
A, = —dE (up)
oldugundan
S;t (’Ul) =] (’Ul) + Ap (’Ul)
)\11)1 = —U1 + Ap (Ul)
Ap (Ul) ::]:(1+/\1)U1
Ap (Ul) = )\Ul

olacak sekilde yazilir ki bu v;’in aym zamanda A, nin de 6zvektorii oldugunu gos-

terir.

Benzer sekilde vy, A, nin 6zvektorii oldugundan

Ap (Ug) = )\21}2
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olacak sekilde yazilir. O halde

S;t (’Ug) =] (’Ug) + Ap (’1}2)
= —Vy + )\21)2

= (—1 + )\2) V2

oldugundan
S;t (’Ug) = )\Ug

olacak gekilde yazilir ki bu vs'nin ayni zamanda S;t nin de 6zvektorii oldugunu
gosterir. Dolayisiyla S;[ ve A, ayn ozvektorlere sahiptir.
Ayrica;
dL* (u) =1 (u)+dE (u)

oldugundan asli de-Sitter ve asli hiperbolik egrilikler arasinda da

7 (p) = 1%k (p)

bagintis1 mevcuttur.
Simdi asli hiperbolik egriliklerin geometrik anlamini tanimlayalim.
v(s) = x(uy (s),uz(s)), M = z(u) yiizeyi iizerinde p = =y (s¢) noktasinda birim

hizli egri olsun.

hiperbolik egrilik vektorii olmak iizere p = v (s¢) noktasinda v (s) nin de-Sitter

normal egriligi

dir.

de-Sitter Gauss egriligi sadece p noktasina ve p noktasindaki M yiizeyinin
birim teget vektoriine baghdir. Bu yiizden de-Sitter normal egriligi p € M nok-
tasinda maksimum ve minimuma sahiptir. p noktasinda de-Sitter normal egriliginin
maksimum veya minumumu +«; (p) de-Sitter asli egriliklerine esittir. Boylece agagi-
daki Hiperbolik tip Rodrig formiiliinii verebiliriz. Eger 7 (s) = x (uy (s), uz (s)) bir

+
n

egrilik ¢izgisi ise k- (s), v (s) nin de-Sitter asli egriliklerinden biridir. Yani

dL* dx

——— (1 () ua (5)) = (g (5) = 1) = (u (5) , u2 (5))

[4] dir.
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p = x (up) noktasinda M = z (u) yiizeyinin Hiperbolik ve de-Sitter Gauss
egrilikleri
Ry, (uo) = det S, = &Y (p) 7y (p)
ve

Ke (1) = det Ay = k1 (p) k2 (p)

ayrica Hiperbolik ve de-Sitter ortalama egrilikleri

7 (p) + 7 (p)

1
HiE (ug) = —izS;t =

2 2
ve 1
Ha (1) = Si2A, = k1 (p) JQr k2 (p)

olarak tanmimlanir.

de-Sitter ortalama egriligi tam olarak M nin ortalama egriligidir. Dolayisiyla
H, yerine H yazilir ve
Hif (u) = £H (u) — 1

dir.

4.2.1 Hiperbolik Uzayda Sabit Acili1 Yiizeyler

Sabit acili yiizeyler Hiperbolik-3 uzaydaki yiizeylerin 6zel bir sinifidir. Teget diizlemi
H3de sabit bir vektor alani ile sabit bir a¢i yapan yiizeye sabit acili yiizey denir.
Oklid ve Lorentz uzaylarinda iyi bilinen ve teknikte bir cok uygulamas: olan Helisoid
yiizeylerin Lorentz uzayindaki benzeri olan sabit acili yiizeyler hiperbolik uzayda
caligilmigtir. [6]

x : M — R} bir immersiyon olsun. Eger x {izerindeki indirgenmis metrik
Lorentzian ise x’e timelike immersiyon, Riemann ise x’e spacelike immersiyon, de-
jenere ise z’e lightlike immersiyon denir. Eger (z,z) = —1 ve 7y > 1 ise 2’e H? iin
bir immersiyonu denir.

Bu boliimde H? deki yiizeylerin iki 6zel sinifi olan sabit timelike ve sabit
spacelike acili yiizeyler verilmistir. Teget diizlemi H? deki sabit bir vektor alam ile
sabit bir timelike ac1 yapan yiizeye H? de sabit timelike acili yiizey denir. Benzer
sekilde teget diizlemi H?® deki sabit bir vektor alani ile sabit bir spacelike ac1 yapan
yiizeye H?3 de sabit spacelike acili yiizey denir.

X (M), M iizerindeki teget vektor alanlarimin modiilii olsun. ﬁ, D, D ile
sirastyla R, H® ve M Levi-Civita konneksiyonlarim gosterelim. O zaman ‘7, M

nin R} deki ikinci temel formunu, T ve L simgeleri de ﬁXY nin teget ve normal
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bilegenlerini gostermek tizere

— T
VX,Y € x (M) icin DyY = (DXY)

~ — 1
Vix (M) —xt (M), V(X,Y) = (DXY>
ve — o
DxY =DxY +(X,Y)z 1)
DxY =D,Y +V(X,Y) '

dir. (4.1) denklemlerinin birincisine M nin H? deki, ikincisine de M nin R} deki

Gauss denklemi denir.

¢, M nin H? deki birim normal vektor alam olmak iizere Sgi (X) ve A, (X)
doniisiimlerine —D x& ve —Dxx teget bilesenlerine karsilhik gelen M nin H® ve R?

deki Weingarten doniigiimleri denir.

Buna gore
Z ) (4.2)
D,x,€)¢

esitlikleri saglanir.

Sgt (X) ve A, (X) in herbir p € M igin lineer ve self adjoint oldugu[s| den

goriilebilir.
Sgi (X) ve A, (X) in & (p) ve k; (p) 6z degerlerine M yiizeyinin sirastyla H®

ve R} deki asli egrilikleri denir. Ayrica X,Y € x (M) igin

(5%(X),Y) = (V(X.Y).¢)
(A(X),Y) = <\7(X, Y) x>
dir.

V(X,Y), M nin R} deki ikinci temel formu oldugundan

V(X,Y) = ME+ Moz
seklinde yazilabilir. Buradan da

V(X,Y)={(S*(X), V)¢~ (A(X),Y)a

bulunur.
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{v1,v2}, T,M teget diizleminin bir bazi olmak iizere bundan sonra

Vig = (V (05,07) ) = (5% () ,vj)
W/i' = <‘7 (Uz';vj) >$> = (A (v;) an>

kisa gosterimini kullanacagiz. O halde
Divj = Dyvj = Vg6 + (vi, vj) @ (4.3)

olarak yazilir. {v1,vs} bazinin ortonormal olmas: halinde de (4.3) esitligi

Evivj = Dvivj - ‘7;]5 (44)

seklinde yazilir. Benzer sekilde Weingaten denklemleri de

ﬁvif = —Viv1 — Viguo (4.5)

ﬁvil‘ = —Wiv1 — Wigvs (4~6)

seklindedir.

Tanim 4.2 (Sabit Timelike Agilv Yiizeyler) v : M — H? bir spacelike immersiyon
ve &, M nin birim normal vektor alani olsun. Eger M fizerinde 0 (§,U) timelike
a¢1s1 sabit olacak sekilde bir U spacelike dogrultusu varsa M ye H? de sabit timelike

agly yiizey denir.[6]

Teorem 4.3 &, M yiizeyinin H? de birim normal vektér alany olmak tizere M yiizeyi
spacelike eksenli sabit timelike agily yiizey olsun. Bu durumda M yiizeyinin spacelike

dogrultusu

U= \/|sinh2 ¢ — sinh? 9‘61 — (cosh @) & + (sinh )

ve hiperbolik uzaydaki sabit dogrultusu

Uy, = \/{sinh2 ¢ — sinh? 9}61 — (cosh 0) &

seklinde tek olarak bulunur. Burada 0; & ve U spacelike vektiorler arasindaki timelike

agt, ©; U spacelike vektori ile x timelike vektori arasindaki timelike agidur. [s]

Teorem 4.4 H? Hiperbolik uzayinda spacelike eksenli sabit timelike agil bir yiizey
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i¢in Levi-Civita konneksiyonu asagidaki sekildedir.

_ ho _
De1€1 =0 Degel = e Vages
\/ ‘sinh2 ¢ — sinh? 0!
héo ~
De1€2 =0 De2€2 = 008 Vases

\/ ‘simh2 ¢ — sinh? 0|

.[6]

Sonug 4.1 H? de sabit agily bir spacelike M yiizeyi verilsin. O zaman 8 = 3 (u,v),
M yiizeyi tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere M ylizeyi tiz-

erindeki metrik {,) := du®+ 3*dv? olacak sekilde u ve v lokal koordinatlar, vardur.[s]

Teorem 4.5 H? de spacelike eksenli sabit timelike agil yiizeyin x = x (u,v) para-

metrizasyonu
Tuu =T
x — &m
uv 6 v (47)
LTyy = _6ﬁu$u + %$v — ﬁ2‘7—225 + 623:

kismi tirevli diferensiyel denklem sistemini saglar.|e]

Onerme 4.1 z =z (u,v), H? Hiperbolik uzaynda sabit agily spacelike bir yiizeyin
parametrizasyonu olsun. Eger M dizerinde ‘722 =0 ise z = x (u,v) hiperbolik diizlem

belirtir.|e]

Teorem 4.6 © = z (u,v), H*> Hiperbolik uzaymmda spacelike eksenli sabit timelike
agily yiizeyin parametrizasyonu olsun. Bu durumda (4.7) denklem sistemini saglayan

x spacelike immersiyonu M ylizey: lizerinde

_ —C1; ('U)
2v cosh 0 (uv cosh f + 1)

x; (u,v) 5+ (v),i=1,2,34

lokal koordinatlarina sahiptir. el

Tamm 4.3 (Sabit Spacelike Agily Yiizeyler) v : M — H? bir spacelike immersiyon
ve &, M nin birim vektor alany olsun. Eger M dizerinde 0 (§,U) spacelike agist sabit
olacak sekilde bir U spacelike dogrusu varsa M ye H? de sabit spacelike acily yiizey

denir. 6]

Teorem 4.7 &, M yiizeyinin H? de birim normal vektér alany olmak dizere M yiizeyi

spacelike eksenli sabit spacelike acily yiizey olsun. Bu durumda M ylizeyinin spacelike
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dogrultusu

U= \/sin2 0 + sinh® pe; + (cos ) & + (sinh ) @

ve hiperbolik uzaydaki sabit dogrultusu

Uy, = \/sin2 0 + sinh? pe; + (cosf) &
seklinde tek olarak bulunur. Burada 0; & ve U spacelike vektorler arasindaki spacelike
agr, ©; U spacelike vektori ile x timelike vektori arasindaki timelike agidr. [s]

Teorem 4.8 H3 Hiperbolik uzaymda spacelike eksenli sabit spacelike agily bir yiizey

1¢in Levi- Civita konneksiyonu asagqdaki sekildedir.

cos 0 ~
Deer =0 Deyer = —=— ——— V2262
V/sin (9+801nh ©
— cos ~
D, ea =0 D.,es = = —— Ve
\/sin? 0 + sinh?

o]

Sonug 4.2 H3 de sabit agil bir spacelike M yiizeyi verilsin. O zaman § = 6 (u,v),
M yiizeyi tizerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak tizere M ylizeyi tiz-

erindeki metrik (,) := du? + 6°dv? olacak sekilde u ve v lokal koordinatlar, vardur.[s]

Teorem 4.9 H? de sabit spacelike eksenli sabit spacelike agily yiizeyin x = x (u, v)

parametrizasyonu

Tyu — T

Oy
Ty = ?xv (48)
Lyy = —(55qu + %Iv - 52"7225 + 52I

J

kismi tirevli diferensiyel denklem sistemini saglar.|e]

Onerme 4.2 z =z (u,v), H® Hiperbolik uzaymmda sabit agil spacelike bir yiizeyin
parametrizasyonu olsun. Eger M dizerinde ‘722 = 0 ise x = x (u,v) hiperbolik diizlem

belirtir.|e]

Teorem 4.10 x = x (u,v), H*> Hiperbolik uzaynda spacelike eksenli sabit spacelike
agily yiizeyin parametrizasyonu olsun. Bu durumda (4.8) denklem sistemini saglayan
x spacelike immersiyonu M ylizeyi lizerinde

—C9; ('U)

z; (u,v) = 4+ (v),1=1,2,3,4
(u:0) 2v cos 0 (uv cosf + 1) 2 (V)
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lokal koordinatlarina sahiptir. [e]

Sonug 4.3 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike acily ve spacelike agily

ylizeyler hiperbolik diizlemseldir.

Sonug 4.4 Hiperbolik uzayda sabit spacelike eksenli timelike acily ve spacelike agily

minimal ylzeyler sadece diizlemdir.

Tanim 4.4 Eger k; (P) = k2 (P) ise u € U veya P = x (u) noktasina umbilical
nokta denir. S ve A, nin dzvektorleri aym oldugundan bu kosul By (P) = Ry (P)
kosuluna denktir. Eger M dtzerindeki tim noktalar umbilical nokta ise M = x (u)

ya total umbilical denir.

Sonug 4.5 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike agily yiizey i¢in K = 0

ve Ry = Vas oldugundan bu yiizey tizerinde umbilical nokta yoktur.

Sonug 4.6 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit spacelike acily yiizey i¢in Ef =0

ve Ry = Vao oldugundan bu yiizey tizerinde umbilical nokta yoktur.
Tanim 4.5 Hiperbolik uzayda total umbilical bir yiizeye Horokiire denir.

Sonug 4.7 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike ve sabit spacelike aguily

ylizeyler Horokiire degildir.

4.2.2 Hiperbolik Uzayda Spacelike Regle Yiizeyler

Bu boliimde H? Hiperbolik uzayinda, spacelike regle yiizeyler arastirilmistir. H3
Hiperbolik uzayinda spacelike bir regle yiizey, spacelike bir jeodezigin spacelike bir
egri boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilir. Burada Hiperbolik uzayda acilabilir
regle yiizeyler, regle yiizeyin bogaz egrisi ve bogaz noktasi ile dagilma parametresi

verilmigtir. [2s]

Tanim 4.6 H? Hiperbolik uzayinda verilen bir [% jeodezigi i¢in, 1 jeodeziginin o
egrisi boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen yiizeye H3 hiperbolik uzaynda regle
ylizey denir. Bu durumda [ jeodezigine regle yiizeyin dogrultu jeodezigi ve o egrisine
de regle ylizeyinin dayanak egrisi denir.[2s]
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Sekil 4.1

Simdi H? Hiperbolik uzaymda dayanak egrisi spacelike bir egri ve [* jeodezigi
spacelike bir jeodezik olan regle yiizeyin tzelliklerini aragtiralim.
H? Hiperbolik uzayimda
a: I — H?* a(s)=(a1(s),az(s),a3(s),a4(s)) ,¥sel,{0}CICR
seklinde tanimli birim hizli diferansiyellenebilir spacelike bir egri olsun. Burada
(o (s),a(s)) = =1,(d/ (s) , &/ (s)) = (Ta, Ta) = 1
dir. Kabul edelim ki
Z:1—87,Z(s)=(2(s),22(s), 25 (5) 24 (5))
seklinde tanimli ve

(Z(s),Z(s)) =1ve (a(s),Z(s))y=0,Vsel

olsun.

H? Hiperbolik uzayinda
1R —H? %(t) = (cosht) a (s) + (sinht) Z (s)

seklinde taniml bir jeodezik alahm . Burada a(s) basglangic noktasi ve Z (s)
, 1% jeodeziginin dogrultu vektoriidiir. « (s) dayanak egrisinin Frenet elemanlar
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{Tw, Nu, Ba, n, T} seklindedir. T} , a (s) noktasinda [¢ jeodeziginin tegeti olsun ve
kabul edelim ki 7; ve T}, , Vs € I igin lineer bagimsiz olsun. Eger [$ jeodezigini a

egrisi boyunca hareket ettirirsek ¢ : I x R —H?3

o (s.1) = ( (cosht) oy (s) + (sinht) z; (s), (cosht) ag (s) + (sinht) 25 (s), )
; (cosht) as (s) + (sinht) 23 (), (cosht) ay (s) + (sinht) z4 ()

seklinde bir parametrizasyona sahip M = (I x R, ¢) regle yiizeyi elde edilir.

Simdi «v egrisi boyunca y (M) teget uzayinin ortonormal bir tabanini bulalim.
Tis) = (cosht) To(s) + (sinht) T7(s)

ve [¢ jeodeziginin birim tegeti
~ 1)
e
173

olsun. Bu durumda

Y =T — (T, Ta) T,

spacelike vektor alanimi alirsak ve

dersek
| X =1ve (X,T,) =0,(T,,T,) =1 (4.9)

elde edilir. Dolaywsiyla {X,T,} , x (M) teget uzaymin ortonormal bir tabanidir ve

ayrica H? hiperbolik uzaymda M regle yiizeyinin normali
§=pNXNT, (4.10)
seklinde tanimlanir. Yani
X (H°) = S, {X, Tu} & S, {¢}

ve

X (1) = S {X. Tu} & S, {€, ¢}
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seklindedir. R}, H® ve M nin Levi-Civita konneksiyonlarim siras ile D, D ve D ile

gosterelim. Gauss formiilii ile
DxY =DxY +(X,Y)a , A(X) = Dxa =I(X)

ve
DxY = DxY +(A(X),Y)&, A(X) = Dx¢

esitliklerini yazabiliriz. Eger a egrisi boyunca ortonormal cati olarak {T, X, ¢}

kiimesini alirsak

DTT 0 a b T
DrX | =| —a 0 c X (4.11)
DTf b c 0 5
elde ederiz. Burada
a=(DyT,X),b=(DsT,§),c=(DrX,§) (4.12)

seklindedir. « egrisi boyunca {a, T, X, £} sistemi igin Gauss formiiliinden

Dra 0 1 0 0] a
DsT -1 0 b || T
v 4= ¢ (4.13)
DrX 0 —a 0 ¢ X
Dré 0 —b —c 0 3
elde edilir. Boylece (4.13) sistemini kullanarak
[)TOé =T
DT =-a+aX +b
7 o +aX 46 (4.14)
DrX = —aTl + ¢
Dré = —bT —cX
denklem sistemi elde edilir.
0: I xR —H? p(s,t) = (cosht)a(s)+ (sinht) X (s) (4.15)

parametrizasyonu ile verilen M regle yiizeyi igin birinci kuadratik formun katsayilar

E = {p,, ¢,) = (cosht — asinht)® 4 ¢?sinh? ¢
F=(p5,) =0 (4.16)
G = (ppp) =1
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seklinde olur. EG — F? > 0 oldugundan M regle yiizeyi H? hiperbolik uzaymin
spacelike bir yiizeyi olur. ¢t degiskeninin tanim araligi J olmak iizere tanim araliginda

t =ty yani sabit alinirsa
@, I X to — M, @, (8,t9) = (cosht,) a(s) + (sinht,) X (s) (4.17)
egrisi M regle yiizeyi i¢in bir parametre egrisi olur. Bu egrinin teget vektor alani
A = (coshty — asinhty) T (s) + (csinhtg) & () (4.18)

ile ifade edilebilir. M regle yiizeyi spacelike bir ytizey oldugundan (A4, A) > 0 ve ¢,
spacelike bir egridir. Ayrica agiktir ki

(X,4) =0 (4.19)

Acilabilir Regle Yiizeyler

Tanim 4.7 H? Hiperbolik uzayinda bir regle yiizeyin teget diizlemleri ana jeodezikler

boyunca ayni kalwyorsa o halde bu regle yiizeye agilabilir regle yiizey denir.[2s]

Teorem 4.11 M, H? Hiperbolik uzaymnda spacelike bir regle yiizey olsun. Ana
jeodezik boyunca teget diizlemlerin ayni kalmasy i¢in gerekli ve yeterli kosul ¢ = 0

olmasidar.|2s]

Ispat. Kabul edelim ki M spacelike regle yiizeyinin ana jeodezigi boyunca teget

diizlemleri aym kalsin. o € I dan gegen ¢, : I x {to} — M egrisinin
A = (coshty — bsinhty) T (s) + (csinhtg) & (s)

teget vektor alamm diigtinelim. ¢, ,M regle yiizeyinin parametre egrisi oldugu
icin o, egrisinin teget vektorii olan A vektorii yiizeyin teget diizleminde kalmak
zorundadir. Bu ise {A, T} sisteminin lineer bagiml olmasi yani ¢ = 0 olmas: ile
miimkiindiir.

Tersine olarak kabul edelim ki ¢ = 0 olsun. Bu durumda
A = (coshty — bsinhtg) T (s)

ve

Tw(tms)M = Sp {T,X} = Sp {T, A}

oldugundan teget diizlemler ayni kalir. m
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Sonug 4.8 H3 Hiperbolik uzaymnda spacelike bir M regle yiizeyinin agilabilir olmast

icin gerekli ve yeterli kosul c = 0 olmasidar.[28]
Sonug 4.9 H? Hiperbolik uzaynda spacelike bir M regle yiizeyi i¢in

b= —det (T,X,oz,[)TT> ve ¢ = — det <T,X,oz,[)TX> (4.20)
seklindedir.|2s]

Ispat. (4.14) esitliklerinden Dy T vektor alanmin degeri yerine yazilir ve determi-

nantin ozellikleri kullanilirsa
det (T, X, a, DTT> = det (T, X, a, —a + aX + b€)

oldugundan
b= —det (T, X, a, DTT)

olarak elde edilir. Benzer gekilde (4.26) esitliklerinden DrX vektor alammm degeri

yerine yazilir ve determinantin 6zellikleri kullanilirsa
det (T, X, a, DTX) — det (T, X, o, —aT + c€)

oldugundan
c = —det (T, X, a, DTX)

olarak elde edilir. m

Uyar1 4.1 Stereografik izdiisiim konform déniisiim oldugu icin, H® hiperbolik uza-
yiman Minkowski modeli iizerindeki bir spacelike regle yiizeyi, H® hiperbolik uzayinan

Poincare modeli tizerinde goriintileyebiliriz.
Ornek 4.1 H? hiperbolik uzaymda M regle yiizeyi
0:IxR—H>, ¢(s,t) = (cosht)a(s)+ (sinht) X (s)
seklinde verilsin. Burada eger
a (s) = (cosh s, sinh s cos s, sinh s sin s, 0)

ve
X (s) = (cosh s,V/2cos s,V/2sin s, sinh s>
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olarak secilirse ohalde

cosh t cosh s 4 sinh ¢ cosh s,
cosh ¢ sinh s cos s + /2 sinh # cos s,
cosh t sinh ssin s + v/2sinh ¢ sin s,

sinh ¢ sinh s

p(s,t) =

ylizeyi, H® hiperbolik uzaymmda spacelike bir regle yiizey olur. o dayanak egrisi space-

like bir egri olup {a(s),a(s)) = —1 dir.

10F

Sekil 4.2

H? Hiperbolik Uzayinda Bogaz Noktasi ve Bogaz NoktasininYer Vektorii

Tamim 4.8 H? Hiperbolik uzaynda acilabilir olmayan bir M regle yiizeyi verilsin.
M regle yiizeyinin komsu ki ana jeodeziginin ortak dikmesi varsa bu dikmenin esas

ana jeodezigi tzerindeki ayagina M regle yiizeyinin bogaz noktasy denir.[2s]

Tanim 4.9 H? Hiperbolik uzaymda acilabilir olmayan bir M regle yiizeyinin ana
jeodezigi dayanak egrisi boyunca yiizeyi olustururken bogaz noktasinin geometrik yer-

ine M regle yiizeyinin bogaz egrisi denir.[2s]

Agilabilir olmayan bir regle yiizeyin bogaz noktasinin dayanak egrisine olan

uzakligl w olmak iizere & (s) yer vektorii

a (s,w) = (coshw) a (s) + (sinhw) X (s) (4.21)
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seklinde ifade edilebilir. Burada « (s) dayanak egrisinin yer vektorii ve X (s) de ana
jeodezige ait dogrultman vektoriidiir. w parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin
yer vektorii ve dogrultman vektorii cinsinden bulunabilir. H? hiperbolik uzayinda

acilabilir olmayan M regle yiizeyinin esas ana jeodezigi
[ = (cosht) a(s) + (sinht) X (s) (4.22)
olmak tizere bu jeodezik ile komsu olan bir diger ana jeodezik
oins = (cosht)a (s + As) + (sinht) X (s + As) (4.23)

olsun. Bu jeodeziklerin dogrultman vektorlerini sirasiyla X (s) ve X (s)+ Dy X (s)
olacak sekilde secelim. P, P’ ve ), Q" komsu ana jeodeziklerin ortak dikmelerinin
ana jeodezikler iizerindeki ayaklari olsun. Bu durumda P ve @) farkh iki bogaz

noktasidir. Ilk iki komsu ana jeodezigin ortak dikmesinin dogrultusu
a(s) x X (s) x [X (s) + Dr)X (s)]
vektoriintin bir katidir. Buradan
a(s) x X (s) x [X (s) + DrX (s)] = a(s) x X (s) X D)X (s) (4.24)

olur. Limit halinde P(Q jeodezigi PP’ jeodezigi ile cakisacak ve P() jeodezigi bogaz

egrisinin tegeti olacaktir. Dolayisiyla

(X (s),PQ)=0ve (X (s)+ DpX (s),PQ) =0 (4.25)
olacagindan
(Dr X (s),PQ) =0 (4.26)
elde edilir. Boylece
(Dr(X (s), Dra(s)) =0 (4.27)
elde edilir. Diger taraftan
Droa (s) = Dra (4.28)

oldugu agiktir. O halde (4.27) esitliginden

<DT<5>X (s), Dr(s)@ (S)> =0
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olacagindan

sinh w a

a
coshw — 2L Vevaw= arctan h (cﬂ——l—c?) (4.29)

olarak elde edilir. Boylece bogaz egrisinin yer vektorii

a (s, w) = (coshw) a (s) + (coshw) X (s) (4.30)

a? + c2

seklinde ifade edilmis olur.

Sonug 4.10 Acgilabilir olmayan bir regle yiizeyin bogaz noktasinin dayanak egrisine

olan uzakhge sabittir yans

a
w = arctanh | —— | = sabit
a? + c2

dir.[28]

Teorem 4.12 H? hiperbolik uzayda agilabilir olmayan bir regle yiizeyin bogaz egrisi

dayanak egrisinin segiliginden bagimsizdar.|2s]

Ispat. H? hiperbolik uzayda verilen bir regle yiizeyin farkl iki dayanak egrisi a ve

[ olmak iizere regle yiizey

¢ (t,v) = (coshv) a (t) + (sinhv) X ()
¢ (t,v) = (coshv) B (t) + (sinhv) X ()

denklemi ile verilsin. (4.30) ifadesinden agiktir ki bu regle yiizeyin bogaz egrileri

a (t) = coshva (t) + — % coshuX (t)

a? + 2
B (t) = cosh sf3 (t) + %_{_02 cosh s X ()
seklindedir. O halde
a(t)—p(t) =0

olur ki bogaz egrisi dayanak egrisinin secilisinden bagimsizdir. m

Teorem 4.13 Agilabilir olmayan bir M spacelike regle yiizeyi verilsin. « (s) nok-
tasindan gegen ana jeodezik tzerinde ¢ (s,vg) noktasinin bogaz noktast olmast i¢in
gerekli ve yeterli kosul ¢ (s,vy) noktasindaki teget diizlemin normalinin DX (s)
olmasuidar.[2s]
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Ispat. M acilabilir olmayan spacelike bir regle yiizey olsun. Kabul edelim ki M
ylizeyinin o dayanak egrisi iizerindeki « (s) noktasindan gegen ana jeodezik iizerinde
¢ (s,v0) noktasindaki teget diizleminin normali DrX olsun. ¢, : I x {vo} — M

egrisinin teget vektor alani
A = (coshvy — asinhvy) T (s) + (csinh vg) € ()
olmak tizere
<DT(S)X (S) ,A> =0

dir. O halde

sinh v, a

coshvg a2+ 2
bulunur. Bu ise ¢ (s, vp) noktasinin bogaz noktasi olmasi demektir.
Tersine olarak kabul edelim ki « (s) noktasindan gegen ana jeodezige ait bogaz

noktas1 ¢ (s, vg) olsun.
(Dr5X (s),X (s)) =0

ve
(Dr(sX (s), A) = —a(coshvy — asinh vg) + ¢? sinh vy

seklindedir. Oteyandan ¢ (s, vy) noktas1 bogaz noktasi oldugundan
—a (cosh vy — asinh vg) + ¢®sinh vy = 0

olur. Dolayisiyla
(DrX (s),A) =0

yani ¢ (s, vg) noktasinda teget diizlemin bir normali D5 X (s) olur. m

Uyar 4.2 DT(S)X (s) bogaz noktasinda teget diizlemin bir normali olmak tizere
<DT(3)X (S) ) DT(S)X (3)> = CL2 + C2 >0

oldugundan Dy X (s) normal vektor alans spacelike bir vektér alandar.

Teorem 4.14 Acilabilir olmayan bir M spacelike regle yiizeyinin bogaz egrisi

a(s) = (coshw) a(s) + 5 (coshw) X ()

a’+c
spacelike bir egridir.[2s]
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Ispat. Teoremin ispat1 icin & (s) bogaz egrisinin teget vektor alanmin spacelike bir

vektor alani oldugunu gostermek yeterlidir. @ (s) bogaz egrisinin teget vektor alani

Drga(s) = Dra(s)

olmak iizere )

N _ c
(D (), Driya (s)) = P

seklindedir. Dolayisiyla

cosh? w

<DT(s)a (s), Dy (3)> >0

oldugundan & (s) bogaz egrisi spacelike bir egridir. =

Spacelike Regle Yiizeyin Dagilma Parametresi

Spacelike bir M regle yiizeyinin dayanak egrisi olarak bogaz egrisini alirsak bu du-

rumda bogaz noktasinin dayanak egrisine olan uzaklig

w = arctan h _¢ =0
a? + c2

olacagindan a = 0 olur. O halde
Dy X (s) = —aT (s) + £ (s)

olmak tizere a = 0 oldugundan Dr(5 X (s) vektor alani yiizeyin normali olan & (s)

ile lineer bagimlidir. Dolayisiyla

olacak sekilde I\ € R vardir. Oteyandan
E(s)=pANX AT

¢ = (cosht) a(s) + (sinht) X (s)

oldugundan
€(s) =cosht[a(s) AN X (s) AT ()]
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seklinde olur. O halde
ADr X (s) = cosht[a(s) A X (s) AT (s)]

egitliginin her iki tarafinin DT(S)X (s) ile i¢ garpimini alirsak

det (o (LS) , X (s) ,Tﬁ(s) , D15 X (s))
(Dr(9X (s), DrX (s))

olarak elde edilir. Bu sekilde elde edilen A ya spacelike regle yiizeyin dagilma para-

A = (cosht)

metresi denir. Burada DT(S)X (s) vektor alami yiizeyin normali ile lineer bagiml

oldugundan spacelike bir vektor alanidir yani
<DT(5)X (S) 7DT(S)X (3)> 7é 0
dir.

Teorem 4.15 Bir M spacelike regle yiizeyinin agilabilir olmast i¢in gerek ve yeter

kosul dagilma parametresinin sifir olmasidur. [28]

Ispat. Sonuc 4.8 den biliyoruz ki spacelike bir M regle yiizeyinin acilabilir olmas:

icin gerekli ve yeterli kogul ¢ = 0 olmas idi. Sonug 4.9 dan ise
c = —det (T, X, a, DTX)

oldugu gosterilmisti. Oteyandan spacelike bir M regle yiizeyinin dagilma parame-

tresi

det (a (:9) , X (s) ,Tﬁ(s) , D15 X (s))
(DrX (s), Dr» X (5))

oldugundan aciktir ki M regle yiizeyinin acilabilir olmasi i¢in dagilma parametresinin

A = (cosht)

A = 0 olmas1 hem gerekli hem yeterli koguldur. m

Tanim 4.10 H? hiperbolik uzayinda bir regle yiizeyin ana jeodeziklerinin her birisini

dik kesen bir egri varsa bu egriye regle yiizeyin ortogonal yoringesi denir.[2s]

Teorem 4.16 Spacelike bir M regle yiizeyinin her noktasindan bir tek ortogonal

yoriinge geger.[2s]
Ispat. Spacelike M regle yiizeyinin parametrizasyonu

o: I xJ— H ¢(s,v) = (coshv)a(s) + (sinhv) Z (s)
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olsun. Ortogonal yoriinge
B:1— M,j3(t) = [cosh f (t)]a(t)+ [sinh f ()] Z (t),] C T

seklindedir. Simdi Py = ¢ (g, vg) noktasindan bir tek ortogonal yoriinge gegecegini
gosterelim.
DrwB(t) = DrwB (t) — (T (t),B (1)) B (t)
oldugundan aciktir ki
DrB(t) = DB (1)

seklindedir. O halde
<DT(t)5 (t), 2 (t)> =0

dir. Dolaywsiyla (7 (s), Z (s)) = 1 olmak iizere

bulunur. Burada

dersek
f)=F@)+h

olur. h keyfi seqildiginden (Dr3(t),Z (t)) = 0 kosulunu saglayan bir ¢ok egri

vardir. Simdi bu egrilerden Py = ¢ (So, v9) noktasimndan gegeni bulalim. Buna goére

Py = cosh (F (t) + h) a (t) + sinh (F (t) + h) Z (¢)
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olacak bicimde bir ¢ sayis1 bulahim.

Sekil 4.3

Py = (coshv,) a (ty) + (sinhwvg) Z (to)

oldugundan
(coshv,) a (tg) + (sinhvg) Z (tg) = cosh (F (t) + h) « (t) + sinh (F (¢t) + h) Z (¢)

olur. Buradan «(ty) = a(t), vo = f(¢) bulunur. [ araligimi « egrisinin birebir
oldugu bir aralik segersek ¢ = ty olur. Sonuc olarak F, noktasindan gegen bir
tek ortogonal yoriinge vardir. Bu yoriinge her jeodezigi keseceginden I=I olmak

zorundadir. =

Teorem 4.17 M agilabilir olmayan spacelike bir regle yiizey olsun. M nin her iki
ana jeodezigi arasinda kalan ortogonal yériingeler boyunca en uzun wzakhk @, : I —

M egrisi boyunca 6l¢iilen

1 2a
t= 5 arctan h m

uzaklhgidar.|2s]

Ispat. s1,s9 € I ve s; < $o olmak iizere a (s1) ve a (s2) noktalarindan gegen iki ana
jeodezigi gz oniine alalim. Bu iki ana jeodezik arasinda t = t; ortogonal yoriingesi

boyunca elde edilen uzakhg d (t) ile gosterelim.

A = (cosht —asinht) T (s) — c(sinht) & (s)
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olmak {izere

52
d(t) = / |All ds = \/(a2 + c2) sinh®t — 2a cosh ¢ sinh t 4 cosh? (t) (so — 1)

S1

olur. d (t) nin maksimum deger almasi
d(t)=0
olmasi ile miimkiindiir. Dolayisiyla
d (t) = (a® + ¢*) sinh t cosh ¢t — a (sinh® ¢ + cosh”t) + cosh¢sinh ¢ = 0

ve buradan da

1 2a
t = —arctanh | ——
2 1+a%2+ 2

oldugu aciktir. m

Teorem 4.18 H? hiperbolik uzayinda bir M spacelike regle yiizeyinin jeodezikleri

M yiizeyi tizerinde hem asimptotik hemde jeodezik egrilerdir.|2s]

Ispat. Spacelike M regle yiizeyinin bir jeodeziginin teget vektor alam X olsun. M

yiizeyi tizerindeki her bir jeodezik H? hiperbolik uzayinda bir jeodezik olacagindan
DxX - 0

dir. Gauss denkleminden M spacelike regle yiizeyi iizerindeki Levi-Civita konnek-

siyonu D olmak tizere
DxX = DxX — (S*(X),X)¢

dir. Buradan
DxX = (8% (X),X)¢

olur. DxX € x (M) ve (S*(X),X) €& € x*+ (M) dir. Ayrica M spacelike bir yiizey
yani {izerinde taniml metrik nondejenere oldugundan

X (H?) = x (M) @ x* (M) ve x (M) N x"(M)={0}

dir. O halde
DxX =0ve (S*(X),X)=0
49



elde edilir ki bu da M spacelike regle yiizeyinin ana jeodezikleinin hem asimptotik

hemde jeodezik egriler olacagini gosterir. m

Teorem 4.19 M, H? hiperbolik uzaymnda spacelike bir regle yiizey olsun. M regle

ylizeyinin hiperbolik Gauss egrilik fonksiyonu f(,f (p) olmak tzere
Vp € M igin K;F (p) <0

dar.[28]

Ispat. p € M noktasindaki ana dogrunun teget vektor alan1 X olsun. y (M) nin
{X,Y} ortogonal bazimi alalim. X ve Y spacelike vektor alanmidirlar. M yiizeyinin

S sekil operatoriinii ortonormal bazlar cinsinden

SE(X) =(ST(X), X)X +(S*(X),Y)Y
SEY) =(ST(Y), X)X +(ST(YV), Y)Y

seklinde yazabiliriz. O halde S* sekil operatoriine karsilik gelen matris

gt _ | (5T(X),X) (5% (X).Y)
(5% (YV),X) (S%(V).Y)

dir. Dolayisiyla p € M noktasinda M regle yiizeyinin hiperbolik Gauss egrilik

fonksiyonu
Kif =det SF = — (5 (X),Y)"
olacagindan
Vp € M igin K (p) <0
dir. m

Teorem 4.20 M spacelike bir regle ylizey olsun. M yiizeyinin dayanak egrisinin
birim teget vektor alant T,dayanak egrisinin yer vektori o, M ylizeyinin ana jeodez-
iginin birim teget vektor alany (dogrultman vektori) X wve yizeyin birim normal

vektor alaniy & olmak dizere

seklindedir.|2s]
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