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ÖZET

H·IPERBOL·IK UZAYDA E¼GR·ILER VE YÜZEYLER·IN

D·IFERENS·IYEL GEOMETR·IS·I

Nildem Kevser GÖKTAN

Yüksek Lisans Tezi

Matematik Ana Bilim Dal¬

Dan¬̧sman: Dr. Ö¼gr. Üyesi. Tu¼gba MERT

2019, 52+xi sayfa

Bu tez dört bölümden oluşmaktad¬r:

Birinci bölümde, Lorentz ve Hiperbolik geometrinin tarihçesi özetlenmi̧stir.

Ayr¬ca e¼griler ve yüzeylerin diferansiyel geometrisi hakk¬nda k¬sa bilgi ver-

ilmi̧stir.

·Ikinci bölümde tezde kulland¬¼g¬m¬z Öklidyen ve Hiperbolik uzayda temel tan¬m

ve teoremler verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde, 1873 ve 1885 y¬llar¬nda Klein taraf¬ndan tan¬mlanan Lorentz

ve Hiperbolik uzaylar tan¬t¬lm¬̧s ve bu uzaylar¬n temel kavramlar¬na yer ver-

ilmi̧stir.

Dördüncü bölümde Hiperbolik uzaydaki e¼griler ve yüzeylerin diferensiyel geometrisi

verilerek, ilk defa Hiperbolik uzaydaki Regle yüzeyler tan¬t¬lm¬̧st¬r. Ayr¬ca

Hiperbolik uzaydaki Regle yüzeylere örnekler verilerek bunlardan baz¬lar¬n¬n

aç¬lar¬koruyan steogra�k izdüşümler alt¬ndaki görüntüleri bulunmuş ve math-

ematica program¬nda çizdirilmi̧stir.

Anahtar Kelimeler: Hiperbolik uzay, E¼gri, Yüzey
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ABSTRACT

D·IFFERANT·IAL GEOMETRY OF CURVES AND SURFACES

·IN HYPERBOL·IC SPACE

Nildem Kevser GÖKTAN

Master of Science Thesis

Department of Mathematics

Supervisor: Assistant Prof. Dr. Tu¼gba MERT

2019, 52+xi pages

This thesis consists of four parts.

In the �rst part, the history of Lorentz and Hyperbolic geometry is summa-

rized. Also, brief information about curves and surfaces of di¤erential geometry

is given.

In the second part,basic de�nitions and theorems are given in Euclidean and

Hyperbolic space which we use in the thesis.

In the third part, Lorentz and Hyperbolic spaces de�ned by Klein in 1873

and 1885 respectively were introducued and basic concepts of this spaces were

given.

In the fourth part, curves and surfaces on the Hyperbolic space are given the

di¤erential geometry, and for the �rst time the Regle surfaces on the Hyper-

bolic spaces are introduced. ·In addition, examples of the Hyperbolic Regle

surfaces are found, and same of them are shown in mathematica program with

images under steographic projections that protect the angles of some of them.

Keywords: hyperbolic space, curve, surface
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1. G·IR·IŞ

E¼grilerin ve Yüzeylerin diferensiyel geometrisinin iki yüzü vard¬r. Klasik diferen-

siyel geometri olarak adland¬r¬labilecek olan yüzü, diferensiyel ve integral hesab¬n

başlang¬c¬yla birlikte ortaya ç¬km¬̧st¬r. Kabaca söylemek gerekirse, klasik diferensiyel

geometri e¼grilerin ve yüzeylerin yerel özelliklerini araşt¬r¬r. Yerel özellikler e¼grinin

veya yüzeyin, yaln¬zca bir noktan¬n komşulu¼gundaki davran¬̧s¬na ba¼gl¬olan özellik-

leridir. Bu tür özelliklerin araşt¬r¬lmas¬nda yeterli oldu¼gu anlaş¬lan yöntemler difer-

ensiyel hesap yöntemleridir ve bu nedenle, diferensiyel geometride düşünülen e¼griler

ve yüzeyler belirli say¬da türevi al¬nabilen fonksiyonlarla tan¬mlanacakt¬r. E¼grilerin

ve Yüzeylerin diferensiyel geometrisinin di¼ger yüzü ise global diferensiyel geometri

olarak adland¬r¬l¬r. Burada yerel özelliklerin e¼grinin veya yüzeyin tümünün davran¬̧s¬

üzerindeki etkileri araşt¬r¬l¬r. Klasik diferensiyel geometrinin belki de en ilginç ve onu

en iyi temsil eden parças¬, yüzeylerle ilgilli çal¬̧smalard¬r. Bununla birlikte, yüzeylerle

ilgili çal¬̧smalarda e¼grilerin kimi yerel özellikleri do¼gal olarak ortaya ç¬kar. XVII.

yüzy¬lda Descartes ve Fermat taraf¬ndan keşfedilen koordinat metodundan sonra,

Leibniz�in çal¬̧smas¬nda e¼grilerin te¼geti, e¼grilerin kuşatan e¼grisi gibi kavramlar or-

taya ç¬km¬̧st¬r. XVIII. Yüzy¬lda Diferensiyel geometri de çok önemli sonuçlar Euler

taraf¬ndan bulunmuştur. E¼grilerin parametrik gösterimini vermi̧s ve yüzeylerin e¼gril-

i¼gi anlam¬n¬ geli̧stirmi̧stir. Yüzeyler hakk¬nda ilk kitab¬ ise 1975 y¬l¬nda Monge

yazm¬̧st¬r. 1827 y¬l¬nda Gauss, Yüzeylerin E¼grileri Hakk¬nda Genel ·Incelemeler, adl¬

eserinde yüzeylerin dahili geometrisi problemi oldu¼gunu göstermi̧stir. Ayn¬dönemde

Lobachevskii, Euclidean geometrisinden başka di¼ger geometrilerinde oldu¼gunu ispat-

lam¬̧st¬r. Bundan sonra Riemann 1851 y¬l¬nda şimdi Riemannian Geometri ad¬ver-

ilen geometriyi tan¬mlam¬̧st¬r. Bu geometriler XIX. yüzy¬l¬n ikinci yar¬s¬nda yo¼gun

olarak geli̧smi̧s, Mekanik ve Relativite teorisinde önemli uygulama alanlar¬bulmuş-

tur. Günümüzde bildi¼gimiz yöntemlerle çözülemeyen problemleri farkl¬bir yöntem

kullanarak çözüp, bu çözümlerin bu yöntemdeki yorumlar¬n¬vermek çal¬̧smalarda

önemli yer tutar. Kullan¬lan bu yöntemlerden biri de, çözülemeyen problemlere

farkl¬uzaylarda modeller aramakt¬r. Lorentz ve Hiperbolik uzaylar �ziksel olaylar

için birer model olup, birçok �ziksel olay bu modellerle aç¬klanabilmektedir. Farkl¬

uzaylardaki e¼gri ve yüzey çeşitleri mimari, geometrik dizayn gibi günlük yaşant¬m¬-

zla alakal¬ alanlara rehberlik edece¼ginden bu tip yüzey çeşitlerinin önemi büyük-

tür. Bunu, mimarl¬k tarihinde önce Öklidyen, ortaça¼gda küresel ve yak¬n ça¼g¬m¬zda

hiperbolik e¼grilerin kullan¬ld¬¼g¬yap¬lardan görmek mümkündür.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Öklid Uzayda Temel Tan¬mlar

n-boyutlu Öklid uzay¬için standart analitik model, n-boyutlu Rn reel vektör uzay¬
ile eşleşen Rn a�n uzay¬d¬r. Rn üzerindeki Öklidyen iç çarp¬m non-dejenere, simetrik,
bilineer ve pozitif tan¬ml¬d¬r.

h; i, V vektör uzay¬üzerinde non-dejenere, simetrik, bilineer ve pozitif tan¬ml¬
bir iç çarp¬m olmak üzere v 2 V nin bu iç çarp¬ma göre normu

kvk = hv; vi
1
2

şeklinde tan¬ml¬reel say¬d¬r[1] .

Tan¬m 2.1 x; y 2 Rn olmak üzere iki vektör aras¬ndaki Öklidyen uzakl¬k

dE (x; y) = kx� yk

şeklinde tan¬mlan¬r[1][2] .

Tan¬m 2.2 Rn üzerinde tan¬mlanan dE metri¼gine Öklid metri¼gi denir[2] .

Tan¬m 2.3 � : Rn ! Rn dönüşümünün bir ortogonal dönüşüm olmas¬ için gerek

ve yeter şart 8x; y 2 Rn için

h� (x) ; � (y)i = hx; yi

olmas¬d¬r[1] .

Tan¬m 2.4 [a; b], R de kapal¬bir aral¬k ve a < b olmak üzere  : [a; b]! X sürekli

fonksiyonuna X metrik uzay¬nda bir e¼gri denir.

E¼ger X = En ise  e¼grisinin lineer olmas¬için gerek ve yeter şart 8t 2 [a; b]
için

 (a+ t (b� a)) =  (a) + t ( (b)�  (a))

olmas¬d¬r[1] .
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Tan¬m 2.5 En in x; y; z gibi üç noktas¬ için y = x + t (z � x) olacak şekilde bir
t 2 [0; 1] reel say¬s¬varsa bu üç noktaya do¼grusald¬r denir[1] .

(X; d) bir metrik uzay olmak üzere aşa¼g¬daki tan¬mlar¬verebiliriz.

Tan¬m 2.6 [a; b], R de kapal¬aral¬k ve a < b olmak üzere;

� : [a; b]! X

dönüşümü uzunluk koruyan sürekli fonksiyon ise � yaX metrik uzay¬nda bir jeodezik

e¼gri yay¬denir.

Bu durumda jeodezik yay¬n başlang¬ç noktas¬� (a) ve biti̧s noktas¬� (b) dir.[1]

Tan¬m 2.7 8x; y 2 X ayr¬k çifti için x ve y yi içeren bir tek jeodezik parça varsa

X�e jeodezik olarak konveks metrik uzay denir.[1]

Tan¬m 2.8 � : R! X dönüşümüne jeodezik do¼gru denir.[1]

2.2 Hiperbolik Uzayda Temel Tan¬mlar

Aşa¼g¬da verece¼gimiz tan¬mlarda X = En; Hn olarak al¬nacakt¬r.

Tan¬m 2.9 V bir reel vektör uzay¬ olsun. g : V � V ! R dönüşümü bilineer ve

simetrik ise g�ye V üzerinde simetrik bilineer form denir.[3]

Tan¬m 2.10 V vektör uzay¬ üzerinde g : V � V ! R simetrik bilineer form ve

W , V nin bir alt vektör uzay¬olsun. Bu durumda gW : W �W ! R k¬s¬tlamas¬

negatif tan¬ml¬olacak şekildeki en büyük boyutlu W alt vektör uzay¬n¬n boyutuna g�

nin indeksi denir.

E¼ger indeks v ise 0 � v � boyV dir.

Ayr¬ca V nin indeksi, üzerinde tan¬ml¬olan g�nin indeksi olarak tan¬mlan¬r.[3]

Tan¬m 2.11 V reel vektör uzay¬üzerinde tan¬ml¬simetrik, bilineer, non-dejenere

forma, V reel vektör uzay¬üzerinde bir skalar çarp¬m denir. Bu çarp¬m ile birlikte

V vektör uzay¬na da skalar çarp¬m uzay¬denir.[3]
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Tan¬m 2.12 M bir diferensiyellenebilir manifold ve P , M nin altkümesi olsun.

E¼ger

i) P , M nin manifold topolojisinin, alt topolojik uzay¬d¬r,

ii) j : P ! M , j (p) = p inclusion dönüşümü C1 diferensiyellenebilir ve her bir

p 2 P için (dj)p : TpP ! TpM türev dönüşümü birebir dönüşümdür,

özellikleri sa¼glan¬yorsa, P ye M nin bir altmanifoldu denir.[3]

Tan¬m 2.13 M ve N diferensiyellenebilir manifoldlar ve � :M ! N , C1 diferen-

siyellenebilir dönüşüm olsun. E¼ger her bir p 2M noktas¬için (d�)p : TpM ! T�(p)N

dönüşümü birebir ise � ye bir immersiyon (dald¬rma) denir.

E¼ger M , N nin altmanifoldu ise M ye N nin immersed (dald¬r¬lm¬̧s) altman-

ifoldu denir.[3]

Tan¬m 2.14 M ve N , C1 diferensiyellenebilir manifoldlar olsun.

� :M ! N birebir immersiyon ise � ye bir embedding denir.

E¼ger M , N nin altmanifoldu ise M ye N nin embedded altmanifoldu denir.[3]

Tan¬m 2.15 M , C1 diferensiyellenebilir manifoldu üzerinde simetrik, nondejenere

ve sabit indeksli (0; 2)-tipinden g tensör alan¬na metrik tensör denir.[3]

Tan¬m 2.16 M , C1 diferensiyellenebilir manifold ve g, M üzerinde bir s¬f¬rdan

farkl¬ indekse sahip metrik tensör olmak üzere (M; g) ikilisine bir yar¬-Riemann

manifoldu denir.[3]

Tan¬m 2.17 M yar¬-Riemann manifoldu üzerinde tan¬ml¬g metrik tensörünün in-

deksine, M yar¬-Riemann manifoldunun indeksi denir.[3]

Tan¬m 2.18 M yar¬-Riemann manifoldunun indeksi 1 ise M ye bir Lorentz Man-

ifoldu denir.[3]

Böylece n-boyutlu M Lorentz manifoldu üzerindeki metrik tensör,

gp (vp; wp) = �v1w1 +
nX
i=2

viwi, p 2M , vp, wp 2 TpM

şeklinde tan¬mlan¬r.
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Tan¬m 2.19 M bir yar¬-Riemann manifoldu ve M , M nin altmanifoldu olsun.

j :M !M inclusion dönüşümü olmak üzere her bir p 2M için,

(j (g)) (p) = g (j (p))

ile tan¬ml¬j (g) dönüşümü M üzerinde bir metrik tensör ise M ye M nin bir yar¬-

Riemann altmanifoldu denir.[3]

Tan¬m 2.20 Rn1 Minkowski uzay¬nda,

Hn =
�
x = (x1; :::; xn+1) 2 Rn+1 j hx; xi = �1, x1 � 1

	
kümesine n-boyutlu hiperbolik uzay¬n hiperboloidal (Minkowski) modeli denir.[1]

Tan¬m 2.21 2 � r < n için U , Rn�r nin bir aç¬k altkümesi olmak üzere,

X : U ! Rn1 immersiyonu ile belli olan X (U) = M , Rn1 nin (n� r)-altmanifoldu
olsun.

Buna göre p 2M noktas¬ndaki M nin te¼get uzay¬TpM olmak üzere,

i) TpM , Rn1 nin spacelike altuzay¬ ise X e spacelike immersiyon ve M ye Rn1 nin
spacelike (n� r)-altmanifoldu denir.

ii) TpM , Rn1 nin timelike altuzay¬ ise X e timelike immersiyon ve M ye Rn1 nin
timelike (n� r)-altmanifoldu denir.

iii) TpM , Rn1 nin lightlike altuzay¬ ise X e lightlike immersiyon ve M ye Rn1 nin
lightlike (n� r)-altmanifoldu denir.[1]
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3. H·IPERBOL·IK GEOMETR·I

Hiperbolik geometrinin tarihçesi ile ilgili olarak burada verilenler, Felix Klein, Roberto

Bonola ve Rosenfeld e dayan¬larak oluşturulmuştur. Bu tarihçeye geçmeden önce

Öklid�in beş temel postülat¬n¬vermekte fayda vard¬r. Çünkü Hiperbolik Geometrinin

ç¬k¬̧s¬bu beş temel postülattan beşincisine dayanmaktad¬r.

1. ·Iki noktadan bir ve yaln¬z bir do¼gru geçer.

2. Bir do¼gru s¬n¬rs¬z bir şekilde uzat¬labilir.

3. Merkezi ve yar¬çap¬verilen bir çember çizilebilir.

4. Bütün dik aç¬lar eşittir.

5. Farkl¬iki do¼gruyu kesen bir do¼gru bu iki do¼gru ile ayn¬tarafta eş aç¬lar

oluşturursa iki do¼gru veya bunlar¬n uzant¬lar¬birbirini kesmez. Bir başka deyi̧sle

uzant¬lar¬birbirini keserse ayn¬tarafta oluşan aç¬lar¬n toplam¬180� den küçüktür.

Bu postülatlar¬n beşincisinin oldukça karmaş¬k bir yap¬ya sahip oldu¼gu

düşünülmüştür. ·Ilk dört postülat verildi¼gi zaman, beşincisinin aşa¼g¬da verilen paralel-

lik postülat¬na denk oldu¼gu kolayl¬kla görülmektedir. Beşinci postülat yerine s¬k s¬k

paralellik postülat¬da kullan¬lmaktad¬r.

Paralellik postülat¬: Düzlemde bir nokta ve bu noktay¬üzerinde bulundur-

mayan bir do¼gru verildi¼gi zaman, bu noktadan geçen ve verilen do¼gruya paralel olan

bir tek do¼gru vard¬r.
·Iki bin y¬ldan beri matematikçiler ilk dört postülattan beşinci postülat¬elde

etmeye çal¬̧sm¬̧slard¬r. Her bir durum için ilave postülatlar yaparak beşinci postülata

ulaşmaya çal¬̧sm¬̧slar, her bir durumda da bu postülatlar¬n gerçekte bunlar¬n beşinci

postülata denk oldu¼gu sonucuna varm¬̧slard¬r.
·Ilk defa orjinali 1533 de Basle de, daha sonra Barozzi taraf¬ndan Latince

olarak Padua da bas¬lan Proclus�un eserinde ilave postülat olarak, bir do¼gru ver-

ildi¼ginde bir taraf¬ndaki sabit uzakl¬ktaki noktalar¬n bir do¼gru teşkil etti¼gi kabulünü

kulland¬¼g¬görülmüştür.

Bir ingiliz matematikçisi olan John Wallis (1616-1703), her üçgene verilen

ölçülerde benzer bir üçgenin var oldu¼gu kabulünü kullanm¬̧st¬r. Daha genel an-

lam¬yla key� büyüklükteki her �güre benzer �gürler vard¬r demi̧stir. Wallis�in bu

�kri ünlü bir Türk matematikçisi olan Nasirüddin Tusi�ye dayanmaktad¬r.
·Italyan matematikçisi Girolamo Saccheri (1667-1733) iki aç¬s¬90� olan dört-

genleri göz önüne alm¬̧st¬r. O bu dörtgenlerde iki düşey do¼grunun eşit uzunlu¼ga sahip

oldu¼gunu düşünerek geriye kalan iki aç¬n¬n 90� den küçük olabilece¼ginin mümkün

(non-Öklidyen hal) oldu¼gu sonucuna varm¬̧st¬r.

Johann Heinrich Lambert (1728-1777) benzer konuda ilerlemi̧s ve bunu daha
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da geni̧sletmeye çal¬̧sm¬̧st¬r.

Göttingen matematikçisi olan Kastner (1719-1800) ise ö¼grencisi Klügel�in

(1739-1812) tezinde paralellik postülat¬na otuz farkl¬şekilde yaklaşmaya çal¬̧sm¬̧st¬r.

19. yüzy¬lda bu konu üzerine oldukça yo¼gun çal¬̧smalar yap¬lm¬̧s, beşinci

postülat¬de¼gi̧sik bir aç¬dan incelemeye çal¬̧sm¬̧slar ve sonuçta aşa¼g¬daki postülata

ulaşm¬̧slard¬r.

Düzlemde bir do¼gru ve üzerinde olmayan bir nokta verildi¼ginde, bu noktadan

geçen ve verilen do¼gruya paralel birden çok do¼gru geçer.

Bu postülat Öklidyen Geometrideki paralellik postülat¬gibi hiperbolik geometri

veya non-Öklidyen geometrinin temelini oluşturmuştur.

Bu de¼gi̧simin al¬̧s¬lmad¬k neticeleri non-Öklidyen geometrinin sürpriz özel-

likleri ve temelleri olarak tan¬mlanm¬̧st¬r. Örne¼gin; bir üçgende iç aç¬lar¬n toplam¬

180� de¼gildir, veya bir do¼grunun her iki taraf¬ndaki eşit uzakl¬ktaki noktalar¬n kümesi

gerçekte bir do¼gru de¼gil e¼gri teşkil ederler vs.

Hiperbolik geometrinin tarihinde üç profesyonel ikide amatör matematikçi

önemli rol oynam¬̧st¬r. Amatör matematikçiler Schweikart (1780-1859) ve onun

ye¼geni Taurinus�tur (1799-1874). 1816 ya kadar Schweikart beşinci postülattan

ba¼g¬ms¬z olarak bir "Astral Geometry" ad¬yla bir geometri geli̧stirmi̧stir. Yapm¬̧s

oldu¼gu çal¬̧smalar¬bast¬rmam¬̧st¬r. Ye¼geni Taurinus ise 1824 y¬l¬nda bir Hiperbolik

Geometri elde etmi̧stir.

Profesyonel matematikçiler ise Carl Friedrich Gauss (1777-1855), Nikolai
·Ivanoviç Lobachevskii (1793-1856) ve Janos Bolyai (1802-1860) dir. Gauss�un kendi

malikanesindeki çal¬̧smalar¬ndan anlaş¬lmaktad¬r ki, gençlik y¬llar¬nda paralellik

postülat¬n¬ele alm¬̧s ve 1817 y¬l¬nda non-Öklidyen geometrinin basit bir ifadesini

vermi̧stir. O verdi¼gi bu ifade de baz¬kaŗs¬laşt¬rmalar yapm¬̧s ve bildiklerini küçük yo-

rumlarla vermi̧stir. Janos Bolyai nin babas¬Farkas Wolfgang (1775-1856), Gauss�un

ö¼grencilikten arkadaş¬yd¬ve hayat¬boyunca onunla birlikteydi. Farkas da hayat¬n¬n

büyük bir bölümünü paralellik postülat¬n¬ ispatlamaya vakfetti fakat başaramad¬.

Onun çal¬̧smalar¬n¬b¬rakt¬¼g¬yerden o¼glu azimli bir şekilde devam ederek 1823�de

Hiperbolik Geometrinin temelini oluşturdu. Bolyai�nin yapt¬¼g¬çal¬̧smalar babas¬n¬n

yazd¬¼g¬kitab¬n sonuna ilave edilerek 1832-1833 de yay¬nlanm¬̧st¬r. Lobachevskii�de

non-Öklidyen Geometriyi geni̧s bir şekilde ele alm¬̧s ve onun çal¬̧smalar¬da 1829�da

yay¬nlanm¬̧st¬r.

Gauss, Bolyai ve Lobachevskii non-Öklidyen geometriyi bir sentetik baz üz-

erinde aksiyomatik olarak geli̧stirmi̧s, bu geometrinin ne analitik anlam¬na ne de

analitik modellerine bakmam¬̧slard¬r. Bu matematikçiler kendi geometrilerinin tu-

tarl¬l¬¼g¬n¬ispatlama yoluna gitmemi̧sler, non-Öklidyen geometride geni̧s irdelemeler
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yaparak hükümler vermi̧slerdir. Yapt¬klar¬çal¬̧smalar¬n tutarl¬l¬¼g¬daha sonraki tar-

ihlerde keşfedilmi̧stir. Lobachevskii Öklidyen geometrinin trigonometrik formüller-

ine dayanarak bir non-Öklidyen trigonometri geli̧stirmi̧stir. Hiperbolik non-Öklidyen

geometrinin analitik çal¬̧s¬lmas¬na esas gereksinim Euler, GaspardMonge ve Gauss�un

e¼grisel yüzeyler üzerine yapm¬̧s oldu¼gu çal¬̧smalarda ortaya ç¬km¬̧st¬r.

1837�de Lobachevskii, sabit negatif e¼grilikli e¼grisel yüzeylerin non-Öklidyen Geometride

temsil edilebilirli¼gini önermi̧s, iki y¬l sonra yap¬lan çal¬̧sma yay¬nlanm¬̧s ve bu çal¬̧sma

sabit e¼grilikli yüzeyler üzerine geni̧s bir çal¬̧sma alan¬oluşturmuştur. Bu nedenle,

literatürde Hiperbolik uzay¬n bir di¼ger ismi ise Lobachevskii uzay¬olarak adland¬r¬l¬r.

Bernhard Riemann(1826-1866), yüzeylerin oldukça geni̧s bir genellemesini

yapm¬̧st¬r. Bu ise günümüzde Riemann Manifoldlar¬olarak adland¬r¬lmaktad¬r. Rie-

mann�¬n bu çal¬̧smalar¬bir s¬çrama tahtas¬olmuştur. Yap¬lar aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar

Eugenio Beltrami taraf¬ndan 1868�de aç¬k bir şekilde ortaya konmuştur. Öklideyen

Geometri ne kadar tutarl¬ise non-Öklidyen Geometrinin de o kadar tutarl¬oldu¼gu-

nun anlaş¬lmas¬ üzerine, non-Öklidyen geometri için analitik modeller kurularak

çal¬̧smalar yap¬lm¬̧st¬r. Bu modellerin konformal üç tanesi Henri Poincare nin ad¬yla

an¬l¬r. Poincare modelleri verirken komplex de¼gerleri kullanm¬̧st¬r.

Hiperbolik geometri üç temel konuda ilerleme kaydetmi̧stir.

i) Komplex de¼gi̧skenler ve konformal dönüşümler: Poincare�nin Hiperbolik

uzay tan¬m¬n¬n temelini oluşturur.

ii) Topoloji: Özellikle Thurston�un 3-manifoldlar¬n geometrizasyonun yap¬-

land¬r¬lmas¬

iii) Grup teori: Gramov�un kombinatoryal grup teorisi

Esasen hiperbolik geometri bu üç konunun merkezinde yer almaktad¬r. Hiper-

bolik uzay¬n beş temel modeli ve bunlar aras¬ndaki izometrik geçi̧sler verilerek bu

modellerden sadece Hiperboloidal model, bu tezde Hiperbolik uzay olarak al¬nm¬̧s

ve çal¬̧smalar bu model üzerinde yap¬land¬r¬lm¬̧st¬r.

3.1 Lorentz Uzay¬

Bu bölüm boyunca n > 1 oldu¼gu kabul edilecektir.

Tan¬m 3.1 x ve y, Rn de iki vektör olsun. x ve y nin Lorentz iç çarp¬m¬

x � y = �x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn
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reel say¬s¬olarak tan¬mlan¬r. Lorentz iç çarp¬m¬ile birlikte Rn vektör uzay¬n¬içeren
iç çarp¬m uzay¬na n-boyutlu Lorentz uzay¬denir ve Rn1 ile gösterilir.

Bazen Rn üzerindeki Lorentz iç çarp¬m yerine

hx; yiL = x1y1 + x2y2 + :::+ xn�1yn�1 � xnyn (3.1)

şeklinde bir iç çarp¬m kullan¬l¬r. Yeni iç çarp¬m ile birlikte Rn i içeren iç çarp¬m uza-
y¬na da n-boyutlu Lorentz uzay¬denir. Bu bölümde (3:1) iç çarp¬m¬n¬kullanaca¼g¬z.

Tan¬m 3.2 x 2 Rn1 olsun. x vektörünün Lorentz normu (uzunlu¼gu)

kxk = (x � x)
1
2 (3.2)

kompleks say¬s¬olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 3.3 Rn1 Lorentz uzay¬nda

Cn�1 =
�
x 2 Rn1 j x21 = x22 + :::+ x2n

	
kümesine ¬̧s¬k konisi (light koni) denir. x�x = 0 ise x vektörüne ¬̧s¬k benzeri (lightlike
veya null) vektör denir.[1]

Tan¬m 3.4 x 2 Rn1 olsun. x � x > 0 ise x vektörüne uzay benzeri (spacelike) vektör
denir.

Cn�1 hiperkonisinin d¬̧s¬, Rn1 uzay¬n¬n spacelike vektörlerinden oluşan aç¬k alt
kümesidir.

Tan¬m 3.5 x 2 Rn1 olsun. x�x < 0 ise x vektörüne zaman benzeri (timelike) vektör
denir.

Cn�1 hiperkonisinin içi, Rn1 uzay¬n¬n timelike vektörlerinden oluşan aç¬k alt
kümesidir. E¼ger x1 > 0 ise x vektörüne pozitif timelike vektör, x1 < 0 ise x vektörüne

negatif timelike vektör denir.

Uyar¬3.1 Rn�11 deki bir x vektörü

x = (x2; x3; :::; xn) (3.3)

ile tan¬mlan¬r. O halde

kxk2 = �x21 + jxj
2 (3.4)
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şeklindedir. x,y 2 Rn1 iki vektör olmak üzere

x � y = �x1y1 + hx; yi (3.5)

şeklinde yaz¬labilir.

Teorem 3.1 x ve y , Rn de s¬f¬rdan farkl¬spacelike olmayan iki vektör olsun. O
halde x � y � 0 olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul x ve y nin lineer ba¼g¬ms¬z iki

lightlike vektör olmas¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki x ve y nin her ikiside pozitif olsun. O halde x = (x1; x2; :::; xn),
x = (x2; x3; :::; xn), y = (y1; y2; :::; yn), y = (y2; y3; :::; yn) olmak üzere

kxk2 = �x21 + jxj
2

olmak üzere

x21 + kxk
2 = jxj2

ve benzer şekilde

kyk2 = �y21 + jyj
2

olmak üzere

y21 + kyk
2 = jyj2

yaz¬labilir ve ayr¬ca x; y pozitif vektörler oldu¼gundan x1 > 0, y1 > 0 olmak üzere

x1 � jxj ve y1 � jyj

olur. Dolay¬s¬yla

x1y1 � jxj jyj � hx; yi

eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬için gerekli ve yeterli koşul

x1 = jxj ve y1 = jyj ve hx; yi = jxj jyj

olmas¬d¬r. Öte yandan bir V reel vektör uzay¬üzerinde v; w 2 V için

jhv; wij � kvk kwk

eşitsizli¼gi sa¼glan¬r ve özel olarak jhv; wij = kvk kwk olmas¬ için gerekli ve yeterli
koşul v ve w n¬n lineer ba¼g¬ml¬olmas¬d¬r.

Bu yüzden

x � y = �x1y1 + hx; yi � 0
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eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬için gerekli ve yeterli koşul x ve y vektörlerinin lineer ba¼g¬m-

s¬z lightlike vektörler olmas¬d¬r.

Teorem 3.2 E¼ger x ve y, Rn de s¬f¬rdan farkl¬spacelike olmayan, ayn¬causal karak-
tere sahip vektörler ve t > 0 ise o halde

a. tx vektörü de x ile ayn¬causal karakterli ve benzerdir.

b. x + y vektörü de x ve y ile ayn¬causal karaktere sahip spacelike olmayan vek-

tördür. Ayr¬ca x + y vektörünün lightlike olmas¬için gerekli ve yeterli koşul x ve y

nin lineer ba¼g¬ms¬z lightlike vektörler olmas¬d¬r.

Sonuç 3.1 Tüm pozitif (negatif) timelike vektörlerin kümesi Rn in bir konveks alt
kümesidir.

Tan¬m 3.6 � : Rn ! Rn bir fonksiyon olsun. � fonksiyonunun bir lorentz dönüşüm
olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

� (x) � � (y) = x � y, 8x; y 2 Rn

olmas¬d¬r. Ayr¬ca Rn in fv1; v2; :::; vng taban¬n¬n Lorentz ortonormal olmas¬ için
gerekli ve yeterli koşul v1 � v1 = �1 ve vi � vj = �ij olmas¬d¬r. Not edelim ki Rn in
fe1; e2; :::; eng standart taban¬Lorentz ortonormaldir.

Teorem 3.3 Bir � : Rn ! Rn fonksiyonunun Lorentz dönüşümü olmas¬için gerekli
ve yeterli koşul � dönüşümünün lineer ve f� (e1) ; :::; � (en)g kümesinin Rn in Lorentz
ortonormal taban¬olmas¬d¬r.
·Ispat. Kabul edelim ki �, Rn in bir Lorentz dönüşümü olsun. O halde Lorentz

dönüşümünün tan¬m¬gere¼gi

� (e1) � � (e1) = e1 � e1 = �1

ve

� (ei) � � (ej) = ei � ej = �ij

şeklindedir. Öte yandan lorentz ortonormal taban¬n tan¬m¬gere¼gi f� (e1) ; :::; � (en)g
kümesi Rn in bir lorentz ortonormal taban¬olur.

x 2 Rn olsun. Bu durumda

� (x) =
nX
i=1

ci� (ei)

= c1� (e1) + c2� (e2) + :::+ cn� (en)
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olacak şekilde ci 2 R katsay¬lar vard¬r. f� (e1) ; :::; � (en)g lorentz ortonormal bir
taban oldu¼gundan

�c1 = � (x) � � (e1) = x � e1 = �x1

ve

cj = � (x) � � (ej) = x � ej = xj, j > 1

yaz¬labilir.

�

 
nX
i=1

xiei

!
=

nX
i=1

xi� (ei)

oldu¼gundan � lineerdir.

Tersine olarak kabul edelim ki � lineer ve f� (e1) ; :::; � (en)g Rn in lorentz
ortonormal taban¬olsun. O halde

� (x) � � (y) = �

 
nX
i=1

xiei

!
� �
 

nX
j=1

yjej

!

=

 
nX
i=1

xi� (ei)

!
�
 

nX
j=1

yj� (ej)

!

=
nX
i=1

nX
j=1

xiyj� (ei) � � (ej)

= �x1y1 + x2y2 + :::+ xnyn
= x � y

oldu¼gundan � bir lorentz dönüşümüdür.

n� n tipindeki bir A reel matrisinin lorentziyon olmas¬için gerekli ve yeterli
koşul

A : Rn ! Rn

x 7! A (x) = Ax

şeklinde tan¬ml¬ lineer dönüşümün Lorentziyon dönüşüm olmas¬d¬r. Matrislerdeki

çarpma i̧slemi ile birlikte tüm n�n tipindeki Lorentz matrislerin kümesi O (1; n� 1)
şeklinde bir grup oluşturur. Bu O (1; n� 1) grubuna n � n tipindeki matrislerin
Lorentz grubu ad¬verilir. Teorem 3.3 denO (1; n� 1) grubu, Rn in Lorentz dönüşüm-
lerinin grubuna izomor�ktir. Aşa¼g¬daki teorem Teorem 3.3 den aç¬kt¬r.

Teorem 3.4 A, n�n tipinde bir reel matris ve J , n�n tipinde J = diag (�1; 1; :::; 1)
şeklinde tan¬ml¬diagonal matris olsun. O halde aşa¼g¬dakiler denktir.

a. A matrisi Lorentziand¬r.

b. A matrisinin sütunlar¬, Rn in bir Lorentz ortonormal taban¬n¬oluşturur.
c. A matrisi AtJA = J denklemini sa¼glar.
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d. A matrisi AJAt = J denklemini sa¼glar.

e. A matrisinin sat¬rlar¬, Rn in bir Lorentz ortonormal taban¬n¬oluşturur.

A bir Lorentz matris olsun. AtJA = J oldu¼gundan (detA)2 = 1 olur. Böylece

(detA) = �1 dir. SO (1; n� 1), detA = 1 olacak şekildeki O (1; n� 1) grubundaki
tüm A matrislerinin kümesi olsun. O halde SO (1; n� 1), O (1; n� 1) de indeksi iki
olan bir alt gruptur. Bu SO (1; n� 1) grubuna özel Lorentz grubu denir.

Sonuç 3.1 den Rn deki tüm timelike vektörlerin kümesi, pozitif timelike vek-

törlerin kümesi ve negatif timelike vektörlerin kümesi olmak üzere iki ba¼glant¬l¬

bileşenlere sahiptir. Bir A Lorentz matrsinin pozitif(negatif) olmas¬için gerekli ve

yeterli koşul A matrisinin pozitif timelike vektörleri pozitif(negatif) timelike vektör-

lere dönüştürmesidir. Örne¼gin J matrisi negatiftir. Bir Lorentz matris ya pozitiftir

ya da negatiftir.

PO (1; n� 1), O (1; n� 1) deki tüm pozitif matrislerin kümesi olsun. O halde
PO (1; n� 1), O (1; n� 1) de indeksi iki olan bir alt gruptur. PO (1; n� 1) pozi-
tif matrisler grubuna pozitif Lorentz grup denir. Benzer şekilde PSO (1; n� 1),
SO (1; n� 1) de tüm pozitif matrislerin kümesi olsun. O halde PSO (1; n� 1),
SO (1; n� 1) de iki indeksli bir alt gruptur. Bu PSO (1; n� 1) grubuna pozitif özel
Lorentz grup denir.

Tan¬m 3.7 x,y 2 Rn vektörlerinin Lorentz ortogonal olmas¬için gerekli ve yeterli
koşul x � y = 0 olmas¬d¬r.

Teorem 3.5 x ve y , Rn de s¬f¬rdan farkl¬Lorentz ortogonal vektörler olsun. E¼ger
x timelike ise o halde y spacelike bir vektördür.

Tan¬m 3.8 V , Rn nin bir alt vektör uzay¬olsun.
a. V uzay¬n¬n timelike alt uzay olmas¬için gerekli ve yeterli koşul V uzay¬n¬n

bir timelike vektöre sahip olmas¬d¬r.

b. V uzay¬n¬n spacelike alt uzay olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul V deki

s¬f¬rdan farkl¬her vektörün spacelike olmas¬d¬r.

c. Di¼ger durumlarda V lightliked¬r.

Teorem 3.6 Her bir m boyut için, Rn in m-boyutlu timelike alt vektör uzaylar¬n¬n
üzerinde PO (1; n� 1) in do¼gal hareketi geçişlidir.

Teorem 3.7 x ve y, Rn de pozitif (negatif) timelike vektörler olsun. O halde

x � y � kxk kyk
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eşitsizli¼ginin sa¼glanmas¬ için gerekli ve yeterli koşul x ve y nin lineer ba¼g¬ms¬z ol-

mas¬d¬r.

Tan¬m 3.9 (Timelike Vektörler Aras¬ndaki Timelike Aç¬) x ve y , Rn de pozi-
tif(negatif) timelike vektörler olsunlar. Teorem 3.1.7 den

x � y = kxk kyk cosh � (x; y) (3.6)

olacak şekilde negatif olmayan bir tek � (x; y) reel say¬s¬ vard¬r. Bu � (x; y) reel

say¬s¬na x ve y aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬denir.

Burada � (x; y) = 0 olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul x ve y den birinin

di¼gerinin pozitif skaler kat¬olmas¬d¬r.

3.2 Hiperbolik Uzay

Rn+1 de r yar¬çapl¬ bir küre
1

r2
sabit e¼grilikli ve hiperbolik n-uzay sabit negatif

e¼grili¼ge sahip oldu¼gu için küresel ve hiperbolik geometriler benzerlik gösterir ve

hiperbolik n-uzay sanal yap¬çapl¬bir küre olmal¬d¬r. Lorentz (n+ 1)-uzayda sanal

uzunluklar mümkün oldu¼gu için hiperbolik n-uzay için bizim modelimiz

F n =
�
x 2 Rn+1 j kxk2 = �1

	
şeklinde tan¬ml¬birim sanal yar¬çapl¬ küredir. Tek problem şudur ki F n kümesi

ba¼glant¬l¬de¼gildir. F n kümesi

x21 � jxj
2 = 1

denklemi ile tan¬ml¬bir çift kanatl¬hiperboloiddir. F n kümesinde x1 > 0 olacak

şekildeki tüm x lerin kümesine F n in pozitif kanad¬, x1 < 0 olacak şekildeki tüm x

lerin kümesine F n in negatif kanad¬denir.

Tan¬m 3.10 F n in pozitif kanad¬na hiperbolik n-uzay¬n Hn hiperboloidal modeli

denir.

Tan¬m 3.11 x,y 2 Hn ve � (x; y), x ve y aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬olsun. x

ve y aras¬ndaki hiperbolik uzunluk

dH = � (x; y) (3.7)

reel say¬s¬olarak tan¬mlan¬r.
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x � y = kxk kyk cosh� (x; y)

oldu¼gu için

cosh dH (x; y) = �x � y (3.8)

denklemine sahip oluruz.

dH , Hn üzerinde metriktir ve bu ileride gösterilecektir. Fakat ilk önce R3

deki vektörel çarp¬mla alakal¬baz¬önemli sonuçlar¬verelim.

Tan¬m 3.12 (Lorentz Vektörel Çarp¬m) x,y 2 R3 ve

J =

0B@ �1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CA (3.9)

olsun. x ve y nin Lorentz vektörel çarp¬m¬

x
 y = J (x� y) (3.10)

olarak tan¬mlan¬r.

Aç¬kt¬r ki

x � (x
 y) = x � J (x� y) = hx; (x� y)i = 0
y � (x
 y) = y � J (x� y) = hy; (x� y)i = 0

dir. Dolay¬s¬yla x
 y, hem x hem y ye Lorentz ortogonaldir.

Aşa¼g¬daki teorem

x
 y = J (y)� J (x)

özdeşli¼gi yard¬m¬yla kolayl¬kla gösterilebilir.

Teorem 3.8 w,x,y,z 2 R3 vektörleri verilsin.
a. x
 y = �y 
 x

b. (x
 y) � z =

�������
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

�������
c. x� (y 
 z) = (x � y) z � (z � x) y

d. (x
 y) � (z 
 w) =
����� x � w x � z
y � w y � z

�����
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Sonuç 3.2 E¼ger x ve y; R3 de lineer ba¼g¬ms¬z pozitif (negatif) timelike vektörler ise
o halde x
 y spacelikedir ve

kx
 yk = �kxk kyk sinh� (x; y)

dir.

·Ispat. Teorem 3.8 in dördüncü özelli¼ginden

kx
 yk2 = (x � y)2 � kxk2 kyk2

= kxk2 kyk2 cosh2 � (x; y)� kxk2 kyk2

= kxk2 kyk2
�
cosh2 � (x; y)� 1

�
ve buradan da

kx
 yk = �kxk kyk sinh� (x; y)

elde edilir.

Sonuç 3.3 E¼ger x ve y, R3 de spacelike vektörler ise o halde
a. jx � yj < kxk kyk , x
 y timelikedir.
b. jx � yj = kxk kyk , x
 y lightlikedir.
c. jx � yj > kxk kyk , x
 y spacelikedir.

Teorem 3.9 dH hiperbolik uzakl¬k fonksiyonu Hn üzerinde bir metriktir.
·Ispat. dH fonksiyonu aç¬kt¬r ki Teorem 3.7 ile negatif olmayan, simetrik ve nonde-

jeneredir. ·Ispat için sadece

dH (x; z) � dH (x; y) + dH (y; z)

üçgen eşitsizli¼gini göstermemiz yeterlidir.

Rn+1 in pozitif Lorentz dönüşümleri Hn üzerinde hareket eder ve aç¬kt¬r ki

hiperbolik uzunluklar¬korur. Şimdi x,y,z vektörleri Rn+1 in en fazla üç boyutlu bir
alt vektör uzay¬n¬n taban¬olsun. Teorem 3.6 dan kabul edebiliriz ki x,y,z e1,e2,e3
ile gerilen Rn+1 in alt uzay¬nda olsunlar. Di¼ger taraftan kabul edebiliriz ki n = 2

dir. Sonuç 3.2 den

kx
 yk = sinh� (x; y) ve ky 
 zk = sinh� (y; z)

dir. y vektörü hem x 
 y hem de y 
 z ye Lorentz ortogonal oldu¼gundan y ve
(x
 y) 
 (y 
 z) vektörleri lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Bu yüzden ya s¬f¬r ya da timelikedir.
Sonuç 3.3 den

j(x
 y) � (y 
 z)j � kx
 yk ky 
 zk
16



olur.

cosh (� (x; y) + � (y; z)) = cosh� (x; y) cosh� (y; z) + sinh� (x; y) sinh� (y; z)

= (x � y) (y � z) + kx
 yk ky 
 zk
� (x � y) (y � z) + (x
 y) � (y 
 z)
= (x � y) (y � z) + ((x � z) (y � y)� (x � y) (y � z))
= �x � z
= cosh� (x; z)

yaz¬labilir. Böylece

� (x; z) � � (x; y) + � (y; z)

elde edilir.

Hn üzerindeki dH metri¼gine Hiperbolik metrik denir. dH ile tan¬mlanan Hn

in metrik topolojisi, Hn üzerinde dE Öklid metri¼gi ile belirlenen metrik topoloji ile

ayn¬d¬r. Burada

dE (x; y) = jx� yj (3.11)

dir. dH metri¼gi ile birlikte Hn metrik uzay¬na Hiperbolik n-uzay denir. Dolay¬s¬yla

Hiperbolik n-uzay Hn ile gösterilir.

Hn ! Hn şeklinde tan¬ml¬bir izometriye Hiperbolik izometri denir.

Teorem 3.10 Rn+1 in her pozitif Lorentz dönüşümü, Hn in bir izometrisine k¬s¬t-

lanabilir veHn in her izometrisi Rn+1 in bir tek pozitif Lorentz dönüşümüne genişletilir.

Sonuç 3.4 I (Hn) Hiperbolik izometrilerin grubu PO (1; n) pozitif Lorentz grubuna

izomor�ktir.

Tan¬m 3.13 Hn ile Rn+1 in 2-boyutlu timelike altvektör uzay¬n¬n arakesitine Hn

in bir hiperbolik do¼grusu denir.

x ve y, Hn in farkl¬noktalar¬olsun. O halde x ve y, Rn+1 in iki boyutlu bir
timelike V (x; y) alt uzay¬n¬gerer ve böylece

L (x; y) = Hn \ V (x; y)

hem x hemde y yi içerenHn in tek hiperbolik do¼grusudur. Ayr¬ca L (x; y) hiperbolün

bir dal¬d¬r.

Tan¬m 3.14 x,y,z 2 Hn noktalar¬n¬n hiperbolik olarak do¼grusal olmas¬için gerekli

ve yeterli koşul Hn in x,y,z noktalar¬n¬içeren bir L hiperbolik do¼grusunun olmas¬d¬r.
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Lemma 3.1 E¼ger x,y,z 2 Hn ve � (x; y) + � (y; z) = � (x; z) ise o halde x,y,z

hiperbolik olarak do¼grusald¬r.

Tan¬m 3.15 x,y 2 Rn+1 vektörlerinin Lorentz ortonormal olmas¬ için gerekli ve
yeterli koşul

kxk2 = �1; x � y = 0

ve

kyk2 = 1

olmas¬d¬r.

Teorem 3.11 � : [a; b]! Hn bir e¼gri olsun. Aşa¼g¬dakiler denktir.

a. �-e¼grisi bir jeodezik yayd¬r.

b. � (t) = [cosh (t� a)]x + [sinh (t� a)] y olacak şekilde Rn+1 de Lorentz
ortogonal x,y vektörleri vard¬r.

c. �-e¼grisi �
00 � � = 0 diferansiyel denklemini sa¼glar.

Teorem 3.12 � : R ! Hn fonksiyonunun bir jeodezik do¼gru olmas¬ için gerekli

ve yeterli koşul � (t) = (cosh t)x + (sinh t) y olacak şekilde Rn+1 de x ve y Lorentz
ortonormal vektörlerinin olmas¬d¬r.

·Ispat. Kabul edelim ki � (t) = (cosh t)x + (sinh t) y olacak şekilde Rn+1 de x ve
y Lorentz ortogonal vektörleri var olsun. Bu durumda � (t), �

00 � � = 0 diferan-

siyel denklemini sa¼glar. O halde a < b olmak üzere � n¬n herhangi [a; b] aral¬¼g¬na

k¬s¬tlanmas¬Teorem 3.11 den bir jeodezik yay olur. Böylece � bir jeodezik do¼grudur.

Tersine olarak kabul edelim ki � bir jeodezik do¼gru olsun. Teorem 3.11 den

� fonksiyonu �
00 � � = 0 diferansiyel denklemini sa¼glar. Sonuç olarak

� (t) = (cosh t)� (0) + (sinh t)�
0
(0)

d¬r. Teorem 3.11 in ispat¬nda oldu¼gu gibi � (0) ve �
0
(0) Lorentz ortonormaldir.

Sonuç 3.5 Hn in jeodezikleri onun hiperbolik do¼grular¬d¬r.

·Ispat. Teorem 3.11 den Hn in her geodezi¼gi bir hiperbolik do¼grudur. Tersine olarak

L, Hn in bir hiperbolik do¼grusu olsun. Teorem 3.6 dan kabul edelim ki n = 1 olsun.

Yani L = H
0
dir. � : R! H

0
, � (t) = (cosh t) e1 + (sinh t) e2 tan¬mlayal¬m. O halde

�, H
0
üzerinde bir jeodezik do¼gru dönüşümüdür. Böylece L bir jeodeziktir.
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Tan¬m 3.16 Rn+1 in (m+ 1)-boyutlu timelike alt vektör uzay¬ile Hn in arakesitine

Hn in hiperbolik m-düzlemi denir.

Ayr¬ca Hn in hiperbolik 1-düzlemi Hn in hiperbolik do¼grusudur. Hn in hiper-

bolik (n� 1)-düzlemine Hn in hiperdüzlemi denir.

x 2 Rn+1 spacelike bir vektör olsun. x taraf¬ndan üretilen hxi alt vektör
uzay¬n¬n Lorentz bileşeni Rn+1 in n-boyutlu timelike alt vektör uzay¬d¬r. Dolay¬s¬yla

P = hxiL \Hn

Hn in bir hiperdüzlemidir. Bu P hiperdüzlemine x-e Lorentz ortogonal olan Hn in

hiperdüzlemi denir.

Teorem 3.13 x ve y, Rn+1 de lineer ba¼g¬ms¬z spacelike vektörler olsun.
Aşa¼g¬dakiler denktir.

a. x ve y vektörleri jx � yj < kxk kyk denklemini sa¼glar.
b. x ve y taraf¬ndan üretilen V alt vektör uzay¬spacelikedir.

c. Hn in s¬ras¬yla x ve y ye Lorentz ortogonal olan P ve Q hiperdüzlemleri

kesişirler.

Tan¬m 3.17 (Spacelike Vektörler Aras¬ndaki Spacelike Aç¬) x ve y, spacelike bir alt

vektör uzay¬n¬geren, Rn+1 de spacelike vektörler olsun. O halde Teorem 3.13 den

jx � yj � kxk kyk

eşitsizli¼gine sahip oluruz. x ve y lineer ba¼g¬ml¬olursa eşitlik durumu da gerçeklenir.

Dolay¬s¬yla

x � y = kxk kyk cos� (x; y) (3.12)

olacak şekilde bir tek 0 < � (x; y) < � koşulunu sa¼glayan � (x; y) reel say¬s¬vard¬r.

Bu � (x; y) say¬s¬na x ve y aras¬ndaki Lorentz spacelike aç¬denir.

Ayr¬ca � (x; y) = 0 olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul x ve y den birinin

di¼gerinin pozitif skaler kat¬ olmas¬d¬r. � (x; y) =
�

2
olmas¬ için gerekli ve yeterli

koşul x ve y nin Lorentz ortogonal olmas¬d¬r. � (x; y) = � olmas¬ için gerekli ve

yeterli koşul x ve y den biri di¼gerinin negatif skaler kat¬olmas¬d¬r.

� : R ! Hn, � : R ! Hn, � (0) = � (0) olacak şekilde jeodezik do¼grular ve

�
0
(0), Rn+1 in bir spacelike alt vektör uzay¬n¬gersin. � ve � aras¬ndaki hiperbolik

aç¬�
0
(0) ve �

0
(0) aras¬ndaki Lorentz spacelike aç¬olarak tan¬mlan¬r.
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P , Hn in bir hiperdüzlemi ve � : R ! Hn, � (0) 2 P olacak şekilde bir

jeodezik do¼gru olsun. O halde L = � (R) hiperbolik do¼grusunun P ye Lorentz

ortogonal olmas¬için gerekli ve yeterli koşul P nin �
0
(0) a Lorentz ortogonal olan

Hn in hiperdüzlemi olmas¬d¬r.

Teorem 3.14 x ve y, Rn+1 de lineer ba¼g¬ms¬z spacelike vektörler olsun.
Aşa¼g¬dakiler denktir.

a. x ve y vektörleri jx � yj > kxk kyk eşitsizli¼gi sa¼glan¬r.
b. x ve y vektörleri taraf¬ndan gerilen V alt vektör uzay¬timelikedir.

c. x ve y ye Lorentz ortogonal olan s¬ras¬yla Hn in P ve Q hiperdüzlemi

ayr¬kt¬r ve ortak bir Lorentz ortogonal hiperbolik do¼gruya sahiptir.

Uyar¬3.2 Teorem 3.14 ten e¼ger P ve Q, ortak bir Lorentz ortogonal hiperbolik N

do¼grusuna sahip ve Hn in ayr¬k hiperdüzlemleri ise o halde N tektir. Ayr¬ca e¼ger

x,y 2 Rn+1, P ve Q ya Lorentz ortogonal olan spacelike vektörler ise o halde x ve

y, N nin te¼get vektörleridir.

Tan¬m 3.18 (Spacelike Vektörler Aras¬ndaki Timelike Aç¬) x ve y, Rn1 de timelike
bir alt vektör uzay¬n¬geren spacelike vektörler olsun. Teorem 3.14 den

jx � yj > kxk kyk

oldu¼gunu biliyoruz. Dolay¬s¬yla

jx � yj = kxk kyk cosh� (x; y) (3.13)

olacak şekilde bir tek pozitif � (x; y) reel say¬s¬vard¬r. Bu � (x; y) reel say¬s¬na x ve

y aras¬ndaki Lorentzian timelike aç¬denir.

Şimdi � (x; y) nin geometrik yorumuna girelim.

Teorem 3.15 x ve y, Rn1 de timelike bir alt vektör uzay¬n¬geren spacelike vektörler
ve P ,Q s¬ras¬yla x ve y ye Lorentz ortogonal olan Hn in hiperdüzlemleri olsun.

O halde � (x; y), P ve Q ya Lorentz ortogonal olan N hiperbolik do¼grusu boyunca

ölçülen P den Q ya hiperbolik uzakl¬kt¬r. Ayr¬ca x � y < 0 olmas¬ için gerekli ve

yeterli koşul x ve y nin N nin karş¬l¬kl¬yönlendirilmiş te¼get vektörleri olmas¬d¬r.

Tan¬m 3.19 (Bir Timelike ve Bir Spacelike Vektör Aras¬ndaki Aç¬) Rn1 de x bir
spacelike vektör ve y pozitif bir timelike vektör olsun. O halde

jx � yj = kxk kyk sinh� (x; y) (3.14)
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olacak şekilde bir tek pozitif � (x; y) reel say¬s¬vard¬r. Bu � (x; y) reel say¬s¬na x ve

y aras¬ndaki Lorentz timelike aç¬denir.

Şimdi � (x; y) say¬s¬n¬n geometrik yorumunu verelim.

Teorem 3.16 Rn1 de x bir spacelike vektör ve y pozitif bir timelike vektör, ve P ,
x�e Lorentz ortogonal olan Hn in hiperdüzlemi olsun. O halde � (x; y),

y

kyk dan P

ye Lorentz ortogonal olan
y

kyk dan geçen N hiperbolik do¼grusu boyunca ölçülen P ye

olan hiperbolik uzakl¬kt¬r. Ayr¬ca x � y < 0 olmas¬için gerekli ve yeterli koşul x ve
y nin P taraf¬ndan gerilen Rn1 nin hiperdüzleminin z¬t tara�ar¬üzerinde olmas¬d¬r.
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4. H·IPERBOL·IK UZAYDA E¼GR·ILER VE YÜZEYLER

Bu bölümde H3 uzay¬nda e¼griler ve yüzeylerin diferensiyel geometrisi özetlenecek ve

H3 uzay¬n¬n Lorentzian modeli al¬nacakt¬r.

4.1 Hiperbolik Uzayda E¼griler

H3 de e¼grilerin[4] de verilen içsel diferensiyel geometrisini özetleyelim.

 : I ! H3 birim h¬zl¬regüler e¼gri olsun. Böylece kt (s)k = 1 olmak üzere

t (s) = 
0
(s)

te¼get vektörüne sahip oluruz.


t
0
(s) ; t

0
(s)
�
6= �1 olmak üzere

n (s) =
t
0
(s)�  (s)

kt0 (s)�  (s)k

-e¼grisinin birim normal vektörüdür.

Gerçektende, D; R41 üzerindeki Riemann konneksiyonu, D de H3 deki Rie-

mann konneksiyonu olmak üzere Gauss denkleminden

DXY = DXY � hS (X) ; Y iN

oldu¼gundan

DXY = DXY + hS (X) ; Y iN

ve

S = �I3; N =  (s)

olmak üzere

DXY = DXY � hX; Y i 

olur.

O halde

Dt(s)t (s) = Dt(s)t (s)� ht (s) ; t (s)i  (s)

oldu¼gundan

t
0

h (s) = t
0

h (s)�  (s)

olur. Dolay¬s¬yla

n (s) =
t
0
h (s)t0h (s)
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olmak üzere

n (s) =
t
0
(s)�  (s)

kt0 (s)�  (s)k
olarak elde edilir.  n¬n binormal vektörüde

e (s) =  (s) ^ t (s) ^ n (s)

şeklinde tan¬mlan¬r. Buradan elde edilen f (s) ; t (s) ; n (s) ; e (s)g çat¬s¬na -boyunca
R41 ün pseuda ortonormal çat¬s¬denir.

H3 deki Riemann konneksiyonu D; R41 deki Riemann konneksiyonu D ve

ht0 (s) ; t0 (s)i 6= �1 olmak üzere

�h : I ! R
s 7! �h (s) =



Dt(s)t (s) ; n (s)

�
fonksiyonuna H3 ün Hiperbolik e¼grilik fonksiyonu denir. O halde

�h (s) =


Dt(s)t (s) ; n (s)

�
=
D
Dt(s)t (s)� ht (s) ; t (s)i  (s) ; n (s)

E
=


t
0
(s) ; n (s)

�
� ht (s) ; t (s)i h (s) ; n (s)i

oldu¼gundan

�h (s) =
D
t
0
(s) ; n (s)

E
olur. Öte yandan

n (s) =
t
0
(s)�  (s)

kt0 (s)�  (s)k
olmak üzere

t
0
(s) =

t0 (s)�  (s)n (s) +  (s)
ve

�h (s) =

t0 (s)�  (s)n (s) +  (s) ; n (s)�

=
t0 (s)�  (s) hn (s) ; n (s)i+ h (s) ; n (s)i

buradan da

�h (s) =
t0 (s)�  (s)

olarak elde edilir. Böylece  : I ! H3 birim h¬zl¬e¼grisinin

�h (s) =
t0 (s)�  (s)

de¼gerine  e¼grisinin Hiperbolik e¼grili¼gi denir.
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D ve D s¬ras¬yla R41 ve H
3 deki Riemann konneksiyon olmak üzere

�h : I ! R
s 7! �h (s) =



Dt(s)n (s) ; e (s)

�
fonksiyonuna H3 ün Hiperbolik burulma fonksiyonu denir.

Böylece


t
0
(s) ; t

0
(s)
�
6= �1 olmak üzere  : I ! H3 birim h¬zl¬e¼grisinin

�h (s) = �
det
�
 (s) ; 

0
(s) ; 

00
(s) ; 

000
(s)
�

[�h (s)]
2

de¼gerine de  e¼grisinin Hiperbolik burulmas¬denir.

Ayr¬ca  n¬n f (s) ; t (s) ; n (s) ; e (s)g çat¬s¬ndan elde edilen8>>>><>>>>:
Dt(s) (s) = t (s)

Dt(s)t (s) = �h (s)n (s) +  (s)

Dt(s)n (s) = ��h (s) t (s) + �h (s) e (s)
Dt(s)e (s) = ��h (s)n (s)

eşitliklerine -e¼grisinin Frenet-Serret denklemleri denir.[4]

�h (s) nin tan¬m¬ndan


t
0
(s) ; t

0
(s)
�
6= �1 koşulu �h (s) 6= 0 olmas¬na denk

oldu¼gu kolayl¬kla görülür.[4]

Gerçekten de;

t
0
(s) ; t

0
(s)
�
= h�h (s)n (s) +  (s) ; �h (s)n (s) +  (s)i
= �2h (s) hn (s) ; n (s)i+ 2�h (s) hn (s) ;  (s)i+ h (s) ;  (s)i

oldu¼gundan D
t
0
(s) ; t

0
(s)
E
= �1 + �2h (s)

olur. Dolay¬s¬yla D
t
0
(s) ; t

0
(s)
E
6= �1

oldu¼gundan

�2h (s) 6= 0

ve buradan da

�h (s) 6= 0

d¬r.

 (s) e¼grisinin �h (s) = 0 şart¬n¬sa¼glamas¬için gerekli ve yeterli koşul  (s)�c
jeodezik olacak şekilde bir c lightlike vektörünün var olmas¬d¬r.[4]
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�h (s) = 0 şart¬n¬sa¼glayan e¼griye Equidistant e¼gri denir. Ayr¬ca �h (s) = 1

ve �h (s) = 0 ise  bir Horoçemberdir.[4]

Tan¬m 4.1 (Hiperbolik Uzayda Sabit Aç¬l¬E¼griler) Te¼geti sabit bir do¼gru ile sabit

bir aç¬ yapan e¼griye R3 de genel helis e¼grisi denir. Bir e¼grinin genel helis e¼grisi
olmas¬için gerekli ve yeterli koşul bu e¼grinin e¼grili¼ginin burulmas¬na oran¬n¬n sabit

olmas¬d¬r.

Bu sonuç 1802 y¬l¬nda M.A.Lancret taraf¬ndan verilmi̧stir ve ilk olarak 1845

y¬l¬nda B. de Saint Venont taraf¬ndan ispatlanm¬̧st¬r.

Teorem 4.1 (Öklid Uzay¬nda Lancret Teoremi) R3 de bir e¼grinin genel helis e¼grisi
olmas¬ için gerekli ve yeterli koşul � = bK olacak şekilde sabit bir b say¬s¬n¬n var

olmas¬d¬r.[5]

Teorem 4.2 (Hiperbolik Uzayda Lancret Teoremi) Hiperbolik uzaydaki bir e¼grinin

genel helis e¼grisi olmas¬için gerekli ve yeterli koşul

a. � � 0 ve , H2 (�1) hiperbolik düzleminde bir e¼gridir.
veya

b. , H2 (�1) hiperbolik uzay¬nda bir helisdir.

4.2 Hiperbolik Uzayda Yüzeyler

H3 de yüzeylerin[4] de verilen içsel diferensiyel geometrisini özetleyelim.

v 2 R41 ve c 2 R için HP (v; c) = fx 2 R41 j hx; vi = c; c 2 Rg şeklinde v
pseuda normalli hiperdüzlem tan¬mlayal¬m.

a) v timelike ise HP (v; c) ye bir spacelike hiperdüzlem denir.

b) v spacelike ise HP (v; c) ye bir timelike hiperdüzlem denir.

c) v lightlike ise HP (v; c) ye bir lightlike hiperdüzlem denir.

fe0; e1; e2; e3g, R41 ün do¼gal taban¬ve xi = (xi0; x
i
1; x

i
2; x

i
3) olmak üzere her-

hangi x1,x2,x3 2 R41 için

x1 ^ x2 ^ x3 =

����������
�e0 �e1 �e2 �e3
x10 x11 x12 x13

x20 x21 x22 x23

x30 x31 x32 x33

����������
şeklindedir. Ayr¬ca

hx; x1 ^ x2 ^ x3i = det (x; x1; x2; x3)
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dir ve x1 ^ x2 ^ x3 herhangi xi ye ortogonaldir.

LC�+ =
�
x = (x0; x1; x2; x3) 2 R41 j x0 > 0, hx; xi = 0

	
orjin merkezli future light konisini alal¬m. R41 deki hiperdüzlemler ve H

3 ün kesi̧sme-

siyle verilen H3 de yüzeylerin üç tipi vard¬r.

a) HP (v; c) spacelike ise H3 \HP (v; c) yüzeyine küre denir.

b) HP (v; c) timelike ise H3 \HP (v; c) yüzeyine Equidistant yüzey denir.

c) HP (v; c) lightlike ise H3 \HP (v; c) yüzeyine Horoküre denir.

U � R2 bir aç¬k alt küme,M = x (u) ve x embedding olmak üzere x : U ! H3

bir regüler yüzey olsun. O halde fxu1 = x1, xu2 = x2g, x ile tan¬mlanan yüzeyin
te¼get düzleminin baz¬olmak üzere

e (u) =
x (u) ^ x1 (u) ^ x2 (u)
kx (u) ^ x1 (u) ^ x2 (u)k

vektörüne H3 de M yüzeyinin birim normali denir.

E : U � R2 ! S31 , E (u) = e (u) şeklindeki dönüşüme x parametrizasyonu ile

verilen yüzeyin de-Sitter Gauss dönüşümü denir. x (u) 2 H3, e (u) 2 S31 ve

hx (u) ; e (u)i = 0

oldu¼gundan x (u)� e (u) 2 LC�+ d¬r.
Gerçekten de x (u)�e (u) 2 LC�+ olmas¬için x (u)�e (u) vektörünün lightlike

olmas¬gerekir. Dolay¬s¬yla

hx (u)� e (u) ; x (u)� e (u)i = hx (u) ; x (u)i � 2 hx (u) ; e (u)i+ he (u) ; e (u)i

oldu¼gundan

hx (u)� e (u) ; x (u)� e (u)i = 0

ve böylece x (u)� e (u) 2 LC�+ d¬r.
L� : U � R2 ! LC�+, L

� (u) = x (u)� e (u) şeklindeki dönüşüme
x parametrizasyonu ile verilen yüzeyin light koni Gauss dönüşümü denir.

Dv, v te¼get vektörüne göre kovaryant türev olmak üzere herhangi

p = x (u0) 2M ve TpM için

DvL
� 2 TpM

dir.[4]
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U ve M nin özellikleri alt¬nda dx (u0) türevi TpM te¼get uzay¬üzerinde ITpM
özdeşlik dönüşümü ile özdeştir. (p = x (u0))

Gerçekten de; vp 2 TpM , TpM = Sp fxu1 ; xu2g oldu¼gundan

vp =
2X
i=1

aixui

şeklinde yaz¬labilir. O halde

dvpx (p) = d 2X
i=1

aixui

x (p)

=

2X
i=1

aidxuix (p)

=
2X
i=1

aixui

= vp

yani

(dx (p)) (vp) = vp

oldu¼gundan

dx (p) = ITpM

olur.

Dolay¬s¬yla L� (u) = x (u)� e (u) olmak üzere

dL� (u0) = dx (u0)� de (u0)

oldu¼gundan

dL� (u0) = ITpM � dE (u0)

yaz¬l¬r.

x in Lightkoni Gauss görüntüsü

L� : U � R2 ! LC�; L� (u) = x (u)� e (u)

olmak üzere

S�p := �dL� (u0) : TpM ! TpM

tan¬ml¬lineer dönüşümüne p = x (u0) noktas¬nda M = x (u) yüzeyinin Hiperbolik

şekil operatörü denir.
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Ap := �dE (u0) : TpM ! TpM

tan¬ml¬lineer dönüşümüne p = x (u0) da M = x (u) yüzeyinin de-Sitter şekil

operatörü denir.

�i (p) ve ��i (p) ile s¬ras¬yla Ap ve S
�
p dönüşümünün özde¼gerlerini gösterelim.

�i (p) ve ��i (p), (i=1,2) ye p = x (u0) daM = x (u) yüzeyinin s¬ras¬yla asli de-Sitter

ve asli hiperbolik e¼grilikleri denir.

S�p ve Ap ayn¬özvektörlere sahiptir ve

��i (p) = �1� �i (p)

ba¼g¬nt¬s¬vard¬r.

Gerçekten de; kabul edelim ki v1, S�p nin özvektörü ve v2 de Ap nin özvektörü

olsun. O halde v1, S�p nin özvektörü oldu¼gundan

S�p (v1) = �1v1

olacak şekilde yaz¬l¬r. Ayr¬ca

dL� (u0) = ITpM � dE (u0)

oldu¼gundan

S�p := �dL� (u0)

ve

Ap := �dE (u0)

oldu¼gundan
S�p (v1) = �I (v1)� Ap (v1)
�1v1 = �v1 � Ap (v1)
Ap (v1) = � (1 + �1) v1
Ap (v1) = �v1

olacak şekilde yaz¬l¬r ki bu v1�in ayn¬zamanda Ap nin de özvektörü oldu¼gunu gös-

terir.

Benzer şekilde v2, Ap nin özvektörü oldu¼gundan

Ap (v2) = �2v2
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olacak şekilde yaz¬l¬r. O halde

S�p (v2) = �I (v2)� Ap (v2)
= �v2 � �2v2
= (�1� �2) v2

oldu¼gundan

S�p (v2) = �v2

olacak şekilde yaz¬l¬r ki bu v2�nin ayn¬ zamanda S�p nin de özvektörü oldu¼gunu

gösterir. Dolay¬s¬yla S�p ve Ap ayn¬özvektörlere sahiptir.

Ayr¬ca;

dL� (u) = I (u)� dE (u)

oldu¼gundan asli de-Sitter ve asli hiperbolik e¼grilikler aras¬nda da

��i (p) = �1� �i (p)

ba¼g¬nt¬s¬mevcuttur.

Şimdi asli hiperbolik e¼griliklerin geometrik anlam¬n¬tan¬mlayal¬m.

 (s) = x (u1 (s) ; u2 (s)), M = x (u) yüzeyi üzerinde p =  (s0) noktas¬nda birim

h¬zl¬e¼gri olsun.

k (s) = t
0
(s)�  (s)

hiperbolik e¼grilik vektörü olmak üzere p =  (s0) noktas¬nda  (s) nin de-Sitter

normal e¼grili¼gi

��n (s0) = hk (s0) ; L� (u1 (s0) ; u2 (s0))i
=


t
0
(s0) ; L

� (u1 (s0) ; u2 (s0))
�
+ 1

dir.

de-Sitter Gauss e¼grili¼gi sadece p noktas¬na ve p noktas¬ndaki M yüzeyinin

birim te¼get vektörüne ba¼gl¬d¬r. Bu yüzden de-Sitter normal e¼grili¼gi p 2 M nok-

tas¬nda maksimum ve minimuma sahiptir. p noktas¬nda de-Sitter normal e¼grili¼ginin

maksimum veya minumumu ��i (p) de-Sitter asli e¼griliklerine eşittir. Böylece aşa¼g¬-
daki Hiperbolik tip Rodrig formülünü verebiliriz. E¼ger  (s) = x (u1 (s) ; u2 (s)) bir

e¼grilik çizgisi ise ��n (s),  (s) nin de-Sitter asli e¼griliklerinden biridir. Yani

�dL
�

ds
(u1 (s) ; u2 (s)) =

�
��n (s)� 1

� dx
ds
(u1 (s) ; u2 (s))

[4] dir.
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p = x (u0) noktas¬nda M = x (u) yüzeyinin Hiperbolik ve de-Sitter Gauss

e¼grilikleri

��h (u0) = detS
�
p = �

�
1 (p)�

�
2 (p)

ve

�e (u0) = detAp = �1 (p)�2 (p)

ayr¬ca Hiperbolik ve de-Sitter ortalama e¼grilikleri

H�
h (u0) =

1

2
izS�p =

��1 (p) + �
�
2 (p)

2

ve

Hd (u0) =
1

2
izAp =

�1 (p) + �2 (p)

2

olarak tan¬mlan¬r.

de-Sitter ortalama e¼grili¼gi tam olarakM nin ortalama e¼grili¼gidir. Dolay¬s¬yla

Hd yerine H yaz¬l¬r ve

H�
h (u) = �H (u)� 1

dir.

4.2.1 Hiperbolik Uzayda Sabit Aç¬l¬Yüzeyler

Sabit aç¬l¬yüzeyler Hiperbolik-3 uzaydaki yüzeylerin özel bir s¬n¬f¬d¬r. Te¼get düzlemi

H3de sabit bir vektör alan¬ ile sabit bir aç¬yapan yüzeye sabit aç¬l¬yüzey denir.

Öklid ve Lorentz uzaylar¬nda iyi bilinen ve teknikte bir çok uygulamas¬olan Helisoid

yüzeylerin Lorentz uzay¬ndaki benzeri olan sabit aç¬l¬yüzeyler hiperbolik uzayda

çal¬̧s¬lm¬̧st¬r.[6]

x : M ! R41 bir immersiyon olsun. E¼ger x üzerindeki indirgenmi̧s metrik

Lorentzian ise x�e timelike immersiyon, Riemann ise x�e spacelike immersiyon, de-

jenere ise x�e lightlike immersiyon denir. E¼ger hx; xi = �1 ve x0 > 1 ise x�e H3 ün

bir immersiyonu denir.

Bu bölümde H3 deki yüzeylerin iki özel s¬n¬f¬ olan sabit timelike ve sabit

spacelike aç¬l¬yüzeyler verilmi̧stir. Te¼get düzlemi H3 deki sabit bir vektör alan¬ile

sabit bir timelike aç¬yapan yüzeye H3 de sabit timelike aç¬l¬yüzey denir. Benzer

şekilde te¼get düzlemi H3 deki sabit bir vektör alan¬ile sabit bir spacelike aç¬yapan

yüzeye H3 de sabit spacelike aç¬l¬yüzey denir.

� (M), M üzerindeki te¼get vektör alanlar¬n¬n modülü olsun. D, D, D ile

s¬ras¬yla R41, H
3 ve M Levi-Civita konneksiyonlar¬n¬gösterelim. O zaman eV , M

nin R41 deki ikinci temel formunu, > ve ? simgeleri de DXY nin te¼get ve normal
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bileşenlerini göstermek üzere

8X;Y 2 � (M) için DXY =
�
DXY

�>
eV : � (M)! �? (M) ; eV (X; Y ) = �DXY

�?
ve

DXY = DXY + hX; Y ix
DXY = DxY + eV (X; Y ) (4.1)

dir. (4.1) denklemlerinin birincisine M nin H3 deki, ikincisine de M nin R41 deki

Gauss denklemi denir.

�, M nin H3 deki birim normal vektör alan¬olmak üzere S�� (X) ve Ax (X)

dönüşümlerine �DX� ve �DXx te¼get bileşenlerine kaŗs¬l¬k gelen M nin H3 ve R41
deki Weingarten dönüşümleri denir.

Buna göre
S�� (X) = �Dx� +

D
Dxx; �

E
x

Ax (X) = �Dxx+
D
Dxx; �

E
�

(4.2)

eşitlikleri sa¼glan¬r.

S�� (X) ve Ax (X) in herbir p 2 M için lineer ve self adjoint oldu¼gu[3] den

görülebilir.

S�� (X) ve Ax (X) in �
�
i (p) ve �i (p) öz de¼gerlerine M yüzeyinin s¬ras¬yla H3

ve R41 deki asli e¼grilikleri denir. Ayr¬ca X; Y 2 � (M) için

S� (X) ; Y

�
=
DeV (X; Y ) ; �E

ve

hA (X) ; Y i =
DeV (X; Y ) ; xE

dir. eV (X; Y ), M nin R41 deki ikinci temel formu oldu¼gundan

eV (X; Y ) = �1� + �2x
şeklinde yaz¬labilir. Buradan da

eV (X; Y ) = 
S� (X) ; Y � � � hA (X) ; Y ix
bulunur.
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fv1; v2g, TpM te¼get düzleminin bir baz¬olmak üzere bundan sonra

eVij = DeV (vi; vj) ; �E = 
S� (vi) ; vj�
fWij =

DeV (vi; vj) ; xE = hA (vi) ; vji
k¬sa gösterimini kullanaca¼g¬z. O halde

Dvivj = Dvivj � eVij� + hvi; vjix (4.3)

olarak yaz¬l¬r. fv1; v2g baz¬n¬n ortonormal olmas¬halinde de (4.3) eşitli¼gi

Dvivj = Dvivj � eVij� (4.4)

şeklinde yaz¬l¬r. Benzer şekilde Weingaten denklemleri de

Dvi� = �eVi1v1 � eVi2v2 (4.5)

Dvix = �fWi1v1 �fWi2v2 (4.6)

şeklindedir.

Tan¬m 4.2 (Sabit Timelike Aç¬l¬Yüzeyler) x : M ! H3 bir spacelike immersiyon

ve �, M nin birim normal vektör alan¬ olsun. E¼ger M üzerinde � (�; U) timelike

aç¬s¬sabit olacak şekilde bir U spacelike do¼grultusu varsa M ye H3 de sabit timelike

aç¬l¬yüzey denir.[6]

Teorem 4.3 �,M yüzeyininH3 de birim normal vektör alan¬olmak üzereM yüzeyi

spacelike eksenli sabit timelike aç¬l¬yüzey olsun. Bu durumda M yüzeyinin spacelike

do¼grultusu

U =
q��sinh2 '� sinh2 ���e1 � (cosh �) � + (sinh')x

ve hiperbolik uzaydaki sabit do¼grultusu

Uh =
q��sinh2 '� sinh2 ���e1 � (cosh �) �

şeklinde tek olarak bulunur. Burada �; � ve U spacelike vektörler aras¬ndaki timelike

aç¬, '; U spacelike vektörü ile x timelike vektörü aras¬ndaki timelike aç¬d¬r.[6]

Teorem 4.4 H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike eksenli sabit timelike aç¬l¬bir yüzey
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için Levi-Civita konneksiyonu aşa¼g¬daki şekildedir.

De1e1 = 0 De2e1 =
� cosh �q��sinh2 '� sinh2 ��� eV22e2

De1e2 = 0 De2e2 =
+cosh �q��sinh2 '� sinh2 ��� eV22e1

.[6]

Sonuç 4.1 H3 de sabit aç¬l¬bir spacelike M yüzeyi verilsin. O zaman � = � (u; v),

M yüzeyi üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere M yüzeyi üz-

erindeki metrik h; i := du2+�2dv2 olacak şekilde u ve v lokal koordinatlar¬vard¬r.[6]

Teorem 4.5 H3 de spacelike eksenli sabit timelike aç¬l¬yüzeyin x = x (u; v) para-

metrizasyonu 8>>>><>>>>:
x uu = x

xuv =
�u
�
xv

xvv = ���uxu +
�v
�
xv � �2eV22� + �2x

(4.7)

k¬smi türevli diferensiyel denklem sistemini sa¼glar.[6]

Önerme 4.1 x = x (u; v), H3 Hiperbolik uzay¬nda sabit aç¬l¬spacelike bir yüzeyin

parametrizasyonu olsun. E¼ger M üzerinde eV22 = 0 ise x = x (u; v) hiperbolik düzlem
belirtir.[6]

Teorem 4.6 x = x (u; v), H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike eksenli sabit timelike

aç¬l¬yüzeyin parametrizasyonu olsun. Bu durumda (4.7) denklem sistemini sa¼glayan

x spacelike immersiyonu M yüzeyi üzerinde

xi (u; v) =
�c1i (v)

2v cosh � (uv cosh � + 1)2
+ c2i (v) , i = 1; 2; 3; 4

lokal koordinatlar¬na sahiptir.[6]

Tan¬m 4.3 (Sabit Spacelike Aç¬l¬Yüzeyler) x : M ! H3 bir spacelike immersiyon

ve �, M nin birim vektör alan¬olsun. E¼ger M üzerinde � (�; U) spacelike aç¬s¬sabit

olacak şekilde bir U spacelike do¼grusu varsa M ye H3 de sabit spacelike aç¬l¬yüzey

denir.[6]

Teorem 4.7 �,M yüzeyininH3 de birim normal vektör alan¬olmak üzereM yüzeyi

spacelike eksenli sabit spacelike aç¬l¬yüzey olsun. Bu durumdaM yüzeyinin spacelike

33



do¼grultusu

U =

q
sin2 � + sinh2 'e1 + (cos �) � + (sinh')x

ve hiperbolik uzaydaki sabit do¼grultusu

Uh =

q
sin2 � + sinh2 'e1 + (cos �) �

şeklinde tek olarak bulunur. Burada �; � ve U spacelike vektörler aras¬ndaki spacelike

aç¬, '; U spacelike vektörü ile x timelike vektörü aras¬ndaki timelike aç¬d¬r.[6]

Teorem 4.8 H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike eksenli sabit spacelike aç¬l¬bir yüzey

için Levi-Civita konneksiyonu aşa¼g¬daki şekildedir.

De1e1 = 0 De2e1 =
cos �p

sin2 � + sinh2 '
eV22e2

De1e2 = 0 De2e2 =
� cos �p

sin2 � + sinh2 '
eV22e1

.[6]

Sonuç 4.2 H3 de sabit aç¬l¬bir spacelike M yüzeyi verilsin. O zaman � = � (u; v),

M yüzeyi üzerinde diferensiyellenebilir bir fonksiyon olmak üzere M yüzeyi üz-

erindeki metrik h; i := du2+ �2dv2 olacak şekilde u ve v lokal koordinatlar¬vard¬r.[6]

Teorem 4.9 H3 de sabit spacelike eksenli sabit spacelike aç¬l¬yüzeyin x = x (u; v)

parametrizasyonu 8>>><>>>:
x uu = x

xuv =
�u
�
xv

xvv = ���uxu +
�v
�
xv � �2eV22� + �2x

(4.8)

k¬smi türevli diferensiyel denklem sistemini sa¼glar.[6]

Önerme 4.2 x = x (u; v), H3 Hiperbolik uzay¬nda sabit aç¬l¬spacelike bir yüzeyin

parametrizasyonu olsun. E¼ger M üzerinde eV22 = 0 ise x = x (u; v) hiperbolik düzlem
belirtir.[6]

Teorem 4.10 x = x (u; v), H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike eksenli sabit spacelike

aç¬l¬yüzeyin parametrizasyonu olsun. Bu durumda (4.8) denklem sistemini sa¼glayan

x spacelike immersiyonu M yüzeyi üzerinde

xi (u; v) =
�c2i (v)

2v cos � (uv cos � + 1)2
+ c2i (v) , i = 1; 2; 3; 4
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lokal koordinatlar¬na sahiptir.[6]

Sonuç 4.3 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike aç¬l¬ve spacelike aç¬l¬

yüzeyler hiperbolik düzlemseldir.

Sonuç 4.4 Hiperbolik uzayda sabit spacelike eksenli timelike aç¬l¬ve spacelike aç¬l¬

minimal yüzeyler sadece düzlemdir.

Tan¬m 4.4 E¼ger �1 (P ) = �2 (P ) ise u 2 U veya P = x (u) noktas¬na umbilical

nokta denir. S�p ve Ap nin özvektörleri ayn¬oldu¼gundan bu koşul �
�
1 (P ) = �

�
2 (P )

koşuluna denktir. E¼ger M üzerindeki tüm noktalar umbilical nokta ise M = x (u)

ya total umbilical denir.

Sonuç 4.5 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike aç¬l¬yüzey için ��1 = 0

ve ��2 = eV22 oldu¼gundan bu yüzey üzerinde umbilical nokta yoktur.
Sonuç 4.6 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit spacelike aç¬l¬yüzey için ��1 = 0

ve ��2 = eV22 oldu¼gundan bu yüzey üzerinde umbilical nokta yoktur.
Tan¬m 4.5 Hiperbolik uzayda total umbilical bir yüzeye Horoküre denir.

Sonuç 4.7 Hiperbolik uzayda spacelike eksenli sabit timelike ve sabit spacelike aç¬l¬

yüzeyler Horoküre de¼gildir.

4.2.2 Hiperbolik Uzayda Spacelike Regle Yüzeyler

Bu bölümde H3 Hiperbolik uzay¬nda, spacelike regle yüzeyler araşt¬r¬lm¬̧st¬r. H3

Hiperbolik uzay¬nda spacelike bir regle yüzey, spacelike bir jeodezi¼gin spacelike bir

e¼gri boyunca hareket ettirilmesi ile elde edilir. Burada Hiperbolik uzayda aç¬labilir

regle yüzeyler, regle yüzeyin bo¼gaz e¼grisi ve bo¼gaz noktas¬ile da¼g¬lma parametresi

verilmi̧stir.[28]

Tan¬m 4.6 H3 Hiperbolik uzay¬nda verilen bir l�s jeodezi¼gi için, l
�
s jeodezi¼ginin �

e¼grisi boyunca hareket ettirilmesiyle elde edilen yüzeye H3 hiperbolik uzay¬nda regle

yüzey denir. Bu durumda l�s jeodezi¼gine regle yüzeyin do¼grultu jeodezi¼gi ve � e¼grisine

de regle yüzeyinin dayanak e¼grisi denir.[28]
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Şekil 4.1

Şimdi H3 Hiperbolik uzay¬nda dayanak e¼grisi spacelike bir e¼gri ve l�s jeodezi¼gi

spacelike bir jeodezik olan regle yüzeyin özelliklerini araşt¬ral¬m.

H3 Hiperbolik uzay¬nda

� : I ! H3 , � (s) = (�1 (s) ; �2 (s) ; �3 (s) ; �4 (s)) , 8s 2 I; f0g � I � R

şeklinde tan¬ml¬birim h¬zl¬diferansiyellenebilir spacelike bir e¼gri olsun. Burada

h� (s) ; � (s)i = �1; h�0 (s) ; �0 (s)i = hT�; T�i = 1

dir. Kabul edelim ki

Z : I ! S31 ; Z (s) = (z1 (s) ; z2 (s) ; z3 (s) ; z4 (s))

şeklinde tan¬ml¬ve

hZ (s) ; Z (s)i = 1 ve h� (s) ; Z (s)i = 0;8s 2 I

olsun.

H3 Hiperbolik uzay¬nda

l�s : R!H3 , l�s (t) = (cosh t)� (s) + (sinh t)Z (s)

şeklinde tan¬ml¬ bir jeodezik alal¬m . Burada � (s) başlang¬ç noktas¬ ve Z (s)

, l�s jeodezi¼ginin do¼grultu vektörüdür. � (s) dayanak e¼grisinin Frenet elemanlar¬
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fT�; N�; B�; �h; �hg şeklindedir. Tl , � (s) noktas¬nda l�s jeodezi¼ginin te¼geti olsun ve
kabul edelim ki Tl ve T� , 8s 2 I için lineer ba¼g¬ms¬z olsun. E¼ger l�s jeodezi¼gini �
e¼grisi boyunca hareket ettirirsek ' : I � R!H3

' (s; t) =

 
(cosh t)�1 (s) + (sinh t) z1 (s) ; (cosh t)�2 (s) + (sinh t) z2 (s) ;

(cosh t)�3 (s) + (sinh t) z3 (s) ; (cosh t)�4 (s) + (sinh t) z4 (s)

!

şeklinde bir parametrizasyona sahip M = (I � R; ') regle yüzeyi elde edilir.

Şimdi � e¼grisi boyunca � (M) te¼get uzay¬n¬n ortonormal bir taban¬n¬bulal¬m.

Tl(s) = (cosh t)T�(s) + (sinh t)TZ(s)

ve l�s jeodezi¼ginin birim te¼geti

~Tl =
Tl
kTlk

olsun. Bu durumda

Y = ~Tl �
D
~Tl; T�

E
T�

spacelike vektör alan¬n¬al¬rsak ve

X =
Y

kY k

dersek

kXk = 1 ve hX;T�i = 0; hT�; T�i = 1 (4.9)

elde edilir. Dolay¬s¬yla fX;T�g , � (M) te¼get uzay¬n¬n ortonormal bir taban¬d¬r ve
ayr¬ca H3 hiperbolik uzay¬nda M regle yüzeyinin normali

� = ' ^X ^ T� (4.10)

şeklinde tan¬mlan¬r. Yani

�
�
H3
�
= Sp fX;T�g � Sp f�g

ve

�
�
R41
�
= Sp fX;T�g � Sp f�; 'g
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şeklindedir. R41; H
3 ve M nin Levi-Civita konneksiyonlar¬n¬s¬ras¬ile ~D; �D ve D ile

gösterelim. Gauss formülü ile

~DXY = �DXY + hX; Y i� , ~A (X) = ~DX� = I (X)

ve
�DXY = DXY + hA (X) ; Y i � , A (X) = �DX�

eşitliklerini yazabiliriz. E¼ger � e¼grisi boyunca ortonormal çat¬ olarak fT;X; �g
kümesini al¬rsak 264 �DTT

�DTX
�DT �

375 =
264 0 a b

�a 0 c

b c 0

375
264 T

X

�

375 (4.11)

elde ederiz. Burada

a =


�DTT;X

�
; b =



�DTT; �

�
; c =



�DTX; �

�
(4.12)

şeklindedir. � e¼grisi boyunca f�; T;X; �g sistemi için Gauss formülünden266664
~DT�
~DTT
~DTX
~DT �

377775 =
266664
0 1 0 0

�1 0 a b

0 �a 0 c

0 �b �c 0

377775
266664
�

T

X

�

377775 (4.13)

elde edilir. Böylece (4:13) sistemini kullanarak8>>>><>>>>:
~DT� = T
~DTT = ��+ aX + b�
~DTX = �aT + c�
~DT � = �bT � cX

(4.14)

denklem sistemi elde edilir.

' : I � R!H3; ' (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t)X (s) (4.15)

parametrizasyonu ile verilenM regle yüzeyi için birinci kuadratik formun katsay¬lar¬8><>:
E = h's; 'si = (cosh t� a sinh t)

2 + c2 sinh2 t

F = h's; 'ti = 0
G = h't; 'ti = 1

(4.16)
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şeklinde olur. EG � F 2 > 0 oldu¼gundan M regle yüzeyi H3 hiperbolik uzay¬n¬n

spacelike bir yüzeyi olur. t de¼gi̧skeninin tan¬m aral¬¼g¬J olmak üzere tan¬m aral¬¼g¬nda

t = t0 yani sabit al¬n¬rsa

't0 : I � to !M;'t0 (s; t0) = (cosh to)� (s) + (sinh to)X (s) (4.17)

e¼grisi M regle yüzeyi için bir parametre e¼grisi olur. Bu e¼grinin te¼get vektör alan¬

A = (cosh t0 � a sinh t0)T (s) + (c sinh t0) � (s) (4.18)

ile ifade edilebilir. M regle yüzeyi spacelike bir yüzey oldu¼gundan hA;Ai > 0 ve 't0
spacelike bir e¼gridir. Ayr¬ca aç¬kt¬r ki

hX;Ai = 0 (4.19)

Aç¬labilir Regle Yüzeyler

Tan¬m 4.7 H3 Hiperbolik uzay¬nda bir regle yüzeyin te¼get düzlemleri ana jeodezikler

boyunca ayn¬kal¬yorsa o halde bu regle yüzeye aç¬labilir regle yüzey denir.[28]

Teorem 4.11 M , H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike bir regle yüzey olsun. Ana

jeodezik boyunca te¼get düzlemlerin ayn¬ kalmas¬ için gerekli ve yeterli koşul c = 0

olmas¬d¬r.[28]

·Ispat. Kabul edelim ki M spacelike regle yüzeyinin ana jeodezi¼gi boyunca te¼get

düzlemleri ayn¬kals¬n. t0 2 I dan geçen 't0 : I � ft0g !M e¼grisinin

A = (cosh t0 � b sinh t0)T (s) + (c sinh t0) � (s)

te¼get vektör alan¬n¬ düşünelim. 't0,M regle yüzeyinin parametre e¼grisi oldu¼gu

için 't0 e¼grisinin te¼get vektörü olan A vektörü yüzeyin te¼get düzleminde kalmak

zorundad¬r. Bu ise fA; Tg sisteminin lineer ba¼g¬ml¬olmas¬yani c = 0 olmas¬ ile

mümkündür.

Tersine olarak kabul edelim ki c = 0 olsun. Bu durumda

A = (cosh t0 � b sinh t0)T (s)

ve

T'(t0;s)M = Sp fT;Xg = Sp fT;Ag

oldu¼gundan te¼get düzlemler ayn¬kal¬r.
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Sonuç 4.8 H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike bir M regle yüzeyinin aç¬labilir olmas¬

için gerekli ve yeterli koşul c = 0 olmas¬d¬r.[28]

Sonuç 4.9 H3 Hiperbolik uzay¬nda spacelike bir M regle yüzeyi için

b = � det
�
T;X; �; ~DTT

�
ve c = � det

�
T;X; �; ~DTX

�
(4.20)

şeklindedir.[28]

·Ispat. (4.14) eşitliklerinden ~DTT vektör alan¬n¬n de¼geri yerine yaz¬l¬r ve determi-

nant¬n özellikleri kullan¬l¬rsa

det
�
T;X; �; ~DTT

�
= det (T;X; �;��+ aX + b�)

oldu¼gundan

b = � det
�
T;X; �; ~DTT

�
olarak elde edilir. Benzer şekilde (4.26) eşitliklerinden ~DTX vektör alan¬n¬n de¼geri

yerine yaz¬l¬r ve determinant¬n özellikleri kullan¬l¬rsa

det
�
T;X; �; ~DTX

�
= det (T;X; �;�aT + c�)

oldu¼gundan

c = � det
�
T;X; �; ~DTX

�
olarak elde edilir.

Uyar¬4.1 Stereogra�k izdüşüm konform dönüşüm oldu¼gu için, H3 hiperbolik uza-

y¬n¬n Minkowski modeli üzerindeki bir spacelike regle yüzeyi, H3 hiperbolik uzay¬n¬n

Poincare modeli üzerinde görüntüleyebiliriz.

Örnek 4.1 H3 hiperbolik uzay¬nda M regle yüzeyi

' : I � R!H3 , ' (s; t) = (cosh t)� (s) + (sinh t)X (s)

şeklinde verilsin. Burada e¼ger

� (s) = (cosh s; sinh s cos s; sinh s sin s; 0)

ve

X (s) =
�
cosh s;

p
2 cos s;

p
2 sin s; sinh s

�
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olarak seçilirse ohalde

' (s; t) =

0BBBB@
cosh t cosh s+ sinh t cosh s;

cosh t sinh s cos s+
p
2 sinh t cos s;

cosh t sinh s sin s+
p
2 sinh t sin s;

sinh t sinh s

1CCCCA
yüzeyi, H3 hiperbolik uzay¬nda spacelike bir regle yüzey olur. � dayanak e¼grisi space-

like bir e¼gri olup h� (s) ; � (s)i = �1 dir.

Şekil 4.2

H3 Hiperbolik Uzay¬nda Bo¼gaz Noktas¬ve Bo¼gaz Noktas¬n¬nYer Vektörü

Tan¬m 4.8 H3 Hiperbolik uzay¬nda aç¬labilir olmayan bir M regle yüzeyi verilsin.

M regle yüzeyinin komşu iki ana jeodezi¼ginin ortak dikmesi varsa bu dikmenin esas

ana jeodezi¼gi üzerindeki aya¼g¬na M regle yüzeyinin bo¼gaz noktas¬denir.[28]

Tan¬m 4.9 H3 Hiperbolik uzay¬nda aç¬labilir olmayan bir M regle yüzeyinin ana

jeodezi¼gi dayanak e¼grisi boyunca yüzeyi oluştururken bo¼gaz noktas¬n¬n geometrik yer-

ine M regle yüzeyinin bo¼gaz e¼grisi denir.[28]

Aç¬labilir olmayan bir regle yüzeyin bo¼gaz noktas¬n¬n dayanak e¼grisine olan

uzakl¬¼g¬w olmak üzere �� (s) yer vektörü

�� (s; w) = (coshw)� (s) + (sinhw)X (s) (4.21)
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şeklinde ifade edilebilir. Burada � (s) dayanak e¼grisinin yer vektörü ve X (s) de ana

jeodezi¼ge ait do¼grultman vektörüdür. w parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin

yer vektörü ve do¼grultman vektörü cinsinden bulunabilir. H3 hiperbolik uzay¬nda

aç¬labilir olmayan M regle yüzeyinin esas ana jeodezi¼gi

l�s = (cosh t)� (s) + (sinh t)X (s) (4.22)

olmak üzere bu jeodezik ile komşu olan bir di¼ger ana jeodezik

l�s+�s = (cosh t)� (s+�s) + (sinh t)X (s+�s) (4.23)

olsun. Bu jeodeziklerin do¼grultman vektörlerini s¬ras¬yla X (s) ve X (s)+ �DT (s)X (s)

olacak şekilde seçelim. P; P 0 ve Q;Q0 komşu ana jeodeziklerin ortak dikmelerinin

ana jeodezikler üzerindeki ayaklar¬ olsun. Bu durumda P ve Q farkl¬ iki bo¼gaz

noktas¬d¬r. ·Ilk iki komşu ana jeodezi¼gin ortak dikmesinin do¼grultusu

� (s)�X (s)�
�
X (s) + �DT (s)X (s)

�
vektörünün bir kat¬d¬r. Buradan

� (s)�X (s)�
�
X (s) + �DT (s)X (s)

�
= � (s)�X (s)� �DT (s)X (s) (4.24)

olur. Limit halinde PQ jeodezi¼gi PP 0 jeodezi¼gi ile çak¬̧sacak ve PQ jeodezi¼gi bo¼gaz

e¼grisinin te¼geti olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

hX (s) ; PQi = 0 ve


X (s) + �DT (s)X (s) ; PQ

�
= 0 (4.25)

olaca¼g¬ndan 

�DT (s)X (s) ; PQ

�
= 0 (4.26)

elde edilir. Böylece 

�DT (s)X (s) ; �DT (s)�� (s)

�
= 0 (4.27)

elde edilir. Di¼ger taraftan
�DT (s)�� (s) = ~DT �� (4.28)

oldu¼gu aç¬kt¬r. O halde (4:27) eşitli¼gindenD
~DT (s)X (s) ; ~DT (s)�� (s)

E
= 0
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olaca¼g¬ndan
sinhw

coshw
=

a

a2 + c2
veya w = arctanh

�
a

a2 + c2

�
(4.29)

olarak elde edilir. Böylece bo¼gaz e¼grisinin yer vektörü

�� (s; w) = (coshw)� (s) +
a

a2 + c2
(coshw)X (s) (4.30)

şeklinde ifade edilmi̧s olur.

Sonuç 4.10 Aç¬labilir olmayan bir regle yüzeyin bo¼gaz noktas¬n¬n dayanak e¼grisine

olan uzakl¬¼g¬sabittir yani

w = arctanh

�
a

a2 + c2

�
= sabit

dir.[28]

Teorem 4.12 H3 hiperbolik uzayda aç¬labilir olmayan bir regle yüzeyin bo¼gaz e¼grisi

dayanak e¼grisinin seçilişinden ba¼g¬ms¬zd¬r.[28]

·Ispat. H3 hiperbolik uzayda verilen bir regle yüzeyin farkl¬iki dayanak e¼grisi � ve

� olmak üzere regle yüzey

' (t; v) = (cosh v)� (t) + (sinh v)X (t)

' (t; v) = (cosh v) � (t) + (sinh v)X (t)

denklemi ile verilsin. (4:30) ifadesinden aç¬kt¬r ki bu regle yüzeyin bo¼gaz e¼grileri

�� (t) = cosh v� (t) +
a

a2 + c2
cosh vX (t)

�� (t) = cosh s� (t) +
a

a2 + c2
cosh sX (t)

şeklindedir. O halde

�� (t)� �� (t) = 0

olur ki bo¼gaz e¼grisi dayanak e¼grisinin seçili̧sinden ba¼g¬ms¬zd¬r.

Teorem 4.13 Aç¬labilir olmayan bir M spacelike regle yüzeyi verilsin. � (s) nok-

tas¬ndan geçen ana jeodezik üzerinde ' (s; v0) noktas¬n¬n bo¼gaz noktas¬olmas¬ için

gerekli ve yeterli koşul ' (s; v0) noktas¬ndaki te¼get düzlemin normalinin �DT (s)X (s)

olmas¬d¬r.[28]
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·Ispat. M aç¬labilir olmayan spacelike bir regle yüzey olsun. Kabul edelim ki M

yüzeyinin � dayanak e¼grisi üzerindeki � (s) noktas¬ndan geçen ana jeodezik üzerinde

' (s; v0) noktas¬ndaki te¼get düzleminin normali �DTX olsun. 'v0 : I � fv0g ! M

e¼grisinin te¼get vektör alan¬

A = (cosh v0 � a sinh v0)T (s) + (c sinh v0) � (s)

olmak üzere 

�DT (s)X (s) ; A

�
= 0

d¬r. O halde
sinh vo
cosh v0

=
a

a2 + c2

bulunur. Bu ise ' (s; v0) noktas¬n¬n bo¼gaz noktas¬olmas¬demektir.

Tersine olarak kabul edelim ki � (s) noktas¬ndan geçen ana jeodezi¼ge ait bo¼gaz

noktas¬' (s; v0) olsun. 

�DT (s)X (s) ; X (s)

�
= 0

ve 

�DT (s)X (s) ; A

�
= �a (cosh v0 � a sinh v0) + c2 sinh v0

şeklindedir. Öteyandan ' (s; v0) noktas¬bo¼gaz noktas¬oldu¼gundan

�a (cosh v0 � a sinh v0) + c2 sinh v0 = 0

olur. Dolay¬s¬yla 

�DT (s)X (s) ; A

�
= 0

yani ' (s; v0) noktas¬nda te¼get düzlemin bir normali �DT (s)X (s) olur.

Uyar¬4.2 �DT (s)X (s) bo¼gaz noktas¬nda te¼get düzlemin bir normali olmak üzere

�DT (s)X (s) ; �DT (s)X (s)

�
= a2 + c2 > 0

oldu¼gundan �DT (s)X (s) normal vektör alan¬spacelike bir vektör alan¬d¬r.

Teorem 4.14 Aç¬labilir olmayan bir M spacelike regle yüzeyinin bo¼gaz e¼grisi

�� (s) = (coshw)� (s) +
a

a2 + c2
(coshw)X (s)

spacelike bir e¼gridir.[28]
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·Ispat. Teoremin ispat¬için �� (s) bo¼gaz e¼grisinin te¼get vektör alan¬n¬n spacelike bir
vektör alan¬oldu¼gunu göstermek yeterlidir. �� (s) bo¼gaz e¼grisinin te¼get vektör alan¬

�DT (s)�� (s) = ~DT (s)�� (s)

olmak üzere D
~DT (s)�� (s) ; ~DT (s)�� (s)

E
=

c2

a2 + c2
cosh2w

şeklindedir. Dolay¬s¬yla D
~DT (s)�� (s) ; ~DT (s)�� (s)

E
> 0

oldu¼gundan �� (s) bo¼gaz e¼grisi spacelike bir e¼gridir.

Spacelike Regle Yüzeyin Da¼g¬lma Parametresi

Spacelike bir M regle yüzeyinin dayanak e¼grisi olarak bo¼gaz e¼grisini al¬rsak bu du-

rumda bo¼gaz noktas¬n¬n dayanak e¼grisine olan uzakl¬¼g¬

w = arctanh

�
a

a2 + c2

�
= 0

olaca¼g¬ndan a = 0 olur. O halde

�DT (s)X (s) = �aT (s) + c� (s)

olmak üzere a = 0 oldu¼gundan �DT (s)X (s) vektör alan¬yüzeyin normali olan � (s)

ile lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Dolay¬s¬yla

� (s) = � �DT (s)X (s)

olacak şekilde 9� 2 R vard¬r. Öteyandan

� (s) = ' ^X ^ T

ve

' = (cosh t)� (s) + (sinh t)X (s)

oldu¼gundan

� (s) = cosh t [� (s) ^X (s) ^ T (s)]
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şeklinde olur. O halde

� �DT (s)X (s) = cosh t [� (s) ^X (s) ^ T (s)]

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n �DT (s)X (s) ile iç çarp¬m¬n¬al¬rsak

� = (cosh t)
det
�
� (s) ; X (s) ; T (s) ; �DT (s)X (s)

�

�DT (s)X (s) ; �DT (s)X (s)

�
olarak elde edilir. Bu şekilde elde edilen � ya spacelike regle yüzeyin da¼g¬lma para-

metresi denir. Burada �DT (s)X (s) vektör alan¬yüzeyin normali ile lineer ba¼g¬ml¬

oldu¼gundan spacelike bir vektör alan¬d¬r yani



�DT (s)X (s) ; �DT (s)X (s)

�
6= 0

d¬r.

Teorem 4.15 Bir M spacelike regle yüzeyinin aç¬labilir olmas¬için gerek ve yeter

koşul da¼g¬lma parametresinin s¬f¬r olmas¬d¬r.[28]

·Ispat. Sonuç 4.8 den biliyoruz ki spacelike bir M regle yüzeyinin aç¬labilir olmas¬

için gerekli ve yeterli koşul c = 0 olmas¬idi. Sonuç 4.9 dan ise

c = � det
�
T;X; �; ~DTX

�
oldu¼gu gösterilmi̧sti. Öteyandan spacelike bir M regle yüzeyinin da¼g¬lma parame-

tresi

� = (cosh t)
det
�
� (s) ; X (s) ; T (s) ; �DT (s)X (s)

�

�DT (s)X (s) ; �DT (s)X (s)

�
oldu¼gundan aç¬kt¬r kiM regle yüzeyinin aç¬labilir olmas¬için da¼g¬lma parametresinin

� = 0 olmas¬hem gerekli hem yeterli koşuldur.

Tan¬m 4.10 H3 hiperbolik uzay¬nda bir regle yüzeyin ana jeodeziklerinin her birisini

dik kesen bir e¼gri varsa bu e¼griye regle yüzeyin ortogonal yörüngesi denir.[28]

Teorem 4.16 Spacelike bir M regle yüzeyinin her noktas¬ndan bir tek ortogonal

yörünge geçer.[28]

·Ispat. Spacelike M regle yüzeyinin parametrizasyonu

' : I � J ! H3 , ' (s; v) = (cosh v)� (s) + (sinh v)Z (s)
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olsun. Ortogonal yörünge

� : ~I !M;� (t) = [cosh f (t)]� (t) + [sinh f (t)]Z (t) ; ~I � I

şeklindedir. Şimdi P0 = ' (s0; v0) noktas¬ndan bir tek ortogonal yörünge geçece¼gini

gösterelim.
�DT (t)� (t) = ~DT (t)� (t)� hT (t) ; � (t)i � (t)

oldu¼gundan aç¬kt¬r ki
�DT (t)� (t) = ~DT (t)� (t)

şeklindedir. O halde 

�DT (t)� (t) ; Z (t)

�
= 0

d¬r. Dolay¬s¬yla hZ (s) ; Z (s)i = 1 olmak üzere

f (t) = �
Z
h�0 (t) ; Z (t)i dt+ h

bulunur. Burada

�
Z
h�0 (t) ; Z (t)i dt = F (t)

dersek

f (t) = F (t) + h

olur. h key� seçildi¼ginden


�DT (t)� (t) ; Z (t)

�
= 0 koşulunu sa¼glayan bir çok e¼gri

vard¬r. Şimdi bu e¼grilerden P0 = ' (s0; v0) noktas¬ndan geçeni bulal¬m. Buna göre

P0 = cosh (F (t) + h)� (t) + sinh (F (t) + h)Z (t)
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olacak biçimde bir t say¬s¬bulal¬m.

Şekil 4.3

P0 = (cosh vo)� (t0) + (sinh v0)Z (t0)

oldu¼gundan

(cosh vo)� (t0) + (sinh v0)Z (t0) = cosh (F (t) + h)� (t) + sinh (F (t) + h)Z (t)

olur. Buradan � (t0) = � (t), v0 = f (t) bulunur. I aral¬¼g¬n¬� e¼grisinin birebir

oldu¼gu bir aral¬k seçersek t = t0 olur. Sonuç olarak P0 noktas¬ndan geçen bir

tek ortogonal yörünge vard¬r. Bu yörünge her jeodezi¼gi kesece¼ginden ~I=I olmak

zorundad¬r.

Teorem 4.17 M aç¬labilir olmayan spacelike bir regle yüzey olsun. M nin her iki

ana jeodezi¼gi aras¬nda kalan ortogonal yörüngeler boyunca en uzun uzakl¬k 't : I !
M e¼grisi boyunca ölçülen

t =
1

2
arctanh

�
2a

1 + a2 + c2

�
uzakl¬¼g¬d¬r.[28]

·Ispat. s1; s2 2 I ve s1 < s2 olmak üzere � (s1) ve � (s2) noktalar¬ndan geçen iki ana
jeodezi¼gi göz önüne alal¬m. Bu iki ana jeodezik aras¬nda t = t0 ortogonal yörüngesi

boyunca elde edilen uzakl¬¼g¬d (t) ile gösterelim.

A = (cosh t� a sinh t)T (s)� c (sinh t) � (s)
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olmak üzere

d (t) =

s2Z
s1

kAk ds =
q
(a2 + c2) sinh2 t� 2a cosh t sinh t+ cosh2 (t) (s2 � s1)

olur. d (t) nin maksimum de¼ger almas¬

d0 (t) = 0

olmas¬ile mümkündür. Dolay¬s¬yla

d0 (t) =
�
a2 + c2

�
sinh t cosh t� a

�
sinh2 t+ cosh2 t

�
+ cosh t sinh t = 0

ve buradan da

t =
1

2
arctanh

�
2a

1 + a2 + c2

�
oldu¼gu aç¬kt¬r.

Teorem 4.18 H3 hiperbolik uzay¬nda bir M spacelike regle yüzeyinin jeodezikleri

M yüzeyi üzerinde hem asimptotik hemde jeodezik e¼grilerdir.[28]

·Ispat. Spacelike M regle yüzeyinin bir jeodezi¼ginin te¼get vektör alan¬X olsun. M

yüzeyi üzerindeki her bir jeodezik H3 hiperbolik uzay¬nda bir jeodezik olaca¼g¬ndan

�DXX = 0

d¬r. Gauss denkleminden M spacelike regle yüzeyi üzerindeki Levi-Civita konnek-

siyonu D olmak üzere

�DXX = DXX �


S� (X) ; X

�
�

dir. Buradan

DXX =


S� (X) ; X

�
�

olur. DXX 2 � (M) ve hS� (X) ; Xi � 2 �? (M) dir. Ayr¬ca M spacelike bir yüzey

yani üzerinde tan¬ml¬metrik nondejenere oldu¼gundan

�
�
H3
�
= � (M)� �? (M) ve � (M) \ �? (M) = f0g

d¬r. O halde

DXX = 0 ve


S� (X) ; X

�
= 0
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elde edilir ki bu da M spacelike regle yüzeyinin ana jeodezikleinin hem asimptotik

hemde jeodezik e¼griler olaca¼g¬n¬gösterir.

Teorem 4.19 M;H3 hiperbolik uzay¬nda spacelike bir regle yüzey olsun. M regle

yüzeyinin hiperbolik Gauss e¼grilik fonksiyonu �K�
h (p) olmak üzere

8p 2M için �K�
h (p) � 0

d¬r.[28]

·Ispat. p 2 M noktas¬ndaki ana do¼grunun te¼get vektör alan¬X olsun. � (M) nin

fX; Y g ortogonal baz¬n¬alal¬m. X ve Y spacelike vektör alan¬d¬rlar. M yüzeyinin

S� şekil operatörünü ortonormal bazlar cinsinden

S� (X) = hS� (X) ; XiX + hS� (X) ; Y iY
S� (Y ) = hS� (Y ) ; XiX + hS� (Y ) ; Y iY

şeklinde yazabiliriz. O halde S� şekil operatörüne kaŗs¬l¬k gelen matris

S� =

"
hS� (X) ; Xi hS� (X) ; Y i
hS� (Y ) ; Xi hS� (Y ) ; Y i

#

dir. Dolay¬s¬yla p 2 M noktas¬nda M regle yüzeyinin hiperbolik Gauss e¼grilik

fonksiyonu
�K�
h = detS

�
p = �



S� (X) ; Y

�2
olaca¼g¬ndan

8p 2M için �K�
h (p) � 0

d¬r.

Teorem 4.20 M spacelike bir regle yüzey olsun. M yüzeyinin dayanak e¼grisinin

birim te¼get vektör alan¬T;dayanak e¼grisinin yer vektörü �, M yüzeyinin ana jeodez-

i¼ginin birim te¼get vektör alan¬ (do¼grultman vektörü) X ve yüzeyin birim normal

vektör alan¬� olmak üzere8>>>><>>>>:
� (s) ^ T (s) ^X (s) = � (s)

T (s) ^X (s) ^ � (s) = �� (s)
X (s) ^ � (s) ^ � (s) = T (s)

� (s) ^ � (s) ^ T (s) = �X (s)

şeklindedir.[28]
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