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ÖZET 
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Bu tez üç bölümden oluşmaktadır. Giriş bölümünde, konunun önemi ve tarihsel gelişimi 

anlatılmaktadır. İkinci bölümde, zaman skalası teorisinin temel kavramları ile birinci ve ikinci 

mertebeden lineer dinamik denklemlerin genel teorisine yer verilmektedir. Üçüncü ve son 

bölümde, bir zaman skalası üzerinde sınır koşulları parametreye bağlı Sturm-Liouville tipinde 

bir sınır değer problemi ele alınıp, bu problemin öz değer ve öz fonksiyonlarının özellikleri 

incelenmektedir. 

 

Anahtar kelimeler: Zaman Skalası, Dinamik Denklemler, Sturm-Liouville problemleri.  



 
 

ix 
 

 

ABSTRACT 

 

 PARAMETER-DEPENDENT STURM-LIOUVILLE PROBLEMS  

ON TIME SCALE 

 

Ayşegül AKTAŞ 

Master of Science Thesis 

Department of Mathematics 

Supervisor: Doç. Dr. Ahmet Sinan ÖZKAN 

2019, 51+xi pages 

 

This thesis consists three chapters. In introduction, the importance and historical development 

of the subject is explained. In the second chapter, the basic concepts of time scale theory and 

the general theory of first and second order linear dynamic equations is explained. In the last 

chapter, a type of Sturm-Liouville boundary value problem with parameter-dependent 

boundary conditions is considered and the properties of eigenvalues and eigenfunctions of this 

problem are investigated. 
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1. G·IR·IŞ

Fonksiyonlar teorisinin en önemli ve en temel problemlerinden biri fonksiyonun ba¼gl¬

oldu¼gu de¼gi̧skenlere göre de¼gi̧sim h¬z¬n¬n belirlenmesidir. Matematiksek olarak bu

problem türevle aç¬klan¬r. Fakat uygulamal¬bilimlerde kaŗs¬laş¬lan bir çok problem

matematiksel modellendi¼ginde tan¬m kümesi ayr¬k noktalardan oluşan fonksiyon-

lar ortaya ç¬kar. Ayr¬k kümelerde tan¬ml¬fonksiyonlar için klasik analizdeki türev

tan¬mlanamamakta fakat türevin yerine ba¼g¬ml¬ve ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerdeki de¼gi̧sim

oran¬şeklinde tan¬mlanan farkl¬kavramlar verilmektedir.

Klasik analizde, R reel say¬lar kümesinde veya R�nin bir [a; b] alt aral¬¼g¬nda tan¬ml¬

olan bir f fonksiyonunun bir t 2 (a; b) noktas¬ndaki türevi

f 0 (t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

limiti ile aç¬klan¬r. Buna kaŗs¬n tan¬m kümesi Z tam say¬lar kümesi olan bir f

fonksiyonu için bir t 2 Z noktas¬ndaki ileri fark türevi

4f (t) = f (t+ 1)� f (t)

şeklinde, geri fark türevi ise

5f (t) = f (t)� f (t� 1)

şeklinde tan¬mlan¬r.

h > 0 herhangi bir reel say¬olmak üzere

hZ = fhk : k 2 Zg

kümesi de ayr¬k noktalardan oluşan bir kümedir. 00h � say{lar00 kümesi olarak ad-

land¬r¬lan bu kümede tan¬ml¬bir fonksiyonun bir t 2 hZ noktas¬ndaki türevi aşa¼g¬-

daki şekilde tan¬mlan¬r

4hf (t) =
f (t+ h)� f (t)

h
:

Son y¬llarda popüler olan bir di¼ger ayr¬k küme de q > 1 bir reel say¬olmak üzere

qN0 =
�
qk : k = 0; 1; 2; :::

	
1



kümesidir. 00q�say{lar00 kümesi olarak isimlendirilen bu kümedeki bir türev kavram¬

Dqf (t) =
f (qt)� f (t)

qt� t

formülü ile verilir.

Görüldü¼gü gibi, fonksiyonun tan¬ml¬oldu¼gu kümenin yap¬s¬de¼gi̧sti¼ginde türev kavra-

m¬n¬ aç¬klayan formülün de de¼gi̧smesi gerekmektedir. 1988 y¬l¬nda Stefan Hilger

taraf¬ndan haz¬rlanan doktora tezinde ayr¬k analiz ile sürekli analizi bir çat¬ al-

t¬nda birleştirmek amac¬yla zaman skalas¬teorisi ortaya at¬lm¬̧st¬r. Bunun için de

her iki teorideki türev kavramlar¬tek bir tan¬m yard¬m¬yla birleştirilmi̧stir. Hilger,

R�nin boş kümeden farkl¬herhangi bir kapal¬alt kümesini zaman skalas¬diye ad-

land¬rm¬̧s ve zaman skalas¬nda, tüm sürekli ve ayr¬k kümelerdeki türev kavramlar¬n¬

genelleştiren bir türev tan¬m¬vermi̧stir. Böylece sürekli analizdeki ve ayr¬k anal-

izdeki türev, integral, diferansiyel denklem, başlang¬ç ya da s¬n¬r de¼ger problemleri

gibi kavramlar zaman skalas¬na aktar¬lm¬̧st¬r.

Zaman skalas¬diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi sa¼glar. Za-

man skalas¬nda tan¬mlanan türevli denklemlere dinamik denklemler denir. Herhangi

bir zaman skalas¬ndaki bir dinamik denklem, hem sürekli analizdeki diferansiyel

denklemlerden hem de ayr¬k analizdeki fark denklemlerinden daha geneldir. R�de

tan¬ml¬diferansiyel denklemler veya Z�de tan¬ml¬fark denklemleri için ayr¬sonuçlar

vermek yerine, zaman skalas¬nda tan¬mlanan genel bir dinamik denklem göz önüne

al¬narak inceleme yap¬labilir. Ayr¬ca zaman skalas¬sadece R ve Z için de¼gil farkl¬

yap¬daki sürekli ya da ayr¬k kümeler üzerinde araşt¬rma yapma imkan¬sa¼glar.

Özellikle biyoloji, t¬p ve ekonomi problemlerinin bir ço¼gu ayr¬k kümelerde analiz yap-

may¬gerektirir. Üstelik, zamana ba¼g¬ml¬çeşitli de¼gi̧skenleri bulunduran bu tip prob-

lemler türev yard¬m¬yla modellenmektedir. Bu ise zaman skalas¬teorisinin uygula-

mal¬bilimlerdeki önemini ortaya koymaktad¬r.

Zaman skalas¬nda gerek birinci mertebeden gerekse yüksek mertebeden do¼grusal

denklemler, dinamik denklemler teorisinin en temel konular¬ndand¬r. Özel olarak

ikinci mertebeden bir dinamik denklem olan Sturm-Liouville denklemi uygulamal¬

bilimlerdeki problemlerde yayg¬n olarak ortaya ç¬kar. Zaman skalas¬R oldu¼gunda
2



yani sürekli analizde Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ile ilgili oldukça geni̧s bir

literatür bulunmaktad¬r. Sturm Liouville diferansiyel denklemi ile üretilen operatör-

lerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuçlar Bernoulli, D�Alembert, Euler, Liouville ve

Sturm�a aittir. 1836�da Sturm ve Liouville, belirli koşullar alt¬nda Sturm Liouville

denklemini ve belli s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬y(x) fonksiyonlar¬n¬n var-

l¬¼g¬na olanak veren � say¬lar¬n¬n, yani özde¼gerlerin, ayr¬k bir küme oluşturdu¼gunu

ispatlam¬̧slard¬r. Günümüze kadar bu tip denklemler üzerine kurulan problemler

kapsaml¬şekilde çal¬̧s¬lm¬̧s ve oldukça önemli sonuçlar elde edilmi̧stir.

Zaman skalas¬nda Sturm Liouville teorisi ilk olarak Erbe and Hilger taraf¬ndan

1993�de ele al¬nm¬̧st¬r. Herhangi bir zaman skalas¬nda, çeşitli Sturm-Liouville prob-

lemlerinin özde¼ger ve özfonksiyonlar¬n¬n özellikleri Agarwal, R.P., Bohner, M., Wong,

P.J.Y.(1999); Erbe, L., Peterson, A. (2000); Davidson, F.A., Rynne, B.P. (2007);

Guseinov, G.S (2007 ve 2008); Kong, Q. (2008); Amster, P., De Na´poli, P.,

Pinasco, J.P. (2008 ve 2009); Huseynov, A., Bairamov, E. (2009); çal¬̧smalar¬nda

ele al¬nm¬̧st¬r. Diferansiyel denklemler ve fark denklemleri için parametreye ba¼gl¬

s¬n¬r koşullu spektral problemlerle ilgili geni̧s bir literatür mevcut olsa da zaman

skalas¬nda bu tip problemler üzerine yap¬lan çal¬̧sma say¬s¬ oldukça azd¬r. Al-

lahverdiev ve arkadaşlar¬ (2017) ve Özkan (2017) çal¬̧smalar¬ zaman skalalar¬ üz-

erinde parametreye ba¼g¬ml¬s¬n¬r koşullu Sturm-Liouville problemlerine örnek gös-

terilebilir.

Bu tezde zaman skalas¬teorisinin temel kavramlar¬ile birinci ve ikinci mertebeden

do¼grusal dinamik denklemlerin genel teorisi i̧slenmekte ve zaman skalas¬üzerinde

kurulan parametreye ba¼gl¬s¬n¬r koşullu Sturm-Liouville s¬n¬r de¼ger problemi ele al¬n-

maktad¬r. Birinci bölümde konunun önemi ve tarihsel geli̧simi; ikinci bölümde ise

zaman skalas¬teorisinin temel kavramlar¬ile birinci ve ikinci mertebeden do¼grusal

dinamik denklemlerin genel teorisi i̧slenmi̧stir. ·Ikinci bölümde verilen tüm sonuçlar

Bohner ve Peterson, (2001 ve 2003) eserlerinden al¬nm¬̧s olup bu sonuçlar¬n ispat-

lar¬için bu eserler kaynak gösterilmektedir. Orijinal sonuçlardan oluşan üçüncü ve

son bölümde, bir zaman skalas¬üzerinde kurulan parametreye ba¼gl¬ s¬n¬r koşullu

Sturm-Liouville probleminin baz¬ çözümleri incelenmi̧s; problemin özde¼ger ve öz-

fonksiyonlar¬n¬n önemli özellikleri verilmi̧stir.
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2. L·INEER D·INAM·IK DENKLEMLER·IN TEMEL KAVRAMLARI

2.1 Delta-türev ve Delta-integral

Tan¬m 2.1.1: Reel say¬lar kümesinin boş kümeden farkl¬, kapal¬herhangi bir T alt

kümesine zaman skalas¬(time scale) denir (Bohner ve Peterson, 2001). Örne¼gin,

R; Z; N; N0; f0; 1g [ [2; 3] [ f4g ;

hZ = fhk : k 2 Zg ; h > 0

qN0 =
�
qk : k 2 N0

	
; q > 1

Kq =
�
qk : k 2 Z

	
[ f0g

kümeleri birer zaman skalas¬d¬r.

� > 0 verilen bir reel say¬olmak üzere t0 2 T noktas¬n¬n �-komsulu¼gu

U� (t0) = ft 2 T : jt� t0j < �g şeklinde tan¬mlan¬r. Bunun yard¬m¬yla zaman skalas¬nda

verilen bir dizinin limiti, bir fonksiyonun süreklili¼gi ve sürekli fonksiyonlar¬n genel

özellikleri klasik analizde oldu¼gu gibi verilebilir.

I � R herhangi bir aral¬k olmak üzere bir T zaman skalas¬ndaki bir IT aral¬¼g¬

IT = I \ T şeklinde tan¬mlan¬r (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬m 2.1.2: T bir zaman skalas¬olmak üzere,

� : T! T; � (t) =

8<: inf fs 2 T : s > tg , t 6= supT

t, t = supT

� : T! T; � (t) =

8<: sup fs 2 T : s < tg , t 6= inf T

t, t = inf T
� : T! [0;1); � (t) = � (t)� t.

şeklinde tan¬mlanan �, � ve � fonksiyonlar¬na s¬ras¬yla ileri s¬çrama operatörü, geri

s¬çrama operatörü ve graininess operatörü denir (Bohner ve Peterson, 2001).

T�nin kapal¬olmas¬ndan her t 2 T için � (t) 2 T ve � (t) 2 T oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Örnek 2.1.3:

a. T = R ise tan¬mdan her t 2 R için

� (t) = inf fs 2 R : s > tg = inf (t;1) = t

ve benzer şekilde

� (t) = sup fs 2 R : s < tg = sup (�1; t) = t

bulunur. Graniniess � fonksiyonu

� (t) = � (t)� t = t� t = 0

şeklinde olup, bu eşitlik 8t 2 R için sa¼gland¬¼g¬ndan � � 0 d¬r.

b. T = hZ ise her t 2 hZ için

� (t) = inf ft+ h; t+ 2h; t+ 3h; :::g = t+ h

� (t) = sup f:::; t� 3h; t� 2h; t� hg = t� h

� � h

bulunur.

Özel olarak T = Z ise her t 2 Z için � (t) = t+ 1, � (t) = t� 1 ve � � 1 dir.

c. T = Kq = qZ [ f0g, q > 1 halinde her t 2 Kq ve t > 0 için

� (t) = inf
�
qt; q2t; q3t; :::

	
= qt

� (t) = sup

�
:::;

1

q3
t;
1

q2
t;
1

q
t

�
=
1

q
t

ve t = 0 için

� (0) = � (0) = 0

d¬r. Dolay¬s¬yla her t 2 Kq için

� (t) = qt, � (t) =
1

q
t

yaz¬labilir.

d. T = N ise her t 2 N için

� (t) = t+ 1

5



� (t) =

8>><>>:
t� 1; t > 1

1; t = 1

bulunur.

e. T = f0; 1g [ [2; 3] [ f4g ise her t 2 T için

� (t) =

8>>><>>>:
t; t 2 [2; 3) [ f4g ;

t+ 1; t 2 f0; 1; 3g

� (t) =

8>><>>:
t; t 2 f0g [ (2; 3] ;

t� 1; t 2 f1; 2; 4g

bulunur.

Tan¬m 2.1.4: T bir zaman skalas¬ve t 2 T olmak üzere, � (t) = t ise t�ye sa¼g

yo¼gun nokta, � (t) > t ise t�ye sa¼g saç¬lm¬̧s nokta, � (t) = t ise t�ye sol yo¼gun nokta

ve � (t) < t ise t�ye sol saç¬lm¬̧s nokta denir. Hem sol yo¼gun hem de sa¼g yo¼gun olan

noktaya yo¼gun nokta ad¬verilir. �(t) < t < �(t) ise t izole noktad¬r (Bohner ve

Peterson, 2001).

Örnek 2.1.5: T = [0; 2] [ f3g [ [4; 5] zaman skalas¬için

t0 = 0 : sa¼g yo¼gun, � (0) = 0

t1 = 2 : sa¼g saç¬lm¬̧s ve sol yo¼gun, � (2) = 3 ve � (2) = 2

t2 = 5 : sol yo¼gun, � (5) = 5

t3 = 4 : sol saç¬lm¬̧s ve sa¼g yo¼gun, � (4) = 4 ve � (4) = 3

t4 = 3 : izole, � (3) = 4 ve � (3) = 2

t5 = 1 : yo¼gun, � (1) = � (1) = 1

6



Tan¬m 2.1.6: T bir zaman skalas¬olmak üzere

Tk :=

8>><>>:
T� fmg ; T sol-saç¬lm¬̧s bir maksimum m noktas¬na sahipse

T; di¼ger durumlarda

kümesi T�deki türevlenebilme bölgesi olarak adland¬r¬l¬r (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬m 2.1.7: Kabul edelim ki

f : T! R

bir fonksiyon ve t 2 Tk olsun. Her " > 0 için t�nin en az bir U = (t � �; t + �) \ T

komşulu¼gu, her s 2 U eleman¬için

��[f (� (t))� f (s)]� f4 (t) [� (t)� s]
�� � " j� (t)� sj

eşitsizli¼gi sa¼glanacak şekilde mevcut ise, f�e t noktas¬nda �� diferansiyellenebilir

veya4�t�urevlenebilir fonksiyon ve f4 (t) say¬s¬na f fonksiyonunun t noktas¬ndaki

delta türevi veya Hilger türevi denir. Bununla birlikte, 8t 2 Tk için f4(t) mevcut

ise f �ye Tk�da �-diferansiyellenebilirdir denir .

f4 : Tk ! R

fonksiyonu f �nin Tk�daki türevi(delta türevi) olarak adland¬r¬l¬r (Bohner ve Peter-

son, 2001).

Teorem 2.1.8: f : T! R fonksiyonu verilsin ve t 2 Tk olsun. O halde

(i) E¼ger f fonksiyonu t noktas¬nda 4-türevlenebilirse t�de süreklidir.

(ii) E¼ger f , t�de sürekli ve t bir sa¼g saç¬lm¬̧s nokta ise f , t�de 4-türevlenebilirdir ve

f4 (t) =
f (� (t))� f (t)

� (t)� t

eşitli¼gi geçerlidir.

(iii) E¼ger t sa¼g yo¼gun nokta ise f�nin t�de4-türevlenebilir olmas¬için gerek ve yeter

koşul sonlu

lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
7



limitinin var olmas¬d¬r. Bu durumda türev

f4 (t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s

eşitli¼gi ile hesaplanabilir.

(iv) f , t�de 4-türevlenebilir ise

f� (t) = f (t) + � (t) :f4 (t)

eşitli¼gi geçerlidir. Burada f�(t) = f (� (t)) dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬mdan, T = R ise f�nin �-türevi

f4 (t) = lim
s!t

f (t)� f (s)

t� s
= f 0 (t)

şeklindedir. Yani 4-türev R üzerinde klasik türevle çak¬̧smaktad¬r. Di¼ger yandan

T = Z ise

f : Z! R

fonksiyonu t 2 Z�de �-diferansiyellenebilir ve

f4 (t) =
f (� (t))� f (t)

�(t)
= f (t+ 1)� f (t) = 4f (t)

dir.

Örnek 2.1.9:

T herhangi zaman skalas¬ olmak üzere aşa¼g¬daki eşitliklerin geçerli oldu¼gu türev

tan¬m¬ndan elde edilebilir (Bohner ve Peterson, 2001).

a. Herhangi bir c sabiti için f : T! R; f(t) = c ise f4(t) � 0.

b. f : T! R; f(t) = ct ise f4(t) � c.

c. f : T! R; f(t) = t2 ise f4(t) = t+ � (t) :

d. f : T! R; f(t) = tn ise f4(t) =
nX
k=1

tn�k�k�1 (t) :

e. f : T\ (0;1)! R; f(t) =
p
t ise f4(t) = 1p

t+
p
�(t)
.

f. f : T� f0g ! R; f(t) = 1
t
ise � (t) 6= 0 için f4(t) = � 1

t�(t)
.

8



Örnek 2.1.10:

Baz¬özel zaman skalalar¬nda baz¬fonksiyonlar¬n türevleri aşa¼g¬da verilmektedir.

a. T = R ise �(t) = t oldu¼gundan �
t2
�4
= 2t:

b. T = hZ ise �(t) = t+ h oldu¼gundan�
t2
�4
= t+ (t+ h) = 2t+ h:

c. T = Kq ise �(t) = qt oldu¼gundan�
t2 + 3t� 2

�4
= t+ qt+ 3:

d. T = N
1
2
0 =

np
k : k 2 N0

o
ise �(t) =

p
t2 + 1 oldu¼gundan�

t3
�4

= t2 + t�(t) + �2(t)

= 2t2 + t
p
t2 + 1 + 1:

e. T =
n
2(2

k) : k 2 N0
o
ise �(t) = t2 oldu¼gundan�
t4
�4

= t3 + t2�(t) + t�2(t) + �3(t)

= t6 + t5 + t4 + t3

Teorem 2.1.11: f; g : T ! R fonksiyonlar¬n¬n t 2 Tk noktas¬nda 4-türevlenebilir

oldu¼gunu varsayal¬m. Bu durumda:

(i) f +g; bir � sabiti için �f ve fg fonksiyonlar¬da t�de 4-türevlenebilirdir. Ayr¬ca

t noktas¬nda

(f + g)4 (t) = f4 (t) + g4 (t)

(�f)4 (t) = �f4 (t)

(fg)4 (t) = f4 (t) g (t) + f (� (t)) g4 (t)

= f (t) g4 (t) + f4 (t) g (� (t))

9



eşitlikleri geçerlidir.

(ii) E¼ger g (t) g (� (t)) 6= 0 ise f
g
oran¬da t�de 4-türevlenebilirdir ve

�
f

g

�4
(t) =

f4 (t) g (t)� f (t) g4 (t)

g (t) g (� (t))

eşitli¼gi geçerlidir.

(iii) E¼ger f (t) :f (� (t)) 6= 0 ise, 1
f
, t�de 4-türevlenebilirdir ve

�
1

f

�4
(t) = � f4 (t)

f (t) :f (� (t))

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬m 2.1.12: f : T! R fonksiyonu verilsin. Bir t0 2 T� fmaxTg noktas¬nda

i) t0 sa¼g saç¬lm¬̧s nokta iken f (� (t0)) > f (t0) ;

ii) t0 sa¼g yo¼gun nokta iken öyle bir U(t0) komşulu¼gu var ki, t > t0 olan her t 2 U(t0)

için f (t) > f (t0) ise f�e t0 noktas¬nda sa¼g-artan fonksiyon denir (Bohner ve Peter-

son, 2003).

Tan¬m 2.1.13: f : T! R fonksiyonu verilsin. Bir t0 2 T� fmaxTg noktas¬nda

i) t0 sa¼g saç¬lm¬̧s nokta iken f (� (t0)) < f (t0) ;

ii) t0 sa¼g yo¼gun nokta iken öyle bir U(t0) komşulu¼gu var ki, t > t0 olan her t 2 U(t0)

için f (t) < f (t0) ise f�e t0 noktas¬nda sa¼g-azalan fonksiyon denir (Bohner ve Peter-

son, 2003).

Teorem 2.1.14: f : T! R fonksiyonu t0 2 T�fmaxTg noktas¬nda4-türevlenebilir

ve f4 (t0) > 0 (f4 (t0) < 0) ise f�e t0 noktas¬nda sa¼g-artan (sa¼g-azalan) fonksiyon-

dur (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.15: f : T! R, [a; b]T aral¬¼g¬nda sürekli, [a; b)T aral¬¼g¬nda4-türevlenebilir

bir fonksiyon ve f(a) = f(b) ise

f4(u) � 0 � f4(v)

eşitsizli¼gin sa¼glayan u; v 2 [a; b) noktalar¬vard¬r (Bohner ve Peterson, 2003).
10



Teorem 2.1.16(Ortalama De¼ger Teoremi): f : T! R, [a; b]T aral¬¼g¬nda sürekli

ve [a; b)T aral¬¼g¬nda 4-türevlenebilir bir fonksiyon ise

f4(u) � f(b)� f(a)

b� a
� f4(v)

eşitsizli¼gini sa¼glayan u; v 2 [a; b) noktalar¬vard¬r (Bohner ve Peterson, 2003).

Sonuç 2.1.17: f : T ! R, [a; b]T aral¬¼g¬nda sürekli ve [a; b)T aral¬¼g¬nda 4-

türevlenebilir bir fonksiyon olsun. E¼ger 8t 2 [a; b)T için

i) f4(t) > 0 ise f fonksiyonu [a; b]T aral¬¼g¬nda artand¬r.

ii) f4(t) < 0 ise f fonksiyonu [a; b]T aral¬¼g¬nda azaland¬r.

iii) f4(t) = 0 ise f fonksiyonu [a; b]T aral¬¼g¬nda sabittir (Bohner ve Peterson, 2003).

Tan¬m 2.1.18: f : T ! R fonksiyonu Tk da 4-türevlenebilir olsun. f4 : Tk ! R

fonksiyonu da Tk2 = fTkgk kümesinde 4-türevlenebilir ise f fonksiyonu ikinci mer-

tebeden 4-türevlenebilirdir denir ve ikinci �-türev

f4
2

= f44 =
�
f4
�4

şeklinde tan¬mlan¬r. Genel şekilde, f�nin n: mertebeden 4-türevi; f4n
: Tkn ! R

her t 2 Tkn için

f4
n

(t) =
�
f4

n�1
�4
(t); n > 2

şeklinde tan¬mlan¬r (Bohner ve Peterson, 2003).

Örnek 2.1.19:

T = Z olmak üzere. f : T ! R, f (t) = t3 � 2t2 + t � 1 fonksiyonu için f4 (t) =

13t2 � 8t+ 1; f44 (t) = 52t� 8 ve f43
(t) = 52 dir.

Tan¬m 2.1.20: E¼ger f : T ! R fonksiyonunun T�deki tüm sa¼g yo¼gun noktalarda

sa¼g tara�¬limitleri var(sonlu) ve T�deki tüm sol yo¼gun noktalarda sol tara�¬limitleri

var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna T�de düzenli (regulated) fonksiyon denir (Bohner

ve Peterson, 2003).

T�de sürekli her fonksiyonun düzenli oldu¼gu aç¬kt¬r fakat bunun tersi do¼gru de¼gildir.

Tan¬m 2.1.21: E¼ger f : T ! R fonksiyonu, T�deki sa¼g yo¼gun noktalarda sürekli
11



ve sol yo¼gun noktalarda sonlu limite sahip ise f fonksiyonuna rd-sürekli fonksiyon

denir.

T�den R�ye tüm rd-sürekli fonksiyonlar¬n kümesi

Crd = Crd (T) = Crd (T;R)

ile gösterilir. f : T ! R n: mertebeden �-türevlenebilir ve n: �-türevi rd-sürekli

fonksiyonlar¬n kümesi ise

Cnrd = Cnrd (T) = Cnrd (T;R)

şeklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.1.22: f : T! R bir fonksiyon olsun.

(i) f fonksiyonu sürekli ise rd-süreklidir.

(ii) f fonksiyonu rd-sürekli ise düzenlidir.

(iii) � operatörü rd-süreklidir.

(iv) E¼ger f rd-sürekli ise f� da rd-süreklidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬m 2.1.23: Bir

F : T! R

fonksiyonu, 8t 2 Tk için

F4 (t) = f (t)

eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa F fonksiyonuna f : T ! R fonksiyonunun anti türevi(ilkeli)

denir. Bu durumda f�in belirsiz integraliZ
f (t)4t = F (t) + c; (c integral sabiti)

ve Cauchy integrali, a; b 2 T için
bZ
a

f (t)4t = F (b)� F (a)

şeklinde tan¬mlan¬r (Bohner ve Peterson, 2001).
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Örnek 2.1.24:

T = Z ve � 6= 1 olmak üzere,
bZ
a

�t4t

belirli integralini hesaplayal¬m.

T = Z oldu¼gundan �
�t

�� 1

�4
= 4

�
�t

�� 1

�
=
�t+1 � �t

�� 1 = �t

eşitli¼gi geçerlidir. Bu nedenle,

Z
�t4t = �t

�� 1 + C ve

bZ
a

�t4t = �b � �a

�� 1

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.1.25 (Anti Türevlerin Varl¬¼g¬). Her rd-sürekli fonksiyon anti türeve

sahiptir. Özel olarak t0 2 T için f fonksiyonunun anti türevi,

F : T! R; F (t) =

tZ
t0

f (�)4� ;

şeklinde tan¬mlan¬r (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬m 2.1.26: T bir zaman skalas¬, a; b 2 T ve a < b olsun. P = ft0; t1; :::tng � T

kümesi a = t0 < t1 < ::: < tn�1 < tn = b şeklinde tan¬mlan¬rsa bu kümeye [a; b]T

aral¬¼g¬n¬n bir parçalanmas¬ denir. [a; b]T aral¬¼g¬n¬n tüm parçalanmalar¬n¬n ailesi

P (a; b) ile gösterilir. Ayr¬ca bir P = fti : i = 0; ng 2 P (a; b) parçalanmas¬herhangi

bir � > 0 için "8i 2 f1; 2; :::; ng; ti � ti�1 < � veya ti � ti�1 > � ve �(ti) = ti�1"

koşulunu sa¼glarsa P ye [a; b]T aral¬¼g¬n¬n bir ��parçalanmas¬denir. [a; b]T aral¬¼g¬n¬n

tüm ��parçalanmalar¬n¬n ailesi de P�(a; b) ile gösterilir (Bohner ve Peterson, 2003).

Tan¬m 2.1.27: f; [a; b]T aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬bir fonksiyon, P = fti : i = 0; ng 2

P (a; b) ve �i 2 [ti�1; ti]T key� bir nokta olmak üzere

S =
nX
i=1

f(�i) (ti � ti�1)

13



ifadesine f�in P parçalanmas¬na kaŗs¬l¬k gelen Riemann ��toplam¬denir (Bohner

ve Peterson, 2003).

Klasik analizdekine benzer olarak Riemann �-integralinin tan¬m¬aşa¼g¬daki şekilde

verilmektedir.

Tan¬m 2.1.28: f [a; b]T aral¬¼g¬nda s¬n¬rl¬bir fonksiyon olsun.

"8" > 0 için 9� > 0 vard¬r öyle ki, her bir P 2 P�(a; b) parçalanmas¬ için �i 2

[ti�1; ti]T noktalar¬n¬n seçiminden ba¼g¬ms¬z olarak jS � Ij < " eşitsizli¼gi geçerlidir."

önermesi sa¼glanacak şekilde bir I say¬s¬varsa f�e [a; b]T aral¬¼g¬nda�-integrallenebilir

fonksiyon (veya Riemann �-integrallenebilir fonksiyon) denir. Bu I say¬s¬tektir ve

bu say¬ya da f�in [a; b]T aral¬¼g¬ndaki �-integrali (veya Riemann �-integrali) denir.

I =

bZ
a

f (�)4�

şeklinde gösterilir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.29: f : T! R, f(t) = c sabit fonksiyonu �-integrallenebilirdir ve

bZ
a

f (�)4� = c(b� a)

dir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.30: f : T! R bir fonksiyon ve t 2 T olsun. E¼ger f [t; �(t)]T�de

�-integrallenebilirdir ve
�(t)Z
t

f (�)4� = � (t) f (t)

dir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.31: [a; b]T aral¬¼g¬nda tan¬ml¬her bir

i) monoton, ii) sürekli, iii) rd-sürekli veya iv) düzenli

fonksiyon bu aral¬kta �-integrallenebilirdir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.32: f; [a; b]T aral¬¼g¬nda �-integrallenebilir bir fonksiyon, m =

infff(t) : t 2 [a; b]Tg ve M = supff(t) : t 2 [a; b]Tg olsun. ' : R! R fonksiyonu
14



[m;M ] aral¬¼g¬nda sürekli ise '�f bileşke fonksiyonu [a; b]T aral¬¼g¬nda�-integrallenebilirdir

(Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.33(Analizin Temel Teoremi-1): f; [a; b]T aral¬¼g¬nda süreki, [a; b)T

aral¬¼g¬nda �� t�urevlenebilir ve f�; [a; b]T aral¬¼g¬nda �-integrallenebilir ise

bZ
a

f� (t)4t = f (b)� f (a)

geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.34(Analizin Temel Teoremi-2): f; [a; b]T aral¬¼g¬nda�-integrallenebilir

bir fonksiyon olmak üzere t 2 [a; b]T için

F (t) =

tZ
a

f (�)4�

fonksiyonu [a; b]T�de süreklidir. Ayr¬ca f bir t0 2 [a; b)T sa¼g yo¼gun noktas¬nda sürekli

ise F bu noktada �� t�urevlenebilirdir ve F� (t0) = f (t0) d¬r (Bohner ve Peterson,

2003).

Teorem 2.1.35: f ve f� sürekli fonksiyonlar ise0@ tZ
a

f (t; �)4�

1A�

= f(�(t); t) +

tZ
a

f� (t; �)4�

eşitli¼gi geçerlidir. Burada f� (t; �) ifadesi f�in t�ye göre türevini göstermektedir

(Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.36: E¼ger a; b; c 2 T; � 2 R ve f; g fonksiyonlar¬ [a; b]T aral¬¼g¬nda

�-integrallenebilir ise

(i)
bZ
a

[f (t) + g (t)]4t =
bZ
a

f (t)4t+
bZ
a

g (t)4t

(ii)
bZ
a

(�f) (t)4t = �

bZ
a

f (t)4t

15



(iii)
bZ
a

f (t)4t = �
aZ
b

f (t)4t

(iv)
bZ
a

f (t)4t =
cZ
a

f (t)4t+
bZ
c

f (t)4t

(v)
bZ
a

f (� (t)) g4 (t)4t = (fg) (b)� (fg) (a)�
bZ
a

f4 (t) g (t)4t

(vi)
bZ
a

f (t) g4 (t)4t = (fg) (b)� (fg) (a)�
bZ
a

f4 (t) g (� (t))4t

(vii)
aZ
a

f (t)4t = 0

(viii) Her t 2 T için f (t) � g (t) ise
bZ
a

f (t)4t �
bZ
a

g (t)4t

dir.

(ix) Her t 2 T için f(t) � 0 ise
bZ
a

f (t)4t � 0

d¬r (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.37: [a; b]T aral¬¼g¬nda �-integrallenebilen her bir f fonksiyonu için

(i) E¼ger T = R ise
bZ
a

f (t)4t =
bZ
a

f (t) dt
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dir. Burada sa¼g taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

(ii) E¼ger T yaln¬zca izole noktalar içeren bir zaman skalas¬ise

bZ
a

f (t)4t =
X
t2[a;b)

� (t) f (t)

dir.

(iii) E¼ger h > 0 için T = hZ = fhk : k 2 Zg ise

bZ
a

f (t)4t =
b
h
�1X

k= a
h

f (kh)h

dir.

(iv) E¼ger T = Z ise

bZ
a

f (t)4t =
b�1X
t=a

f (t)

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Örnek 2.1.38:

a. T = Z iken

tZ
0

s4s =

t�1X
s=0

s

= 0 + 1 + 2 + 3 + : : :+ (t� 2) + (t� 1)

=
(t� 1) : (t� 1 + 1)

2

=
t: (t� 1)

2
17



dir.

b. T = hZ iken

tZ
0

s4s =

t
h
�1X
k=0

f (sh)h

=

t
h
�1X
k=0

sh2

= h2

t
h
�1X
k=0

s

= h2
�
0 + 1 + 2 + 3 + : : :+

�
t

h
� 1
��

= h2
�
t

h
� 1
�
t

h

1

2

=
1

2
(t� h) t

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

2.2 Birinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemler

f : T� R2 ! R herhangi bir fonksiyon olmak üzere

y4 (t) = f (t; y (t) ; y� (t)) (2.2)

şeklindeki denkleme 1. mertebeden dinamik denklem ad¬verilir.

E¼ger özel olarak

f (t; y (t) ; y� (t)) = f1 (t) y (t) + f2 (t)

veya

f (t; y (t) ; y� (t)) = f1 (t) y
� (t) + f2 (t)

olacak şekilde f1 : T! R ve f2 : T! R fonksiyonlar¬varsa (2.2)�ye T zaman skalas¬

üzerinde tan¬ml¬1. mertebeden lineer(do¼grusal) dinamik denklem denir.

Bir y : T! R fonksiyonu T�de birinci mertebeden4-diferansiyellenebilir ve 8t 2 Tk

için

y4 (t) = f (t; y (t) ; y� (t))
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eşitli¼gini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona (2.2) denkleminin bir çözümü denir.

(2.2) denkleminin çözümlerinden oluşan bir fonksiyon ailesi bir tek key� sabit bu-

lunduruyorsa bu aile denklemin genel çözümü olarak adland¬r¬l¬r.

Belirli t0 2 T ve y0 2 R say¬lar¬için (2.2) denkleminin

y (t0) = y0 (2.3)

koşulunu sa¼glayan çözümünün aranmas¬na başlang¬ç de¼ger problemi, (2.3) koşuluna

da başlang¬ç koşulu denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Bu bölümde 1. mertebeden lineer dinamik denklemler ve onlar için başlang¬ç de¼ger

problemleri incelenecektir. Bunun için öncelikle, klasik analizdeki üstel fonksiyonun

zaman skalas¬ndaki genelleştirilmesi say¬lan genelleştirilmi̧s üstel fonksiyon ve onun

baz¬önemli özellikleri verilmelidir.

Tan¬m 2.2.1: T bir zaman skalas¬ olmak üzere p : T ! R fonksiyonu verilsin.

8t 2 Tk için 1 + � (t) p (t) 6= 0 ise p�ye regresif fonksiyon denir. T�den R�ye tan¬ml¬

tüm rd-sürekli ve regresif fonksiyonlar¬n kümesi R veya R (T;R) şeklinde gösterilir

(Bohner ve Peterson, 2001).

Lemma 2.2.2: R kümesi

(p� q) (t) := p (t) + q (t) + � (t) p (t) q (t) ; t 2 Tk (2.4)

i̧slemine göre bir de¼gi̧smeli gruptur. Bu gruba regresif grup ad¬verilir (Bohner ve

Peterson, 2001).

p 2 R olmak üzere 	p = � p(t)
1+�(t)p(t)

seçersek 8t 2 T için

[p� (	p)] (t) = p (t)�
�
� p (t)

1 + � (t) p (t)

�
= p (t)� p (t)

1 + � (t) p (t)
�� (t) p (t) p (t)

1 + � (t) p (t)
= �

eşitli¼gi sa¼glan¬r. Bu ise p�nin bu i̧sleme göre ters eleman¬n¬n 	p oldu¼gunu gösterir.
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� i̧slemi ve bu i̧sleme göre ters eleman kullan¬larak p	 q i̧slemi

(p	 q) (t) = (p� (	q)) (t)

= p (t)� q (t)

1 + � (t) q (t)
� � (t)

p (t)� q (t)

1 + � (t) q (t)

=
p (t) + � (t) p (t) q (t)� q (t)� � (t) p (t) q (t)

1 + � (t) q (t)

=
p (t)� q (t)

1 + � (t) q (t)

şeklinde tan¬mlan¬r.

Tan¬m 2.2.3: p 2 R olmak üzere ep : T� T! R,

ep (t; s) = exp

0@ tZ
s

��(�) (p (�))4�

1A (2.5)

şeklinde tan¬ml¬ep (t; s) fonksiyonuna genelleştirilmi̧s üstel fonksiyon denir. Burada

��(�) (p (�)) =

8<:
1

�(�)
Log (1 + p (�)� (�)) ; � (�) > 0

p (�) ; � (�) = 0
(2.6)

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Lemma 2.2.4: p 2 R ise 8s; t; u 2 T için

i) e0 (t; s) � 1; ep (t; t) � 1;

ii) ep (t; u) ep (u; s) = ep (t; s) ;

iii) ep (� (t) ; s) = (1 + � (t) p (t)) ep (t; s)

eşitlikleri geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tan¬m 2.2.5: p 2 R ise

y4 (t) = p (t) y (t) + q (t) (2.7)

denklemine 1. mertebeden regresif lineer dinamik denklem denir. Özel olarak q (t) =

0 ise (2.7) denklemine homojen lineer regresif denklem ad¬verilir (Bohner ve Peter-

son, 2001).
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Teorem 2.2.6: t0 2 T olmak üzere ep (t; t0) fonksiyonu8<: y4 (t) = p (t) y (t)

y (t0) = 1
(2.8)

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümüdür (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.7: p 2 R olmak üzere (2.8) başlang¬ç de¼ger probleminin tek çözümü

y (t) = ep (t; t0)

fonksiyonudur (Bohner ve Peterson, 2001).

Sonuç 2.2.8: p 2 R ise

y4 (t) = p (t) y (t)

denkleminin genel çözümü

y (t) = cep (t; t0) (2.9)

şeklindedir. Burada c bir key� sabittir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.9: p 2 R ise 8<: y4 (t) = p (t) y (t) + q (t)

y (t0) = y0

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümü

y (t) = ep (t; t0)

8<:y0 +
tZ

t0

ep (t0; � (�)) q (�)4�

9=; (2.10)

şeklindedir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.10: p; q 2 R olmak üzere

i) 1
ep(t;s)

= e	p (t; s)

ii) ep (t; s) eq (t; s) = ep�q (t; s)

iii) ep(t;s)
eq(t;s)

= ep	q (t; s)

ba¼g¬nt¬lar¬geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Örnek 2.2.11: T = R ise 8<: y
0
= p (t) y

y (t0) = 1

başlang¬ç de¼ger probleminin çözümünün

y (t) = e

tR
t0

p(t)dt

oldu¼gunu biliyoruz. Buna göre R�de

ep (t; t0) = e

tR
t0

p(t)dt

geçerlidir.

Özel olarak p (t) = � (sabit) ise

e� (t; t0) = e�(t�t0)

olur (Bohner ve Peterson, 2001).

Örnek 2.2.12: T =hZ, h > 0 zaman skalas¬n¬alal¬m. � 2 Cn
�
� 1
h

	
sabit olsun.

e� (t; 0) = (1 + �h)
t
h ; t 2 T

için geçerlidir. Gerçekten, y (t) = (1 + �h)
t
h alal¬m.8<: y4 (t) = �y (t)

y (0) = 1

oldu¼gunu gösterirsek ispat¬tamamlam¬̧s oluruz. y (0) = (1 + �h)0 = 1 oldu¼gu aç¬k-

t¬r.

Di¼ger yandan hZ�de

y4 (t) =
y (t+ h)� y (t)

h

=
(1 + �h)

t+h
h � (1 + �h)

t
h

h

=
(1 + �h)

t
h
+1 � (1 + �h)

t
h

h

= (1 + �h)
t
h

�
1 + �h� 1

h

�
= � (1 + �h)

t
h

= �y (t)

22



oldu¼gunda istenen eşitlik elde edilir.

Örnek 2.2.13: T =Z ise

e� (t; 0) = (1 + �)t

d¬r. Özel olarak

e1 (t; 0) = 2
t

dir.

Örnek 2.2.14: 8<: y4 = y + 3t; t 2 Z

y (0) = 0

başlang¬ç de¼ger problemini çözelim. Teorem 2.2.9�dan

y = e1 (t; 0)

tZ
0

e1 (0; � + 1) 3
�4�

= 2t
tZ
0

2�(�+1)3�4�

= 2t�1
tZ
0

�
3

2

��
4�

= 3t � 2t

bulunur.

2.3 ·Ikinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemler

Bu bölümde p; q ve f; Crd uzay¬ndan al¬nan fonksiyonlar olmak üzere Tk
2
kümesinde

verilen

y44 + p (t) y4 + q (t) y = 0 (2.11)

ve

y44 + p (t) y4 + q (t) y = f (t) (2.12)

denklemlerinin çözümlerini araşt¬raca¼g¬z.

(2.11) ve (2.12) denklemlerine ikinci mertebeden s¬ras¬yla homojen ve homojen ol-

mayan lineer dinamik denklemler denir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Birinci mertebeden denklemlere benzer olarak, 8t 2 Tk için

1� � (t) p (t) + �2 (t) q (t) 6= 0

ise (2.11)�e (veya (2.12)�ye) regresif denklem ad¬verilir. Bundan böyle aksi belir-

tilmedikçe (2.11) ve (2.12) denklemlerinin regresif denklemler oldu¼gu kabul edilecek-

tir.

Bir y : T ! R fonksiyonu T�de 2. mertebeden 4-diferansiyellenebilir ve 8t 2 Tk2

için (2.11) (veya (2.12)) denklemini sa¼gl¬yorsa bu fonksiyona denklemin bir çözümü

denir.

y1 (t) ve y2 (t) (2.11)�nin herhangi iki çözümü olmak üzere

W (y1 ; y2) (t) =

������ y1 y2

y4
1

y4
2

������ (2.13)

determinant¬na y1 (t) ve y2 (t) çözümlerinin Wronksy determinant¬veya Wronksiyan¬

denir.

E¼ger 8t 2 Tk için W (y1 ; y2) (t) 6= 0 ise fy1 (t) ; y2 (t)g kümesi (2.11) denkleminin

temel çözüm sistemi (kümesi) olarak adland¬r¬l¬r (Bohner ve Peterson, 2001).

Lemma 2.3.1: y1 (t) ve y2 (t) (2.11)�nin herhangi iki çözümü olmak üzere 8t 2 Tk
2

için aşa¼g¬dakiler geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

i) � (t)W (y1 ; y2) (t) =

������ y1 y2

y�
1

y�
2

������ ;

ii) W (y1 ; y2) (t) =

������ y
�
1

y�
2

y4
1

y4
2

������ ;

iii) W4 (y1 ; y2) (t) =

������ y�
1

y�
2

y44
1

y44
2

������ :
Teorem 2.3.2(Abel): t0 2 Tk ve y1 (t) ; y2 (t) (2.11) denkleminin çözümleri olsun.

Bu durumda

W (y1 ; y2) (t) = e�p+�q (t; t0)W (y1 ; y2) (t0) (2.14)

eşitli¼gi geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Teorem 2.3.3: fy1 (t) ; y2 (t)g kümesi (2.11) denkleminin temel çözüm sistemi ise

bu denklemin genel çözümü

y (t) = c1y1 (t) + c2y2 (t) (2.15)

şeklindedir (Bohner ve Peterson, 2001).

�; � 2 R olmak üzere T zaman skalas¬nda

y44 + �y4 + �y = 0 (2.16)

dinamik denklemini gözönüne alal¬m.

Aç¬kt¬r ki 8t 2 Tk için 1� �� (t) + ��2 (t) 6= 0 ise (2.16) denklemi regresiftir.

Bu denklemin çözümünü y (t) = e� (t; t0) şeklinde arayal¬m. Burada � 2 C, t0 2 Tk

ve 8t 2 Tk için 1 + �� (t) 6= 0 oldu¼gu kabul edilmektedir. e� (t; t0) fonksiyonunun

birinci ve ikinci mertebeden �-türevleri

e4� (t; t0) = �e� (t; t0)

e44� (t; t0) = �2e� (t; t0)

eşitliklerini sa¼glad¬¼g¬ndan bu eşitlikler (2.16) denkleminde yerine yaz¬l¬rsa

�
�2 + ��+ �

�
e� (t; t0) = 0

ve dolay¬s¬yla

�2 + ��+ � = 0 (2.17)

elde edilir. (2.17)�e (2.16)�nin karakteristik denklemi denir.

Aç¬kt¬r ki bu denklemin çözümleri

�1 =
��+

p
�2�4�
2

�2 =
���

p
�2�4�
2

(2.18)

şeklindedir.

Buna göre e� (t; t0) fonksiyonunun (2.16) denkleminin çözümü olmas¬için gerekli ve

yeterli koşul � say¬s¬n¬n (2.18)�da verilen �1 ve �2 say¬lar¬ndan birine eşit olmas¬d¬r

(Bohner ve Peterson, 2001).
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Lemma 2.3.4: (2.16) denkleminin regresif olmas¬için gerekli ve yeterli koşul (2.18)

eşitlikleri ile tan¬mlanan �1 ve �2 say¬lar¬n¬n regresif olmas¬d¬r.

Yani 8t 2 Tk için

1� �� (t) + ��2 (t) 6= 0() 1 + �1� (t) 6= 0 ve 1 + �2� (t) 6= 0

geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.3.5: �2 � 4� 6= 0 olsun. (2.16 denklemi regresif ise bu denklemin temel

çözümler sistemi

fe�1 (t; t0) ; e�2 (t; t0)g

şeklindedir. Burada t0 2 Tk ve �1; �2 (2.18) eşitlikleri ile tan¬ml¬say¬lard¬r (Bohner

ve Peterson, 2001).

Sonuç 2.3.6: (2.16) denklemi regresif ise genel çözümü

y (t) = c1e�1 (t; t0) + c2e�2 (t; t0)

şeklindedir.

(2.11) denklemine alternatif olarak aşa¼g¬da verilen dinamik denklemi gözönüne alal¬m.

y44 + p (t) y4
�

+ q (t) y� = 0 (2.19)

Burada y4
�
(t) = y4 � � d¬r.

Tan¬m 2.3.7: p 2 R ve q 2 Crd ise (2.19) denklemine regresif denklem denir

(Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.3.8: (2.11) ve (2.19) tipindeki regresif denklemler birbirine denktir

(Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.3.9: (2.11) (veya (2.19)) denklemi regresif ise bir t0 2 Tk için bu den-

klemin y(t0) = y0; y
�(t0) = y1 başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan bir tek çözümü vard¬r ve

bu çözüm T�nin tamam¬nda tan¬ml¬d¬r. Burada y0 ve y1 verilen sabitlerdir (Bohner
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ve Peterson, 2001).

Şimdi de homojen olmayan (2.12) dinamik denklemini gözönüne alal¬m. Buna

kaŗs¬l¬k gelen (2.11) homojen denkleminin temel çözüm sistemi fy1 (t) ; y2 (t)g ol-

sun.

(2.12) denkleminin çözümünü

y (t) = c1 (t) y1 (t) + c2 (t) y2 (t) (2.20)

şeklinde arayal¬m. Burada c1 (t) ve c2 (t) ; T�de �-türevlenebilir fonksiyonlard¬r.

(2.20)�nin �-türevini al¬rsak

y4 (t) = c4
1
(t) y�1 (t) + c4

2
(t) y�2 (t) + c1 (t) y

4
1 (t) + c2 (t) y

4
2 (t)

yazabiliriz.

c4
1
(t) y�1 (t) + c4

2
(t) y�2 (t) = 0 (2.21)

oldu¼gunu kabul edelim. Bu durumda

y44 (t) = c4
1
(t) y4

�

1 (t) + c4
2
(t) y4

�

2 (t) + c1 (t) y
44
1 (t) + c2 (t) y

44
2 (t)

bulunur.

y (t) ; y4 (t) ve y44 (t) ifadeleri (2.12) denkleminde yerine yaz¬larak

c4
1
(t) y4

�

1 (t) + c4
2
(t) y4

�

2 (t) + c1 (t) y
44
1 (t) + c2 (t) y

44
2 (t)

+ p (t)
h
c1 (t) y

4
1 (t) + c2 (t) y

4
2 (t)

i
+ q (t) [c1 (t) y1 (t) + c2 (t) y2 (t)] = f (t)

ve

c4
1
(t) y4

�

1 (t) + c4
2
(t) y4

�

2 (t) = f (t) (2.22)

elde edilir.

(2.21) ve (2.22) eşitliklerinden oluşan cebirsel denklem sistemi çözülürse

c41 (t) =
�f (t) y�2 (t)
W � (y1; y2)

c42 (t) =
f (t) y�1 (t)

W � (y1; y2)
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bulunur. Buradan

c1 (t) = �
tZ

t0

f (�) y�2 (�)

W � (y1; y2)
4� + a

c2 (t) =

tZ
t0

f (�) y�1 (�)

W � (y1; y2)
4� + b

elde edilir. Burada a ve b integral sabitleridir. Bu ifadelerin (2.20)�de yerine yaz¬l-

mas¬yla (2.11) denkleminin genel çözümü

y (t) = ay1 (t) + by2 (t) +

tZ
t0

y�1 (�) y2 (t)� y�2 (�) y1 (t)

W (y1; y2) (� (�))
f (�)4� (2.23)

şeklinde bulunur (Bohner ve Peterson, 2001).
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3. ZAMAN SKALASINDA PARAMETREYE BA¼GLI

STURM-LIOUVILLE PROBLEM·I

3.1 Problemin Tan¬m¬ve Çözümlerin Özellikleri

T s¬n¬rl¬bir zaman skalas¬� = inf T ve � = � (supT) olsun. Aşa¼g¬da verilen s¬n¬r

de¼ger problemini gözönüne alal¬m.

�y44 (t) + q (t) y� (t) = �y� (t) ; t 2 Tk2 (3.1)

a(�)y (�)� b(�)y� (�) = 0 (3.2)

c(�)y (�)� d(�)y� (�) = 0 (3.3)

Burada q (t), T�de sürekli reel de¼gerli bir fonksiyon, a(�) =
naP
k=0

ak�
k , b(�) =

nbP
k=0

bk�
k

, c(�) =
ncP
k=0

ck�
k , d(�) =

ndP
k=0

dk�
k ve ana 6= 0; bnb 6= 0, cnc 6= 0; dnd 6= 0 dir.

Bu koşullar alt¬nda her bir � kompleks say¬s¬için (3.1) denkleminin regresif oldu¼gu

aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla Teorem 2.3.9�a göre t0 2 Tk olmak üzere (3.1) denkleminin

y (t0) = y0; y
�(t0) = y1 başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü var ve tektir.

Lemma 3.1.1(Gronwall Eşitsizli¼gi): y,f 2 Crd, 8t 2 Tk için p(t) � 0 olsun. Bu

durumda 8t 2 T için

y (t) � f (t) +

tZ
t0

p (�) y (�)��

eşitsizli¼gi geçerli ise

y (t) � f (t) +

tZ
t0

(ep (t; � (�))) f (�) p (�)��

eşitsizli¼gi de geçerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 3.1.2: y = y (t; �) fonksiyonu (1) denkleminin y (�) = f (�) , y� (�) =

g (�) başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümü olsun. E¼ger f ve g fonksiyonlar¬� n¬n

sürekli fonksiyonlar¬ ise herbir �kse edilmi̧s t 2 T için y (t; �) fonksiyonu da � ya
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göre süreklidir.

·Ispat: y44 (t) = 0 homojen denkleminin genel çözümü y = A1t + A2 şeklindedir.

Sabitlerin de¼gi̧simi yöntemi kullan¬larak y (t; �) = A1 (t) :t+A2 (t) şeklinde aran¬rsa:

A�1 (t) :� (t) + A�2 (t) = 0

koşulu alt¬nda

A�1 (t) = fq (t)� �g y� (t)

eşitli¼gi elde edilir. Buradan

A1 (t) =

tZ
�

(q (�)� �) y� (�)�� + A?1

ve

A2 (t) =

t

�
Z
�

(q (�)� �) y� (�)� (�)�� + A?2

bulunur. Dolay¬s¬yla y (t; �) fonksiyonu için

y (t; �) = A?1t+ A?2 +

tZ
�

(q (�)� �) (t� � (�)) y� (�; �)��

integral denklemi yaz¬labilir. Verilen başlang¬ç koşullar¬kullan¬larak A?1 = g (�) ve

A?2 = f (�)� �g (�) olarak bulunmas¬yla

y (t; �) = f (�) + (t� �) g (�) +

tZ
�

(q (�)� �) (t� � (�)) y� (�; �)��

elde edilir. �0 herhangi bir komleks say¬olmak üzere

y� (t; �) = f (�) + (� (t)� �) g (�) +

�(t)Z
�

(q (�)� �) (� (t)� � (�)) y� (�; �)��

y� (t; �0) = f (�0) + (� (t)� �) g (�0) +

�(t)Z
�

(q (�)� �0) (� (t)� � (�)) y� (�; �0)��
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ifadeleri aç¬kt¬r. Bu ifadelerin taraf tarafa ç¬kar¬lmas¬yla

y� (t; �)� y� (t; �0) = f (�)� f (�0) + (� (t)� �) (g (�)� g (�0))

+

�(t)Z
�

q (�) (� (t)� � (�)) (y� (�; �)� y� (�; �0))��

�
�(t)Z
�

[� (� (t)� � (�)) y� (�; �)� �0 (� (t)� � (�)) y� (�; �0)]��

yaz¬labilir. Bu son eşitlik düzenlenek

y� (t; �)� y� (t; �0) = f (�)� f (�0) + (� (t)� �) (g (�)� g (�0))

� (�� �0)

�(t)Z
�

(� (t)� � (�)) y� (�; �0)��

+

�(t)Z
�

(q (�)� �) (� (t)� � (�)) (y� (�; �)� y� (�; �0))��

elde edilir. Buradan

jy� (t; �)� y� (t; �0)j � jf (�)� f (�0)j+ (� (�)� �) jg (�)� g (�0)j

+ j�� �0j
�(t)Z
�

j� (t)� � (�)j jy� (�; �0)j��

+

�(t)Z
�

jq (�)� �j j� (�)� � (�)j jy� (�; �)� y� (�; �0)j��

eşitsizli¼ginin do¼gru oldu¼gu kolayca görülebilir. Lemma 3.1.1 dikkate al¬n¬rsa

jy� (t; �)� y� (t; �0)j � jf (�)� f (�0)j+ (� (�)� �) jg (�)� g (�0)j

+ j�� �0j
�(t)Z
�

j� (t)� � (�)j jy� (�; �0)j��

+

�(t)Z
�

eG (t; � (�))F (�; �; �0)G(�; �; �0)��
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ei̧stsizli¼ginin sa¼gland¬¼g¬görülebilir. Burada

F (�; �; �0) = jf (�)� f (�0)j+ (� (�)� �) jg (�)� g (�0)j

+ j�� �0j
�(�)Z
�

j� (�)� � (�)j jy� (� ; �0)j��

G(�; �; �0) = jq (�)� �j j� (�)� � (�)j

d¬r. Son olarak �! �0 iken limit al¬n¬rsa

lim
�!�0

jy� (t; �)� y� (t; �0)j = 0

oldu¼gu görülür. Bu ise y (t; �) fonksiyonunun �0 noktas¬nda sürekli oldu¼gunu kan¬tlar.

Sonuç 3.1.4: y� (t; �) = g (�) +

tZ
�

(q (�)� �) y� (�; �)�� eşitli¼gi geçerli oldu¼gun-

dan y� (t; �) fonksiyonu da her t 2 Tk için �0ya göre süreklidir.

3.2 Problemin Özde¼gerlerinin Özellikleri

S (t; �) ; C (t; �) ; ' (t; �) ve  (t; �) fonksiyonlar¬(3.1) denkleminin s¬ras¬yla

S (�; �) = 0; S4 (�; �) = 1 (3.4)

C (�; �) = 1; C4 (�; �) = 0 (3.5)

' (�; �) = b (�) ; '4 (�; �) = a (�) (3.6)

 (�; �) = d (�) ;  4 (�; �) = c (�) (3.7)

başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glayan çözümleri olsun.

Teorem 3.2.1: S (t; �) ; C (t; �) ; ' (t; �) ;  (t; �) çözümleri ve bu çözümlerin birinci

mertebeden 4-türevleri her bir t için ��ya göre tüm kompleks düzlemde analitiktir.

·Ispat: ' (t; �)�n¬n analitik oldu¼gunu ispatlayal¬m. Di¼ger fonksiyonlar¬n analitikli¼gi

benzer şekilde ispatlanabilir. �; �0 2 C herhangi bir kompleks say¬olsun.

� (t; �; �0) := ' (t; �)� ' (t; �0)
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fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bu fonksiyon

�44 (t; �; �0) = '44 (t; �)� '44 (t; �0)

= '� (t; �) fq (t)� �g � '� (t; �0) fq (t)� �0g

= q (t) f'� (t; �)� '� (t; �0)g � �'� (t; �) + �0'
� (t; �0)

= q (t) f'� (t; �)� '� (t; �0)g � � f'� (t; �)� '� (t; �0)g � (�� �0)'
� (t; �0)

= q (t)�� (t; �)� ��� (t; �)� (�� �0)'
� (t; �0)

eşitli¼gini sa¼glamaktad¬r. Buna göre � (t; �) fonksiyonu

��44 (t; �) + q (t)�� (t; �) = ��� (t; �) + (�� �0)'
� (t; �0) (3.8)

denklemini bir çözümüdür. Di¼ger yandan (3.6) başlang¬ç koşullar¬na göre8<: � (�; �; �0) = ' (�; �)� ' (�; �0) = b (�)� b (�0)

�� (�; �; �0) = '� (�; �)� '� (�; �0) = a (�)� a (�0)
(3.9)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Dolay¬s¬yla � (t; �; �0) fonksiyonu (3.8), (3.9) başlang¬ç de¼ger prob-

leminin çözümüdür. Sabitlerin de¼gi̧simi yöntemi kullan¬larak bu başlang¬ç de¼ger

problemi çözülürse

� (t; �; �0) = (a (�)� a (�0))S (t; �) + (b (�)� b (�0))C (t; �) (3.10)

� (�� �0)

tZ
�

[C� (�; �)S (t; �)� S� (�; �)C (t; �)]'� (�; �0)4�

ifadesi elde edilir. (3.10) eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬�� �0�a bölünürse;

' (t; �)� ' (t; �0)

�� �0
=

a (�)� a (�0)

�� �0
S (t; �) +

b (�)� b (�0)

�� �0
C (t; �)

�
tZ

�

[C� (�; �)S (t; �)� S� (�; �)C (t; �)]'� (�; �0)4�

eşitli¼ginin geçerli oldu¼gu görülür. S (t; �) ve C (t; �) fonksiyonlar¬��ya göre sürekli

oldu¼gundan ve a (�), b (�) birer polinom oldu¼gundan son eşitlikte �! �0 iken limit

al¬n¬rsa ' (t; �) fonksiyonunun �0 noktas¬nda diferansiyellenebilir oldu¼gu görülür. �0

key� seçildi¼ginden ' (t; �) fonksiyonu tüm kompleks düzlemde analitiktir.

Lemma 3.2.2: y (t) ve z (t) (3.1) denkleminin iki farkl¬çözümü olsun. Bu çözüm-

lerin W [y (t) ; z (t)] Wronsky determinant¬t�den ba¼g¬ms¬zd¬r.
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·Ispat:

W4 (y (t) ; z (t)) =
�
y (t) z4 (t)� y4 (t) z (t)

�4
= y4 (t) z4 (t) + y� (t) z44 (t)� y4 (t) z4 (t)� y44 (t) z� (t)

= y� (t) fq (t)� �g z� (t)� y� (t) fq (t)� �g z� (t)

= 0

eşitli¼gi geçerli oldu¼gundan ispat aç¬kt¬r.

Lemma 3.2.2�ye göre

W [C (t; �) ; S (t; �)] = C (t; �)S� (t; �)� C� (t; �)S (t; �) = 1

eşitli¼gi geçerlidir. Bu nedenle fS (t; �) ; C (t; �)g kümesi (3.1) denkleminin temel

çözüm sistemidir.

Şimdi

�(�) :=W (' (�; �) ;  (�; �)) = c (�)' (�; �)� d (�)'� (�; �) (3.11)

fonksiyonunu tan¬mlayal¬m. Bir önceki teoreme göre �(�) bir tam fonksiyondur ve

onun s¬f¬rlar¬kompleks düzlemde ayr¬k bir kümedir.

Teorem 3.2.3: (3.1) -(3.3) probleminin özde¼gerleri ile �(�) fonksiyonunun s¬f¬rlar¬

çak¬̧s¬r.

·Ispat: Bir �0 2 C için �(�0) = 0 olsun. Bu durumda (3.11) den ' (t; �0) fonksiy-

onunun (3.3) s¬n¬r koşulunu sa¼glad¬¼g¬görülür. ' (t; �0) (3.1) denkleminin (3.2) s¬n¬r

koşulunu sa¼glayan çözümü oldu¼guna göre (3.1)-(3.3) probleminin s¬f¬rdan farkl¬bir

çözümü olur. Dolay¬s¬yla �0 say¬s¬(3.1)-(3.3) probleminin bir özde¼geridir.

Tersine �0 say¬s¬(3.1)-(3.3) probleminin bir özde¼geri ve y (t; �0) o özde¼gere kaŗs¬l¬k

gelen öz fonksiyon olsun. Bu durumda y (t; �0) = 1S (t; �0) + 2C (t; �0) olacak

şekilde s¬f¬rdan farkl¬1, 2 sabitleri vard¬r. Di¼ger yandan y (t; �0) öz fonksiyon

oldu¼gundan (3.2) ve (3.3) s¬n¬r koşullar¬n¬sa¼glamal¬d¬r. O halde

a (�0) [1S (�; �0) + 2C (�; �0)]� b (�0)
�
1S

� (�; �0) + 2C
� (�; �0)

�
= 0
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ve

c (�0) [1S (�; �0) + 2C (�; �0)]� d (�0)
�
1S

� (�; �0) + 2C
� (�; �0)

�
= 0

geçerlidir. Buradan ;

b (�0) 1 � a (�0) 2 = 0�
c (�0)S (�; �0)� d (�0)S

� (�; �0)
�
1 +

�
c (�0)C (�; �0)� d (�0)C

� (�; �0)
�
2 = 0

yaz¬labilir. Sistemin katsay¬lar determinant¬s¬f¬r olaca¼g¬ndan

c (�0) [a (�0)S (�; �0) + b (�0)C (�; �0)]�d (�0)
�
a (�0)S

� (�; �0) + b (�0)C
� (�; �0)

�
= 0

d¬r. Bu ise

c (�0)' (�; �0)� d (�0)'
� (�; �0) = 0

demektir. Sonuç olarak �(�0) = 0 geçerlidir.

Teorem 3.2.4: T; m elemanl¬zaman skalas¬olmak üzere T üzerinde kurulan (3.1)-

(3.2) tipindeki s¬n¬r de¼ger probleminin özde¼gerlerinin say¬s¬n¬s ile gösterelim. Bu

durumda

dera (�) 6= derb (�) ve derc (�) 6= derd (�) + 1 ise problemin özde¼ger say¬s¬için

s = n+ k +m� 3 (3.12)

geçerlidir. Burada n = max fdera (�) ,derb (�)g ve k = max fderc (�) ,derd (�) + 1g

dir.

·Ispat: T; sonlu m elemanl¬bir zaman skalas¬oldu¼gundan tüm noktalar¬izole nok-

tad¬r. Dolay¬s¬yla T = f�, � (�) , �2 (�) ,..., �m�2 (�) = �, �m�1 (�)g şeklinde yaz¬la-

bilir.

Burada

�r (�) =
�
� � �r�1

�
(�) ; r � 2

d¬r.

(3.6) başlang¬ç koşullar¬ndan

'� (�; �) = ' (�; �) + � (�)'4 (�; �) = b (�) + � (�) a (�)
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geçerlidir.

T izole noktalardan oluştu¼gundan her bir t 2 Tk için '4 (t; �) = '� (t; �)� ' (t; �)

� (t)

ve her bir t 2 Tk2 için

'44 (t; �) =
'4

�
(t; �)� '4 (t; �)

� (t)
=

1

� (t)

"
'�

2
(t; �)� '� (t; �)

�� (t)
� '� (t; �)� ' (t; �)

� (t)

#

=
1

�� (t) (� (t))2

h
� (t)'�

2
(t; �)� (� (t) + �� (t))'� (t; �) + �� (t)' (t; �)

i
eşitlikleri geçerlidir. Di¼ger taraftan

'44 (t; �) = fq (t)� �g'� (t; �)

oldu¼gundan

'�
2

(t; �) = �� (t)� (t) fq (t)� �g'� (t; �) (3.13)

+
� (t) + �� (t)

� (t)
'� (t; �)� �� (t)

� (t)
' (t; �)

= [f (t)�+ g (t)]'� (t; �) + h (t)' (t; �)

elde edilir. Burada f (t) = ��� (t)� (t) ; g (t) = �� (t)� (t) q (t) + ��(t)
�(t)

+ 1 ve

h (t) = ���(t)
�(t)

dir.

dera (�) 6= derb (�) oldu¼gundan (3.13) eşitli¼gi kullan¬larak

der'�
j

(�; �) = n+ j � 1; j = 2; 3; :::;m� 1 (3.14)

elde edilir. Ayr¬ca

�(�) = c (�)'
�
�m�2 (�)

�
� d (�)'�

�
�m�2 (�)

�
(3.15)

= c (�)'
�
�m�2 (�)

�
� d (�)

' (�m�1 (�))� ' (�m�2 (�))

� (�)

=
1

� (�)

�
(� (�) c (�) + d (�))'

�
�m�2 (�)

�
� d (�)'

�
�m�1 (�)

��
eşitli¼gi geçerlidir.

(3.14)�den,

der' (�) = der'�
m�2

(�) = n+m� 3; (3.16)

der'� (�) = der'�
m�1

(�) = n+m� 2 (3.17)
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d¬r. (3.15)-(3.17) eşitlikleri dikkate al¬narak derc (�) 6= derd (�) + 1 ise

der�(�) = n+m� 3 + k (3.18)

oldu¼gu hesaplanabilir. Burada k = max fderc (�) ; derd (�) + 1g d¬r. Böylece özde¼ger

say¬s¬n¬n (3.12) formülü ile verilebilece¼gi aç¬kt¬r.

Uyar¬: Teorem 3.2.4 ün koşullar¬ sa¼glanmad¬¼g¬nda problemin özde¼ger say¬s¬ için

s � n+ k +m� 3 eşitsizli¼gi geçerlidir.

Örnek 3.2.5: T = f0; 1; 2; :::;m� 1g olmak üzere

�y44 + q (t) y� (t) = �y� (t)

�2y (0)� (�+ 1) y� (0) = 0�
�4 + 1

�
y (1)� �2y� (1) = 0

problemini ele alal¬m. Burada � (�) = �2 , b (�) = �+1 , c (�) = �4+1 , d (�) = �2

ve dera (�) 6= derb (�) ; derc (�) 6= derd (�)+1 oldu¼gundan s = m+3 olarak bulunur.

3.3 Parametreye Do¼grusal Şekilde Ba¼gl¬S¬n¬r Koşullar¬

Bu bölümde, ele al¬nan problemin s¬n¬r koşullar¬ndaki katsay¬lar¬n özel durumlar¬nda

problemin özde¼gerlerinin baz¬önemli özellikleri verilmektedir.

(3.2) ve (3.3) s¬n¬r koşullar¬ndaki polinomlar¬n do¼grusal fonksiyonlar oldu¼gunu kabul

edelim Bu durumda probleminin aşa¼g¬daki şekilde yaz¬labilece¼gi aç¬kt¬r.

`y := �y�� (t) + q (t) y� (t) = �y� (t) ; t 2 Tk2 (3.19)

U (y) := (a1�+ a0) y (�)� (b1�+ b0) y
� (�) = 0 (3.20)

V (y) := (c1�+ c0) y (�)� (d1�+ d0) y
� (�) = 0 (3.21)

Burada ai; bi; ci; di 2 R, i = 0; 1, K1 := a0b1 � a1b0 > 0 ve K2 := c1d0 � c0d1 > 0

oldu¼gu kabul ediliyor.

H = L2
�
Tk
�
�C2 kümesi, Y = (y (t) ; Y�; Y�) ; Z = (z (t) ; Z�; Z�) 2 H olmak üzere,

hY; Zi :=
�Z
�

y (t) z (t)� (t) +
1

K1

Y�Z� +
1

K2

Y�Z� (3.22)
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şeklindeki dönüşümle birlikte bir Hilbert uzay¬d¬r.

Tan¬m kümesi D (L) = fY = (y (t) ; Y�; Y�) : y (t) 2 C2rd (T) ; Y� = b1y
� (�) �

a1y (�) ; Y� = d1y
� (�)� c1y (�)g olan ve

L (Y ) = (z (t) ; Z�; Z�) ;

z (t) = �y�� (t) + q (t) y� (t) ;

Z� = a0y (�)� b0y
� (�) ;

Z� = c0y (�)� d0y
� (�)

şeklinde tan¬mlanan L operatörünü ele alal¬m. En az bir Y 6= 0 için LY = �Y �

eşitli¼gini sa¼glayan � say¬lar¬ile (3.19)-(3.21) probleminin özde¼gerleri çak¬̧smaktad¬r.

Teorem 3.3.1: 8Y; Z 2 D (L) için

hLY;Z�i = hY �; LZi

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat:

hLY;Z�i =

�Z
�

�
�y44 + q (t) y� (t)

�
z� (t)4t+

+
1

K1

�
a0y (�)� b0y

� (�)
� �
b1z

� (�)� a1z (�)
�
+

+
1

K2

�
c0y (�)� d0y

� (�)
� �
d1z

� (�)� c1z (�)
�

hY �; LZi =

�Z
�

y� (t)
�
�z�� (t) + q (t) z� (t)

�
4t+

+
1

K1

�
b1y

� (�)� a1y (�)
� �
a0z (�)� b0z

� (�)
�
+

+
1

K2

�
d1y

� (�)� c1y (�)
� �
c0z (�)� d0z

� (�)
�
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d¬r. O halde,

hLY;Z�i � hY �; LZi =

�Z
�

�
�y44 (t) + q (t) y� (t)

�
z� (t)4t

�
�Z
�

y� (t)
�
�z�� (t) + q (t) z� (t)

�
4t

+
1

K1

�
a0y (�)� b0y

� (�)
� �
b1z

� (�)� a1z (�)
�

� 1

K1

�
b1y

� (�)� a1y (�)
� �
a0z (�)� b0z

� (�)
�

+
1

K2

�
c0y (�)� d0y

� (�)
� �
d1z

� (�)� c1z (�)
�

� 1

K2

�
d1y

� (�)� c1y (�)
� �
c0z (�)� d0z

� (�)
�

K¬smi integrasyon yöntemi kullan¬larak

�Z
�

�
�y44 (t) + q (t) y� (t)

�
z� (t)4t�

�Z
�

y� (t)
�
�z�� (t) + q (t) z� (t)

�
4t

= �y4 (�) z (�) + z� (�) y (�) + y4 (�) z (�)� z� (�) y (�) (3.23)

ifadesinin geçerli oldu¼gu gösterilebilir. Di¼ger taraftan
1

K1

��
a0y (�)� b0y

� (�)
� �
b1z

� (�)� a1z (�)
��

� 1

K1

��
b1y

� (�)� a1y (�)
� �
a0z (�)� b0z

� (�)
��

=
1

K1

z� (�)
�
a0b1y (�)� b0b1y

� (�) + b1b0y
� (�)� a1b0y (�)

�
+
1

K1

z (�)
�
�a0a1y (�) + a1b0y

� (�)� b1a0y
� (�) z (�) + a0a1y (�)

�
= �z� (�) y (�) + z (�) y� (�) ve

1

K2

��
c0y (�)� d0y

� (�)
� �
d1z

� (�)� c1z (�)
��

� 1

K2

��
d1y

� (�)� c1y (�)
� �
c0z (�)� d0z

� (�)
��

=
1

K2

z� (�)
�
c0d1y (�)� d0d1y

� (�) + d1d0y
� (�)� c1d0y (�)

�
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+
1

K2

z (�)
�
�c0c1y (�) + d0c1y

� (�)� d1c0y
� (�) + c1c0y (�)

�
= z� (�) y (�)� z (�) y� (�)

elde edilir. Bu eşitlikler (3.23) ile birlikte hLY;Z�i� hY �; LZi = 0 eşitli¼gini verir ve

böylece ispat biter.

Sonuç 3.3.2: i) L operatörünün ve dolay¬s¬yla (3.19)-(3.21) probleminin tüm

özde¼gerleri reel say¬lard¬r.

ii) y (t) ve z (t) (3.19)-(3.21) probleminin farkl¬özde¼gerlerine kaŗs¬l¬k gelen özfonksi-

yonlar¬ise

�Z
�

y (t) z (t)4t+ 1

K1

�
b1y

� (�)� a1y (�)
� �
b1z

� (�)� a1z (�)
�

+
1

K2

�
d1y

� (�)� c1y (�)
� �
d1z

� (�)� c1z (�)
�
= 0

eşitli¼gi geçerlidir.

·Ispat: i) �0, L operatörünün bir özde¼geri ve y (t) bu özde¼gere kaŗs¬l¬k gelen öz

fonksiyon olsun. Teorem 3.3.1�den

hLY; Y �i = hY �; LY i

geçerlidir. Dolay¬s¬yla hLY; Y �i 2 R dir. Di¼ger yandan

hLY; Y �i = h�0Y �; Y �i = �0 hY �; Y �i

eşitli¼gi geçerli oldu¼gundan �0 özde¼gerinin reel say¬oldu¼gu aç¬kt¬r.

ii)

LY = �1Y
�

LZ = �2Z
�

olsun. Teorem 3.3.1�den

�1 hY �; Z�i = hLY;Z�i = hY �; LZi = �2 hY �; Z�i

= (�1 � �2) hY �; Z�i
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yaz¬labilir. �1 6= �2 oldu¼gundan

hY; Zi = 0

geçerlidir. Bu ise iddia edilen eşitli¼gi verir.

Bu bölümde a(�), b(�), c(�) ve d(�) fonksiyonlar¬n¬n özel seçilmesinden dolay¬

' (t; �) ve  (t; �) fonksiyonlar¬için konulan (3.5) ve (3.6) başlang¬ç koşullar¬aşa¼g¬-

daki gibi yaz¬labilir.

' (�; �) = a1�+ a0; '4 (�; �) = b1�+ b0

 (�; �) = c1�+ c0;  4 (�; �) = d1�+ d0

Lemma 3.3.3: Herbir �n özde¼geri için ' (t; �n) = �n (t; �n) eşitli¼gi geçerlidir.

Burada �n =

�
c1'

4 (�; �n)� d1' (�; �n)
�

K2

d¬r.

·Ispat: �n özde¼ger oldu¼gundan �(�n) = 0 d¬r. Buna göre her bir t 2 Tk için�
'4 �  �'

�
(t; �n) = 0 geçerlidir. Bu ise ' (t; �n) ve  (t; �n) fonksiyonlar¬n¬n

lineer ba¼g¬ml¬olmas¬demektir. Dolay¬s¬yla

' (t; �n) = �n (t; �n)

eşitli¼gini gerçekleyen bir �n sabiti vard¬r. Di¼ger yandan ' (�; �n) = �n (�; �n) =

�n (c1�n + c0) ve '� (�; �n) = �n 
� (�; �n) = �n (d1�n + d0) eşitlikleri kullan¬larak

�n =

�
c1'

4 (�; �n)� d1' (�; �n)
�

K2

ifadesi elde edilir.

Teorem 3.3.4: (3.19)- (3.21) probleminin tüm özde¼gerleri cebirsel olarak basittir.

·Ispat: �n, probleminin herhangi bir özde¼geri olsun.O halde �(�n) = 0 d¬r. Basit

oldu¼gunu göstermek için �0 (�n) 6= 0 oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir.

�'�� (t; �) + q (t)'� (t; �) = �'� (t; �) (3.24)

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬n � ya göre türevi al¬n¬rsa;

�'��� (t; �) + q (t)'�� (t; �) = '� (t; �) + �'�� (t; �) (3.25)
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bulunur. Burada '� =
@'

@�
d¬r. (3.24) denklemi '�� (t; �), (3.25) denklemi �'� (t; �)

ile çarp¬l¬p taraf tarafa toplan¬rsa;

'��� (t; �)'� (t; �)� '�� (t; �)'�� (t; �) = � ('� (t; �))
2

elde edilir. Eşitli¼gin her iki taraf¬� dan � ya integrallenerek

' (t; �)'�� (t; �)� '� (t; �)'� (t; �) j��= �
�Z
�

['� (t; �)]2�(t) (3.26)

yaz¬labilir. ' (t; �) (3.6) başlang¬ç koşullar¬n¬sa¼glad¬¼g¬ndan

�
�Z
�

['� (t; �)]2�(t) = K1 + ' (�; �)'�� (�; �)� '� (�; �)'� (�; �)

oldu¼gu aç¬kt¬r. Son eşitlikte � = �n yaz¬l¬rsa Lemma 3.3.3 yard¬m¬yla

�
�Z
�

['� (t; �n)]
2�(t) = K1 + ' (�; �n)'

�
� (�; �n)� '� (�; �n)'� (�; �n)

= K1 + �n
�
(c1�n + c0)'

�
� (�; �n)� (d1�n + d0)'� (�; �n)

�
elde edilir. Bu eşitli¼gin sa¼g taraf¬na �n

�
d1'

� (�; �n)� c1'� (�; �n)
�
ifadesini ekleyip

ç¬kar¬rsak

�
�Z
�

['� (t; �n)]
2�(t) = K1 + �n�

0 (�n)� �n
�
d1'

� (�; �n)� c1' (�; �n)
�

= K1 + �n�
0 (�n)� �n

�
d1�n 

� (�; �n)� c1�n (�; �n)
�

= K1 + �n�
0 (�n) + �2nK2

eşitli¼gini buluruz. Buradan

�n�
0 (�n) = �

�Z
�

['� (t; �n)]
2�(t)�K1 � �2nK2 < 0

olaca¼g¬ndan �0 (�n) 6= 0 olur ve ispat biter.
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3.4 Herglotz-Nevanlinna Tipinde Fonksiyon Bulunduran S¬n¬r Koşullar¬

Bu bölümde de ele al¬nan problemin s¬n¬r koşullar¬ndaki katsay¬lar¬n farkl¬bir özel

durumu ele al¬nmaktad¬r. (3.2) ve (3.3) s¬n¬r koşullar¬ndaki a(�), b(�), c(�) ve d(�)

polinomlar¬n¬n
a(�)

b(�)
= f (�) := f1:�+ f0 �

N1X
k=1

ak
�� bk

ve
c(�)

d(�)
= g (�) := g1:�+ g0 �

N2X
k=1

ck
�� dk

şeklinde verildi¼gini kabul edelim. Analitik fonksiyonlar teorisinde önemli bir yere

sahip olan bu tip fonksiyonlar Herglotz-Nevanlinna tipinde fonksiyon olarak ad-

land¬r¬lmaktad¬r. Katsay¬lar bu şekile al¬nd¬¼g¬nda (3.1)-(3.3) problemi aşa¼g¬daki

şekilde yaz¬labilir.

�y�� (t) + q (t) y� (t) = �y� (t) ; t 2 Tk2 (3.27)

y� (�)� f (�) y (�) = 0 (3.28)

y� (�)� g (�) y (�) = 0 (3.29)

Burada f (�) ve g (�) fonksiyonlar¬n¬n tüm katsay¬lar¬reel say¬lar olup ayr¬ca f1 < 0,

g1 > 0; b1 < b2 < � � � < bN1 , d1 < d2 < � � � < dN2 ve her bir k için ak < 0, ck > 0

oldu¼gu kabul edilmektedir. (3.27)-(3.29) probleminin bir önceki alt bölümde ele

al¬nan (3.19)-(3.21) probleminden daha genel oldu¼gu aç¬kt¬r.

H = L2
�
Tk
�
� CN1+1 � CN2+1 ; Y; Z 2 H,

Y = (y (t) ; u1; u2; : : : ; uN1+1; v1; v2; : : : ; vN2+1),

Z =
�
z (t) ; u01; u

0
2; : : : ; u

0
N1+1

; v01; v
0
2; : : : ; v

0
N2+1

�
olmak üzere

hY; Zi :=
�Z
�

y (t) z (t)4t�
N1X
k=1

uk:u0k
ak

+

N2X
k=1

vk:v0k
ck

� uN1+1:u
0
N1+1

f1
+
vN2+1:v

0
N2+1

g1

dönüşümü tan¬mlans¬n. (H, h���i) bir iç çarp¬m uzay¬d¬r. Gerçekten;

i) hY; Y i � 0 oldu¼gunu gösterelim.

hY; Y i =

�Z
�

jy (t)j24t�
N1X
k=1

jukj2

ak
+

N2X
k=1

jvkj2

ck

�
��u

N1+
1

��2
f1

+

��v
N2+1

��2
g1
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oldu¼gundan hY; Y i � 0 oldu¼gu görülür.

ii) hY; Y i = 0, Y = 0 oldu¼gu aç¬kt¬r.

iii) W =
�
w (t) ; w1 ; w2 ; : : : ; wN1+1

; 1; 2; : : : ; N2+1
�
olmak üzere ; hY +W;Zi =

hY; Zi+ hW;Zi oldu¼gunu gösterelim.

hY +W;Zi =

�Z
�

(y (t) + w (t)) z (t)4t

�
N1X
k=1

(uk + wk) :u0k
ak

� (uN1+1 + wN1+1) :u
0
N1+1

f1

+

N2X
k=1

(vk + k) :v
0
k

ck
+

�
vN2+1 + N2+1

�
:v0N2+1

g1

=

�Z
�

y (t) z (t)4t+
�Z
�

w (t) z (t)4t

�
N1X
k=1

uk:u0k
ak

�
N1X
k=1

wk:u0k
ak

�uN1+1:u
0
N1+1

f1
� wN1+1:u

0
N1+1

f1

+

N2X
k=1

vk:v0k
ck

+

N2X
k=1

k:v
0
k

ck

+
vN2+1:v

0
N2+1

g1
+
N2+1:v

0
N2+1

g1

eşitli¼ginde gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa hY +W;Zi = hY; Zi + hW;Zi oldu¼gu

görülür.
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iv) hY; Zi =  hY; Zi oldu¼gunu gösterelim.

hY; Zi =

�Z
�

(:y (t)) z (t)4t

�
N1X
k=1

(:uk)u0k
ak

� (:uN1+1)u
0
N1+1

f1

+

N2X
k=1

(:vk) v0k
ck

+
(:vN2+1) v

0
N2+1

g1

= f
�Z
�

y (t) z (t)4t�
N1X
k=1

uk:u0k
ak

� uN1+1:u
0
N1+1

f1

+

N2X
k=1

vk:v0k
ck

+
vN2+1:v

0
N2+1

g1
g

=  hY; Zi

olur.

v) hY; Zi =


Z; Y

�
oldu¼gunu gösterelim.



Z; Y

�
=

�Z
�

z (t) y (t)4t�
N1X
k=1

u0k:uk
ak

�
u0N1+1:uN1+1

f1

+

N2X
k=1

v0k:vk
ck

+
v0N2+1:vN2+1

g1

=

�Z
�

y (t) z (t)4t�
N1X
k=1

uk:u0k
ak

� uN1+1:u
0
N1+1

f1

+

N2X
k=1

vk:v0k
ck

+
vN2+1:v

0
N2+1

g1

= hY; Zi

Dolay¬s¬yla tüm koşullar sa¼gland¬¼g¬ndan (H, h���i) bir iç çar¬m uzay¬d¬r.

H üzerinde tan¬m kümesi ;

D (L) = Y 2 H : Y = f(y (t) ; u1; u2; : : : ; uN1+1; v1; v2; : : : ; vN2+1), i)y 2 C2rd (T) ; `y 2

L2
�
Tk
�
,

ii)uN1+1 = f1y (�),

iii)vN2+1 = g1y (�)g
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olmak üzere

L (Y ) =

266666666666666666666666666666664

�y�� (t) + q (t) y� (t)

b1u1 � a1y (�)

b2u2 � a2y (�)
...

bN1uN1 � aN1y (�)

y� (�)� f0:y (�)�
N1X
k=1

uk

d1v1 � c1y (�)

d2v2 � c2y (�)
...

dN2vN2 � cN2y (�)

y� (�)� g0:y (�)�
N2X
k=1

vk

377777777777777777777777777777775

(3.30)

şeklinde tan¬mlanan L operatörünü göz önüne alal¬m.

Teorem 3.4.1: En az bir Y 6= 0 için LY = �Y � eşitli¼gini sa¼glayan � say¬lar¬ile

(3.27)-(3.29) probleminin özde¼gerleri çak¬̧smaktad¬r.

·Ispat: Bir � say¬s¬ve Y = (y (t) ; u1; u2; : : : ; uN1+1; v1; v2; : : : ; vN2+1) 6= 0 vektörü

için LY = �Y � olsun. Bu durumda L�nin tan¬m¬gere¼gi

�y�� (t) + q (t) y� (t) = �y� (t) (3.31)

bkuk � aky (�) = �uk; k = 1; N1 (3.32)

y� (�)� f0:y (�)�
N1X
k=1

uk = �f1:y (�) (3.33)

eşitlikleri geçerlidir. (3.31) eşitli¼gi y (t) fonksiyonunun (3.27) denklemini sa¼glad¬¼g¬n¬

gösterir. (3.32) den uk =
ak

bk � �
y (�) yaz¬labilir. Bu ise (3.33) kullan¬larak

y� (�)� f0:y (�)�
N1X
k=1

ak
bk � �

y (�) = �f1y (�)

eşitli¼gini verir. Böylece y� (�) �
"
f1�+ f0 �

N1X
k=1

ak
��bk

#
y (�) = 0 olup (3.28) s¬n¬r

koşulu gerçeklenir. Benzer şekilde (3.29) in de sa¼gland¬¼g¬gösterilebilir. Dolay¬s¬yla
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� say¬s¬(3.27)-(3.29) probleminin de bir özde¼geridir.

Şimdi de tersine � say¬s¬n¬n (3.27)-(3.29) probleminin bir özde¼geri ve y (t) 6= 0

fonksiyonunun ona kaŗs¬l¬k gelen özfonksiyon oldu¼gunu kabul edelim.

Y =

26666666666666666666666666664

y (t)

u1

u2
...

uN1

f1:y (�)

v1

v2
...

vN2

g1:y (�)

37777777777777777777777777775

vektörünü uk =
ak

bk � �
y (�), k = 1; N1 ve vj =

cj
dj � �

y (�) şartlar¬ alt¬nda göz

önüne al¬rsak LY = �Y � eşitli¼gi geçerli olur ve ispat biter.

Teorem 3.4.2: Her bir Y 2 D (L) için hLY; Y �i ifadesi bir reel say¬d¬r.
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·Ispat: Gerekli hesaplamalar yap¬larak

hLY; Y �i =

�Z
�

�
�y�� (t) + q (t) y� (t)

�
y� (t)� (t)

�
N1X
k=1

(bk:uk � ak:y (�))uk
ak

�

 
y� (�)� f0:y (�)�

N1X
k=1

uk

!
f1:y (�)

f1

+

N2X
k=1

(dk:vk � ck:y (�)) vk
ck

+

 
y� (�)� g0:y (�)�

N2X
k=1

vk

!
g1:y (�)

g1

= �y�:y j�� +
�Z
�

��y���2�(t) + �Z
�

q: jy�j2�(t)

�
N1X
k=1

bk
ak
jukj2 +

N1X
k=1

y (�)uk � y� (�) y (�) + f0: jy (�)j2 +
N1X
k=1

uky (�)

+

N2X
k=1

dk
ck
jvkj2 �

N2X
k=1

y (�) vk + y� (�) y (�) + g0: jy (�)j2 �
N2X
k=1

vky (�)

elde edilir. Buradan hLY; Y �i 2 R oldu¼gu görülür.

Sonuç 3.4.3: (3.27)-(3.29) probleminin tüm özde¼gerleri reel say¬lard¬r.

Teorem 3.4.4 (3.27)-(3.29) probleminin özde¼gerleri �(�) n¬n basit s¬f¬rlar¬d¬r.

·Ispat: �0 (3.27)-(3.29) probleminin özde¼geri olsun. �0 (�0) 6= 0 oldu¼gunu ispat-

lamak yeterlidir. ' ve  fonksiyonlar¬ (3.27) denkleminin çözümleri oldu¼gundan

aşa¼g¬daki eşitlikler yaz¬labilir.

� �� (t; �) + q (t) � (t; �) = � � (t; �) (3.34)

�'�� (t; �0) + q (t)'� (t; �0) = �0'
� (t; �0) (3.35)

(3.34) denklemini '� (t; �0) ile, (3.35) denklemini � � (t; �) ile çarp¬l¬p, taraf tarafa

toplan¬p ard¬ndan da � dan � ya integrallenirse;

(�� �0)

�Z
�

'� (t; �0) 
� (t; �)�t = d (�)'� (�; �0)� c (�)' (�; �0)

�a (�0) (�; �) + b (�0) 
� (�; �)

+a (�) (�; �)� b (�) � (�; �)��(�)
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bulunur. Buradan

�(�)

�� �0
= �

�Z
�

'� (t; �0) 
� (t; �)�t+

a (�)� a (�0)

�� �0
 (�; �)� b (�)� b (�0)

�� �0
 � (�; �)

�c (�)� c (�0)

�� �0
' (�; �0) +

d (�)� d (�0)

�� �0
'� (�; �0)

elde edilir. �! �0 iken limite geçilirse;

�0 (�0) = ��0

�Z
�

('� (t; �0))
2�t+ a0 (�0)�0b (�0)� b0 (�0)�0a (�0)

�c0 (�0)
1

�0
d (�0) + d0 (�0)

1

�0
c (�0)

= ��0

8<:
�Z
�

('� (t; �0))
2�t� [b (�0)]2 f 0 (�0) +

1

�02
[d (�0)]

2 g0 (�0)

9=;
olur ve f 0 (�0) < 0 ve g0 (�0) > 0 oldu¼gundan �0 (�0) 6= 0 olup ispat biter.
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