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OZET

ZAMAN SKALASINDA PARAMETREYE BAGLI
STURM-LIOUVILLE PROBLEMLERI

Aysegiil AKTAS

Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Doc. Dr. Ahmet Sinan OZKAN
2019, 51+xi sayfa

Bu tez ii¢ bolimden olugmaktadir. Giris boliimiinde, konunun 6nemi ve tarihsel gelisimi
anlatilmaktadir. Tkinci boliimde, zaman skalasi teorisinin temel kavramlari ile birinci ve ikinci
mertebeden lineer dinamik denklemlerin genel teorisine yer verilmektedir. Ugiincii ve son
boliimde, bir zaman skalasi tizerinde sinir kosullar1 parametreye bagli Sturm-Liouville tipinde
bir sinir deger problemi ele alinip, bu problemin 6z deger ve 6z fonksiyonlarinin 6zellikleri

incelenmektedir.

Anahtar kelimeler: Zaman Skalasi, Dinamik Denklemler, Sturm-Liouville problemleri.
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ABSTRACT

PARAMETER-DEPENDENT STURM-LIOUVILLE PROBLEMS

ON TIME SCALE

Aysegiil AKTAS

Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Dog. Dr. Ahmet Sinan OZKAN
2019, 51+xi pages

This thesis consists three chapters. In introduction, the importance and historical development
of the subject is explained. In the second chapter, the basic concepts of time scale theory and
the general theory of first and second order linear dynamic equations is explained. In the last
chapter, a type of Sturm-Liouville boundary value problem with parameter-dependent
boundary conditions is considered and the properties of eigenvalues and eigenfunctions of this
problem are investigated.
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SIMGELER DiZiNi

T Zaman skalasi

Crd Sag-yogun siirekli (rd-siirekli) fonksiyonlarin sinifi
R Reel sayilar kiimesi

Z Tam sayilar kiimesi

o Bileske gosterimi

c fleri sigrama operatérii

p Geri sigrama operatorii

u Graininess operatdrii

o" coo™ 1 n>1

f° foo

e f fonksiyonunun A-tiirevi

o8 f fonksiyonunun ikinci mertebeden A-tiirevi

W(y,z2) = Wronsky determinant1 (Wronskiyan)
R Regresif fonksiyonlar kiimesi

<X,y> x ve y vektorlerinin i¢ ¢arpimi

f:f(t)At f fonksiyonunun a dan b ye A-integrali

Xi



1. GIRIiS

Fonksiyonlar teorisinin en 6nemli ve en temel problemlerinden biri fonksiyonun bagh
oldugu degiskenlere gore degisim hizinin belirlenmesidir. Matematiksek olarak bu
problem tiirevle aciklanir. Fakat uygulamali bilimlerde karsilagilan bir ¢cok problem
matematiksel modellendiginde tanim kiimesi ayrik noktalardan olusan fonksiyon-
lar ortaya cikar. Ayrik kiimelerde tanimli fonksiyonlar igin klasik analizdeki tiirev
tanmimlanamamakta fakat tiirevin yerine bagimli ve bagimsiz degiskenlerdeki degisim
orani seklinde tanmimlanan farkl kavramlar verilmektedir.

Klasik analizde, R reel sayilar kiimesinde veya R'nin bir [a, b] alt araliginda taniml
olan bir f fonksiyonunun bir ¢ € (a, b) noktasindaki tiirevi

) =t L= )

s—t t—s

limiti ile aciklanir. Buna karsin tamim kiimesi Z tam sayilar kiimesi olan bir f

fonksiyonu icin bir ¢ € Z noktasindaki ileri fark tiirevi

Af(E)=Ft+1)—f(t)

seklinde, geri fark tiirevi ise

Vi) =F) - ft-1)

seklinde tanimlanir.

h > 0 herhangi bir reel say1 olmak tizere

hZ = {hk:k € 7}

kiimesi de ayrik noktalardan olusan bir kiimedir. ”h — sayilar” kiimesi olarak ad-
landirilan bu kiimede taniml bir fonksiyonun bir ¢t € hZ noktasindaki tiirevi agagi-

daki sekilde tanimlanir

fE+h)—f(t)
- :

Son yillarda popiiler olan bir diger ayrik kiime de ¢ > 1 bir reel say1 olmak iizere

Apf(t) =

¢ = {qk :k=0,1,2, }
1



kiimesidir. ”q— saylar” kiimesi olarak isimlendirilen bu kiimedeki bir tiirev kavrami

flqt)— f(1)

Dyf (1) = gt —t

formiilii ile verilir.

Gortildiigii gibi, fonksiyonun tanimli oldugu kiimenin yapisi degistiginde tiirev kavra-
mini agiklayan formiiliin de degismesi gerekmektedir. 1988 yilinda Stefan Hilger
tarafindan hazirlanan doktora tezinde ayrik analiz ile siirekli analizi bir gati1 al-
tinda birlestirmek amaciyla zaman skalasi teorisi ortaya atilmigtir. Bunun igin de
her iki teorideki tiirev kavramlari tek bir tanim yardimiyla birlestirilmistir. Hilger,
R’nin bog kiimeden farkli herhangi bir kapali alt kiimesini zaman skalas1 diye ad-
landirmig ve zaman skalasinda, tiim stirekli ve ayrik kiimelerdeki tiirev kavramlarini
genellestiren bir tiirev tanmimi vermistir. Boylece siirekli analizdeki ve ayrik anal-
izdeki tiirev, integral, diferansiyel denklem, baglangic ya da simir deger problemleri
gibi kavramlar zaman skalasina aktarilmigtir.

Zaman skalasi diferansiyel ve fark denklemlerini birlikte ifade etmemizi saglar. Za-
man skalasinda tanmimlanan tiirevli denklemlere dinamik denklemler denir. Herhangi
bir zaman skalasindaki bir dinamik denklem, hem siirekli analizdeki diferansiyel
denklemlerden hem de ayrik analizdeki fark denklemlerinden daha geneldir. R’de
taniml diferansiyel denklemler veya Z’de tanmimh fark denklemleri i¢in ayr1 sonuclar
vermek yerine, zaman skalasinda tanimlanan genel bir dinamik denklem goz 6niine
alinarak inceleme yapilabilir. Ayrica zaman skalasi sadece R ve Z icin degil farkl
yapidaki siirekli ya da ayrik kiimeler iizerinde aragtirma yapma imkani saglar.
Ozellikle biyoloji, tip ve ekonomi problemlerinin bir cogu ayrik kiimelerde analiz yap-
may1 gerektirir. Ustelik, zamana bagim cesitli degiskenleri bulunduran bu tip prob-
lemler tiirev yardimiyla modellenmektedir. Bu ise zaman skalas1 teorisinin uygula-
mal1 bilimlerdeki énemini ortaya koymaktadir.

Zaman skalasinda gerek birinci mertebeden gerekse yiiksek mertebeden dogrusal
denklemler, dinamik denklemler teorisinin en temel konularindandir. Ozel olarak
ikinci mertebeden bir dinamik denklem olan Sturm-Liouville denklemi uygulamal

bilimlerdeki problemlerde yaygin olarak ortaya cikar. Zaman skalas1 R oldugunda
2



yani siirekli analizde Sturm-Liouville diferansiyel denklemi ile ilgili oldukca genis bir
literatiir bulunmaktadir. Sturm Liouville diferansiyel denklemi ile iiretilen operator-
lerinin spektral teorisi ile ilgili ilk sonuclar Bernoulli, D’Alembert, Euler, Liouville ve
Sturm’a aittir. 1836’da Sturm ve Liouville, belirli kogullar altinda Sturm Liouville
denklemini ve belli sinir kogullarini saglayan sifirdan farkh y(x) fonksiyonlarimin var-
ligina olanak veren A sayilarinin, yani 6zdegerlerin, ayrik bir kiime olusturdugunu
ispatlamiglardir. Giintimiize kadar bu tip denklemler iizerine kurulan problemler
kapsaml gekilde calisilmig ve oldukca 6nemli sonuclar elde edilmistir.

Zaman skalasinda Sturm Liouville teorisi ilk olarak Erbe and Hilger tarafindan
1993’de ele alinmigtir. Herhangi bir zaman skalasinda, ¢esitli Sturm-Liouville prob-
lemlerinin 6zdeger ve 6zfonksiyonlarinin 6zellikleri Agarwal, R.P., Bohner, M., Wong,
P.J.Y.(1999); Erbe, L., Peterson, A. (2000); Davidson, F.A., Rynne, B.P. (2007);
Guseinov, G.S (2007 ve 2008); Kong, Q. (2008); Amster, P., De Na’poli, P.,
Pinasco, J.P. (2008 ve 2009); Huseynov, A., Bairamov, E. (2009); ¢alismalarinda
ele alinmigtir. Diferansiyel denklemler ve fark denklemleri i¢in parametreye bagh
sinir kogullu spektral problemlerle ilgili genig bir literatiir mevcut olsa da zaman
skalasinda bu tip problemler iizerine yapilan calisma sayisi oldukca azdir. Al-
lahverdiev ve arkadaglar1 (2017) ve Ozkan (2017) calismalari zaman skalalari {iz-
erinde parametreye bagimli sinir kogullu Sturm-Liouville problemlerine 6érnek gos-
terilebilir.

Bu tezde zaman skalasi teorisinin temel kavramlar: ile birinci ve ikinci mertebeden
dogrusal dinamik denklemlerin genel teorisi islenmekte ve zaman skalasi {izerinde
kurulan parametreye bagh siir kogullu Sturm-Liouville sinir deger problemi ele alin-
maktadir. Birinci boliimde konunun 6nemi ve tarihsel gelisimi; ikinci boliimde ise
zaman skalasi teorisinin temel kavramlar: ile birinci ve ikinci mertebeden dogrusal
dinamik denklemlerin genel teorisi islenmistir. Ikinci boliimde verilen tiim sonuclar
Bohner ve Peterson, (2001 ve 2003) eserlerinden alinmig olup bu sonuglarin ispat-
lar1 i¢in bu eserler kaynak gosterilmektedir. Orijinal sonuclardan olusan iiciincii ve
son boliimde, bir zaman skalasi tizerinde kurulan parametreye bagl sinir kosullu
Sturm-Liouville probleminin bazi ¢oziimleri incelenmis; problemin 6zdeger ve 6z-

fonksiyonlarimin 6nemli 6zellikleri verilmistir.
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2. LINEER DINAMIK DENKLEMLERIN TEMEL KAVRAMLARI

2.1 Delta-tiirev ve Delta-integral

Tanim 2.1.1: Reel sayilar kiimesinin bog kiimeden farkli, kapali herhangi bir T alt

kiimesine zaman skalas (time scale) denir (Bohner ve Peterson, 2001). Ornegin,

R, Z, N, Ny, {0,1} U [2,3] U {4},
WZ ={hk:keZ}, h>0
qNO:{qk:kENg}, qg>1

K,={¢": kezZ}u{0}

kiimeleri birer zaman skalasidir.

0 > 0 verilen bir reel say1 olmak iizere ¢y € T noktasinin J-komsulugu

Us (to) = {t € T : |t — to| < 0} seklinde tanimlanir. Bunun yardimiyla zaman skalasinda
verilen bir dizinin limiti, bir fonksiyonun siirekliligi ve siirekli fonksiyonlarin genel
ozellikleri klasik analizde oldugu gibi verilebilir.

I C R herhangi bir aralik olmak {iizere bir T zaman skalasindaki bir It aralig

It = I NT geklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanmim 2.1.2: T bir zaman skalasi olmak {izere,

inf{seT:s>t},t#supT
t, t=supT

o:T—T, ot)=

sup{seT:s<t},t#infT
p:T—T, p(t)= b 7
t, t=infT

p:T —[0,00), p(t)=o(t)—t

seklinde tanimlanan o, p ve u fonksiyonlarina sirasiyla ileri sigrama operatorii, geri
sigrama operatorii ve graininess operatorii denir (Bohner ve Peterson, 2001).

T’nin kapali olmasindan her ¢ € T igin o (t) € T ve p (t) € T oldugu agiktir.



Ornek 2.1.3:

a. T = R ise tamimdan her ¢t € R i¢in
o(t)=inf{s € R:s >t} =inf(t,00) =t
ve benzer sekilde
p(t)=sup{s € R:s <t} =sup(—oo,t) =t
bulunur. Graniniess p fonksiyonu
pt)=c(t)—t=t—t=0

seklinde olup, bu esitlik V¢ € R icin saglandigindan p = 0 dir.
b. T = hZ ise her t € hZ igin

o(t)=inf{t+h,t+2h,t+3h,..} =t+h

p(t)=sup{....t —3h,t —2h,t —h} =t —h

h

i

bulunur.
Ozel olarak T = Z ise her t € Zigin o (t) =t + 1, p(t) =t — 1 ve p = 1 dir.
c. T=K,=q¢*U{0}, ¢ > 1 halinde her t € K, ve t > 0 i¢in

o (t) = inf {qt, °t, ¢*t, } =qt

(t) { 11& 1t 1t} 1t
1Y =sup\y ..., 3t, 50, — - -
@ ¢ q q

ve t =0 i¢in

dir. Dolayisiyla her ¢ € K, i¢in

o () = gt, p(t) = gt

yazilabilir.
d. T =N ise her t € N i¢gin
o(t)=t+1



bulunur.

e. T={0,1} U[2,3]U{4} ise her t € T igin

t, te2,3)u{4},

o(t) =

t+1, te{0,1,3)
t, te{0}U(2,3],

t—1, te{1,2,4}

bulunur.

Tanim 2.1.4: T bir zaman skalasi ve t € T olmak tizere, o (t) = t ise t’ye sag
yogun nokta, o (t) > t ise t’ye sag sacilmig nokta, p (t) = t ise t’ye sol yogun nokta
ve p (t) <t ise t’ye sol sagilmig nokta denir. Hem sol yogun hem de sag yogun olan
noktaya yogun nokta adi verilir. p(t) < t < o(t) ise t izole noktadir (Bohner ve
Peterson, 2001).

Ornek 2.1.5: T =[0,2] U {3} U [4, 5] zaman skalas1 i¢in
to = 0 : sag yogun, c(0)=0

t1 = 2 : sag sacilmig ve sol yogun, o (2) =3 ve p(2) =2

to =5 : sol yogun, p(5)=5
ts = 4 : sol sagilmig ve sag yogun, o (4)=4vep(4) =3
ty = 3 :izole, o(3)=4 ve p(3)=2
ts = 1 : yogun, o(l)=p(1)=1



Tanmim 2.1.6: T bir zaman skalas1 olmak tizere

T — {m}, T sol-sacilmis bir maksimum m noktasina sahipse
T :=

T, diger durumlarda

kiimesi T’deki tiirevlenebilme bolgesi olarak adlandirilir (Bohner ve Peterson, 2001).
Tamm 2.1.7: Kabul edelim ki

f:T—-R
bir fonksiyon ve t € T* olsun. Her ¢ > 0 i¢in ¢'nin en az bir U = (t — §,t +6) N'T

komgulugu, her s € U eleman1 i¢in

|[f (o) = f ()] = fE O o (t) = s]| S elo(t) —s|

esitsizligi saglanacak sekilde mevcut ise, f’e t noktasinda A — di feransiyellenebilir
veya A — tiirevlenebilir fonksiyon ve f© (t) sayisma f fonksiyonunun ¢ noktasmdaki
delta tiirevi veya Hilger tiirevi denir. Bununla birlikte, V¢t € T* i¢in f2(¢) mevcut

ise f ’ye T*’da A-diferansiyellenebilirdir denir .
fo:TF =R

fonksiyonu f 'nin T*'daki tiirevi(delta tiirevi) olarak adlandirilir (Bohner ve Peter-
son, 2001).

Teorem 2.1.8: f: T — R fonksiyonu verilsin ve ¢ € T* olsun. O halde
(i) Eger f fonksiyonu ¢ noktasinda A-tiirevlenebilirse t’de siireklidir.

(ii) Eger f, t’de siirekli ve ¢ bir sag sacilmig nokta ise f, t’de A-tiirevlenebilirdir ve

S (@)
t

Ay Jo(t) -
f (t)_ O'(t)—

esitligi gecerlidir.

iii) Eger t sag yogun nokta ise f’nin t’de A-tiirevlenebilir olmasi icin gerek ve yeter
g g yog

kosul sonlu
o = 1)

s—t t—s

7



limitinin var olmasidir. Bu durumda tiirev

esitligi ile hesaplanabilir.
(iv) f, t’de A-tiirevlenebilir ise
o) =f)+pt).f2 )
esitligi gegerlidir. Burada f7(¢) = f (o (¢)) dir (Bohner ve Peterson, 2001).
Tanimdan, T = R ise f’'nin A-tiirevi

P T AR AC) N

st t—s
seklindedir. Yani A-tiirev R iizerinde klasik tiirevle cakismaktadir. Diger yandan
T =7 ise
f:Z—-R

fonksiyonu ¢ € Z’de A-diferansiyellenebilir ve

flo®)—f@)
p(t)

fo ) = =f+1) = f{)=AF()

dir.

Ornek 2.1.9:

T herhangi zaman skalasi olmak {iizere asagidaki egitliklerin gecerli oldugu tiirev
tanimindan elde edilebilir (Bohner ve Peterson, 2001).

a. Herhangi bir ¢ sabiti icin f: T — R, f(t) = cise f2(t) = 0.

c. TR, f(t)=t2ise fo>t)=t+o0o(t).

d. f:T—R, f(t)=1t"ise fo(t) = it”_kok_l (t).
k=1

e. f:TN(0,00) — R, f(t) = v/t ise fiA(t) = \/ﬂ\l/@.

f.f:T—{0} =R, f(t)=7iseo(t)#0icin f2(t) = —ﬁ.
8



Ornek 2.1.10:
Baz1 6zel zaman skalalarinda baz1 fonksiyonlarin tiirevleri agsagida verilmektedir.

a. T =R ise o(t) =t oldugundan

()" = 2t.

b. T = hZ ise o(t) =t + h oldugundan

() =t+ (t+h) =2t + h.

c. T =K, ise o(t) = gt oldugundan

(2 +3t—2)" =t +qt+3.

d. T= N§ = {\/E ke NO} ise o(t) = vt? + 1 oldugundan

()> = £ +to(t) +o>(t)

= W+ iVE2+1+1.

e. T= {2(2k) ke Ng} ise o(t) = t? oldugundan

(Y = B+ 20(t) + to?(t) + o (t)

= S+ 4t 4+ 43

Teorem 2.1.11: f,g: T — R fonksiyonlariin ¢ € T* noktasinda A-tiirevlenebilir

oldugunu varsayalim. Bu durumda:

(1) f+g, bir a sabiti igin af ve fg fonksiyonlar1 da t’de A-tiirevlenebilirdir. Ayrica

t noktasinda

>
—~
~
~—
|

(f+9) fo )+ g% (1)



esitlikleri gecerlidir.

(ii) Eger g (t) g (o (t)) # 0 ise g orani da t’de A-tiirevlenebilirdir ve

esitligi gecerlidir.
(iii) Eger f (t) .f (o (t)) # 0 ise,

?, t’de A-tiirevlenebilirdir ve
(l) : (t) = _ﬂ
f f@).f(o(t)
dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.1.12: f: T — R fonksiyonu verilsin. Bir ¢t € T — {max T} noktasinda

i) to sag sagilmig nokta iken f (o (¢9)) > f (to);

ii) to sag yogun nokta iken 6yle bir U(ty) komsulugu var ki, ¢t > to olan her t € U(ty)
icin f (t) > f (to) ise f’e ty noktasinda sag-artan fonksiyon denir (Bohner ve Peter-
son, 2003).

Tanim 2.1.13: f: T — R fonksiyonu verilsin. Bir ¢t € T — {max T} noktasinda

i) to sag sacilmig nokta iken f (o (¢9)) < f (to);

ii) to sag yogun nokta iken 6yle bir U (ty) komgulugu var ki, ¢t > t, olan her t € U(ty)
icin f (t) < f(to) ise f’e to noktasinda sag-azalan fonksiyon denir (Bohner ve Peter-
son, 2003).

Teorem 2.1.14: f : T — R fonksiyonu ¢ty € T—{max T} noktasinda A-tiirevlenebilir
ve f2 (tg) > 0 (f (o) < 0) ise f’e to noktasinda sag-artan (sag-azalan) fonksiyon-

dur (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.15: f: T — R, [a, b|y araliginda siirekli, [a, b)r araliginda A-tiirevlenebilir
bir fonksiyon ve f(a) = f(b) ise

fo(u) <0< f2 ()

esitsizligin saglayan u,v € [a, b) noktalar: vardir (Bohner ve Peterson, 2003).
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Teorem 2.1.16(Ortalama Deger Teoremi): f: T — R, [a, b|r araliginda stirekli

ve [a,b)r arahiginda A-tiirevlenebilir bir fonksiyon ise

pa) < =IO < pagy

esitsizligini saglayan u, v € [a,b) noktalar1 vardir (Bohner ve Peterson, 2003).

Sonug 2.1.17: f : T — R, [a,b]r araliginda siirekli ve [a,b)r araliginda A-
tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Eger V¢ € [a, b)r igin

i) f2(t) > 0 ise f fonksiyonu [a, by araliginda artandr.

ii) f2(t) < 0 ise f fonksiyonu [a, b]y arahgimda azalandir.

iii) f2(t) = 0 ise f fonksiyonu [a, b]r araliginda sabittir (Bohner ve Peterson, 2003).

Tanim 2.1.18: f : T — R fonksiyonu T* da A-tiirevlenebilir olsun. f* : TF — R
fonksiyonu da T* = {T*}* kiimesinde A-tiirevlenebilir ise f fonksiyonu ikinci mer-

tebeden A-tiirevlenebilirdir denir ve ikinci A-tiirev
FOT — poD (fA)A
seklinde tammlanir. Genel sekilde, f'nin n. mertebeden A-tiirevi, f~" : T — R
her t € T¥" icin
\A
ISORS (o O

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2003).

Ornek 2.1.19:
T = Z olmak {izere. f: T — R, f(t) = t3 — 2t> + ¢t — 1 fonksiyonu igin f (t) =
13t — 8t + 1, f22 (1) = 52t — 8 ve 27 (t) = 52 dir.

Tanim 2.1.20: Eger f : T — R fonksiyonunun T’deki tiim sag yogun noktalarda
sag tarafli limitleri var(sonlu) ve T’deki tiim sol yogun noktalarda sol tarafli limitleri
var(sonlu) ise bu f fonksiyonuna T’de diizenli (regulated) fonksiyon denir (Bohner

ve Peterson, 2003).
T’de stirekli her fonksiyonun diizenli oldugu aciktir fakat bunun tersi dogru degildir.

Tanmim 2.1.21: Eger f : T — R fonksiyonu, T’deki sag yogun noktalarda siirekli
11



ve sol yogun noktalarda sonlu limite sahip ise f fonksiyonuna rd-stirekli fonksiyon
denir.

T’den R’ye tiim rd-siirekli fonksiyonlarin kiimesi
Ord = Crd (T) = Crd (Ta ]R)

ile gosterilir. f : T — R n. mertebeden A-tiirevlenebilir ve n. A-tiirevi rd-siirekli

fonksiyonlarin kiimesi ise
va = Cra (T) = C7y (T, R)
seklinde ifade edilir (Bohner ve Peterson, 2001).
Teorem 2.1.22: f: T — R bir fonksiyon olsun.
(i) f fonksiyonu siirekli ise rd-siireklidir.
(ii) f fonksiyonu rd-siirekli ise diizenlidir.
(iii) o operatorii rd-siireklidir.
(iv) Eger f rd-siirekli ise f7 da rd-siireklidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.1.23: Bir
F:T—R

fonksiyonu, V¢ € T* icin

esitligini sagliyorsa F' fonksiyonuna f : T — R fonksiyonunun anti tiirevi(ilkeli)

denir. Bu durumda f’in belirsiz integrali
/f (t) At =F(t)4+ ¢, (cintegral sabiti)
ve Cauchy integrali, a,b € T igin

[rat=ro)-ra

seklinde tanimlanir (Bohner ve Peterson, 2001).
12



Ornek 2.1.24:

T = 7Z ve a # 1 olmak fiizere,

ol At

S

belirli integralini hesaplayalim.

T = Z oldugundan
ot A:A ot :atﬂ_at:at
a—1 a—1 a—1

esitligi gecerlidir. Bu nedenle,

b
t b__ a
/atAt: & +C ve /oztAt:(l P
a—1 a—1
dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.1.25 (Anti Tiirevlerin Varhigi). Her rd-siirekli fonksiyon anti tiireve

sahiptir. Ozel olarak t, € T icin f fonksiyonunun anti tiirevi,
t
F:T—R, F(t)—/f(T)AT,
to

seklinde tanimlanmir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.1.26: T bir zaman skalasi, a,b € T ve a < b olsun. P = {tg,t1,..t,} C T
kiimesi a = tg < t; < ... < t,_1 < t, = b seklinde tamimlanirsa bu kiimeye [a, b|r
araliginin bir pargalanmasi denir. [a,b]r araligimin tiim parcalanmalarimin ailesi
P(a,b) ile gosterilir. Ayrica bir P = {t; : i = 0,n} € P(a,b) pargalanmasi herhangi
bir § > 0 igin "Vi € {1,2,...n}, t; —t;_1 < § veya t; —t;_1 > O ve p(t;) = t; 1"
kosulunu saglarsa P ye [a, b|y araliginin bir 6 —parcalanmasi denir. [a, b]y araligiin

tiim 0 —parcalanmalarinin ailesi de Pj(a, b) ile gosterilir (Bohner ve Peterson, 2003).

Tanim 2.1.27: f, [a,b]r arahginda sirh bir fonksiyon, P = {t; : i = 0,n} €
P(a,b) ve &, € [ti—1,t;]T keyfi bir nokta olmak iizere

S = Z f(&) (i —tica)
s



ifadesine f’in P pargalanmasina kargilik gelen Riemann A—toplami denir (Bohner

ve Peterson, 2003).

Klasik analizdekine benzer olarak Riemann A-integralinin tanimi agagidaki sekilde

verilmektedir.

Tanim 2.1.28: f [a, by araliginda siirh bir fonksiyon olsun.

"Ve > 0 igin 36 > 0 vardir 6yle ki, her bir P € Ps(a,b) par¢alanmasi igin &, €
[ti—1, t;]T noktalarmin segiminden bagimsiz olarak |S — I| < ¢ egitsizligi gegerlidir."
onermesi saglanacak gekilde bir I sayisi varsa f’e [a, bt araliginda A-integrallenebilir
fonksiyon (veya Riemann A-integrallenebilir fonksiyon) denir. Bu I sayisi1 tektir ve

bu sayiya da f’in [a, b araligindaki A-integrali (veya Riemann A-integrali) denir.

[:/f(T)AT

a

seklinde gosterilir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.29: f: T — R, f(t) = ¢ sabit fonksiyonu A-integrallenebilirdir ve

b

/f(T)AT:c(b—a)

a

dir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.30: f : T — R bir fonksiyon ve ¢ € T olsun. Eger f [t,0(t)]r'de

A-integrallenebilirdir ve

dir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.31: [a, b1 araliginda tanimli her bir
i) monoton, ii) siirekli, iii) rd-siirekli veya iv) diizenli

fonksiyon bu aralikta A-integrallenebilirdir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.32: f, [a,b]r araliginda A-integrallenebilir bir fonksiyon, m =

inf{f(t) : t € [a,b]r} ve M = sup{f(t) : t € [a,b|r} olsun. ¢ : R — R fonksiyonu
14



[m, M| araliginda siirekli ise o f bilegke fonksiyonu [a, b|r araliginda A-integrallenebilirdir

(Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.33(Analizin Temel Teoremi-1): f, |[a,b|r araliginda siireki, [a, b)r

araliginda A — tiirevlenebilir ve f2, |a,b]r arahginda A-integrallenebilir ise

b
[rmni=r0-f@
gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.34(Analizin Temel Teoremi-2): f, [a,b|r araliginda A-integrallenebilir

bir fonksiyon olmak iizere ¢ € [a, b]r i¢in

F(t):/tf(T)AT

fonksiyonu [a, b]y’de siireklidir. Ayrica f bir ¢y € [a, b)T sag yogun noktasinda siirekli
ise F' bu noktada A — tiirevlenebilirdir ve F® (ty) = f (to) dir (Bohner ve Peterson,
2003).

Teorem 2.1.35: f ve [ siirekli fonksiyonlar ise

/f(t,T) A7 :f(a(t),t)Jr/fA (t,7) At

esitligi gecerlidir. Burada f* (t,7) ifadesi f’in t’ye gore tiirevini gostermektedir

(Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.36: Eger a,b,c € T, a € R ve f,g fonksiyonlar1 [a,b]r araliginda

A-integrallenebilir ise
(i)
b b
Jur@+gmoe= [rones [g0a

(ii)



(iii)

b a
Fynt=— [ roat
[rosi=-]
(iv) b )
/f(t)At:/f(t)At+/f(t)At
(V) b b
/ £ (o (£) g (t) At = (fg) () — (fg) (a) — / OPIOYS
(vi) b b
/ F () > () At = (f9) () — (f9) (a) — / 2 (1) (0 (1) At
(vii)

dir.
(ix) Her t € T i¢in f(¢) > 0 ise

dir (Bohner ve Peterson, 2003).

Teorem 2.1.37: [a, b]r araliginda A-integrallenebilen her bir f fonksiyonu i¢in

(i) Eger T = R ise



dir. Burada sag taraftaki integral bilinen Riemann integralidir.

(ii) Eger T yalmzca izole noktalar igeren bir zaman skalas ise

dir.
(iii) Eger h > 0 igin T = hZ = {hk : k € Z} ise

b

/f(t)At:hZf(k:h)h

a

dir.

(iv) Eger T = Z ise

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

Ornek 2.1.38:
a. T = Z iken

/sAs = Zos
= 0+ 142+434+... +(E—=2)+(t—1)
(t—1).(t—14+1)
2
t(t—1)
2

17



dir.
b. T = hZ iken

t

/SAS

0

S|

-
®
=
SN~—
=

k=0
-1
sh?
k=0
£-1
h? S

£
Il

0

h2

1

DN | —

i
—giRr=
)i

(t—h)t

N — ;:D
¢/
| o+

dir (Bohner ve Peterson, 2001).

2.2 Birinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemler

f: T x R?* = R herhangi bir fonksiyon olmak iizere

yo () = f(ty ),y (1)

0+1+2+3+...+<

)

seklindeki denkleme 1. mertebeden dinamik denklem adi verilir.

Eger 6zel olarak

veya

iy )97 (6) = )y () + f2 (1)

FEy),y7(8) = 1 @)y (8) + f2 (1)

olacak gekilde f; : T — R ve f5 : T — R fonksiyonlar1 varsa (2.2)’ye T zaman skalas

tizerinde tammli 1. mertebeden lineer(dogrusal) dinamik denklem denir.

Bir 4 : T — R fonksiyonu T’de birinci mertebeden /A-diferansiyellenebilir ve V¢ € T*

icin

y™ () = f(ty(t),y (1))

18



esitligini sagliyorsa bu fonksiyona (2.2) denkleminin bir ¢ziimii denir.
(2.2) denkleminin ¢oziimlerinden olugan bir fonksiyon ailesi bir tek keyfi sabit bu-
lunduruyorsa bu aile denklemin genel ¢oziimii olarak adlandirilir.

Belirli ty € T ve yo € R sayilar i¢in (2.2) denkleminin

y (to) = yo (2.3)

kogulunu saglayan ¢oziimiiniin aranmasina baglangig deger problemi, (2.3) koguluna
da baglangi¢ kogulu denir (Bohner ve Peterson, 2001).

Bu boliimde 1. mertebeden lineer dinamik denklemler ve onlar i¢in baslangic deger
problemleri incelenecektir. Bunun i¢in 6ncelikle, klasik analizdeki iistel fonksiyonun
zaman skalasindaki genellegtirilmesi sayilan genellestirilmis iistel fonksiyon ve onun

bazi1 6nemli 6zellikleri verilmelidir.

Tanim 2.2.1: T bir zaman skalasi olmak tizere p : T — R fonksiyonu verilsin.
Vt € TF igin 1+ p (t) p (t) # 0 ise p’ye regresif fonksiyon denir. T’den R’ye tanimli
tiim rd-siirekli ve regresif fonksiyonlarim kiimesi R veya R (T, R) seklinde gosterilir

(Bohner ve Peterson, 2001).

Lemma 2.2.2: R kiimesi

(&g () =pt)+qt)+pt)pt)q(t), teT (2.4)

islemine gore bir degismeli gruptur. Bu gruba regresif grup adi verilir (Bohner ve

Peterson, 2001).

__p®
1+p(t)p(t)

p € R olmak iizere ©p = secersek Vt € T icin

[p@(@pn(w:p(t)@( A):p@_i_u(t)m b

14 p@)p () L+ (t)p(t) L+ (t)p(t)

esitligi saglanir. Bu ise p'nin bu igleme gore ters elemaninin ©p oldugunu gosterir.

19



@ islemi ve bu igleme gore ters eleman kullanilarak p & ¢ islemi

(roq) () = (p®(9)(t)

q(t) p(t)—q(t)
= PO e YT m e
_ pO+p@pB)gt) —q() —p®)p@)q ()
L+ p(t)q(t)
_ p)—q(t)
L+ pu(t)q(t)

seklinde tanimlanir.
Tanim 2.2.3: p € R olmak tizere e, : T x T — R,

o (t:5) = e | [ € (0(r)) A7 (25)

seklinde tanimlh e, (¢, s) fonksiyonuna genellestirilmis iistel fonksiyon denir. Burada

L Lo T 7)), T 0
R - L L T RO 0
p(7), p(r) =0

dir (Bohner ve Peterson, 2001).
Lemma 2.2.4: p € R ise Vs,t,u € T i¢in

i) e (t,s) =1, e,(t,t)

L,

i) ep (t,u) ey (u,s) = e (¢, s),

i) €, (0 (1)) = (14 1 (0)p (1)) e (1, 5)
esitlikleri gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Tanim 2.2.5: p € R ise
y> () =pt)y ) +q(t) (2.7)

denklemine 1. mertebeden regresif lineer dinamik denklem denir. Ozel olarak q () =
0 ise (2.7) denklemine homojen lineer regresif denklem adi verilir (Bohner ve Peter-

son, 2001).
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Teorem 2.2.6: t; € T olmak tizere e, (t,ty) fonksiyonu
(2.8)

baslangi¢ deger probleminin ¢oziimiidiir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.7: p € R olmak iizere (2.8) baglangig deger probleminin tek ¢oziimii

Y (t) =6 (t7 tO)
fonksiyonudur (Bohner ve Peterson, 2001).

Sonug 2.2.8: p € R ise

denkleminin genel ¢oziimii
y (t) = ce, (t,10) (2.9)

seklindedir. Burada ¢ bir keyfi sabittir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.9: p € R ise

baglangic deger probleminin ¢oziimii

t

y (1) = ey (1) d v + / ey (t0, 0 (7)) ¢ () A7 (2.10)

to

seklindedir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.2.10: p,q € R olmak iizere

i) @ = 6@1) (t, S)
ii) e, (t,5) e, (t,8) = epaq (t, 9)

ese\ ep(t,s
lll) eZEt,s; = €pogq (t7 S)

bagmtilar: gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Ornek 2.2.11: T = R ise

J p(t)dt
y(t) = eo
oldugunu biliyoruz. Buna gore R’de
ftp(t)dt
€p (t, to) = ¢lo

gecerlidir.
Ozel olarak p (t) = «a (sabit) ise

eq (t,t0) = 2710
olur (Bohner ve Peterson, 2001).
Ornek 2.2.12: T =hZ, h > 0 zaman skalasi alalim. « € C\ {—% sabit olsun.
€a(t,0)=(1+ah)i, teT

icin gegerlidir. Gergekten, y () = (1 + ah)% alalim.

oldugunu gosterirsek ispati tamamlams oluruz. y (0) = (1 + ah)’ = 1 oldugu acik-
tar.

Diger yandan hZ’de

y(t+h) —y@

t+h

(1+ah)* — (14 ah)®

y> (1) =

>l

(14 ah)i*t — (1 + ah)

>

= (1+ah)

VR
>

1+ah—1)

t

>

= a(l+ ah)

= ay (1)
22



oldugunda istenen esitlik elde edilir.

Ornek 2.2.13: T =7 ise
€a (,0) = (1+ @)

dir. Ozel olarak
e1 (t,0) =2

dir.

Ornek 2.2.14:
y>=y+3, tcZ
y(0)=0
baslangic deger problemini ¢ozelim. Teorem 2.2.9’dan

t

y = el(t,O)/el(O,T+1)3TAT

0
t

= 9ot / 2~ (T+th3T A

bulunur.

2.3 ikinci Mertebeden Lineer Dinamik Denklemler

Bu boliimde p, g ve f, C,4 uzaymdan alinan fonksiyonlar olmak iizere T* kiimesinde

verilen

YL+ pW Yyt + gy =0

Yy +p(t)yS +ay = f(t)

denklemlerinin ¢oziimlerini aragtiracagiz.

(2.11) ve (2.12) denklemlerine ikinci mertebeden siraswyla homojen ve homojen ol-

mayan lineer dinamik denklemler denir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Birinci mertebeden denklemlere benzer olarak, V¢t € T* icin

L—p()p(t) +p*(t)q(t) #0

ise (2.11)%e (veya (2.12)’ye) regresif denklem adi verilir. Bundan boyle aksi belir-
tilmedikge (2.11) ve (2.12) denklemlerinin regresif denklemler oldugu kabul edilecek-
tir.

Bir y : T — R fonksiyonu T’de 2. mertebeden A-diferansiyellenebilir ve V¢ € T*
icin (2.11) (veya (2.12)) denklemini saghyorsa bu fonksiyona denklemin bir ¢6ziimii
denir.

y, (t) ve y, (t) (2.11)’'nin herhangi iki ¢dziimii olmak iizere

Y Y,

W (y,,y,) (t) =
Yo ye

(2.13)

determinantina y, (t) ve y, (t) ¢oziimlerinin Wronksy determinant: veya Wronksiyani
denir.
Eger Vt € T* i¢in W (y,,v,) (t) # 0 ise {y, (t),y, (t)} kiimesi (2.11) denkleminin

temel ¢oziim sistemi (kiimesi) olarak adlandirilir (Bohner ve Peterson, 2001).

Lemma 2.3.1: y, (t) ve y, (¢) (2.11)’nin herhangi iki ¢oziimii olmak tizere V¢ € T+
icin agagidakiler gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

] Yy vy
1) ,u,(t)W(yuyz) <t>: (17 z !
yl yZ
oo yo’ yo.
11) w (y17 y2) (t) = ; Z ’
yl y2
XX yo’ yo—
111) VVA (y1>y2) (t) - AlA :A
yl y2

Teorem 2.3.2(Abel): t, € T" ve y, (t), y, (t) (2.11) denkleminin ¢oziimleri olsun.

Bu durumda
WYy, 95) (1) = e—pipg (¢, t0) W (Yy, 95) (o) (2.14)

esitligi gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
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Teorem 2.3.3: {y, (f), y, (t)} kiimesi (2.11) denkleminin temel ¢oziim sistemi ise

bu denklemin genel ¢oziimii
y(t) =y, (t) + .y, (1) (2.15)
seklindedir (Bohner ve Peterson, 2001).
a, f € R olmak iizere T zaman skalasinda
Yoo +ay® + By =0 (2.16)

dinamik denklemini g6zoniine alalim.

Agiktir ki V¢ € T% igin 1 — au (t) + Bu? (t) # 0 ise (2.16) denklemi regresiftir.

Bu denklemin ¢oziimiinii y (£) = ey (¢,to) seklinde arayalim. Burada A € C, ¢, € T*
ve Vt € TF i¢in 1 4+ A (t) # 0 oldugu kabul edilmektedir. e (¢,t,) fonksiyonunun

birinci ve ikinci mertebeden A-tiirevleri

el (t,to) = ey (L, to)

ex” (tLto) = Mex(t,to)
esitliklerini sagladigindan bu esitlikler (2.16) denkleminde yerine yazilirsa
(M +aX+B)ex(t,tg) =0

ve dolayisiyla

M+al+B8=0 (2.17)

elde edilir. (2.17)’e (2.16)’'nin karakteristik denklemi denir.
Agiktir ki bu denklemin ¢oziimleri

N
' 2 (2.18)

—a—/a2-4p
2

)\2 =
seklindedir.
Buna gore e (¢, ty) fonksiyonunun (2.16) denkleminin ¢oziimii olmas: i¢in gerekli ve
yeterli kogul A sayisinin (2.18)’da verilen \; ve As sayilarindan birine esit olmasidir

(Bohner ve Peterson, 2001).
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Lemma 2.3.4: (2.16) denkleminin regresif olmasi igin gerekli ve yeterli kogul (2.18)
egitlikleri ile tamimlanan \; ve Ay sayilarinin regresif olmasidir.

Yani Vt € T* icin

L—au)+ B (t) #0 =1+ \pu@t)#A0ve 1+ du(t)#0

gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).
Teorem 2.3.5: o — 43 # 0 olsun. (2.16 denklemi regresif ise bu denklemin temel

¢oziimler sistemi
{6/\1 (t, tO) y Exg (t’ tO)}

seklindedir. Burada ¢y € T" ve \;, Ay (2.18) esitlikleri ile tanimli sayilardir (Bohner
ve Peterson, 2001).

Sonug 2.3.6: (2.16) denklemi regresif ise genel ¢oziimii
y (t) = c,en, (t,t0) + cyen, (T, o)
seklindedir.
(2.11) denklemine alternatif olarak agagida verilen dinamik denklemi gozoniine alalim.
y> 2 +p )y +a(t)y” =0 (2.19)
Burada 27 (t) = y* o o dir.

Tamim 2.3.7: p € R ve q € C,q ise (2.19) denklemine regresif denklem denir
(Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.3.8: (2.11) ve (2.19) tipindeki regresif denklemler birbirine denktir
(Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 2.3.9: (2.11) (veya (2.19)) denklemi regresif ise bir ¢, € T* igin bu den-
klemin y(ty) = yo, y* (to) = y1 baslangig kosullarim saglayan bir tek ¢oziimii vardir ve

bu ¢6ziim T’nin tamaminda tanimhidir. Burada gy, ve y; verilen sabitlerdir (Bohner
26



ve Peterson, 2001).

Simdi de homojen olmayan (2.12) dinamik denklemini gozoniine alalim. Buna
kargilik gelen (2.11) homojen denkleminin temel ¢oziim sistemi {y; (t),y2 ()} ol-
sun.

(2.12) denkleminin ¢oziimiinii

y (@) =c, )y (1) + ¢, () y2 (1) (2.20)

seklinde arayalim. Burada c, (t) ve ¢, (t), T’de A-tiirevlenebilir fonksiyonlardir.

(2.20)’nin A-tiirevini alirsak

yazabiliriz.

e (8) i (8) + e ()3 (£) =0 (2.21)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

yAe ) =l Wy O+ Oy (1) + e (™ () + e ()™ (1)

bulunur.

y (1), y= (t) ve y>* (t) ifadeleri (2.12) denkleminde yerine yazilarak

Ay )+ W)y () +e, ()Y (1) +e, (s (t)

+p(t) e (B yr () + ¢ (D ys (O] +a () e, (D yi (1) + e, (8) g2 (0] = f (D)

Sy O+ My () =F) (2.22)

elde edilir.

(2.21) ve (2.22) egitliklerinden olugan cebirsel denklem sistemi ¢oziiliirse

Aoy o —Fys (@)
€y (t) - WU (y17y2)
@)yt (1)

We (y1,y2)
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bulunur. Buradan

a(t) = /f AT—i-a
leyQ

[ORE

al) = Wwe (yl, Y2)

to
elde edilir. Burada a ve b integral sabitleridir. Bu ifadelerin (2.20)’de yerine yazil-

mastyla (2.11) denkleminin genel ¢oziimii

y(t) = ayy (1) + bya (1) + / A ﬁﬁff;?;ﬁii?ﬁ” Wy ar (2.23)

to

seklinde bulunur (Bohner ve Peterson, 2001).
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3. ZAMAN SKALASINDA PARAMETREYE BAGLI
STURM-LIOUVILLE PROBLEMI

3.1 Problemin Tanim ve Céziimlerin Ozellikleri

T sinirh bir zaman skalasi & = inf T ve = p(supT) olsun. Agagida verilen sinir

deger problemini gozoniine alalim.

—yt A W)+ )y () =N (1),  teTH (3.1)
a(N)y (@) = b(A)y™ (@) =0 (3.2)
c(Ny (B) = d(Ny™ (B) =0 (3.3)

Burada ¢ (), T"de siirekli reel degerli bir fonksiyon, a(\) = S ap\ , b()) = bem
k=0 k=0

Ne nqg
L eN) =g dN) = S dieA ve an, #0, by, # 0, e # 0, d, # 0 dir.

k=0 k=0
Bu kogullar altinda her bir A kompleks sayisi igin (3.1) denkleminin regresif oldugu
agiktir. Dolayistyla Teorem 2.3.9’a gore t; € T* olmak {iizere (3.1) denkleminin

y (to) = 9o, y*(to) = y1 baslangi¢ kosullarim saglayan ¢oziimii var ve tektir.

Lemma 3.1.1(Gronwall Esitsizligi): vy,f € C,q4, Vt € T igin p(t) > 0 olsun. Bu

durumda vVt € T i¢in
t

v <F@+ [pOuE© AL
esitsizligi gecerli ise

t

()< F0)+ / (e (1,0 (€))) £ (€)p (€) AL

to

esitsizligi de gegerlidir (Bohner ve Peterson, 2001).

Teorem 3.1.2: y = y(t, \) fonksiyonu (1) denkleminin y (a) = f()\) , y> (o) =
g (A) baglangig kogullarini saglayan ¢oziimii olsun. Eger f ve g fonksiyonlar:t A nin

stirekli fonksiyonlari ise herbir fikse edilmis ¢ € T igin y (¢, \) fonksiyonu da A ya
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gore siireklidir.

Ispat: ¢ (t) = 0 homojen denkleminin genel ¢oziimii y = At + Ay seklindedir.
Sabitlerin degigimi yontemi kullamlarak y (¢, \) = A (t) .t + Az (t) seklinde aranirsa:

A () .o (t) + A2 (1) =0

kosulu altinda

AT (8) ={a (t) = A} 7 ()

esitligi elde edilir. Buradan

ve

bulunur. Dolayisiyla y (¢, A) fonksiyonu igin

t

y(E2) = At + A5+ [ (g(©) =Nt -0 () (€N A
integral denklemi yazilabilir. Verilen baslangi¢ kogullar1 kullamlarak A7 = g (\) ve
A5 = f(X) — ag (N) olarak bulunmasiyla

t

ym=f<A>+<t—a>g<A>+/<q<s>—A)(t—a(@)ya@,A)As

[e7

elde edilir. Ay herhangi bir komleks say1 olmak tiizere

o(t)
(A = fN)+He) —a)gN)+ [ (a(€) —A) (0 (t) —a(£)y’ (&) AL

[0}

o(t)
y7 (£, ho) = f()\o)‘i‘(a(t)—a)g(/\o)"‘/(9(5)—)\0) (0 () = () ¥ (& ro) AE
Oa



ifadeleri aciktir. Bu ifadelerin taraf tarafa ¢ikarilmasiyla

Y7 (A =y (B A) = f(A) = f(Ao) + (o (t) —a)(g(N) — g (o))
o(t)

n / 2(€) (0 (1) = 0 (©)) (v (6. 1) — o (£, M) AL

o(t)

— [ Mo =0 @)y €)= X0 () = 0 () 57 (€. M) A€

[0}

yazilabilir. Bu son egitlik diizenlenek

Y7 (A =y (Eh) = fA) = f(Qo) + (o (t) —a)(g(A) —g(X))
o(t)

(A=) / (0(t) — 0 (€)) 1 (€, M) A€

o (t)

+ / (@(6) = N (0 (1) — 0 (€) (0 (£.3) — o (€, ) AE

(e}

elde edilir. Buradan

[y7 (6, 2) =y (& A0) < [F (X)) = F (Aol + (0 (B) —a) g (A) — g (M)l

(t)
+|A—Ao|/|a<t>—a<s>||y“<5,xo>m5

/ 4(6) = Allo () — o (@)l Iy (6, ) — o7 (€, )| A
esitsizliginin dogru oldugu kolayca goriilebilir. Lemma 3.1.1 dikkate alinirsa

7 (00— ()] < 1) = £ o)l + (0 (8) — a)lg () — g (M)l
o(t)
+|A—Ao|/|a<t>—a<§>||y0<5,xo>ms

o(t)
+ / e (£, (6)) F(E. N, M)G(E A\ M) AE

[0}
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eigtsizliginin saglandig1 goriilebilir. Burada

FEA X ) = [f(A) = (M)l + (0 (B) =) g (A) — g ()l
o(©)

+A= ] [ 1o(©) = ol (r. )| Ar
GEA ) = 10O~ Mo (8) o (@)

dir. Son olarak A — Ay iken limit alinirsa

lim [y7 (¢, A) = y7 (¢, 2o)| = 0

A— Ao

oldugu goriiliir. Buise y (¢, \) fonksiyonunun Ay noktasinda siirekli oldugunu kanitlar.

t

Sonug 3.1.4: y2 (t,\) =g (\) + / (q(&) — N y” (§,A) AE esitligi gegerli oldugun-

dan y2 (¢, \) fonksiyonu da her ¢ € T* icin \'ya gore siireklidir.

3.2 Problemin Ozdegerlerinin Ozellikleri

S(t,A),C(t,A), ¢ (t,A) ve 9 (t, A) fonksiyonlar1 (3.1) denkleminin sirasiyla

S(a,A) =0, S®(a,\) =1 (3.4)
Cla,N)=1, C®(a,\)=0 (3.5)
pla ) =b(N), ¢* () =a(}) (3.6)
Y (BN =dN), (BN =c(N) (3.7)

baslangi¢ kosullarimi saglayan c¢oziimleri olsun.

Teorem 3.2.1: S (t,\),C (t,\),p(t,\),v (¢, ) ¢oziimleri ve bu ¢oziimlerin birinci

mertebeden A-tiirevleri her bir ¢ i¢in A’ya gore tiim kompleks diizlemde analitiktir.

Ispat: ¢ (t, \)’min analitik oldugunu ispatlayalim. Diger fonksiyonlarin analitikligi

benzer gekilde ispatlanabilir. A\, \y € C herhangi bir kompleks say1 olsun.

¢ (t7 >‘7 >‘0) =@ (t7 A) - ¢ (tu )‘0)
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fonksiyonunu tanimlayalim. Bu fonksiyon

QbAA (t’ A, /\0) = (t’ )‘) - QDAA (tv )‘0)

"
@7 (6, A) {q () = A} = @7 (£, M) {q (£) — Ao}

= ¢ {e” (1, A) = @7 (8 M)} =A@ (1, A) + Aog” (£, do)

= ¢ {7 (1, A) =7 (1, 20)} = A" (1,A) = ¢7 (£, X0)} = (A = o)
= q ()97 (£, A) = A¢7 (1, A) = (A = Ao) 7 (£, Ao)

esitligini saglamaktadir. Buna gore ¢ (£, ) fonksiyonu

_¢AA (t7 /\) +4q (t> ¢U (ta >‘) = >‘¢U (t7 )‘) + (>\ - )‘0) SDU (t7 /\0) (38)
denklemini bir ¢oziimiidiir. Diger yandan (3.6) baglangig kosullarina gore

¢ (a, X, h0) = ¢ (@, A) = @ (a; Ag) = b(A) = b (o)

A - A y - (3.9)
¢ (av )‘7 /\0) =@ (av )‘) ¥ (a’ )‘0) =a <)‘) a ()‘0)

oldugu agiktir. Dolayisiyla ¢ (¢, A, A\g) fonksiyonu (3.8), (3.9) baglangic deger prob-
leminin ¢oziimiidiir. Sabitlerin degisimi yontemi kullanilarak bu baslangic deger

problemi ¢oziiliirse

St A A) = (a(N)—a(M))S(EA) + () —b(h)C (1N (3.10)
—O—Aw/K”@AﬂNtM—SW&MC@AH¢%&MME

[0}

ifadesi elde edilir. (3.10) esitliginin her iki tarafim A — A\g’a boliiniirse;

o(t,A) =, )  a(X)—a(l) b(A) —b(Ao)
A M D S VA GRS e

t

j/WW&MSWM—SW&MC@AHW@Awﬂé

[0}

O (t,\)

esitliginin gegerli oldugu goriiliir. S (¢, \) ve C (¢, \) fonksiyonlar1 XN’ya gore siirekli
oldugundan ve a (A), b (A) birer polinom oldugundan son egitlikte A — \q iken limit
alinirsa ¢ (¢, A) fonksiyonunun )¢ noktasinda diferansiyellenebilir oldugu goriiliir. Ao

keyfi segildiginden ¢ (¢, A) fonksiyonu tiim kompleks diizlemde analitiktir.

Lemma 3.2.2: y () ve z(¢) (3.1) denkleminin iki farkli ¢tziimii olsun. Bu ¢oziim-

lerin W [y (t), z (t)] Wronsky determinant: ¢’den bagimsizdur.
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ispat:

WAy 1),2(1) = (y(B) >0 —y* 1) =1)"

= Yo ()25 () +y7 (1) 222 (1) —y® (1) 2% () —y>2 (1) 27 (1)
= v () {q @) = Ay27 (@) —y” (1) {q () = A} =7 (1)
=0

esitligi gecerli oldugundan ispat agiktir.

Lemma 3.2.2’ye gore

WIC (t,A),S (t,N)] =C (NS (tN) —C2(t,\)S(t,\) =1

esitligi gecerlidir. Bu nedenle {S (¢, \), C (t,\)} kiimesi (3.1) denkleminin temel
¢Oziim sistemidir.

Simdi
A=W (9 (8,2),9(8.2) =c(\) 0 (B,A) —d(N) > (8. A) (3.11)

fonksiyonunu tanimlayalim. Bir énceki teoreme gore A (A) bir tam fonksiyondur ve

onun sifirlar1 kompleks diizlemde ayrik bir kiimedir.

Teorem 3.2.3: (3.1) -(3.3) probleminin 6zdegerleri ile A (\) fonksiyonunun sifirlar:
cakigir.

Ispat: Bir Ay € C igin A ()\o) = 0 olsun. Bu durumda (3.11) den ¢ (, \o) fonksiy-
onunun (3.3) siir kogulunu sagladigy goriiliir. ¢ (¢, Ag) (3.1) denkleminin (3.2) sir
kosulunu saglayan ¢oziimii olduguna gore (3.1)-(3.3) probleminin sifirdan farkl bir
¢oziimii olur. Dolayisiyla Ag sayisi (3.1)-(3.3) probleminin bir 6zdegeridir.

Tersine \g sayist (3.1)-(3.3) probleminin bir 6zdegeri ve y (¢, \g) o 6zdegere karsilik
gelen 6z fonksiyon olsun. Bu durumda y (¢, \g) = 7,5 (t, Ao) + 72C (£, Ao) olacak
sekilde sifirdan farkl 7,, v, sabitleri vardir. Diger yandan y (¢, A\g) 6z fonksiyon
oldugundan (3.2) ve (3.3) smur kogullarim saglamalidir. O halde

a (o) [715 (e, M) +72C (@, Ao)] — b (Ao) [71SA (a, Xo) +712C2 (a, )\0)} =0
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ve

¢ (Xo) [715 (B, M) +72C (8, Ao)] — d (No) [’hsA (8, Xo) +72C2 (B, Ao)] =0

gecerlidir. Buradan ;

b(Ao)v1 —a(ro)y2 =0
[C (Ao) S (B, Xo) — d (Xo) S (B, )\0)} Y1t [C()\o) C (B8, 20) — d(Ao) ce (8, /\0)] Yo =0

yazilabilir. Sistemin katsayilar determinanti sifir olacagindan

c(Xo) [a (M) S (B, X0) +b(Xo) C (B, M)l —d (o) [a(Ao) S2 (B, X0) + b (Xo) C* (B, X)] =0

dir. Bu ise
¢ (M) ¢ (8,20) — d (o) ©™ (B, M) =0

demektir. Sonug olarak A (\g) = 0 gegerlidir.

Teorem 3.2.4: T, m elemanli zaman skalasi olmak tizere T tizerinde kurulan (3.1)-
(3.2) tipindeki simir deger probleminin 6zdegerlerinin sayisini s ile gosterelim. Bu
durumda

dera (\) # derb (X) ve derc(A) # derd (A) + 1 ise problemin 6zdeger sayisi icin
s=n+k+m-—3 (3.12)

gegerlidir. Burada n = max {dera (\) ,derb (\)} ve k = max {derc ()\) ,derd (\) + 1}
dir.

Ispat: T, sonlu m elemanl bir zaman skalasi oldugundan tiim noktalar: izole nok-
tadir. DolayisiylaT ={«, o (o), 02 () ,..., 0™ 2 () = 3, 0™ ()} geklinde yazila-
bilir.

Burada

dir.
(3.6) baglangig kosullarindan

P7 (@A) = @ (@, A) + (@) 9 (@A) =b(A) + p(a)a (V)
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gecerlidir.
900 (ta )‘) — ¢ (ta )‘)

T izole noktalardan olustugundan her bir ¢ € T* icin * (t,\) = 0
1

ve her bir ¢ € TF icin

sa gy 2 ETEN — AN 1 [N et (1) e (1)~ (1N)
pns n(t) op() pe () u(t) ]
= m [u (1) @7 (£, N) — (e (8) + 1 (£)) @7 (£, A) + p° (£) o (¢, A)]

esitlikleri gegerlidir. Diger taraftan

(PAA (tv )‘) = {q (t) - )‘} QDU (tv )‘>

oldugundan
(A = () e {a(t) = A e (5,A) (3.13)

= [J(OA+g@)]¢7 (X)) +h(t)o(t.N)
elde edilir. Burada f(t) = —p (t)p(t), g(t) = p (O p ) q(t) + L& +1 ve

h(t) = -2 dir.
dera (\) # derb (\) oldugundan (3.13) esitligi kullamlarak

dere” (a,\)=n+j—1,j=23,...,m—1 (3.14)

elde edilir. Ayrica

AN = cN) e (0™ (@) —d(N)¢® (a™ 2 () (3.15)
S gty L)
1 m—2 m—1
) (LB eV +dN)e (@™ (@) —d(N) @ (™ ()]
esitligi gecerlidir.
(3.14)" den,
derg (8) = dere” " (o) =n+m — 3, (3.16)
dere® (B) = derg” (@) =n+m —2 (3.17)
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dir. (3.15)-(3.17) esitlikleri dikkate alinarak derc (\) # derd (\) + 1 ise
derA(N) =n+m—3+k (3.18)

oldugu hesaplanabilir. Burada k& = max {derc ()\), derd (\) + 1} dir. Boylece 6zdeger

sayisinin (3.12) formiilii ile verilebilecegi agiktir.

Uyari: Teorem 3.2.4 iin kosullar1 saglanmadiginda problemin 6zdeger sayisi icin

s <n+k+m — 3 esitsizligi gegerlidir.
Ornek 3.2.5: T=1{0,1,2,...,m — 1} olmak tizere
Y2 Ha )y (1) = (1)
Ny(0) = (A+1)y>(0) = 0
(M +1)y (1) —Ny2 (1) = 0

problemini ele alalm. Burada a(A\) = A, b(\) = A+1,c(A) =X +1,d()\) = \?
ve dera (\) # derb (), derc () # derd (A\)+1 oldugundan s = m+3 olarak bulunur.

3.3 Parametreye Dogrusal Sekilde Bagli Sinir Kosullari

Bu boliimde, ele alinan problemin sinir kogullarindaki katsayilarin 6zel durumlarinda
problemin 6zdegerlerinin baz1 6nemli 6zellikleri verilmektedir.
(3.2) ve (3.3) simr kogullarindaki polinomlarin dogrusal fonksiyonlar oldugunu kabul

edelim Bu durumda probleminin asagidaki sekilde yazilabilecegi agiktir.

by =—y* () +q)y (t) =N (1), teT (3.19)
U(y) := (a1 A+ ap) y (a) — (b1 A + bo) YA () =0 (3.20)
V(y) == (ctA+ co) y (B) — (did+ do) y™ (8) = 0 (3.21)

Burada ai,bi,ci,di € R, = 0, ]_, K, = a0b1 — (Ilbo >0 ve Ky .= Cldo — Codl >0
oldugu kabul ediliyor.
H = L, (T*) & C? kiimesi, Y = (y (t),Ya,Ys), Z = (2 (t), Za, Zg) € H olmak iizere,

B
Y, Z) = / y(Z () AR)+ Kilyja + K%Yﬂzg (3.22)
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seklindeki doniisiimle birlikte bir Hilbert uzayidir.
Tanim kiimesi D (L) = {Y = (y(t),Ya,Y3) : y(t) € C%(T), Yo, = biy* (o) —
ary (@), Ys = diy® (8) — cry (B)} olan ve

2(t) = =y () +q )y (1),
Zo = agy (o) — boyA (),

Zg = coy (B) — doy™ (B)

seklinde tanmimlanan L operatoriinii ele alahm. En az bir Y # 0 i¢in LY = \Y?
esitligini saglayan A sayilari ile (3.19)-(3.21) probleminin 6zdegerleri ¢akigmaktadir.

Teorem 3.3.1: VY, Z € D (L) igin
(LY, Z°) =(Y° LZ)
esitligi gecerlidir.

ispat:

3
(LY, Z°) = /(—yMJrq(t) Y7 (t)) 27 (t) Ot +

+Ki1 (a0y (@) = boy™ (@) (012% (@) — % (o) +
+Ki2 (coy (B) = doy™ (B)) (ds%* (B) — ex% (8))
8

YO LZ) = / ¥ () (=225 () + q () ° (8) At +

+Ki1 (1™ (@) = ary (@) (a0% (@) = boZ" () +
+Ki2 (d1y™ (8) = ery (B)) (coZ (B) — doz™ (8))



dir. O halde,

B
(LY, Z%) — (Y°.L7) = / (=25 (1) + g (8)y” (1) 7 (1) A

Kismi integrasyon yontemi kullanilarak

B

B
/ (=522 () + q ()4 (£)) 27 (1) A — / y (1) (=25 (1) + (1) 2" () At

«

=y~ (B)Z(8) +22(B)y (B) + ¥~ (@) Z(a) — 2° () y (a) (3.23)

ifadesinin gecerli oldugu gosterilebilir. Diger taraftan

= Lo @) — by (@) (72 (@) ~ 2% ()]

K
_Kil [(b1y* (@) = a1y (@)) (a0 (@) = boz* (a)]
_ KilfA (@) [aob1y (ar) — bobry™ (@) + brboy™ () — arboy ()]

39



elde edilir. Bu esitlikler (3.23) ile birlikte (LY, Z7) — (Y7, LZ) = 0 esitligini verir ve
boylece ispat biter.

Sonug 3.3.2: i) L operatoriiniin ve dolayisiyla (3.19)-(3.21) probleminin tiim
ozdegerleri reel sayilardir.
ii) y (¢) ve z (¢) (3.19)-(3.21) probleminin farkh 6zdegerlerine karsilik gelen 6zfonksi-

yonlar1 ise

B
/y (t)Z (t) At + Kil [b1y° (@) — ary (@)] [b12° (@) — a1z ()]
+ Kiz [diy™ (B) — c1y (B)] [di2™ (B) — 12 (B)] = 0

esitligi gecerlidir.

Ispat: i) )\, L operatoriiniin bir dzdegeri ve y (t) bu 6zdegere karsihk gelen 6z

fonksiyon olsun. Teorem 3.3.1’den
(LY,Y?) = (Y°,LY)
gegerlidir. Dolaysiyla (LY, Y?) € R dir. Diger yandan
(LY,Y?) = (\Y?,Y7) = Ao (Y7, Y7)

esitligi gecerli oldugundan Ay 6zdegerinin reel say1 oldugu agiktir.
ii)

LY = \Y°

LZ = X\Z°

olsun. Teorem 3.3.1’den

MY, Z%) = (LY,Z°) = (Y°,LZ) = A\ (Y°, Z°)

= ()‘1 - )‘2) <YU’ ZG>
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yazilabilir. A\; # Ay oldugundan
(Y,Z)=0

gecerlidir. Bu ise iddia edilen esitligi verir.

Bu béliimde a()\), b(A), ¢(A\) ve d(A\) fonksiyonlarmin 6zel secilmesinden dolay:
@ (t, ) ve ¥ (t, \) fonksiyonlar i¢in konulan (3.5) ve (3.6) baslangic kogullar1 agagi-
daki gibi yazilabilir.

30 (Oé, )‘) = al)‘ + &07 SDA (047 )‘) = b1>\ + bO
P (B,N) =cid+co, P2 (B,N) = i)+ do

Lemma 3.3.3: Herbir )\, 6zdegeri icin ¢ (t,\,) = x,¥ (t, \,) esitligi gecerlidir.

[CHOA (67 )\n) - dlgp (Bv )\n)]
e dir.

Burada x,, =

Ispat: )\, 6zdeger oldugundan A (),) = 0 dir. Buna gore her bir t € T* icin
(¢ — Q/JA(/D) (t,\n) = 0 gegerlidir. Bu ise ¢ (¢, \,) ve ¢ (¢, \,) fonksiyonlarinin

lineer bagimh olmasi demektir. Dolayisiyla

P (t, An) = X ¥ (£ An)

esitligini gergekleyen bir x,, sabiti vardir. Diger yandan ¢ (8, A\,) = x,¢ (6, \n) =

X (1A + o) ve ©® (B, An) = X, 1™ (B, An) = X, (diAn + do) esitlikleri kullamlarak

A )\n _d 7)\71«
= (192 (B, An) = dap (5. M)] L clde el

Teorem 3.3.4: (3.19)- (3.21) probleminin tiim 6zdegerleri cebirsel olarak basittir.

Ispat: ),, probleminin herhangi bir 6zdegeri olsun.O halde A (\,) = 0 dir. Basit
oldugunu gostermek icin A’ (\,) # 0 oldugunu ispatlamak yeterlidir.

=22 (1) +q () 7 (8, A) = A (8, ) (3.24)

esitliginin her iki tarafinin \ ya gore tiirevi alinirsa;

—R 2 (80 +a ()5 (8, 2) = 97 (8, ) + A5 (8, ) (3.25)
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bulunur. Burada ¢, = g—f dir. (3.24) denklemi 5 (¢, \), (3.25) denklemi —p7 (¢, A)

ile carpilip taraf tarafa toplanirsa;

SOQA (t’ )‘) @’ (tv >‘) - SOAA (ta )‘) SOK (t> )‘) == (SOJ (ta )‘))2

elde edilir. Egitligin her iki tarafi o dan [ ya integrallenerek

5
P (AR (EA) =9 (10) ) (8 A) o= —/ [ (NP A () (3.26)

yazilabilir. ¢ (£, A) (3.6) baglangi¢ kogullarini sagladigindan

B
- / 07 (A () = Ky +0(8,0) 02 (B, 4) — 02 (8. 1) 03 (5. )

(67

oldugu agiktir. Son esitlikte A = \,, yazilirsa Lemma 3.3.3 yardimiyla

B
- / W EAPAD = Kt o (B A) 02 (8. hn) — 0 (8. An) 05 (B, M)

= Kl + Xn [(ClAn + CO) Qﬁf (67 /\n) - (dl)‘n + dO) 2N (57 An)]

elde edilir. Bu esitligin sag tarafina x,, [dio® (8, ) — c1¢, (8, An)] ifadesini ekleyip

gikarirsak

B
_/ (7 (t, An)]2 At) = Ki+x,A" (M) — X, [dﬂpA (B, An) — 10 (B, )‘n)}

= Ki+x,A" (M) = X, [d1Xn¢A (B, An) — erxn ¥ (B, )‘n)]
= Ki+x,A" () + X0 K2

esitligini buluruz. Buradan

B
W& () == [ (7 A A () ~ i~ EKa <0

olacagindan A’ (A,,) # 0 olur ve ispat biter.
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3.4 Herglotz-Nevanlinna Tipinde Fonksiyon Bulunduran Sinir Kosullar:

Bu boliimde de ele alinan problemin sinir kosullarindaki katsayilarin farkli bir 6zel
durumu ele alinmaktadir. (3.2) ve (3.3) smur kogullarindaki a()), b(\), ¢(\) ve d(\)

polinomlarinin

a(\) o AN
W—f@\) -—f1.)\+fo—;)\_kbk

c(N) AL
S —g(A) =g A+ go — i

seklinde verildigini kabul edelim. Analitik fonksiyonlar teorisinde ¢nemli bir yere

ve

sahip olan bu tip fonksiyonlar Herglotz-Nevanlinna tipinde fonksiyon olarak ad-
landirilmaktadir. Katsayilar bu sekile alindiginda (3.1)-(3.3) problemi agagidaki
sekilde yazilabilir.

— Pt W) +q®)y ()= (1), teT" (3.27)
v (@) = fF(N)y(a) =0 (3.28)
y* (B)—g(N)y(B)=0 (3.29)

Burada f (\) ve g (\) fonksiyonlarinin tiim katsayilari reel sayilar olup ayrica f; < 0,
g1 >0,01 <by <--- <byny,d <dy <---<dpy, ve her bir k i¢in ar < 0, ¢ > 0
oldugu kabul edilmektedir. (3.27)-(3.29) probleminin bir 6énceki alt boliimde ele
alinan (3.19)-(3.21) probleminden daha genel oldugu agiktur.

H=1L, (T") @ C"*1 o CN*! Y, Z € H,

= (y (t); ur, Uz, ..., UN,+15 V1, V2, -« UNyt1)s
= (2 (t); ul, uh, ..., Uy, 5 V], V5, ..., U, ) Olmak iizere
B ol 0] e | UV
v 7)= [yoz@ar-y ek 3 ettt | e Vi
—1 —1 h 91

«

déniigiimii tammlansin. (H, (-,-)) bir i¢ ¢arpim uzayidir. Gergekten;

i) (YY) > 0 oldugunu gt’)sterelim

/ly )PP st ‘“‘“' cy
1 Ok
et }U |2

i g1
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oldugundan (YY) > 0 oldugu goriiliir.

ii) (YY) =0« Y =0 oldugu agiktur.

i) W= (w(t); w,,w,,... s Wy 15 V1s V2o e ,YN,41) Olmak tizere ; (Y + W, Z) =
(Y, Z) + (W, Z) oldugunu gosterelim.

8
v+wz) = [wo+ow)zosr

N T —
~ (up +wi) g, (U + W) N

& (7 fi

N: — _
2 (v + 1) v + (UN2+1 + 7Nz+1) V' Ny41

c
il k g1

8
_ /y(t)?(t)AtJr/w(t)Z(t)At

Ny - N1 -
a a
k=1 K k=1

7 pw
CUNi 41 UWN 41 WN 41U N 41

fi fi
= Uk, o ViV
+y Ry ek
=1 Ok —1

i i
UNg+1-V' Not1  VNpt1-V' Not1
+ + e
g1 g1

esitliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa (Y + W, Z) = (Y, Z) + (W, Z) oldugu

goriiliir.
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iv) (7Y, Z) = v(Y, Z) oldugunu gosterelim.

<’7Y7 Z> =

«

_Z (7-ux) w,
"y.’Uk’U
+Z . kot

Zv{/ )Z (¢

B

/ (. (1)) = () At

’7 UN1+1) u Ni+1

h

V'UN2+1) U/N2+1

(251

uN1+1'u,N1+1

?Jk;U UN+1UN+1
_|_§: k+ 2 2 }
Ck

1 g1

— 7<Y>Z>

olur.

v) (Y. Z) = (Z,Y) oldugu

(2Y) =

nu gosterelim.

B

At—zu’;:’“

S

T ™
U1 UNi1

h

UNy +1-U Ny +1

— ARV
/z(t)y(t)At—Z k
J — Ok
ak Uy, o UEV +1'6N2+1
DI
1 Ck g1
B il
_ k-
JECECI A e
s =k
Na

V- Uk UNy41- v Na+1
+ E +
c

1 Ck g1

(Y, 2)

h

Dolayisiyla tiim kogullar saglandigindan (H, (-,-)) bir i¢ garim uzayidir.

H iizerinde tanim kiimesi ;

D (L)
Ly (T*),
ii)uN1+1 = fly (Oé),

iii)vn, 11 = 91y (B) }

=Y eH:Y={(y{t);u,ug,...
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olmak {izere
—y22 (t) +q )y (t)

biuy — a1y (04)
)

boug — agy (a

bN1UN1 —anv,ylo ( )

L(Y)= y® (@) = foy (o Z“’“ (3.30)

div1 — 1y (ﬁ)
davy — cay (5)

szsz — CNL Y (ﬂ)

yA(ﬂ ) — 90y (B ka

seklinde tanimlanan L operatoriinii gbz oniine alahm.

Teorem 3.4.1: En az bir Y # 0 i¢in LY = A\Y? egitligini saglayan A\ sayilar: ile
(3.27)-(3.29) probleminin 6zdegerleri gakigmaktadir.

Ispat: Bir A sayisi ve Y = (y (£); up, U, ..., Un,41; V1,02, . . ., Unpp1) 7 O vektorii

icin LY = A\Y? olsun. Bu durumda L’ nin tanimi geregi

—y* 2 (O +ay () = My () (3.31)
bkuk — aky( ) = )\uk, k= 1, N1 (332)
y2 (o) — foy (a Z ur = Aiy(«) (3.33)

esitlikleri gegerlidir. (3.31) esitligi y (¢) fonksiyonunun (3.27) denklemini sagladigim

2 L Y () yazilabilir. Bu ise (3.33) kullanmlarak
. —

gosterir. (3.32) den uy =

( — foy (a a) = Ay (o)

b—/\

esitligini verir. Boylece y> (a) — [ fix+ fo— Z T bk] «) = 0 olup (3.28) smur

kosulu gergeklenir. Benzer gekilde (3.29) in de saglandlgl gosterilebilir. Dolayisiyla
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A sayist (3.27)-(3.29) probleminin de bir 6zdegeridir.
Simdi de tersine A sayismun (3.27)-(3.29) probleminin bir 6zdegeri ve y (t) # 0

fonksiyonunun ona karsilik gelen 6zfonksiyon oldugunu kabul edelim.

UNl
Y=1 fiy (a)
0

V2

UN2

| 91y (B)

vektorini uy, = 7 i )\y(oz), k= 1,Ny ve v; = y % )\y(a) sartlar1 altinda g6z
k— i
oniine alirsak LY = A\Y? egitligi gecerli olur ve ispat biter.

Teorem 3.4.2: Her bir Y € D (L) igin (LY, Y?) ifadesi bir reel sayidir.
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Ispat: Gerekli hesaplamalar yapilarak
B

(LY, V") = / (=™ () +q ()5 ()T (1) A1)

«

U k=1
Z - fi

k=
. B (yA(ﬁ)—goy(ﬁ)—iUk> 017 (5)
+Z(dkvk—(;z?/(5))vk+ - b1
= B B
_ yﬂy|§+/\yﬂ|A<t>+/q WA (1)
=l ) Sy (@)@ =y (@) F (@) + fo- ly ()P + D ug ()
3 % P =S g (B T+ A (D TB) + g0 Iy (B)F —kay

elde edilir. Buradan (LY,Y?) € R oldugu goriiliir.
Sonug 3.4.3: (3.27)-(3.29) probleminin tiim 6zdegerleri reel sayilardir.
Teorem 3.4.4 (3.27)-(3.29) probleminin 6zdegerleri A (A) nin basit sifirlaridir.

Ispat: )¢ (3.27)-(3.29) probleminin ézdegeri olsun. A’ ()\) # 0 oldugunu ispat-
lamak yeterlidir. ¢ ve 1 fonksiyonlari (3.27) denkleminin ¢oziimleri oldugundan

asagidaki esitlikler yazilabilir.

=S8 (1 A) + a ()97 (1 A) = A7 (1) (3.34)
—@® (t, M) + q (1) 97 (£, X0) = Aoy’ (t, Ao) (3.35)
(3.34) denklemini ¢ (¢, \o) ile, (3.35) denklemini —#7 (¢, \) ile carpilip, taraf tarafa

toplanip ardindan da a dan 3 ya integrallenirse;
B

(A=) / & (1) U7 (BN AL = d(N) 6 (8, M) — (N ¢ (B M)
(M) @ (0, A) + b (o) 02 (0, A)
Fa () (@) — b B (@A) — A(N)
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bulunur. Buradan

B
AA_(AA)O = —/SOU(t,Ao)W(t,)\)AtJr
a(A) —a(Xo) b(N) —b(N) A

elde edilir. A\ — )\ iken limite gecilirse;
B
N0 = =X [ (67 (6:20)* A+ a1 () xob (a) = (o) xg (o)

[0}

/) i
= (00) d () + d (o) ¢ (%)

Xo02

B
= —Xo {/ (7 (t, M))” At = [b(Xo)]” f7(No) + ! [d(N)]* ¢ (Ao)}

[0

olur ve f'(A\g) < 0 ve ¢’ (Ag) > 0 oldugundan A’ ()\g) # 0 olup ispat biter.
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