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ÖZET 

YARIASAL HALKADA ÇARPIMSAL TERS TÜREV ÜZERİNE 

 

Merve Gamze KARA 

Yüksek Lisans Tezi 

Matematik Anabilim Dalı 

Danışman: Prof. Dr. Öznur GÖLBAŞI 

2019, 47+x sayfa 

 

Yarıasal halkalarda ters türevler ve çarpımsal ters türevler konusunu araştıran bu tez iki 

bölümden oluşmaktadır.  

Birinci bölümde tez konusuyla ilgili genel tanım, teorem ve kavramlardan bahsedilerek 

örnekler verilmiştir. İkinci bölümde ise S.K Tiwari, R. K. Sharma ve B. Dhara tarafından 

2015 yılında genelleştirilmiş çarpımsal ters türevler için yapılan bir çalışmadan hareketle, 

karakteristiği ikiden farklı   yarıasal halkasının her     için      koşulunu sağlayan 

ve merkezi olmayan bir   Lie ideali,       tanımlı dönüşümü ile belirlenmiş       

tanımlı genelleştirilmiş çarpımsal ters türevi olmak üzere   ,     için aşağıda verilen 

değişmeli olma koşulları araştırılmıştır: 

i)   ( ) ( )       

ii)  ( ) ( )       

iii)  ( ) ( )   ( ) ( )    

iv)  (     )  (   )    

v)  (  )  (   )    

vi)   ( )  ( )       

vii)  (  )   ( ) ( ) 

viii)  (  )   ( ) ( ) 

Anahtar kelimeler: Yarıasal Halka, Türev, Ters Türev, Genelleştirilmiş Çarpımsal Ters 

Türev. 
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ABSTRACT 

ON MULTIPLICATIVE REVERSE DERIVATIONS IN SEMIPRIME RINGS 

 

Merve Gamze KARA 

Master of Science Thesis 

Department of Mathematics 

Supervisor: Prof. Dr. Öznur GÖLBAŞI 

2019, 47+x pages 

This thesis which investigates the subject of inverse derivations and multiplicative inverse 

derivations in semiprime rings consists of two parts. 

In the first part, general definitions, theorems, concepts related to the thesis topic and 

examples are given. In the second part inspired by the paper of S.K Tiwari, R. K. Sharma 

and B. Dhara in 2015 about of multiplicative generalized reverse derivations, we 

investigated the some commutativity conditions. Let   be a semiprime ring with 

  torsion free and   a noncentral Lie ideal of   such that      for all            

a map and       multiplicative generalized reverse derivation associated with    We 

proved the following conditions for all  ,    : 

i)   ( ) ( )       

ii)  ( ) ( )       

iii)  ( ) ( )   ( ) ( )    

iv)  (     )  (   )    

v)  (  )  (   )    

vi)   ( )  ( )       

vii)  (  )   ( ) ( ) 

viii)  (  )   ( ) (  ) 

KeyWords: Semiprime Ring, Derivation, Reverse Derivation, Multiplicative Generalized 

Reverse Derivation. 
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GİRİŞ 

Türev konusu matematik, fizik ve mühendisliğin pek çok alanında önemli rol 

oynamaktadır. Türevin cebirsel olarak halkalar üzerindeki tanımı ve cebirsel ifadeler 

yardımıyla türevli bir asal halkanın değişmeli olup olmadığının araştırılması fikri ilk 

olarak 1957 yılında E. C. Posner tarafından yapılmıştır. Posner’ın ön kaynak olduğu 

bu makaleden sonra türevler ve halka yapısı arasındaki ilişkiyi inceleyen pek çok 

çalışma yapılmıştır. 

Halka üzerinde türev içeren koşulların incelenmesi ile bazen halkanın sağladığı genel 

özellikler, bazen de üzerinde tanımlanan türev hakkında belirleyici sonuçlar elde 

edilmiştir. Yapılan çalışmalarda türev yerine zamanla daha genel dönüşümler olan 

yarıtürev, genelleştirilmiş türev, çarpımsal türev gibi farklı fonksiyonlar alınmıştır. 

Bu fonksiyonlardan yarıtürev tanımı 1983 yılında J. Bergen tarafından ve 

genelleştirilmiş türev tanımı 1991 yılında M. Bresar tarafından yapılmıştır. 

Çarpımsal türev kavramı ise ilk kez 1991 yılında M. N. Daif tarafından 

tanımlanmıştır. Çarpımsal türevler, türev tanımındaki toplamsal olma koşulu 

kaldırılarak elde edildiği için yeni ve daha genel bir türev tanımıdır. Öte yandan 

türevle ilgili literatürde yer alan bu çalışmalarda zaman zaman   halkası yerine, 

halkanın ideali veya Lie ideali alınarak da yeni sonuçlar elde edilmiştir. Böylece 

günümüze kadar asal ve yarıasal halkalarda türevler yardımıyla pek çok cebirsel 

özellik incelenmiştir.  

1989 yılında M. Bresar ve J. Vukman tarafından ilk kez ters türev tanımı verilmiş ve 

bu tanımla birlikte literatürde olan türevli, yarı türevli veya genelleştirilmiş türevli 

halkalarla ilgili pek çok sonuç ters türevler için ispatlanmıştır.   halkası değişmeli 

bir halka ise bu durumda türev ve ters türev kavramlarının aynı olduğu bilinen bir 

gerçektir. Ancak   halkası değişmeli halka değil iken bu iki kavram birbirinden 

farklıdır.  

2007 yılında M. Ashraf ve arkadaşları   bir asal halka,     halkasının   ile 

belirlenen bir genelleştirilmiş türevi olmak üzere her       için 

 (  )        (  )        ( ) ( )        ( ) ( )         

koşullarını araştırmışlardır. Bu cebirsel ifadeler günümüze kadar pek çok 

matematikçi tarafından ele alınmıştır. 2013 yılında B. Dhara ve A. Ali bu koşulları   
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yarıasal halkasının   ile belirlenen bir   genelleştirilmiş çarpımsal türevi için 

ispatlamışlardır. 2018 yılında S. K. Tiwari ve arkadaşları ise aynı problemleri 

genelleştirilmiş çarpımsal ters türevler için göstermişlerdir. 

Öte yandan 1989 yılında H. E. Bell and L. C. Kappe yarıasal bir   halkası veya   

halkasının sıfırdan farklı bir sağ ideali üzerinde tanımlı olan   türevinin bir 

homomorfizma veya anti-homomorfizma ise sıfır olması gerektiğini ispatlamışlardır. 

Bu teorem günümüze kadar pek çok araştırmacı tarafından genelleştirilmiştir. 2018 

yılında S. K. Tiwari ve arkadaşları bu teoremi genelleştirilmiş çarpımsal ters türevler 

için araştırmışlardır. 

Bu tez çalışmasında, yukarıda bahsedilen problemlerin bir yarıasal halkanın her 

    için      şartını sağlayan ve merkezi olmayan bir   Lie ideali ve   

dönüşümü ile belirlenen bir  genelleştirilmiş çarpımsal ters türevi için incelenmiştir. 
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1.BÖLÜM 

GENEL BİLGİLER 

Bu bölümde tezde kullanılan bazı temel tanım ve teoremler verilmiştir.  

Tanım 1.1:     olan bir küme ve   ,   üzerinde tanımlı bir ikili işlem olmak 

üzere 

i)          için   (   )  (   )    

ii)      için           olacak şekilde bir     vardır 

iii)      için           olacak şekilde bir     vardır 

koşulları sağlanıyorsa   kümesine   ikili işlemi altında bir grup denir ve (   ) ile 

gösterilir. 

(   ) bir grup olmak üzere 

iv)        için         dır, 

koşulu sağlanıyorsa (   ) değişmeli gruptur denir. 

Tanım 1.2: (   ) bir grup olmak üzere     ve     olsun. Eğer   kümesi   

kümesi üzerinde tanımlı   işlemine göre bir grup oluyorsa bu durumda   kümesine   

grubunun bir alt grubu denir. 

Tanım 1.3: Bir grubun, biriminden ve kendisinden farklı olan alt grubuna öz alt grup 

denir. 

Tanım 1.4: (   ) ve (   ) iki grup olmak üzere bir       fonksiyonu 

       için   (   )   ( )   ( )  koşulunu sağlıyorsa   fonksiyonuna bir 

grup  homomorfizması denir. 

  grup homomorfizması, örten bir dönüşüm ise grup epimorfizması, birebir bir 

dönüşüm ise grup monomorfizması, birebir ve örten dönüşüm ise grup izomorfizması 

olarak adlandırılır. 
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Tanım 1.5: Boş kümeden farklı   kümesi üzerinde tanımlı     ve     ikili işlemleri 

için 

i) (   ) değişmeli bir grup 

ii)          için  (  )  (  )  

iii)          için  (   )        ve (   )         

koşulları sağlanıyorsa   kümesine     ve     işlemleri ile birlikte bir halka denir ve 

(     ) ile gösterilir.  

Ayrıca (     ) halkası için 

iv)        için       ise   halkasına değişmeli (komütatif) halka denir. 

v)      için          olacak şekilde bir      varsa   halkasına birimli halka 

denir. 

Tanım 1.6:   bir halka olmak üzere     ve     olsun. Eğer   kümesi   deki 

    ve     işlemleri ile birlikte bir halka oluyorsa bu durumda   ye   nin alt halkası 

denir. 

Tanım 1.7: (     )  ve (     )  iki halka olmak üzere bir       fonksiyonu 

       için  

i)  (   )   ( )   ( ) 

ii)  (  )   ( )   ( ) 

koşullarını sağlıyorsa   fonksiyonuna bir halka homomorfizması denir. 

  halka homomorfizması, örten bir dönüşüm ise halka epimorfizması, birebir bir 

dönüşüm ise halka monomorfizması, birebir ve örten bir dönüşüm ise halka 

izomorfizması olarak adlandırılır. 

Tanım 1.8:   bir halka olmak üzere       için       ifadesine   ile   

elemanlarının komütatör çarpımı denir ve [   ] ile gösterilir. 

      olmak üzere       ifadesine ise   ile   elemanlarının Jordan çarpımı 

denir ve     ile gösterilir. 
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Özellikler:   bir halka olmak üzere          için aşağıdaki özdeşlikler doğrudur: 

i)  [     ]  [   ]  [   ] 

ii)  [    ]   [   ]  [   ]  

iii)  [    ]   [   ]  [   ]  

iv) [[   ]  ]  [[   ]  ]  [[   ]  ]    (Jacobi özdeşliği) 

v)   (  )  (   )   [   ]   (   )  [   ]   

vi) (  )     (   )  [   ]  (   )   [   ] 

Tanım 1.9:   bir halka olmak üzere     ve     olsun. 

  ( )  {   |          }  {   |[   ]   ,     } 

kümesine   kümesinin   halkasındaki merkezleştiricisi denir. 

Özel olarak   ( ) kümesine   halkasının merkezi denir ve  ( ) ile gösterilir. 

Uyarı 1.10:  Bir halkanın merkezi kendisinin bir alt halkasıdır. 

Tanım 1.11:   bir halka ve     halkasının bir alt halkası olsun. 

i)      ve     için      oluyorsa   kümesine   halkasının bir sağ 

ideali denir. 

ii)      ve     için      oluyorsa   kümesine   halkasının bir sol 

ideali denir. 

Eğer   kümesi   halkasının hem sağ, hem de sol ideali ise bu durumda   ya   

halkasının bir ideali denir. 

Örnek 1.12:   {[
  
  

] |     } halkası verilsin Bu durumda 

  {[
  
  

]   |   } 

alt kümesi   halkasının bir idealidir. 

Tanım 1.13:   bir halka,   ve   alt grupları olsun.     ve     olmak üzere    

elemanları tarafından üretilen alt grup    ile gösterilir.   ve  ,   halkasının idealleri 

ve      olmak üzere  
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   {∑          |    ,     }

   {∑                |     }
  

biçiminde tanımlanır. 

Tanım 1.14:   bir halka olmak üzere       kümeleri   halkasının idealleri ve 

    olsun. Eğer      olduğunda     veya     oluyorsa bu durumda   

idealine   halkasının bir asal ideali denir. 

Tanım 1.15: Sıfır ideali asal ideal olan halkaya bir asal halka denir. 

Önerme 1.16:   halkası asal halkadır.         olmak üzere     ( )  iken 

    veya     dır. 

Tanım 1.17:   bir halka ve   kümesi   halkasının bir ideali olsun. Eğer    ( ) 

olacak biçimde       varsa   idealine   halkasının bir nilpotent ideali denir. 

Tanım 1.18:   bir halka olmak üzere  ,   kümeleri   nin idealleri ve     olsun. 

Eğer      iken     ise bu durumda   idealine   halkasının bir yarıasal ideali 

denir. 

Tanım 1.19: Sıfırdan farklı nilpotent ideali olmayan halkaya yarıasal halka denir. 

Önerme 1.20:   halkası yarıasal halkadır.       olmak üzere     ( ) iken 

    dır. 

Uyarı 1.21: Her asal halka bir yarıasal halkadır. Ancak tersi her zaman doğru 

olmayabilir. 

Tanım 1.22:   bir halka olmak üzere      için      eşitliğini sağlayan      

tamsayılarının en küçüğüne   halkasının karakteristiği denir ve         ile 

gösterilir. Böyle bir   tamsayısı yoksa    halkasının karakteristiği sıfırdır denir.  

Tanım 1.23:   bir halka olmak üzere     ve     olsun.      için      

olduğunda     oluyorsa   halkasına  -torsion free halka denir. 

Uyarı 1.24:   bir 2-torsion free halka ise   halkasının karekteristiği ikiden farklıdır. 

Ancak tersi her zaman doğru olmayabilir. 
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Uyarı 1.25:   bir asal halka olmak üzere   halkasının karakteristiği ikiden farklı ise 

  halkası bir 2-torsion free halkadır. 

İspat:   halkası karakteristiği ikiden farklı olan bir asal halka ve keyfi bir     için 

     olsun. Bu durumda   ,     için 

 (   )                (   )      (  )    

olur.   halkası asal halka olduğu için buradan      için      elde edilir. 

Hipotezden halkanın karekteristiği ikiden farklı olduğu için     olur. Böylece   

halkası bir 2-torsion free halkadır. 

Sonuç 1.26:   bir asal halka olsun. Bu durumda   halkasının         olması ile 

2-torsion free olması aynı anlama gelir. 

Tanım 1.27:   bir halka,     halkasının boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer 

i)        için       

ii)      ve      için [   ]    

koşulları sağlanıyorsa   kümesine   halkasının bir Lie ideali denir. 

Not 1.28:   halkasının her ideali bir Lie idealidir. 

İspat:     halkasının bir ideali olsun. Acaba   bir Lie ideal mi? 

i)        için   ideal olduğundan       sağlanır. 

ii)      ve      için [   ]          mı? 

  bir ideal olduğundan         için     ve      olur. Böylece 

      [   ]    dır. O halde   bir Lie idealdir. 

Not 1.29:   halkasının her Lie ideali bir ideali değildir. 

Örnek 1.30:   tamsayılar halkası olmak üzere   {(
  
  

)|          } halkası 

verilsin.   {(
  
  

)   |        } kümesi   halkasının bir Lie idealidir, ancak 

bir ideali değildir. 
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Çözüm:  (
  
  

)    (
  
  

)     ve    (
  
  

)    alalım. 

i.       mu? 

    (
  
  

)  (
  
  

)  (
      
    

)    olur.  

ii. [   ]    mu? 

[   ]        (
  
  

) (
  
  

)  (
  
  

) (
  
  

) 

 (
       
   

)  (
       
   

) 

 (
                

      
)  (

            
  

)    

olur. Böylece   bir Lie idealdir. Ancak   (
  
  

)      (
  
  

)    için 

   (
  
  

) (
  
  

)=(
       
   

)    

olduğu için   ideal değildir. 

Not 1.31:     halkasının bir Lie ideali olsun. Bu durumda     ,      için 

[   ]    olur.   Lie ideal olduğundan   halkasının toplamsal alt grubudur. Böylece 

    ,      için Lie ideal tanımının (i) şıkkından [   ]    iken  [   ]    

dır. Buradan 

 [   ]   (     )        [   ]     

sağlanır. O halde     ,      için [   ]    olur. 

Tanım 1.32:   bir halka,       tanımlı bir dönüşüm olsun.        için 

i)  (   )   ( )   ( ) 

ii)  (  )   ( )    ( ) 

koşulları sağlanıyorsa   ye   halkasında bir türev denir.(Posner, 1957) 



9 
 

Örnek 1.33:   {[
  
  

]|      } halkası verilsin.      , 

 ([
  
  

])  [
  
  

] ile tanımlı dönüşüm   halkası üzerinde bir türevdir. 

Çözüm:   [
  
  

],   [
  
  

]    alalım. 

 )  (   )   ( )   ( ) mi? 

 (   )   ([
  
  

]  [
  
  

])   ([
      
  

])  [
    
  

] 

olur. Öte yandan 

 ( )  [
  
  

] ve  ( )  [
  
  

] olduğundan 

 ( )   ( )  [
  
  

]  [
  
  

]  [
    
  

] 

dir. Böylece 

 (   )   ( )   ( )  

elde edilir. 

  )  (  )   ( )    ( ) mi? 

 (  )   ([
  
  

] [
  
  

])   ([
    
  

])  [
   
  

]  

dır. Ayrıca 

 ( )  [
  
  

] [
  
  

]  [
  
  

] 

ve 

  ( )  [
  
  

] [
  
  

]  [
   
  

] 

olmak üzere 
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 ( )    ( )  [
   
  

] 

dir. Böylece  

 (  )   ( )    ( ) 

elde edilir. O halde      halkası üzerinde bir türevdir. 

Örnek 1.34   bir halka ve     olmak üzere       ,      için 

  ( )  [   ] 

biçiminde tanımlı dönüşüm   halkasının bir türevidir. Bu dönüşüme özel olarak   

elemanı tarafından belirlenmiş iç türev adı verilir. 

Tanım 1.35:   bir halka,       toplamsal bir dönüşüm olsun.        için  

 (  )   ( )    ( ) 

koşulunu sağlayan bir       türevi varsa   ye   ile belirlenmiş bir 

genelleştirilmiş türev denir. (Bresar, 1991) 

Uyarı 1.36: Her türev kendisi ile belirlenen bir genelleştirilmiş türevdir. Ancak tersi 

her zaman doğru olmayabilir. 

İspat:       bir türev olsun.   genelleştirilmiş türev mi? 

  türev olduğundan  

i)   (   )   ( )   ( )  

ii)  (  )   ( )    ( ) 

koşulları sağlanır. Bu durumda   dönüşümü yine   ile belirlenmiş bir 

genelleştirilmiş türev olur. 

Örnek 1.37:   tamsayılar halkası olmak üzere   {[
  
  

]|        }  halkası 

üzerinde tanımlı        ,  ([
  
  

])  [
  

    
]  ve   ([

  
  

])  [
  
  

] 

dönüşümleri verilsin. Bu durumda   dönüşümü   türevi ile belirlenen bir 

genelleştirilmiş türevdir. Ancak bir türev değildir. 
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Çözüm:   [
  
  

],    [
  
  

]    alalım. 

i)  (   )   ( )   ( )  mi? 

 (   )   ([
  
  

]  [
  
  

])

   ([
    
      

])

  [
  

        
]

       

olur. Öte yandan 

 ( )   ( )   ([
  
  

])   ([
  
  

])

  [
  
    

]  [
  

    
]

  [
  

        
]

      

dir. Bu eşitliklerden  (   )   ( )   ( )  elde edilir. O halde   toplamsal 

dönüşümdür. 

ii)  (  )   ( )    ( )  mi? 

 (  )   ([
  
  

] [
  
  

])

   ([
   

       
])

  [
  

         
]

        

bulunur. Öte yandan 

 ( )    ( )   ([
  
  

]) [
  
  

]  [
  
  

]  ([
  
  

])

  [
  

    
] [
  
  

]  [
  
  

] [
  
  

]

  [
  

(   )  
]  [

  
   

]

  [
  

         
]

    

dir. Bu eşitliklerden  

 (  )   ( )    ( ) 
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sağlanır. Yani   dönüşümü bir genelleştirilmiş türevdir.  

Ancak 

 ( )    ( )   ([
  
  

]) [
  
  

]  [
  
  

]  ([
  
  

])

 [
  

    
] [
  
  

]  [
  
  

] [
  

    
]

 [
  

            
] 

olduğundan 

 (  )    ( )    ( ) 

eşitliği sağlanmaz. Bu durumda   dönüşümü bir türev değildir.  

Örnek 1.38:   bir halka ve a     olmak üzere             için 

 ( )        biçiminde tanımlı dönüşüm bir genelleştirilmiş türevdir.   

dönüşümüne a     elemanları ile belirlenen genelleştirilmiş iç türev denir. 

Tanım 1.39:   bir halka,       tanımlı bir dönüşüm olsun.        için 

i.  (   )   ( )   ( ) 

ii.  (  )   ( )    ( ) 

koşulları sağlanıyorsa   ye   halkasında bir ters türev denir. (Bresar, 1989) 

Uyarı 1.40: Aşağıdaki örnekler türev ve ters türev arasındaki ilişkileri 

açıklamaktadır. 

Örnek 1.41:   sıfırdan farklı değişmeli bir halka olmak üzere 

  {[
  
  

]|      }  halkası üzerinde tanımlı  ([
  
  

])  [
  
  

]  dönüşümü 

hem türev, hem ters türevdir.  

Çözüm:        için   [
  
  

]     [
  
  

]              olmak üzere 

i)  (   )   ( )   ( ) mi? 
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 ( )   ([
  
  

])  [
  
  

]

 ( )   ([
  
  

])  [
  
  

]
 

ve  

 (   )   ([
  
  

]  [
  
  

])

  ([
      
  

])

 [
    
  

]

 [
  
  

]  [
  
  

]

  ( )   ( )

 

olur.   toplamsal dönüşümdür. 

ii)  (  )   ( )    ( ) mi? 

 (  )   ([
  
  

] [
  
  

])

  ([
    
  

])

 [
   
  

]

 

ve 

 ( )    ( )   ([
  
  

]) [
  
  

]  [
  
  

]  ([
  
  

])

 [
  
  

] [
  
  

]  [
  
  

] [
  
  

]

 [
  
  

]  [
   
  

]  [
   
  

]

 

olur. Böylece  (  )   ( )    ( ) sağlanır.   bir türevdir. 

iii)  (  )   ( )    ( ) mi? 

 ( )    ( )   ([
  
  

]) [
  
  

]  [
  
  

]  ([
  
  

])

 [
  
  

] [
  
  

]  [
  
  

] [
  
  

]

 [
  
  

]  [
   
  

]  [
   
  

]  [
   
  

]
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Böylece  (  )   ( )    ( ) dir. O halde   bir ters türevdir.  

Örnek 1.42:   sıfırdan farklı değişmeli bir halka olmak üzere 

  {[
  
  

]|      }  halkası üzerinde tanımlı  ([
  
  

])  [
  
  

]  dönüşümü 

verilsin. Bu durumda   dönüşümü türevdir, ancak ters türev değildir.  

Çözüm:     [
  
  

]     [
  
  

]                olmak üzere 

i)  (   )   ( )   ( ) mi? 

 ( )   ([
  
  

])  [
  
  

]

 ( )   ([
  
  

])  [
  
  

]
 

ve 

 (   )   ([
  
  

]  [
  
  

])

  ([
      
  

])

 [
    
  

]

 [
  
  

]  [
  
  

]

  ( )   ( )

 

olur. O halde   toplamsal dönüşümdür. 

ii)  (  )   ( )    ( ) mi? 

 (  )   ([
  
  

] [
  
  

])

  ([
    
  

])

 [
   
  

]

 

ve 
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 ( )    ( )   ([
  
  

]) [
  
  

]  [
  
  

]  ([
  
  

])

 [
  
  

] [
  
  

]  [
  
  

] [
  
  

]

 [
  
  

]  [
   
  

]  [
   
  

]

 

bulunur. Bu durumda   bir türevdir. 

iii)  (  )   ( )    ( ) mi? 

 ( )    ( )   ([
  
  

]) [
  
  

]  [
  
  

]  ([
  
  

])

 [
  
  

] [
  
  

]  [
  
  

] [
  
  

]

 [
  
  

]  [
   
  

]  [
   
  

]

 

olur. Böylece   (  )   ( )    ( ) dir. Dolayısıyla   bir ters türev değildir.  

Örnek 1.43:   sıfırdan farklı değişmeli bir halka olmak 

üzere   {[

    
    
     
    

] | ,  ,   }  halkası üzerinde tanımlı 

 ([

    
    
     
    

])  [

     
    
     
    

] dönüşümü bir ters türevdir, ancak türev 

değildir.  

Çözüm:    [

    
    
     
    

] ,   [

    
    
     
    

]                        

olmak üzere 

i)  (   )   ( )   ( ) mi? 
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 ( )   ([

    
    
     
    

])  [

     
    
     
    

]

 ( )   ([

    
    
     
    

])  [

     
    
     
    

]

 

ve 

 (   )   ([

    
    
     
    

]  [

    
    
     
    

])

  ([

          
      

      (  )
    

])

 [

    (   )
      

      (  )
    

]

 [

       
      

      (  )
    

]

 [

     
    
     
    

]  [

     
    
     
    

]

  ( )   ( )

 

sağlanır.   bir toplamsal dönüşümdür.  

ii)  (  )   ( )    ( ) mi? 
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 (  )   ([

    
    
     
    

] [

    
    
     
    

])

  ([

       (  )
    
    
    

])   ([

        
    
    
    

])

 [

         
    
    
    

]

 

ve 

 ( )    ( )   

  ([

    
    
     
    

]) [

    
    
     
    

]  [

    
    
     
    

]  ([

    
    
     
    

])

 [

     
    
     
    

] [

    
    
     
    

]  [

    
    
     
    

] [

     
    
     
    

]

 [

    
    
    
    

]  [

        
    
    
    

]  [

        
    
    
    

]

 

bulunur. Böylece  (  )   ( )    ( ) dir. Yani   bir türev değildir. 

iii)  (  )   ( )    ( ) mi? 
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 ( )    ( )  

  ([

    
    
     
    

]) [

    
    
     
    

]  [

    
    
     
    

]  ([

    
    
     
    

])

 [

     
    
     
    

] [

    
    
     
    

]  [

    
    
     
    

] [

     
    
     
    

]

 [

    
    
    
    

]  [

        
    
    
    

]

 [

        
    
    
    

]  [

         
    
    
    

]

 

bulunur. Böylece  (  )   ( )    ( ) dir. Yani   bir ters türevdir. 

Tanım 1.44:   bir halka,       tanımlı bir dönüşüm olsun.        için 

i)  (   )   ( )   ( ) 

ii)  (  )   ( )    ( ) 

koşulları sağlanıyorsa   ye   ters türevi ile belirlenen genelleştirilmiş ters türev 

denir. (Tiwari, 2018) 

Örnek 1.45:   sıfırdan farklı değişmeli bir halka olmak üzere 

  {[
   
   
   

] | ,  ,   }  halkası üzerinde tanımlı  ([
   
   
   

])  

[
     
   
   

] dönüşümü bir ters türevdir.  

Çözüm:    [
   
   
   

] , B [
   
   
   

]    için 

i)  (   )   ( )   ( ) mı? 
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 (   )   ([
   
   
   

]  [
   
   
   

])

    ([
       
     
   

])

  [
      (   )
   
   

]

            

olur. Öte yandan 

 ( )   ( )   ([
   
   
   

])   ([
   
   
   

])

  [
     
   
   

]  [
     
   
   

]

  [
      (   )
   
   

]

                                           

dir. Bu eşitliklerden  (   )   ( )   ( ) sağlanır.  

 ii)  (  )   ( )    ( ) mi? 

 (  )   ([
   
   
   

] [
   
   
   

])

    ([
    
   
   

])

  [
   
   
   

]

            

olur. Ayrıca 

 ( )    ( )   ([
   
   
   

]) [
   
   
   

]  [
   
   
   

]  ([
   
   
   

])

  [
     
   
   

] [
   
   
   

]  [
   
   
   

] [
     
   
   

]

  [
   
   
   

]

                            

bulunur. Bu iki eşitlikten  (  )   ( )    ( ) sağlanır.  
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O halde   dönüşümü bir ters türevdir. 

Örnek 1.46: Örnek 1.45 deki halka ve   ters türevi için 

 ([
   
   
   

])  [
   
   
   

] 

biçiminde tanımlı dönüşüm   ters türevi ile belirlenmiş genelleştirilmiş ters türevdir. 

Çözüm:    [
   
   
   

] , B [
   
   
   

]    için 

i)  (   )   ( )   ( )  mi? 

 (   )   ([
   
   
   

]  [
   
   
   

])

    ([
       
     
   

])

  [
     
   
   

]

                      

ve 

 ( )   ( )   ([
   
   
   

])   ([
   
   
   

])

  [
   
   
   

]  [
   
   
   

]

  [
     
   
   

]

                                           

dir. Böylece  (   )   ( )   ( ) sağlanır.  

 ii)  (  )   ( )    ( ) mi? 
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 (  )   ([
   
   
   

] [
   
   
   

])

    ([
    
   
   

])

  [
   
   
   

]

                     

ve 

 ( )    ( )   ([
   
   
   

]) [
   
   
   

]  [
   
   
   

]  ([
   
   
   

])

  [
   
   
   

] [
   
   
   

]  [
   
   
   

] [
     
   
   

]

  [
   
   
   

]

                                   

olur. Bu eşitliklerden  (  )   ( )    ( ) sağlanır.  

Böylece   dönüşümü   ters türevi ile belirlenmiş genelleştirilmiş ters türevdir. 

Teorem 1.47:   sıfırdan farklı nilpotent ideali olmayan    torsion free  bir halka 

olsun. Eğer     halkasının sıfırdan farklı bir Lie ideali ve alt halkası ise bu 

durumda  ,   halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar veya     dir. (Herstein, 

1969) 

Önerme 1.48:   bir yarıasal halka,      halkasının sıfırdan farklı bir ideali ve     

olsun. Eğer     ( ) ise bu durumda     dır. (Samman, 2003) 

Önerme 1.49:   bir yarıasal halka olsun.   halkasının sıfırdan farklı bir idealinin 

merkezi,   halkasının merkezinde yer alır. (Daif, 1992) 

Önerme 1.50:   bir yarıasal halka olsun. Eğer   halkasının sıfırdan farklı bir   ideali 

  halkasının merkezinde ise bu durumda   halkası değişmeli bir halkadır.  

İspat:     olsun. Bu durumda          için [   ]    sağlanır. Bu ifadede 

     olmak üzere   yerine    yazılıp düzenlenirse 
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  [    ]   [   ]  [   ]  

ve böylece [   ]  ( ) elde edilir. Önerme 1.48 den ise   halkası değişmeli bir 

halka olur. 
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2. BÖLÜM 

YARIASAL HALKALARDA TERS TÜREVLER 

Bu bölümde 2007 yılında M. Ashraf ve arkadaşları tarafından araştırılan ve 

günümüze kadar pek çok matematikçi tarafından ele alınan her       için 

 ( ) ( )        ( ) ( )         

teoremi ile 1989 yılında H. E. Bell ve L. C. Kappe tarafından ispatlanan  

 (  )   ( ) ( )  (  )   ( ) ( ) 

teoremi, her     için      şartını sağlayan ve merkezi olmayan bir   Lie ideali 

ve   dönüşümü ile belirlenen bir  genelleştirilmiş çarpımsal ters türevine sahip 

yarıasal halkalar için incelenecektir. 

Teorem 2.1:  ,    torsion free  yarıasal halka ve  ,   halkasının her     için 

     koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. Bu durumda   

Lie ideali   halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar.  

İspat:  ,   halkasının her     için      koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan 

bir Lie ideali olsun. Bu durumda   ,     için       (   ) –        

yani         olur. Öte yandan   Lie ideal olduğu için   ,     için    

     dur.   toplamsal olduğu için bu iki ifadeden   ,     için       elde 

edilir.  

Ayrıca    kümesi   halkasının hem Lie ideali ve hem de alt halkasıdır. Gerçekten; 

   ,       için 

       (   )     ve 

     (   )(   )               (     )   (   )     

olduğu açıktır. Böylece    bir alt halka olur. Yine           için 
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[    ]  [     ]  [   ]  [   ]   [   ]     

olduğu için    bir Lie idealdir. Üstelik    ( ) dır.  

Böylece Teorem 1.47 den   ,   halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar veya 

     dir. Eğer      olursa bu durumda  ,    torsion free   yarıasal halka 

olduğu için     olur ki bu hipotezden   nun merkezi olmayan bir Lie ideal 

oluşuyla çelişir. O halde   ,   halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar. Öte 

yandan      olduğu için  ,   halkasının sıfırdan farklı bir idealini kapsar. 

Böylece ispat tamamlanır.  

Teorem 2.2:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 

olmak üzere   ,     için  ( ) ( )       ise bu durumda   halkası değişmeli 

halkadır.   

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden    ,     için 

 ( ) ( )               (2.1) 

sağlanır. (2.1) eşitliğinde   yerine    yazılıp ters türev tanımı ve (2.1) eşitliği 

kullanılırsa   ,  ,     için 

   ( ) (  )      

   ( )( ( )    ( ))      

  ( ) ( )   ( )  ( )      

       ( )  ( )      

bulunur. Bu eşitlikte komütatör çarpım tanımı kullanılırsa   ,  ,     için 

 ( )  ( )   [   ]          (2.2) 
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elde edilir.     olmak üzere (2.2) eşitliğinde   yerine    yazılıp komütatör çarpım 

özelliği kullanılırsa   ,  ,    ,     için 

   ( )   ( )   [    ]   ( )   ( )    [   ]   [   ]  

bulunur. Böylece   ,  ,    ,      için 

 ( )   ( )    [   ]   [   ]         (2.3) 

elde edilir.  

(2.2) eşitliğinde   yerine    yazılıp ters türev tanımı kullanılırsa   ,  ,    ,     

için 

   (  )  ( )    [   ]   ( )   ( )    ( )  ( )    [   ] 

bulunur. O halde   ,  ,    ,     için 

 ( )   ( )    ( )  ( )    [   ]         (2.4) 

elde edilir. (2.3) eşitliğinden (2.4) eşitliği çıkarılarak düzenlenirse   ,  ,    ,     

için 

[   ][   ]   [   ]    ( )  ( )         (2.5) 

elde edilir. (2.5) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılıp komütatör çarpım 

özelliği kullanılırsa   ,  ,     ,  ,     için 

  [    ][   ]    [   ]     ( )  ( ) 

  [   ][   ]  [   ] [   ]    [   ]     ( )  ( ) 

ve böylece   ,  ,    ,  ,      için 

 [   ][   ]  [   ] [   ]    [   ]     ( )  ( )      (2.6) 

elde edilir. (2.5) eşitliği soldan      ile çarpılarak   ,  ,    ,  ,      için 

 [   ][   ]    [   ]     ( )  ( )       (2.7) 

bulunur. (2.7) eşitliğinden (2.6) eşitliği çıkarılarak      ,    ,       için 
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[   ] [   ]    

elde edilir. Bu eşitlikte    ,     alınırsa   ,  ,     için 

[   ] [   ]    

olur. Önerme 1.48 den   ,     için [   ]    sağlanır. Böylece Önerme 1.49 dan 

    ve Önerme 1.50 den ise   değişmeli halkadır. İspat tamamlanır. 

Benzer işlemler uygulanarak   ,     için  ( ) ( )       hipotezi için de aynı 

sonuç elde edilir. 

Teorem 2.3:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 

olmak üzere   ,     için  ( ) ( )       ise bu durumda   halkası değişmeli 

halkadır.   

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan  bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden    ,     için 

 ( ) ( )               (2.8) 

sağlanır. (2.8) eşitliğinde    yerine    yazılıp ters türev tanımı ve (2.8) eşitliği 

kullanılırsa   ,  ,     için 

   ( ) (  )       ( ) ( )   ( )  ( )      

        ( )  ( )        ( )  ( )                  

olur. Düzenlenerek 

 ( )  ( )  [   ]   [   ]          (2.9) 

elde edilir.     olmak üzere (2.9) eşitliğinde   yerine    yazılarak   ,  ,   

 ,      için 

   ( )   ( )  [    ]    [   ] 
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  ( )   ( )   [   ]  [   ]     [   ] 

ve böylece   ,  ,    ,     için 

 ( )   ( )   [   ]  [   ]     [   ]        (2.10) 

elde edilir.  

(2.9) eşitliğinde   yerine    yazılıp ters türev tanımı ve komütatör çarpım özelliği 

kullanılarak   ,  ,    ,     için 

   (  )  ( )  [   ]    [    ] 

  ( )   ( )    ( )  ( )  [   ]     [   ]   [   ]  

yani   ,  ,    ,     için 

 ( )   ( )    ( )  ( )  [   ]     [   ]   [   ]      (2.11) 

olur. (2.10) eşitliğinden (2.11) eşitliği çıkarılarak 

   ( )   ( )   [   ]  [   ]     [   ]  

  ( )   ( )    ( )  ( )  [   ]     [   ]   [   ]  

  [   ]  [   ]     [   ]    ( )  ( )  [   ]     [   ]   [   ]  

                                 ( )  ( )            

                     

 (         )  (         )    ( )  ( ) 

  [   ]  [   ]     ( )  ( ) 

bulunur. Yani   ,  ,    ,      için 

 [   ]  [   ]     ( )  ( )         (2.12) 

elde edilir.  

(2.12) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılırsa   ,  ,    ,  ,     için 
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 [   ]   [   ]       ( )  ( )         (2.13) 

elde edilir. (2.12) eşitliği soldan      ile çarpılıp (2.13) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,    ,  ,     için 

   [   ]   [   ]       ( )  ( )    [   ]   [   ]      ( )  ( ) 

 ([   ]     [   ]  )  ( [   ]     [   ] ) 

bulunur. Bu son eşitlik düzenlenerek   ,  ,    ,  ,     için 

[ [   ]  ]  [[   ]  ]           (2.14) 

elde edilir. 

(2.14) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılırsa   ,  ,    ,   ,  ,      

için 

[ [   ]  ]   [[   ]  ]            (2.15) 

olur. (2.14) eşitliği sağdan     ile çarpılıp (2.15) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,     ,  ,  ,       için 

  [ [   ]  ]   [[   ]  ]    ([ [   ]  ]  [[   ]  ]  ) 

  [ [   ]  ]   [[   ]  ]    [ [   ]  ]   [[   ]  ]   

  [[   ]  ]    [[   ]  ]   

 

bulunur. Bu eşitlikte komütatör çarpım tanımı kullanılarak   ,  ,    ,  ,  ,      

için 

[[   ]  ] [   ]            (2.16) 

elde edilir. (2.16) eşitliğinde   [   ] ve      yazılırsa   ,  ,    ,      için 

[[   ]  ] [[   ]  ]             

olur. Önerme 1.48 den    ,         için 

[[   ]  ]             (2.17) 
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bulunur. (2.17) eşitliğinde   yerine    yazılıp komütatör çarpım özelliği kullanılırsa 

  ,    ,     için 

  [[    ]  ]  [ [   ]  ]   [[   ]  ]  [   ][   ] 

olur. Bu eşitlikte (2.17) eşitliği kullanılarak   ,    ,     için  

[   ][   ]    

elde edilir. Bu ifadede   yerine    yazılır ve bu eşitlik kullanılırsa   ,    ,     

için 

  [    ][   ]   [   ][   ]  [   ] [   ] 

ve böylece 

[   ] [   ]    

elde edilir. Yine Önerme 1.48 den     ,     için [   ]    ve dolayısıyla da 

   ( ) olur. Önerme 1.50 den ise   halkası değişmeli halkadır. İspat tamamlanır.  

Benzer işlemler uygulanarak   ,     için  ( ) ( )       hipotezi için de aynı 

sonuç elde edilir. 

Teorem 2.4:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 

olmak üzere   ,     için  ( ) ( )   ( ) ( )    ise bu durumda   halkasının 

     için  [ ( )  ]    olacak biçimde sıfırdan farklı bir   ideali vardır. 

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden    ,     için 

 ( ) ( )   ( ) ( )           (2.18) 

sağlanır. (2.18) eşitliğinde    yerine    yazılıp ters türev tanım  ve (2.18) eşitliği 

kullanılırsa 
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   (  ) ( )   ( ) (  )

   ( ( )    ( )) ( )   ( )( ( )    ( ))

   ( )  ( )    ( ) ( )   ( ) ( )   ( )  ( )

 

ve böylece   ,  ,     için 

 ( )  ( )    ( ) ( )   ( ) ( )   ( )  ( )      (2.19) 

elde edilir. (2.19) eşitliğinde    yerine    yazılıp (2.18) eşitliği ve ters türev tanımı 

kullanılırsa   ,  ,  ,     için 

   (  )  ( )     ( ) ( )   ( ) (  )   ( )   ( )   ( ( )  

  ( ))  ( )     ( ) ( )   ( )( ( )    ( ))   ( )   ( )    

eşitliğinden  

 ( )   ( )    ( )  ( )     ( ) ( )   ( ) ( )    ( )  ( )  

 ( )   ( )            (2.20) 

elde edilir. (2.19) eşitliğinde   yerine    yazılırsa   ,  ,  ,     için 

 ( )   ( )    (  ) ( )   ( ) ( )    ( )  (  )      (2.21) 

olur. (2.20) eşitliğinden (2.21) eşitliği çıkarılırsa   ,  ,  ,     için 

  ( )  ( )     ( ) ( )   ( )  ( )   ( )   ( )    (  ) ( )  

 ( )  (  )            (2.22) 

elde edilir. (2.22) eşitliğinde   yerine  ( )  yazılırsa   ,  ,  ,     için 

 ( )  ( )  ( )    ( )  ( ) ( )   ( ) ( )  ( )   ( )  ( )  ( )  

 ( )  (  ) ( )   ( ) ( )  (  )         (2.23) 

bulunur. (2.22) eşitliği soldan  ( ) ile çarpılıp (2.23) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,  ,     için 

   ( )  ( )  ( )    ( )  ( ) ( )   ( ) ( )  ( )   ( )  ( )  ( ) 

  ( )  (  ) ( )   ( ) ( )  (  )   ( )  ( )  ( )   ( )   ( ) ( ) 
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  ( ) ( )  ( )   ( ) ( )   ( )   ( )  (  ) ( )   ( ) ( )  (  ) 

   ( )  ( ) ( )   ( )  ( )  ( )   ( )   ( ) ( )   ( ) ( )   ( ) 

bulunur. Bu eşitlikte komütatör çarpım tanımı kullanılarak   ,  ,  ,     için 

[   ( )]  ( ) ( )   ( )[   ( )]  ( )        (2.24) 

elde edilir. (2.24) eşitliğinde   yerine    yazılıp (2.24) eşitliği kullanılarak 

  ,  ,  ,  ,     için 

  [    ( )]  ( ) ( )   ( )[    ( )]  ( ) 

  [   ( )]  ( ) ( )  [   ( )]   ( ) ( ) 

  ( ) [   ( )]  ( )   ( )[   ( )]   ( ) 

  [   ( )]  ( ) ( )   ( ) [   ( )]  ( )   

bulunur. Böylece   ,  ,  ,  ,     için 

 [   ( )]  ( ) ( )   ( ) [   ( )]  ( )       (2.25) 

elde edilir. (2.24) eşitliği soldan   ile çarpılıp (2.25) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,  ,  ,     için 

   [   ( )]  ( ) ( )   ( ) [   ( )]  ( )   [   ( )]  ( ) ( ) 

   ( )[   ( )]  ( )   ( ) [   ( )]  ( )    ( )[   ( )]  ( )  

bulunur. Bu eşitlikte komütatör çarpım tanımı kullanılarak   ,  ,  ,  ,     için 

[ ( )  ][   ( )]  ( )           

elde edilir. Bu eşitlikte   yerine    yazılıp düzenlenirse   ,  ,  ,  ,  ,     için 

  [ ( )   ][   ( )]  ( ) 

  [ ( )  ][   ( )]  ( )  [ ( )  ] [   ( )]  ( ) 

ve böylece   ,  ,  ,  ,  ,     için 
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[ ( )  ] [   ( )]  ( )          (2.26) 

olur. Bu eşitlikte      yazılarak   ,  ,  ,  ,  ,     için 

[ ( )  ] [   ( )]   ( )          (2.27) 

elde edilir. (2.26) eşitliği sağdan     ile çarpılıp (2.27) eşitliğinden çıkarıldığında 

  ,  ,  ,  ,  ,     için 

  [ ( )  ] [   ( )]   ( )  [ ( )  ] [   ( )]  ( )  

 [ ( )  ] [   ( )] [   ( )]  

bulunur. Son ifadede     ve     alınarak   ,  ,  ,     için 

[ ( )  ] [   ( )] [   ( )]    

elde edilir. Bu eşitlik sağdan     ile çarpılarak   ,  ,  ,  ,     için 

[ ( )  ] [   ( )] [   ( )]    

olur. Buradan   ,     için ([ ( )  ] ) =0 dır.   yarıasal halka olduğundan 

sıfırdan farklı nilpotent ideali yoktur. Dolayısıyla    ,     için [ ( )  ]  ( ) 

dır. Buradan [ ( )  ]  [ ( )  ]  ( ) olur. Önerme 1.48 den ise    ,     için 

[ ( )  ]  ( )  elde edilir. Bu ifade      olmak üzere      yazılıp 

düzenlenirse     ,   ,     için 

  [ ( )   ]   [ ( )  ]  [ ( )  ]   [ ( )  ] 

bulunur. Buradan   [ ( )  ]  ( ) olur. Yine Önerme 1.48 den      ve     için 

[ ( )  ]    ve dolayısıyla  ( )   ( )  dir. Böylece      için  [ ( )  ]    

sağlanır. 

Benzer işlemler uygulanarak aynı sonuç   ,     için  ( ) ( )   ( ) ( )    

hipotezi için de elde edilir. 

Teorem 2.5:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 
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olmak üzere   ,     için  ([   ])  (   )     ise bu durumda   halkasının 

     için  [ ( )  ]    olacak biçimde sıfırdan farklı bir   ideali vardır. 

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan  bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden    ,     için 

 ([   ])  (   )          (2.28) 

sağlanır. (2.28) eşitliğinde   yerine    yazılıp düzenlenirse   ,     için 

   ([    ])  (    )   ( [   ])  (   )   [   ] 

 ( ([   ])  [   ] ( ))           (     ) 

  ([   ])  [   ] ( )                  

  ([   ])  [   ] ( )                  

 ( ([   ])         )  [   ] ( )  (       ) 

 ( ([   ])       )  [   ] ( )  (       ) 

 ( ([   ])  (   ))  [   ] ( )  [    ] 

bulunur. Burada (2.28) eşitliği kullanılırsa   ,     için 

[   ] ( )  [    ]           (2.29) 

elde edilir. (2.29) eşitliğinde     olmak üzere   yerine    yazılarak   ,     ve 

    için 

  [    ] ( )  [     ]   [   ] ( )  [   ]  ( )   [    ]  [    ]  

olur. Böylece   ,     ve     için 

 [   ] ( )  [   ]  ( )   [    ]  [    ]       (2.30) 

elde edilir. (2.29) eşitliği soldan   ile çarpılıp (2.30) eşitliğinden çıkarılırsa 

   [   ] ( )  [   ]  ( )   [    ]  [    ]   [   ] ( )   [    ] 

 [   ]  ( )  [    ]  
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bulunur. Son eşitlikte     yazılırsa   ,  ,     için 

[   ]  ( )  [    ]           (2.31) 

elde edilir. (2.29) eşitliğinden [    ]   [   ] ( )  olması (2.31) eşitliğinde 

kullanılarak düzenlenirse    ,  ,     için 

  [   ][   ( )]         (2.32) 

elde edilir. (2.32) eşitliğinde   yerine  ( )  yazılıp bu eşitlik kullanılarak 

  [   ( ) ][   ( )]   ( )[   ][   ( )]  [   ( )] [   ( )]  

[   ( )] [   ( )]  

bulunur. Son ifadede     alınırsa [   ( )] [   ( )]  ( ) olur. Böylece Önerme 

1.48 den      için [   ( )]    dır. 

Benzer işlemlerle   ,     için  ([   ])  (   )    için aynı sonuç elde edilir. 

Teorem 2.6:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 

olmak üzere   ,     için  (  )  (   )     ise bu durumda   halkası 

değişmeli halkadır.   

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan  bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden    ,     için 

 (  )  (   )            (2.33) 

sağlanır. (2.33) eşitliğinde   yerine    yazılarak   ,  ,     için 

   (   )  (    ) 

 ( (  )     ( ))  (       )  (   )  (   )  

 ( (  )  (   ))     ( )                   

ve böylece   ,  ,     için 

( (  )  (   ))     ( )  [    ]   [   ]       (2.34) 
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elde edilir. Bu ifadede (2.33) eşitliği kullanılarak   ,  ,     için 

   ( )  [    ]   [   ]          (2.35) 

bulunur. (2.35) eşitliğinde   yerine    yazılıp düzenlenirse   ,  ,     için 

    ( )   [    ]  [   ]     [   ]        (2.36) 

elde edilir. (2.35) eşitliği soldan   ile çarpılıp (2.36) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,     için 

      ( )   [    ]  [   ]     [   ]      ( )   [    ]    [   ] 

ve böylece   ,  ,     için 

[   ]      

bulunur. Bu eşitlikte     olmak üzere      yazılarak   ,  ,  ,     için 

  [    ]    [   ]   [   ]    =[   ]       (2.37) 

elde edilir. (2.37) eşitliğinde   yerine    yazılırsa   ,  ,  ,     için 

[   ]              (2.38) 

olur. (2.37) eşitliğinde   yerine    yazılıp (2.38) eşitliğinden çıkarılarak düzenlenirse 

  ,  ,  ,     için 

  [   ]     [   ]     [   ] [   ]  

bulunur. Böylece   ,      için ([   ] )  ( ) olur.   yarıasal halka olduğundan 

sıfırdan farklı nilpotent ideali yoktur. Dolayısıyla [   ]  ( ) dır. Buradan Önerme 

1.48 den   ,     için [   ]    olur. Önerme 1.49 ve Önerme 1.50 kullanılırsa   

halkası değişmeli bir halkadır.  

Benzer işlemler uygulanarak   ,      (  )  (   )    için de aynı sonuç elde 

edilir. 

Teorem 2.7:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 
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olmak üzere   ,     için [ ( )  ( )]        ise bu durumda   halkasının 

     için  [ ( )  ]    olacak biçimde sıfırdan farklı bir   ideali vardır. 

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan  bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden    ,     için 

[ ( )  ( )]              (2.39) 

olur. (2.39) eşitliğinde   yerine    yazılarak    ,  ,     için 

  [ (  )  ( )]      [ ( )    ( )  ( )]      

  ( )[   ( )]  [ ( )  ( )]   [ ( )  ( )]  [   ( )] ( )       

elde edilir. Bu ifade (2.39) eşitliği kullanılarak düzenlenirse 

   ( )[   ( )]       [ ( )  ( )]  [   ( )] ( )      

 ( )[   ( )]   [   ]   [ ( )  ( )]  [   ( )] ( )     (2.40) 

bulunur. (2.40) eşitliğinde     ,     yazılarak   ,  ,  ,     için 

   (  )[   ( )]   [    ]    [ ( )  ( )]  [    ( )] ( ) 

ve buradan 

 ( ) [   ( )]    ( )[   ( )]   [   ( )] ( )  [   ( )]  ( ) 

   [ ( )  ( )]    [   ]   [   ]       (2.41) 

elde edilir. (2.41) eşitliğinde     ,     yazılıp komütatör çarpım özelliği ve ters 

türev tanımı kullanılarak   ,  ,  ,     için 

   ( )  [   ( )]    ( ) [   ( )]      ( )[   ( )]    [   ( )] ( ) 

  [   ( )]  ( )+[   ( )]   ( )+   [ ( )  ( )] 

    [   ]    [   ]   [   ]        (2.42) 

elde edilir. (2.41) eşitliğinde   yerine    yazılıp düzenlenirse   ,  ,  ,     için 

   ( )   [   ( )]    (   )[   ( )]     [   ( )] ( )   [    ( )]  ( ) 
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 [   ( )]   ( )      [ ( )  ( )] 

     [   ]   [    ]     [   ]        (2.43) 

elde edilir. (2.42) eşitliğinden (2.43) eşitliği çıkarılarak   ,  ,  ,     için 

  ( ) [   ( )]     ( )[   ( )]     (  )[   ( )]     (2.44) 

bulunur. (2.44) eşitliğinde     ,     yazılırsa   ,  ,  ,    ,     için 

   ( ) [   ( )]      ( )[   ( )]      (  )[   ( )]      (2.45) 

elde edilir. (2.44) eşitliği soldan   ile çarpılıp (2.45) eşitliğinden çıkarılıp 

düzenlenirse   ,  ,  ,    ,     için 

     ( ) [   ( )]      ( )[   ( )]      (  )[   ( )] 

    ( ) [   ( )]      ( )[   ( )]     (  )[   ( )] 

ve böylece 

[   ]  ( )[   ( )]    

bulunur. Bu eşitlikte   yerine    yazılıp yine bu eşitlik kullanılarak 

  [   ]  ( )[    ( )] 

 [   ]  ( ) [   ( )]  [   ]  ( )[   ( )]   

ve buradan 

[   ]  ( ) [   ( )]          (2.46) 

olur. (2.46) eşitliğinde sırasıyla   yerine    ve   yerine    yazılırsa 

[   ]   ( ) [   ( )]           (2.47) 

ve 

[   ]  ( )  [   ( )]           (2.48) 

bulunur. (2.47) eşitliğinden (2.48) eşitliği çıkarılıp düzenlenirse   ,  ,  ,    , 

    için 
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  [   ]   ( ) [   ( )]  [   ]  ( )  [   ( )] 

[   ] [   ( )] [   ( )] 

olur. Bu eşitlikte özel olarak     yerine   ( )  ve       yerine ise sırasıyla  

      yazıldığında      için 

([   ( )] )  ( ) 

bulunur.   yarıasal halka olduğundan sıfırdan farklı nilpotent ideali yoktur. 

Dolayısıyla [   ( )]  ( ) dır. Önerme 1.48 den      için [   ( )]    dır. 

Benzer işlemlerle aynı sonuç   ,     için [ ( )  ( )]       için de elde 

edilir. 

Teorem 2.8:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş (   )  genelleştirilmiş çarpımsal 

ters türevi olmak üzere   ,     için  (  )   ( ) ( )  ise bu durumda   

halkasının      için  [ ( )  ]    olacak biçimde sıfırdan farklı bir   ideali 

vardır. 

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan  bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden ve ters türev tanımından   ,     için 

 (  )   ( )    ( )   ( ) ( )     (2.49) 

dır. (2.49) eşitliğinde      alınıp ters türev tanımı kullanılırsa   ,  ,     için 

   ( ) (  )   (  )     ( )   ( )( ( )    ( ))  ( ( )  

  ( ))     ( )  

bulunur. Bu eşitlikten   ,  ,     için 

 ( ) ( )   ( )  ( )   ( )     ( )     ( )      (2.50) 

elde edilir. (2.49) eşitliği sağdan   ile çarpılıp (2.50) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,     için 
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   ( ) ( )   ( )  ( )   ( )     ( )     ( )  ( ( ) ( )  

 ( )     ( ) )   ( ) ( )   ( )  ( )   ( )     ( )     ( )  

 ( ) ( )   ( )     ( )   ( )  ( )   ( )(     )  (  ( )  

   ( ))    ( )   

bulunur. Bu eşitlikte komütatör çarpım tanımı kullanılrak   ,  ,     için 

 ( )  ( )   ( )[   ]  [  ( )  ]    ( )       (2.51) 

elde edilir. (2.51) eşitliğinde      düzenlenirse   ,  ,     için 

   ( )   ( )   (  )[   ]  [   ( )  ]     ( )  

  ( )   ( )  ( ( )    ( ))[   ]   [  ( )  ]     ( )  

ve buradan  

 ( )   ( )   ( ) [   ]    ( )[   ] 

  [  ( )  ]     ( )          (2.52) 

elde edilir. (2.51) eşitliğinde   yerine    yazılıp ters türev tanımı kullanılarak 

düzenlenirse   ,  ,     için 

   (  )  ( )   ( )[    ]  [  (  )  ]    ( )   

 ( ( )    ( ))  ( )   ( ) [   ]  [  (  )  ]    ( )    

yani   ,  ,     için 

 ( )   ( )    ( )  ( )   ( ) [   ] 

 [  (  )  ]    ( )          (2.53) 

elde edilir. (2.53) eşitliğinden (2.52) eşitliği çıkarılarak   ,  ,     için 

   ( )   ( )    ( )  ( )   ( ) [   ]  [  (  )  ]    ( )   

  ( )   ( )   ( ) [   ]    ( )[   ]   [  ( )  ]     ( )  

ve buradan 

  ( )  ( )  [  (  )  ]    ( )   
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   ( )[   ]   [  ( )  ]     ( )        (2.54) 

bulunur. (2.54) eşitliğinde      alınarak   ,  ,     için 

    ( )   ( )   [  (  )  ]     ( )      ( )[   ] 

   [  ( )  ]      ( )      (2.55) 

bulunur. (2.54) eşitliği soldan   ile çarpılıp (2.55) eşitliğinden çıkarılırsa   ,  ,     

için 

    ( )   ( )   [  (  )  ]     ( )      ( )[   ]    [  ( )  ] 

     ( )     ( )  ( )   [  (  )  ]     ( )   

    ( )[   ]    [  ( )  ]      ( )  

   ( )   ( )     ( )  ( ) 

ve böylece 

[  ( )  ]  ( )            (2.56) 

elde edilir. (2.56) eşitliği sağdan     ile çarpılırsa   ,  ,     için 

[  ( )  ]  ( )           (2.57) 

olur. (2.57) eşitliğinde      alınırsa   ,  ,     için 

[  ( )  ]   ( )           (2.58) 

elde edilir. (2.56) eşitliğinde       alınırsa   ,  ,     için 

[  ( )  ]    ( )           (2.59) 

bulunur. (2.59) eşitliğinden (2.58) eşitliği çıkarılarak   ,  ,     için 

[  ( )  ] [  ( )  ]    

elde edilir. Önerme 1.48 den   ,     için [  ( )  ]    dır. Bu eşitlikte   yerine 

 ( )  yazılıp  düzenlenerek   ,  ,     için 

[ ( )  ]  ( )            (2.60) 
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bulunur. Bu eşitlikte   yerine    yazılırsa   ,     için 

[ ( )  ]   ( )            (2.61) 

bulunur. (2.60) eşitliği sağdan     ile çarpılırsa   ,     için 

[ ( )  ]  ( )            (2.62) 

bulunur. (2.62) eşitliğinden (2.61) eşitliği çıkarılıp düzenlendiğinde 

[ ( )  ] [ ( )  ]    

olur. Böylece Önerme 1.48 den      için [ ( )  ]    sonucu bulunur. 

Teorem 2.9:  ,    torsion free  yarıasal halka,  ,   halkasının        ç n      

koşulunu sağlayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun.       bir dönüşüm 

ve       tanımlı   dönüşümü ile belirlenmiş genelleştirilmiş çarpımsal ters türev 

olmak üzere   ,     için  (  )   ( ) ( )  ise bu durumda   halkasının      

için  [ ( )  ]    olacak biçimde sıfırdan farklı bir   ideali vardır. 

İspat: Teorem 2.1 den   halkasının     olacak biçimde    ( ) olan  bir   ideali 

vardır. Böylece hipotezden ve ters türev tanımından   ,     için 

 ( ) ( )   ( )    ( )          (2.63) 

dır. (2.63) eşitliğinde      alınıp ters türev tanımı kullanılarak   ,  ,     için 

   (  ) ( )   (  )     ( ) 

 ( ( )    ( )) ( )  ( ( )    ( ))     ( )  

olur ve bu eşitlikten   ,  ,     için 

 ( )  ( )    ( ) ( )   ( )     ( )     ( )      (2.64) 

elde edilir. (2.64) eşitliğinde   yerine    yazılırsa   ,  ,    ,     için 

 ( )   ( )    (  ) ( )   ( )      (  )      ( )     (2.65) 

olur. (2.64) eşitliğinde   yerine    yazılıp ters türev tanımı kullanılarak    ,  ,     

için 
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   (  )  ( )     ( ) ( )   (  )      ( )      ( ) 

 ( ( )    ( ))  ( )     ( ) ( )  ( ( )    ( ))   

    ( )      ( )  

bulunur. Böylece 

 ( )  ( ( )   )    ( ) ( ( )   ) 

    ( )( ( )   )      ( )        (2.66) 

elde edilir. (2.66) eşitliğinden (2.65) eşitliği çıkarılarak 

   ( )  ( ( )   )    ( ) ( ( )   )     ( )( ( )   ) 

     ( )   ( )  ( ( )   )    (  )( ( )   )      ( ) 

bulunur. Bu eşitlik komütatör çarpım tanımı kullanılarak düzenlendiğinde 

(  ( )     ( )    (  ))( ( )   )  [   ]  ( )     (2.67) 

elde edilir. (2.67) eşitliğinde     alınarak   ,  ,     için 

  (  ( )     ( )    (  ))( ( )   )    (2.68) 

sağlanır. (2.68) eşitliğinde     ,     yazılarak 

  (  ( )     ( )    (  ))( (  )    ) 

ve böylece 

  (  ( )     ( )    (  ))( ( )    ( )    )   (2.69) 

elde edilir. (2.68) eşitliği sağdan     ile çarpılıp (2.69) eşitliğinden çıkarılırsa 

  ,  ,    ,     için 

  (  ( )     ( )    (  ))( ( )    ( )    ) 

 (  ( )     ( )    (  ))( ( )   )  

 (  ( )     ( )    (  ))(  ( )  (     )) 
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ve  

(  ( )     ( )    (  ))(  ( )  [   ])     (2.70) 

olur. (2.70) eşitliğinde   yerine    yazılarak   ,  ,    ,     için 

  (  ( )     ( )    (  ))(   ( )  [    ]) 

 (  ( )     ( )    (  ))(   ( )   [   ]  [   ] ) 

bulunur. O halde 

(  ( )     ( )    (  ))(   ( )  [   ] )       (2.71) 

elde edilir. (2.70) eşitliği sağdan   ile çarpılıp (2.71) eşitliğinden çıkarılıp 

düzenlendiğinde   ,  ,    ,     için 

  (  ( )     ( )    (  ))(   ( )  [   ] ) 

 (  ( )     ( )    (  ))(  ( )  [   ])  

 (  ( )     ( )    (  ))(   ( )    ( ) ) 

ve buradan  

(  ( )     ( )    (  )) [   ( )]        (2.72) 

elde edilir. (2.72) eşitliğinde   yerine    yazılırsa   ,  ,    ,     için 

(   ( )      ( )     (  )) [   ( )]        (2.73) 

olur. (2.72) eşitliği soldan t ile çarpılıp (2.73) eşitliğinden çıkarılırsa   ,  ,    , 

 ,     için 

  (   ( )      ( )     (  )) [   ( )]   (  ( )     ( )  

  (  )) [   ( )]  (   ( )      ( )     (  )     ( )      ( )  

   (  )) [   ( )]  (     )  ( ) [   ( )]  [   ]  ( ) [   ( )]  

bulunur. Bu eşitlikte    ( ) ve     alınırsa   ,  ,     için 

[   ( )]  ( ) [   ( )]          (2.74) 



44 
 

elde edilir. Bu eşitlikte   yerine    yazılırsa 

[   ( )]   ( ) [   ( )]          (2.75) 

bulunur. (2.74) eşitliğinde   yerine    yazılırsa 

[   ( )]  ( )  [   ( )]          (2.76) 

bulunur. (2.75) eşitliğinden (2.76) eşitliği çıkarılarak 

  [   ( )]   ( ) [   ( )]  [   ( )]  ( )  [   ( )] 

 [   ( )] (  ( )   ( ) ) [   ( )] 

 [   ( )] [   ( )] [   ( )]  

elde edilir. Bu eşitlik sağdan     ile çarpılırsa    ,     için 

[   ( )] [   ( )] [   ( )]    

bulunur. Buradan        için ([   ( )] )  ( )  alınır.   yarıasal halka 

olduğundan sıfırdan farklı nilpotent ideali yoktur. Dolayısıyla [   ( )]  ( ) dır. 

Önerme 1.48 den ise      için [ ( )  ]    sağlanır. Böylece ispat tamamlanır.  
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