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OZET
YARIASAL HALKADA CARPIMSAL TERS TUREV UZERINE

Merve Gamze KARA
Yiiksek Lisans Tezi
Matematik Anabilim Dah
Damisman: Prof. Dr. Oznur GOLBASI

2019, 47+x sayfa

Yariasal halkalarda ters tiirevler ve ¢arpimsal ters tiirevler konusunu arastiran bu tez iki
boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde tez konusuyla ilgili genel tanim, teorem ve kavramlardan bahsedilerek
ornekler verilmistir. Ikinci boliimde ise S.K Tiwari, R. K. Sharma ve B. Dhara tarafindan
2015 yilinda genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirevler igin yapilan bir ¢alismadan hareketle,
karakteristigi ikiden farkli R yariasal halkasinin her u € U igin u? € U kosulunu saglayan
ve merkezi olmayan bir U Lie ideali, d: R = R tanimli doniisiimii ile belirlenmis F: R - R
tanimli genellestirilmis carpimsal ters tiirevi olmak {izere Vx, y € U icin asagida verilen

degismeli olma kosullar arastirilmistir:

i) F(x)F(y) £xy =0

i) FF@y) +tyx=0

i)  FOFQ)+d@)F(x)=0
iv)  F([x,y]) £ (xoy) =0

V) F(xy) £ (xoy) =0

vi)  [F(x),d@)]tyx=0

vii)  F(xy) = F(x)F(y)

viii)  F(xy) = F)F(y)

Anahtar kelimeler: Yariasal Halka, Tiirev, Ters Tiirev, Genellestirilmis Carpimsal Ters

Tirev.
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ABSTRACT

ON MULTIPLICATIVE REVERSE DERIVATIONS IN SEMIPRIME RINGS

Merve Gamze KARA
Master of Science Thesis
Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Oznur GOLBASI
2019, 47+x pages

This thesis which investigates the subject of inverse derivations and multiplicative inverse

derivations in semiprime rings consists of two parts.

In the first part, general definitions, theorems, concepts related to the thesis topic and
examples are given. In the second part inspired by the paper of S.K Tiwari, R. K. Sharma
and B. Dhara in 2015 about of multiplicative generalized reverse derivations, we
investigated the some commutativity conditions. Let R be a semiprime ring with
2 —torsion free and U a noncentral Lie ideal of R such that u? € U forall u € U, d:R —» R
a map and F: R — R multiplicative generalized reverse derivation associated with d. We

proved the following conditions for all x, y € U:

i) Fx)F(y) txy=0

i)  F)F(y)tyx=0

i) FO)F(y) £d@)F(x) =0
iv)  F([xy]) £ (x0y) =0

v)  F(xy)+(x0y)=0

vi)  [F(x),d(y)]+tyx=0

vii)  F(xy) = F(x)F(y)

viii)  F(xy) = F(y)F (yx)

KeyWords: Semiprime Ring, Derivation, Reverse Derivation, Multiplicative Generalized

Reverse Derivation.
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GIRIS

Tiirev konusu matematik, fizik ve mihendisligin pek ¢ok alaninda &nemli rol
oynamaktadir. Tiirevin cebirsel olarak halkalar iizerindeki tanimi ve cebirsel ifadeler
yardimiyla tiirevli bir asal halkanin degismeli olup olmadiginin arastirilmasi fikri ilk
olarak 1957 yilinda E. C. Posner tarafindan yapilmistir. Posner’in 6n kaynak oldugu

bu makaleden sonra tiirevler ve halka yapisi arasindaki iligkiyi inceleyen pek ¢ok

calisma yapilmistir.

Halka {izerinde tilirev igeren kosullarin incelenmesi ile bazen halkanin sagladig1 genel
ozellikler, bazen de ilizerinde tanimlanan tiirev hakkinda belirleyici sonuglar elde
edilmistir. Yapilan ¢aligmalarda tiirev yerine zamanla daha genel doniisiimler olan
yaritiirev, genellestirilmis tiirev, ¢arpimsal tiirev gibi farkli fonksiyonlar alinmustir.
Bu fonksiyonlardan yaritirev tanimi 1983 yilinda J. Bergen tarafindan ve
genellestirilmis tiirev tanimi 1991 yilinda M. Bresar tarafindan yapilmistir.
Carpimsal tirev kavrami ise ilk kez 1991 yilinda M. N. Daif tarafindan
tanimlanmistir. Carpimsal tiirevler, tiirev tanimindaki toplamsal olma kosulu
kaldirilarak elde edildigi igin yeni ve daha genel bir tiirev tammmudir. Ote yandan
tirevle ilgili literatiirde yer alan bu g¢alismalarda zaman zaman R halkasi yerine,
halkanin ideali veya Lie ideali alinarak da yeni sonuglar elde edilmistir. Boylece
giinlimiize kadar asal ve yariasal halkalarda tiirevler yardimiyla pek cok cebirsel

0zellik incelenmistir.

1989 yilinda M. Bresar ve J. Vukman tarafindan ilk kez ters tiirev tanimi verilmis ve
bu tanimla birlikte literatiirde olan tiirevli, yar1 tiirevli veya genellestirilmis tiirevli
halkalarla ilgili pek ¢ok sonug ters tiirevler i¢in ispatlanmistir. R halkasi degismeli
bir halka ise bu durumda tiirev ve ters tiirev kavramlariin ayni oldugu bilinen bir
gercektir. Ancak R halkas1 degismeli halka degil iken bu iki kavram birbirinden
farklidir.

2007 yilinda M. Ashraf ve arkadaglari R bir asal halka, F,R halkasinin d ile

belirlenen bir genellestirilmis tiirevi olmak tizere her x,y € R igin
F(xy) txye€eZ F(xy)tyx€ Z, F(x)F(y) txy € Z,Fx)F(y) tyx € Z

kosullarin1 aragtirmiglardir. Bu cebirsel ifadeler giinlimiize kadar pek c¢ok

matematikgi tarafindan ele alinmistir. 2013 yilinda B. Dhara ve A. Ali bu kosullar1 R
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yariasal halkasimnin d ile belirlenen bir F genellestirilmis carpimsal tiirevi igin
ispatlamiglardir. 2018 yilinda S. K. Tiwari ve arkadaslari ise ayni problemleri

genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirevler i¢in gostermislerdir.

Ote yandan 1989 yilinda H. E. Bell and L. C. Kappe yariasal bir R halkas1 veya R
halkasinin sifirdan farkli bir sag ideali iizerinde tanimli olan d tiirevinin bir
homomorfizma veya anti-homomorfizma ise sifir olmasi gerektigini ispatlamislardir.
Bu teorem giiniimiize kadar pek ¢ok arastirmaci tarafindan genellestirilmistir. 2018
yilinda S. K. Tiwari ve arkadaslar1 bu teoremi genellestirilmis ¢arpimsal ters tlirevler

icin arastirmislardir.

Bu tez c¢alismasinda, yukarida bahsedilen problemlerin bir yariasal halkanin her
u € U i¢in u? € U sartim saglayan ve merkezi olmayan bir U Lie ideali ve d

doniistimti ile belirlenen bir Fgenellestirilmis ¢arpimsal ters tiirevi i¢in incelenmistir.



1.BOLUM
GENEL BILGILER
Bu boliimde tezde kullanilan bazi temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tanmm 1.1: G # @ olan bir kiime ve =*,G tlizerinde tanimh bir ikili islem olmak

uzere

i)Va,b,c e Giginax*(bxc)=(a*b)*c

i) Va € G igin a x e = e * a = a olacak sekilde bir e € G vardir
lll) Va € G i¢in a * x = x * a = e olacak sekilde bir x € G vardir

kosullar1 saglaniyorsa G kiimesine * iKili islemi altinda bir grup denir ve (G,*) ile

gosterilir.

(G,*) bir grup olmak tizere

IV)Va,b € G igina *b = b * a dir,

kosulu saglaniyorsa (G,*) degismeli gruptur denir.

Tammm 1.2: (G,*) bir grup olmak iizere A # @ ve A € G olsun. Eger A kiimesi G
kiimesi tizerinde tanimli * iglemine gore bir grup oluyorsa bu durumda A kiimesine G

grubunun bir alt grubu denir.

Tamim 1.3: Bir grubun, biriminden ve kendisinden farkli olan alt grubuna 6z alt grup

denir.
Tamim 1.4: (G, +) ve (S,*) iki grup olmak iizere bir f: G — S fonksiyonu

Vx,y €G igin f(x+y)=f(x)*f(y) kosulunu sagliyorsa f fonksiyonuna bir

grup homomorfizmasi denir.

f grup homomorfizmasi, orten bir doniisim ise grup epimorfizmasi, birebir bir
doniistim ise grup monomorfizmasi, birebir ve 6rten doniisiim ise grup izomorfizmasi

olarak adlandirilir.



Tamim 1.5: Bos kiimeden farkli R kiimesi tizerinde tanimli " + " ve "." ikili islemleri

icin

1) (R, +) degismeli bir grup

i) Va, b, c € R i¢in a(bc) = (ab)c

iii) Va,b,c e Rigina(b+c) =ab+acve (a+ b)c =ac+ bc

kosullar1 saglaniyorsa R kiimesine " + " ve "." islemleri ile birlikte bir halka denir ve

(R, +,.) ile gosterilir.
Ayrica (R, +,.) halkasi i¢in
iV) Va, b € R igin ab = ba ise R halkasina degismeli (komiitatif) halka denir.

V) Va € R igin aly = 1za olacak sekilde bir 1 € R varsa R halkasina birimli halka

denir.

Tanmm 1.6: R bir halka olmak iizere S # @ ve S € R olsun. Eger S kiimesi R deki
"+ " ve "." islemleri ile birlikte bir halka oluyorsa bu durumda S ye R nin alt halkasi

denir.

Tammm 1.7: (R, +,) ve (S,%,0) iki halka olmak iizere bir f:R — S fonksiyonu
Vx,y € R igin

) flx+y)=f)*f()

i) f(xy) = f(x) o f(¥)
kosullarini sagliyorsa f fonksiyonuna bir halka homomorfizmasi denir.
f halka homomorfizmasi, 6rten bir doniisiim ise halka epimorfizmasi, birebir bir
dontisim ise halka monomorfizmasi, birebir ve Orten bir doniisim ise halka

izomorfizmasi olarak adlandirilir.

Tanmim 1.8: R bir halka olmak iizere x,y € R i¢in xy — yx ifadesine x ile y

elemanlarinin komiitatér ¢arpimi denir ve [x, y] ile gosterilir.

X,y € R olmak iizere xy + yx ifadesine ise x ile y elemanlarinin Jordan g¢arpimi

denir ve x o y ile gosterilir.



Ozellikler: R bir halka olmak iizere Vx, y, z € R icin asagidaki 6zdeslikler dogrudur:

i) [x +y, 2] = [x,z] + [y, 7]

i) [x,yz] = y[x,z] + [x,y]z

i) [xy,z] =x[y,z] + [x z]y

iv) [[x,¥],z] + [[y, 2], x] + [[z x], y] = 0 (Jacobi 6zdesligi)
V) xo(yz) =(xey)z—ylx,z] =y(xoz) +[x,y]z

Vi) (ey)ez=x(yez) =[x zly = (x°2)y +x[y,z]

Tamim 1.9: R bir halka olmak iizere A # @ ve A € R olsun.

Ca(R) ={a €R|xa = ax,Vx € A} ={a € R|[x,a] =0, Vx € A}
kiimesine A kiimesinin R halkasindaki merkezlestiricisi denir.
Ozel olarak Cx(R) kiimesine R halkasmin merkezi denir ve Z(R) ile gosterilir.
Uyan 1.10: Bir halkanin merkezi kendisinin bir alt halkasidir.
Tamm 1.11: R bir halka ve I, R halkasmin bir alt halkas1 olsun.

i) Vr €R ve a €] i¢in ar € I oluyorsa I kiimesine R halkasinin bir sag
ideali denir.
i) Vr €R ve a €1 igin ra € I oluyorsa I kiimesine R halkasinin bir sol

ideali denir.

Eger I kiimesi R halkasinin hem sag, hem de sol ideali ise bu durumda ya R

halkasinin bir ideali denir.

a b

0 0] |a,b € Z} halkasi verilsin Bu durumda

Ornek 1.12: R = {[

Iz{g g]eR|an}

alt kiimesi R halkasinin bir idealidir.

Tamim 1.13: R bir halka, A ve B alt gruplar1 olsun. a € A ve b € B olmak {iizere ab
elemanlar tarafindan tiretilen alt grup AB ile gosterilir. A ve B, R halkasinin idealleri

ve n € Z* olmak iizere



AB = {Xsonu a; bila; € A, b; € B}
At = {Zsonlu a;, a;, ai]-|aij € A}

bigiminde tanimlanir.

Tammm 1.14: R bir halka olmak tlzere A4, B, P kiimeleri R halkasinin idealleri ve
P # R olsun. Eger AB € P oldugunda A € P veya B < P oluyorsa bu durumda P

idealine R halkasinin bir asal ideali denir.
Tamim 1.15: Sifir ideali asal ideal olan halkaya bir asal halka denir.

Onerme 1.16: R halkas1 asal halkadir. & a,b € R olmak iizere aRb = (0) iken
a=0veyab =0 du.

Tammm 1.17: R bir halka ve I kiimesi R halkasiin bir ideali olsun. Eger I"™ = (0)

olacak bigimde 3n € Z* varsa I idealine R halkasinin bir nilpotent ideali denir.

Tamm 1.18: R bir halka olmak iizere A4, Q kiimeleri R nin idealleri ve Q # R olsun.
Eger A2 € Q iken A € Q ise bu durumda Q idealine R halkasmin bir yariasal ideali

denir.
Tanim 1.19: Sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan halkaya yariasal halka denir.

Onerme 1.20: R halkasi yariasal halkadir. © a € R olmak iizere aRa = (0) iken
a = 0 dir.

Uyan 1.21: Her asal halka bir yariasal halkadir. Ancak tersi her zaman dogru

olmayabilir.

Tamm 1.22: R bir halka olmak iizere Va € R i¢in na = 0 esitligini saglayan n € Z*
tamsayilarinin en kiigiigline R halkasinin karakteristigi denir ve charR =n ile

gosterilir. Boyle bir n tamsayisi yoksa R halkasinin karakteristigi sifirdir denir.

Tanmm 1.23: R bir halka olmak tizere m € Z ve m # 0 olsun. Va € R i¢cin ma = 0

oldugunda a = 0 oluyorsa R halkasina m-torsion free halka denir.

Uyan 1.24: R bir 2-torsion free halka ise R halkasinin karekteristigi ikiden farklidur.

Ancak tersi her zaman dogru olmayabilir.



Uyan 1.25: R bir asal halka olmak iizere R halkasinin karakteristigi ikiden farkli ise
R halkasi bir 2-torsion free halkadir.

Ispat: R halkasi karakteristigi ikiden farkli olan bir asal halka ve keyfi bir x € R igin

2x = 0 olsun. Bu durumda Va, b € R i¢in
2(xab) =0 = xab +xab=0= xa(b+b) =0=xa(2b) =0

olur. R halkas1 asal halka oldugu i¢in buradan Vb € R igin 2b = 0 elde edilir.
Hipotezden halkanin karekteristigi ikiden farkli oldugu i¢in x = 0 olur. Bdylece R

halkasi bir 2-torsion free halkadir.

Sonu¢ 1.26: R bir asal halka olsun. Bu durumda R halkasinin charR # 2 olmasi ile

2-torsion free olmasi ayni anlama gelir.
Tamim 1.27: R bir halka, U, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger

i) Vx,y EUicinx —y €U
i) Vx eUveVr € Rigin [x,r] €U

kosullar1 saglantyorsa U kiimesine R halkasinin bir Lie ideali denir.
Not 1.28: R halkasinin her ideali bir Lie idealidir.

ispat: I, R halkasinin bir ideali olsun. Acaba I bir Lie ideal mi?

1) Vx,y € I igin I ideal oldugundan x — y € I saglanir.

ii)Vx elveVr €Rigin[r,x] =rx —xr € [ m?

I bir ideal oldugundan r € R, x € [ i¢inrx € Ive xr € I olur. Boylece
rx — xr = [r,x] € I dir. O halde I bir Lie idealdir.

Not 1.29: R halkasinin her Lie ideali bir ideali degildir.

Ornek 1.30: Z tamsayilar halkasit olmak iizere R = {(JZC }t])| X,y,ztE€ Z} halkasi

verilsin. U = {(JZC z) € R| X,V,Z€ Z} kiimesi R halkasinin bir Lie idealidir, ancak

bir ideali degildir.



Ciizﬁm:Xz(g ;’),Yz(g Z)EU ve Z=(Tg ") € R alalim.

. X-YeUmu?

rer=(G D=5 =50 2k evam

ii. [Z,X] € Umu?

wn-m-xe=( G -6 D0

— (TT('L)X myt;lc' TlX) _ (X(T)Tl xn; yt)

=(mx—xm my+nx—xn—yt)=(0 my +nx —xn — yt

0 tx — xt 0 0 )EU

olur. Béylece U bir Lie idealdir. Ancak X = (j Y)ev, z=(7y 7)€ Rigin

xz=(o (0 (0" ")ev

oldugu icin U ideal degildir.

Not 1.31: U, R halkasinin bir Lie ideali olsun. Bu durumda Vx € U, Vr € R i¢in
[r,x] € U olur. U Lie ideal oldugundan R halkasinin toplamsal alt grubudur. Boylece
Vx € U, Vr € R i¢in Lie ideal taniminin (i) sikkindan [r,x] € U iken —[r,x] € U

dir. Buradan

—[rx]=—-(x—xr)=xr—rx=[x,7r] €U

saglanir. O halde Vx € U, Vr € R igin [x,r] € U olur,.

Tamim 1.32: R bir halka, d: R = R tanimli bir doniisiim olsun. Vx,y € R i¢in
Ndx+y)=dXx)+d(y)
i) d(xy) = d(x)y + xd(y)

kosullar1 saglaniyorsa d ye R halkasinda bir tiirev denir.(Posner, 1957)



a b

Ornek 1.33: R = {[O 0

” a,b € Z} halkasi verilsin. d: R - R,

a b1\ _[0 aj. )
d([ 0 OD = [0 0 ile taniml1 doniisiim R halkasi tizerinde bir tlirevdir.

a b

Céziim: X = [0 ;

] Y = [O 0] € R alalim.
DAX+Y)=dX)+d() mi?

aw+n=a(fg o+ oD=2("5* "3 D=l 7]

olur. Ote yandan
d(X) = [ ] ved(Y) = [0 0] oldugundan

dX) +d(Y) = [0 o+ [g 9(; r [8 a+x]
dir. Boylece

dX +Y) =d(X) +d(¥)

elde edilir.

i) d(XY) = d(X)Y + Xd(Y) mi?

dxvy=d([g g][’(; M=a([% 2] = o ox)

dir. Ayrica

acov=[y ollo ol=lo ol

ve
xan =[5 ol o=l ]

olmak tzere



dx)Y +xd) =0 %

0 0

dir. Boylece

d(XY) =dX)Y + Xd(Y)

elde edilir. O halde d, R halkas1 tizerinde bir tiirevdir.

Ornek 1.34 R bir halka ve a € R olmak iizere I,: R — R, Vx € R i¢in

Io(x) = [a,x]

biciminde tanimli doniisim R halkasinin bir tlirevidir. Bu doniisiime 6zel olarak a

eleman tarafindan belirlenmis ig¢ tiirev ad1 verilir.

Tamm 1.35: R bir halka, f: R — R toplamsal bir doniisiim olsun. Vx,y € R i¢in

flxy) = f(x)y + xd(y)
kosulunu saglayan bir d:R — R tiirevi varsa f ye d ile belirlenmis bir

genellestirilmis tiirev denir. (Bresar, 1991)

Uyarn 1.36: Her tlirev kendisi ile belirlenen bir genellestirilmis tlirevdir. Ancak tersi

her zaman dogru olmayabilir.
Ispat: d: R — R bir tiirev olsun. d genellestirilmis tiirev mi?

d tiirev oldugundan

i) d(x+y)=d(x) +d(y)
i) d(xy) =d(x)y + xd(y)

kosullar1 saglanir. Bu durumda d doniisimii yine d ile belirlenmis bir

genellestirilmis tiirev olur.

Ornek 1.37: Z tamsayilar halkasi olmak iizere R = {[Z (c)” a,b,c€ Z} halkas1

tizerinde tanimh f,d:R = R, f(z 2]) = a-(l)-b g] ve d([z (c)]) = g 8]

dontigimleri verilsin. Bu durumda f doniisimii d tirevi ile belirlenen bir

genellestirilmis tiirevdir. Ancak bir tiirev degildir.
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Coziim: X = [Z (c)]’ Y = [7: 2] € R alalim.

) fX+Y)=fX)+ f(Y) mi?

a 0 m 0]

rax+ny =r( J+0 L)

:f(cll)-l-l_-;: c-I?k]O)_
=[a+m+b+n 0l

olur. Ote yandan

roo+rmy =£([2 ) +r(m 2)

[a+b 0] [m+n 0

[a+b+m+n 0

dir. Bu esitliklerden f(X +Y) = f(X) + f(Y) elde edilir. O halde f toplamsal

doniistimdiir.
i) fXY) = f(X)Y + Xd(Y) mi?

FOXY) —f(Z ol 2])

oo )

- [am +bm+cn O
bulunur. Ote yandan

rorexanr =5 DI Y+l ey 2D

n
=lasp olln W* [Z Al o
0
- (a+b)m o] [cn 0

0
lam + bm + cn 0

dir. Bu esitliklerden

fXY) = fOY + Xd(Y)

11



saglanir. Yani f donilisiimii bir genellestirilmis tiirevdir.

Ancak

roov+xrn =r([¢ [T ] [ e D)

c

~[o4 H #ly cllnsn o

:[ m+bm+cm+cn 8
oldugundan
fAY) = f(XOY +Xf(Y)
esitligi saglanmaz. Bu durumda f doniisiimii bir tiirev degildir.
Ornek 1.38: R bir halka ve a, b € R olmak iizere f: R — R, Vx € R i¢in

f(x) =ax +xb bi¢ciminde tanimli doniisiim bir genellestirilmis tiirevdir. f

doniigiimiine a, b € R elemanlart ile belirlenen genellestirilmis i¢ tiirev denir.

Tanim 1.39: R bir halka, d: R - R tanimli bir doniisiim olsun. Vx,y € R i¢in

. dx+y)=dx)+d(y)
ii. d(xy)=d®)x + yd(x)

kosullar1 saglantyorsa d ye R halkasinda bir ters tiirev denir. (Bresar, 1989)

Uyann 1.40: Asagidaki oOrnekler tirev ve ters tiirev arasindaki iligkileri

aciklamaktadir.

Ornek 1.41: S sifirdan farkli degismeli bir halka olmak iizere

R = {[g g” abe S} halkas1 iizerinde tanimli d ([g g ) = 8 g] dontisiimii

hem tiirev, hem ters tiirevdir.

Coziim: VX,Y ERi¢cin X = [g g] Y = [)(; %)] ,a, bx,y € S olmak iizere

) d(X +Y) = d(X) + d(Y) mi?

12



aw =a([g oN=ly ¢

am =d(y of)=[y §

ve

aw+n) =d([g gl+[o o)

("5 "3

0 a+x]

=[ +[o

= d(X) +d(Y)

olur. d toplamsal doniisiimdiir.

i) d(XY) = d(X)Y + Xd(Y) mi?

awn =a([g olfo o)

~a([ %)

_ [0 ax]

ve

aoy +xan =a (g o)fo ol+[5 ole(o o)

=lo ollo al+[5 ollo ol

B R I %
olur. Boylece d(XY) = d(X)Y + Xd(Y) saglanir. d bir tlirevdir.
i) d(XY) = d(Y)X + Yd(X) mi?

ancsvar =a(s 5§40 el )

=lo ollo o+l ally

_ [O ] 0 xa] [0 xa] [0 ax

13



Boylece d(XY) = d(Y)X + Yd(X) dir. O halde d bir ters tiirevdir.

Ornek 1.42: S sifirdan farkli degismeli bir halka olmak iizere

R= {[g 8” a,b € S} halkas1 iizerinde tanimli d([g l(; ) — [g g

verilsin. Bu durumda d doniigiimii tiirevdir, ancak ters tiirev degildir.

] déniisiimii

a b

Coziim: V X = [0 0

],Y = [)(; %}] € R, a, b,x,y € S olmak iizere

) dX+Y)=dX)+dY) mi?

d(X) =d([g 3]) [8 g]

a0 =d(f5 gD)=[y {l

ve

aw+v =d([g J+fo o))

—a(7* )

5 3]

=lo o+l 3
=d(X)+d(Y)
olur. O halde d toplamsal doniisiimdiir.
i) d(XY) =dX)Y + Xd(Y) mi?
awn) =a([g olfo o)
ax a
=d([o %))

-l 2]

ve

14



d(X)Y + Xd(Y)

<[5 oDl ol+[5 o5 o)
o ollo ol +[5 ollo o
o ol+lo T1=l 7

bulunur. Bu durumda d bir tirevdir.

i) d(XY) = d(Y)X + Yd(X) mi?

4([o DI ol+lo %d([é‘ o)
o ol ol +lo ollo
o ol*[o §1=l6 o]

olur. Boylece d(XY) # d(Y)X + Yd(X) dir. Dolayisiyla d bir ters tiirev degildir.

d(V)X + Yd(X)

Ornek  1.43: S  sifirdan  farkli  degismeli  bir  halka  olmak

0 a b c
uizere R = 0 0°0 b a,b,c €S halkasi lizerinde tanimli
0 0 0 —a
0 0 0 O
0 a b c 0 0 0 —c
0 0 0 b 10 0 0 b .. . .
d 00 0 —all=lo 0 0 -4 dontisimii bir ters tiirevdir, ancak tiirev
0 00 O 0 0 0 O
degildir.
0 a b ¢ 0 x y z
o 10 0 0 b 10 0 0 y
Coziim: VX = 00 0 —a ,Y = 00 0 —x €ER, ab,c,xy2€S
0 00 O 0 0 0 O
olmak tizere

) dX+Y)=dX)+d(Y) mi?
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d(V)X + Yd(X) =

0 x y z 0 a b c 0 x
—d 0 0 0 vy 0 0 O b‘_l_ 0 0
0 0 0 —x 0 0 0 —a 0 0
0 0 0 O 0 0 0 O 0 0
[0 0 0 —z][0 a b ¢ 0 x y
_[0 0 0 y||O O O b‘_l_lo 0 0
0 0 0 —x||0 0 0 —a 0 0 O
0 0 0 01O 0 0 O 0 0 O
[0 0 0 O 0 0 0 bx—ay
_[0 0 0 0‘4_[0 0 0 0 ‘
0 0 0 O 0 0 O 0
0 0 0 O 0 0 O 0
0 0 0 bx—ay 0 0 0 —ay+bx
|0 0 0 0 _10 0 O 0
o 00 o [ |0 0o 0
0 0 O 0 0 0 O 0

y Z 0 a b c
OydOOOb
0 —x 0 0 0 —a
0 O 0 0 0 O
z][0O 0O 0 -—c
y|l0 0 0 b
—x[10 0 0 -—a
oJLo 0 0 O

bulunur. Boylece d(XY) = d(Y)X + Yd(X) dir. Yani d bir ters tiirevdir.

Tamim 1.44: R bir halka, f: R = R tanimli bir doniisiim olsun. Vx,y € R igin

) f+y)=fx)+ Q)
i) flxy) = f)x+ yd(x)

kosullar1 saglaniyorsa f ye d ters tlirevi ile belirlenen genellestirilmis ters tiirev

denir. (Tiwari, 2018)

145: S
0 a b]

Ornek sifirdan  farkli  degismeli
0 0 ¢

R:{
0 0 O

0 0 a-—c]
0 0 0
0 0 0

a,bc€esS ] halkas1  tlizerinde

doniigiimii bir ters tiirevdir.

b 0 x y
0 0 =z

0 0 O

Coziim: A = , B= € R igin

[0 a
0 0 ¢
0 0 O

i) d(A + B) = d(A) + d(B) mi?

18

bir halka olmak

0 a b
tanomhi d[]0 0 c|]|=
0 0 O

uzere



d(A+ B)

olur. Ote yandan

d(A) + d(B)

0 a b
d{|jo 0 c
0 0 O

0
ofp "o
0 0

0 a+x—(c+2)

a+x b+y

o([o

a
0
0
a

cocoocoococo

cocoococ oo

+

0
0
a+x—(c+2)

0 x vy
0 0 ZD
0 0 O

)

c+z
0

0
0

b

0 x y]
)-f-d(O 0 Z)

0 0 Ol
0 0 x—2zZ]
0 0 0
0 0 0

Cc
0
Cc
+

0
0

dir. Bu esitliklerden d(A + B) = d(A) + d(B) saglanur.

i) d(AB) = d(B)A + Bd(A) mi?

0
d(AB) = d< 0
0
0
- a([o
0
0 0
=[0 0
0 0
olur. Ayrica

d(B)A + Bd(4)

T & 1 Q

OO OO O O
~
—

oo oo OO

0
0

a b

0 c]

0 ollo
0 az
0 0 D
0 0
0

0

0

|

Xy
0 Z)
0 O

bulunur. Bu iki esitlikten d(AB) = d(B)A + Bd(A) saglanir.
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O halde d dontisiimii bir ters tiirevdir.

Ornek 1.46: Ornek 1.45 deki halka ve d ters tiirevi icin

0 a b 0 0 a
oo <f)-le o 9
0 0 O 0 0 O

bigiminde tanimli doniisiim d ters tiirevi ile belirlenmis genellestirilmis ters tiirevdir.

0 a b 0 x y
Cozim: A= |0 O ,B=[0 0 2z|€Ricin
0 0 O 0 0 O

i)f(A+B) =f(A) + f(B) mi?

0 a b 0 x y
f(A+B) =f<0 0 c|+|0 O ZD
0 0 O 0 0 O
0 a+x b+y
=f<[0 0 C+Z>
0 0 0
0 0 a+x
=[O 0 0
0 0 0
ve
0 a b 0 x y
f(A) + f(B) =f([0 0 c>+f<0 0 Z>
0 0 O 0 0 O
[0 0 a 0 0 x
=10 0 O0|+|0 O O]
0 0 O 0 0 O
[0 0 a+x
=10 O 0
0 0 0

dir. Boylece f(A + B) = f(A) + f(B) saglanur.

i) £(AB) = f(B)A + Bd(A) mi?

20



0 a bHI[0 x vy
f(AB) =f<[0 0 c] 0 0 z
0 0 ollo 0 o0

a

(3%

)

0 0
ve
0 x YyI\[0O a b 0 x y 0 a b
f(B)A + Bd(A) =f<[0 0 z)O 0 c|[+|0 O zd(O 0 CD
0 0 0l/1o 0 O 0 0 O 0 0 O
0 0 x][0 a b 0 x y][0 0 a-c
=000[00c+002”00 0]
0 0 0oiL0 0 O 0 0 ollo O 0
[0 0 O]
=10 0 O
0 0 O

olur. Bu esitliklerden f(AB) = f(B)A + Bd(A) saglanir.
Boylece f doniisiimii d ters tiirevi ile belirlenmis genellestirilmis ters tiirevdir.

Teorem 1.47: R sifirdan farkli nilpotent ideali olmayan 2 — torsion free bir halka
olsun. Eger U, R halkasinin sifirdan farkli bir Lie ideali ve alt halkasi ise bu
durumda U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar veya U € Z dir. (Herstein,
1969)

Onerme 1.48: R bir yariasal halka, I, R halkasinin sifirdan farkli bir ideali ve a € R

olsun. Eger ala = (0) ise bu durumda a = 0 dir. (Samman, 2003)

Onerme 1.49: R bir yariasal halka olsun. R halkasinin sifirdan farkli bir idealinin

merkezi, R halkasinin merkezinde yer alir. (Daif, 1992)

Onerme 1.50: R bir yariasal halka olsun. Eger R halkasmin sifirdan farkli bir I ideali

R halkasiin merkezinde ise bu durumda R halkas1 degismeli bir halkadir.

Ispat: I € Z olsun. Bu durumda Vx € I,7 € R igin [x,7] = 0 saglanir. Bu ifadede

s € R olmak iizere x yerine sx yazilip diizenlenirse
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0 = [sx,r] =s[x,r]+ [s,r]x

ve bdylece [R,R]I = (0) elde edilir. Onerme 1.48 den ise R halkasi degismeli bir

halka olur.
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2. BOLUM
YARIASAL HALKALARDA TERS TUREVLER

Bu bolimde 2007 yilinda M. Ashraf ve arkadaslari tarafindan arastirilan ve

giiniimiize kadar pek ¢ok matematikgi tarafindan ele alinan her x, y € R i¢in
FOF(y) txy € ZF(x)F(y) tyx €Z
teoremi ile 1989 yilinda H. E. Bell ve L. C. Kappe tarafindan ispatlanan
d(xy) = d(x)d(y),d(xy) = d(y)d(x)

teoremi, her u € U igin u? € U sartinz1 saglayan ve merkezi olmayan bir U Lie ideali
ve d donidsimii ile belirlenen bir F genellestirilmis carpimsal ters tiirevine sahip

yariasal halkalar igin incelenecektir.

Teorem 2.1: R, 2 — torsion free yariasal halka ve U, R halkasinin her u € U igin
u? € U kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. Bu durumda U

Lie ideali R halkasinin sifirdan farkl bir idealini kapsar.

Ispat: U, R halkasinin her u € U i¢in u? € U kosulunu saglayan ve merkezi olmayan

bir Lie ideali olsun. Bu durumda Vu, v € Uiginuv + vu = (u + v)?-u? —v? € U
yani uv + vu € U olur. Ote yandan U Lie ideal oldugu icin Vu, v € U igin uv —
vu € U dur. U toplamsal oldugu i¢in bu iki ifadeden Vu, v € U igin 2uv € U elde

edilir.

Ayrica 2U kiimesi R halkasinin hem Lie ideali ve hem de alt halkasidir. Gergekten;
Y2u, 2v € 2U i¢in

2u —2v =2(u—v) € 2U ve

2u2v=(u+ww+v) =w+uw +uv +uv = 2(uv + uv) = 2(2uv) € 2U

oldugu agiktir. Boylece 2U bir alt halka olur. Yine V2u € U,r € R igin
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Rurl=[u+ur]=[ur]l+ur]=2[ur] €2V
oldugu i¢in 2U bir Lie idealdir. Ustelik 2U # (0) dur.

Boylece Teorem 1.47 den 2U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar veya
2U <€ Z dir. Eger 2U < Z olursa bu durumda R, 2 — torsion free yariasal halka
oldugu i¢in U € Z olur ki bu hipotezden U nun merkezi olmayan bir Lie ideal
olusuyla ¢elisir. O halde 2U, R halkasmin sifirdan farkli bir idealini kapsar. Ote
yandan 2U € U oldugu i¢in U, R halkasinin sifirdan farkli bir idealini kapsar.

Boylece ispat tamamlanir.

Teorem 2.2: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinin Yu € U i¢inu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir doniisiim
ve F: R = R taniml1 d doniistimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
olmak tizere Vx, y € U igin F(x)F(y) + xy = 0 ise bu durumda R halkas1 degismeli
halkadir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasinin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Boylece hipotezden Vx,y € [ i¢cin

F(xX)F(y)+xy =0 (2.1)

saglanir. (2.1) esitliginde y yerine zy yazilip ters tirev tanimi ve (2.1) esitligi

kullanilirsa Vx, y, z € I i¢in

0 =F(x)F(zy) + xzy

F(x) (F(y)z + yd(z)) + xzy

=F(x)F(y)z+ F(x)yd(z) + xzy

= —xyz + F(x)yd(z) + xzy

bulunur. Bu esitlikte komiitator ¢arpim tanimi kullanilirsa Vx, y, z € I igin

F(x)yd(z) + x[z,y] =0 (2.2)
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elde edilir. r € R olmak tizere (2.2) esitliginde y yerine ry yazilip komiitator ¢arpim

ozelligi kullanilirsa Vx, y, z € I, r € R igin

0 = F(x)ryd(z) + x[z,ry] = F(x)ryd(z) + xr|z,y] + x[z,r]y

bulunur. Béylece Vx, y,z € I, € R igin

F(x)ryd(z) + xr[z,y] + x[z,r]y =0 (2.3)
elde edilir.

(2.2) esitliginde x yerine rx yazilip ters tiirev tanimi kullanilirsa Vx, y, z € I, r € R

i¢in

0 =F(@x)yd(z) + rx[z,y] = F(x)ryd(z) + xd(r)yd(z) + rx[z, y]
bulunur. O halde Vx, y, z € I, r € R igin

F(x)ryd(z) + xd(r)yd(z) + rx[z,y] = 0 (2.4)

elde edilir. (2.3) esitliginden (2.4) esitligi ¢ikarilarak diizenlenirse Vx, y,z € [,r € R

i¢in
[x,7]lz, y] + x|z, 7]y — xd(r)yd(z) = 0 (2.5)

elde edilir. (2.5) esitliginde t € R olmak iizere x yerine tx yazilip komiitatér ¢arpim

ozelligi kullanilirsa Vx, y,z € I ,r, t € R i¢in

0 = [tx,r][z,y] + tx[z, 7]y — txd(r)yd(2)

= tlx,r]lz,y] + [t,r]x[z,y] + tx[z,r]y — txd(r)yd(z)

ve boylece Vx,y,z € 1,r,t €R igin

tlx,rllz, y] + [t,r]x[z, y] + tx[z,r]y — txd(r)yd(z) = 0 (2.6)
elde edilir. (2.5) esitligi soldan t € R ile garpilarak Vx, y,z € I, r,t € R igin
tlx,rllz, y] + tx[z,r]y — txd(r)yd(z) = 0 (2.7)

bulunur. (2.7) esitliginden (2.6) esitligi ¢ikarilarak V x,y, z € I, r, t € R igin
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[t,r]x[z,y] =0
elde edilir. Bu esitlikte t = z, r = y alimirsa Vx, y, z € [ igin
[z, y]x[z,y] = 0

olur. Onerme 1.48 den Vy, z € I i¢gin [z, y] = 0 saglanir. Bdylece Onerme 1.49 dan

I € Z ve Onerme 1.50 den ise R degismeli halkadir. Ispat tamamlanr.

Benzer islemler uygulanarak Vx, y € I i¢in F(x)F(y) — xy = 0 hipotezi i¢in de ayni

sonug elde edilir.

Teorem 2.3: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinin Yu € U iginu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir doniisiim
ve F: R = R taniml1 d doniisiimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
olmak tizere Vx, y € U igin F(x)F(y) + yx = 0 ise bu durumda R halkasi degismeli
halkadir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasmin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Boylece hipotezden Vx,y € [ i¢cin

FX)F(y)+yx=0 (2.8)

saglanir. (2.8) esitliginde y yerine zy yazilip ters tirev tamimi ve (2.8) esitligi

kullanilirsa Vx, y, z € I i¢in

0=F(x)F(zy) + zyx = F(x)F(y)z + F(x)yd(z) + zyx

= —yxz + F(x)yd(z) + zyx = F(x)yd(z) — yxz + zyx — yzx + zyx
olur. Diizenlenerek

F(x)yd(z) + [z, y]x + y[z,x] =0 (2.9)

elde edilir. r € R olmak tizere (2.9) esitliginde y yerine ry yazilarak Vx, y, z €

I, v € R i¢in

0 =F()ryd(z) + [z, rylx + ry[z, x]
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=F()ryd(z) + rlz,ylx + [z, r]yx + ry|z, x]

ve boylece Vx,y,z € I, r € R igin

F()ryd(z) + riz,ylx + [z, r]lyx + rylz,x] = 0 (2.10)
elde edilir.

(2.9) esitliginde x yerine rx yazilip ters tiirev tanimi ve komiitatdr carpim 6zelligi

kullanilarak Vx, y, z € I, r € R igin

0=F(@x)yd(z) + [z, ylrx + ylz, rx]

= F(xX)ryd(z) + xd(r)yd(z) + [z, y]rx + yr|z,x] + ylz,r]x

yaniVx,y,z € I,r € R i¢in

F(x)ryd(z) + xd(r)yd(z) + [z, y]rx + yr[z, x] + y[z,r]x = 0 (2.11)
olur. (2.10) esitliginden (2.11) esitligi ¢ikarilarak

0 =FQ)ryd(z) +r(z,ylx + [z, r]yx + ry[z, x]

—F(xX)ryd(z) — xd(r)yd(z) — [z, y]rx — yr|[z,x] — ylz,r]x

=rlz,ylx + [z, r]yx + ry|z,x] — xd(r)yd(2) — [z, y]rx — yr|z,x] — y[z,7]x
=rzyx —ryzx + zryx —rzyx + ryzx —ryxz — xd(r)yd(z) — zyrx + yzrx
—yrzx + yrxz — yzrx + yrzx

= (zryx — zyrx) + (yrxz — ryxz) — xd(r)yd(z)

=z[r,ylx + [y, rlxz — xd(r)yd(z)

bulunur. Yanivx,y,z €I, r € R igin

z[r,ylx + [y, rlxz — xd(r)yd(z) = 0 (2.12)
elde edilir.

(2.12) esitliginde u € R olmak iizere x yerine ux yazilirsa Vx, y, z € I, r, u € R igin
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z[r,ylux + [y, rluxz — uxd(r)yd(z) = 0 (2.13)

elde edilir. (2.12) esitligi soldan u € R ile ¢arpilip (2.13) esitliginden ¢ikarilirsa
Vx,y,z€1l,r,u €R igin

0 = z[r,ylux + [y, r|uxz — uxd(r)yd(z) — uz[r,y]x — uly,r]xz + uxd(r)yd(z)
= ([y,rluxz — uly, r]xz) + (z[r, y]Jux — uz|r, y]x)

bulunur. Bu son esitlik diizenlenerek Vx, y,z € I, r, u € R igin

[z[r,y], ulx + [[y, r],u]xz =0 (2.14)

elde edilir.

(2.14) esitliginde t € R olmak tiizere x yerine xt yazilirsa Vx,y,z €1, r,u, t ER

i¢in

[z[r,y], ulxt + [[y, 7], u]xtz = 0 (2.15)
olur. (2.14) esitligi sagdan t € R ile ¢arpilip (2.15) esitliginden ¢ikarilirsa
Vx,y,z€Il,r,u, t €ER igin

0 z[r,y], u]xt + [[y, ] u]xtz — ([z[r, yl,ulx + [[y, r],u]xz)t

= T,
= [z[r,yl,ulxt + [[y,r], u]xtz — [z[r,y], ulxt — [[y, 7], u]xzt
= [[y, r],u]xtz — [[y, r],u]xzt

bulunur. Bu esitlikte komiitator ¢arpim tanimi kullanilarak Vx,y,z € I, r,u, t €R

i¢cin

[Ly,r], ulx[t,z] = 0 (2.16)
elde edilir. (2.16) esitliginde t = [y,r] ve u = z yazilrsa Vx, y,z € I,r € R igin
[[y, r], z]x[[y, r], Z] =0

olur. Onerme 1.48 den Vy,z € I,v €R i¢in

[[y.r],z] =0 (2.17)
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bulunur. (2.17) esitliginde y yerine ry yazilip komiitator ¢carpim o6zelligi kullanilirsa

Vy,z €I, r € R igin

0=[[ry,rl.z] = [rly,rl.z] = r[ly,r], z] + [r. 2] [y, 7]

olur. Bu esitlikte (2.17) esitligi kullanilarak Vy, z € I, r € R i¢in

[r,z][y, 7] =0

elde edilir. Bu ifadede z yerine yz yazilir ve bu esitlik kullanilirsa Vy,z € I,r € R
i¢in

0= [r,yzlly,r] = ylr,zlly, ] + [r, ylzly, 7]

ve bdylece

[r,ylz[r,y] =0

elde edilir. Yine Onerme 1.48 den Vy € I, r € R igin [r,y] = 0 ve dolayisiyla da
I € Z(R) olur. Onerme 1.50 den ise R halkas1 degismeli halkadir. Ispat tamamlanr.

Benzer iglemler uygulanarak Vx, y € I igin F(x)F(y) — yx = 0 hipotezi igin de ayni

sonug elde edilir.

Teorem 2.4: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinin Yu € U i¢inu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir déniisiim
ve F: R = R taniml1 d doniisiimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
olmak tizere Vx, y € U igin F(x)F(y) + d(y)F(x) = 0 ise bu durumda R halkasinin
Vx € I i¢in [d(x),x] = 0 olacak bi¢cimde sifirdan farkli bir I ideali vardir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasinin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Boylece hipotezden Vx, y € I i¢in

F(x)F(y) +d(y)F(x) =0 (2.18)

saglanir. (2.18) esitliginde x yerine zx yazilip ters tirev tamim ve (2.18) esitligi

kullanilirsa
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0 =F(@x)F(y)+dy)F(zx)

= (F(x)z + xd (z))F(y) + d(y)(F(x)z + xd(z))

= F(x)zF(y) + xd(2)F(y) + d(y)F (x)z + d(y)xd(2)
Ve boylece Vx, y, z € I igin

F(x)zF(y) + xd(2)F(y) + d(y)F(x)z + d(y)xd(z) = 0 (2.19)

elde edilir. (2.19) esitliginde x yerine ux yazilip (2.18) esitligi ve ters tirev tanimi

kullanilirsa Vx, y, z, u € I igin

0 = F(ux)zF(y) + uxd(2)F(y) + d(y)F (ux)z + d(y)uxd(z) = (F(x)u +
xd(w))zF (y) + uxd(2)F (y) + d(y)(F(x)u + xd(w))z + d(y)uxd(z)

esitliginden

F(x)uzF(y) + xd(u)zF(y) + uxd(2)F(y) + d(y)F(x)uz + d(y)xd(u)z +
d(y)uxd(z) =0 (2.20)

elde edilir. (2.19) esitliginde z yerine uz yazilirsa Vx, y, z, u € I igin
F(x)uzF(y) + xd(uz)F(y) + d(y)F (x)uz + d(y)xd(uz) = 0 (2.21)
olur. (2.20) esitliginden (2.21) esitligi ¢ikarilirsa Vx, y, z, u € I igin

xd(w)zF(y) + uxd(2)F(y) + d(y)xd(u)z + d(y)uxd(z) — xd(uz)F(y) —
d(y)xd(uz) =0 (2.22)

elde edilir. (2.22) esitliginde x yerine d(y)x yazilirsa Vx, y, z, u € I igin

d(y)xd(w)zF (y) + ud(y)xd(2)F(y) + d(y)d(y)xd(w)z + d(y)ud(y)xd(z) —
d(y)xd(uz)F(y) — d(y)d(y)xd(uz) = 0 (2.23)

bulunur. (2.22) esitligi soldan d(y) ile carpilip (2.23) esitliginden gikarilirsa

Vx,y, z, u € I igin

0 =dxdW)zF(y) + ud(y)xd(2)F (y) + d(y)d(y)xd(w)z + d(y)ud(y)xd(z)
—dxduz)F (y) — d(y)d(y)xd(uz) — d(y)xd(W)zF (y) — d(y)uxd(2)F (y)
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—d)d(y)xd(W)z — d(y)d(y)uxd(z) + d(y)xd(uz)F(y) + d(y)d(y)xd(uz)
= ud(y)xd(2)F(y) + d(y)ud(y)xd(z) — d(y)uxd(2)F (y) — d(y)d(y)uxd(z)
bulunur. Bu esitlikte komiitator ¢arpim tanumu kullanilarak Y, y, z, u € I igin
[, d)]xd(2)F (y) + d(¥)[u, d(¥)]xd(z) = 0 (2.24)

elde edilir. (2.24) esitliginde u yerine vu yazihp (2.24) esitligi kullanilarak

Vx,y, 2 u, v € I igin

0 = [vu, d)]xd(2)F (y) + d(y)[vu, d(y)]xd(2)

= v[u, d(y)]xd(2)F (y) + [v, d()Juxd(2)F (y)

+d()v[u, d(y)]xd(2z) + d(y)[v, d(y)]uxd(2)

= v[u, dY)]xd(2)F (y) + d)v[u, d(y)]xd(2)

bulunur. Boylece Vx, y, z, u, v € I igin

v, d)]xd(2)F () + d(y)vlu, d(¥)]xd(z) = 0 (2.25)
elde edilir. (2.24) esitligi soldan v ile carpilip (2.25) esitliginden ¢ikarilirsa
Vx,y, 2 u, v € [ igin

0 = v[u, dW)xd(2)F (y) + dy)v[u, d(y)]xd(z) — v[u, d(y)]xd(2)F (y)
—vd()[u, d¥)]xd(2z) = d(y)vu, d(y)]xd(2) — vd(¥)[u, d(¥)]xd(2)
bulunur. Bu esitlikte komiitator ¢arpim tanim kullanilarak Vx, y, z, u, v € I igin
[d(), v][w, d(¥)]xd(z) = 0

elde edilir. Bu esitlikte v yerine vw yazilip diizenlenirse Vx, y, z, u, v, w € I igin
0 = [d(y), vw][u, d(y)]xd(2)

= v[d(y), wllu, d(¥)]xd(2) + [d(y), vIw[u, d(y)]xd(2)

ve boylece Vx, y, z, u, v, w € I i¢in
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[d(y), vIw[u, d(y)]xd(z) = 0 (2.26)
olur. Bu esitlikte x — xv yazilarak Vx, y, z, u, v, w € I igin
[d(y),vlw[u,d(y)]xvd(z) =0 (2.27)

elde edilir. (2.26) esitligi sagdan v € I ile garpilip (2.27) esitliginden ¢ikarildiginda

Vx,y,z,u,v,w € I i¢in
0 = [d(y), vIw[u, d(y)]xvd(z) — [d(y), vIw[u, d(y)]xd(z)v

= [d(y), viw[u, d(y)]x[v,d(2)]

bulunur. Son ifadede z = y ve u = v alinarak Vx, y, v, w € [ igin

[d(y), viw[v,d®¥)]x[v,d(y)] =0

elde edilir. Bu esitlik sagdan t € [ ile ¢arpilarak Vx, y, v, w, t € [ i¢in

[d(), vIw[v, d@)]x[v,d(y)]t = 0

olur. Buradan Vy,v €I i¢in ([d(y),v]I)3=0 dir. R yariasal halka oldugundan
sifirdan farkli nilpotent ideali yoktur. Dolayisiyla V y, v € I igin [d(y), v]I = (0)
dir. Buradan [d(y),v]I [d(y),v] = (0) olur. Onerme 1.48 den ise V y, v € I igin
[d(y),v] = (0) elde edilir. Bu ifade Vr € R olmak iizere v+~ vr yazlip

diizenlenirse Vr € R, Vv, y € [ i¢in

0= [d(y),vr] = v[d),r] + [d), v]r = v[d(y),7]

bulunur. Buradan I [d(y),r] = (0) olur. Yine Onerme 1.48 den Vy € I ve r € R i¢in
[d(y),r] = 0 ve dolayisiyla d(I) € Z(R) dir. Boylece Vx € I i¢in [d(x),x] =0

saglanir.

Benzer islemler uygulanarak ayni sonug Vx,y € [ i¢in F(x)F(y) —d(y)F(x) =0

hipotezi igin de elde edilir.

Teorem 2.5: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinin Yu € U i¢inu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R = R bir doniisiim

ve F: R — R tanimli d doniisiimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
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olmak tizere Vx,y € U i¢in F([x,y]) + (x e y) = 0 ise bu durumda R halkasinin
Vx € I i¢in [d(x), x] = 0 olacak bi¢cimde sifirdan farkl bir I ideali vardir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasmin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Boylece hipotezden Vx, y € I i¢in

F([x,y]) = (xoy) =0 (2.28)
saglanir. (2.28) esitliginde y yerine xy yazilip diizenlenirse Vx, y € I igin
0=F([x,xy]) = (x e xy) = F(x[x,y]) — (x e )y — x[y, x]

= (F([x,yDx + [x,yld(x)) — x*y — x*y — x(yx — x¥)

= F([x,yDx + [x,yld(x) — x%y — x%y — xyx + x*y

= F([x,yDx + [x,yld(x) — x*y — xyx + yx* — yx?

= (F([x, yDx — xyx — yx?) + [x, yld(x) + (yx* — x?y)

= (F([x, 1) — xy — yx)x + [x,y]d(x) + (yx* — x*y)

= (F([x,yD) = (x o)) + [x,y1d(x) + [y, x°]

bulunur. Burada (2.28) esitligi kullanilirsa Vx, y € I igin

[x, y]d(x) + [y, x*] = 0 (2.29)

elde edilir. (2.29) esitliginde r € R olmak iizere y yerine ry yazilarak Vx, y € [ ve

r € R i¢in

0= [x,ryld(x) + [ry,x*] = r[x, y]d(x) + [x,r]lyd(x) + r[y, x*] + [r, x*]y

olur. Boylece Vx, y € I ver € R igin

rlx, y1d(x) + [x, r]lyd(x) + r[y,x*] + [r,x*]ly = 0 (2.30)
elde edilir. (2.29) esitligi soldan r ile carpilip (2.30) esitliginden ¢ikarilirsa

0 =r[x,yld(x) + [x,r]lyd(x) + r[y,x*] + [r, x*]y — r[x,y]d(x) — [y, x?]

=[x, r]lyd(x) + [r, x*]y
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bulunur. Son esitlikte r = z yazilirsa Vx, y, z € [ igin
[x,z]lyd(x) + [z,x*]y = 0 (2.31)

elde edilir. (2.29) esitliginden [z, x%]y = —[x,z]d(x)y olmasi (2.31) esitliginde

kullanilarak diizenlenirse Vx, y, z € [ i¢in
0 = [x,z][y, d(x)] (2.32)
elde edilir. (2.32) esitliginde z yerine d(x)z yazilip bu esitlik kullanilarak

0 =[x, d(x)z][y,d(x)] = d(X)[x, z][y,d(x)] + [x,d(x)]z[y,d(x)] =
[x,d(x)]z[y, d(x)]

bulunur. Son ifadede y = x almirsa [x, d(x)]I[x, d(x)] = (0) olur. Béylece Onerme
1.48 den Vx € I igin [x,d(x)] = 0 dir.

Benzer islemlerle Vx, y € I i¢in F([x,y]) + (x o y) = 0 igin ayn1 sonug elde edilir.

Teorem 2.6: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinmn Yu € U iginu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir doniisiim
ve F: R = R taniml1 d doniistimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
olmak ftizere Vx,y € U i¢in F(xy)+ (xoy)=0 ise bu durumda R halkasi
degismeli halkadir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasmin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Boylece hipotezden Vx,y € [ i¢in

F(xy) = (xoy)=0 (2.33)
saglanir. (2.33) esitliginde x yerine zx yazilarak Vx, y, z € I igin

0=F(zxy) = (zx°y)

= (F(xy)z + xyd(z)) —(zxy+yzx) — (xoy)z+ (x o y)z

= (F(xy) — (x 0 y))z + xyd(2) — zxy — yzx + xyz + yxz

ve boylece Vx, y, z € I igin

(F(xy) —(xo0 y))z + xyd(z) + [xy,z] + y[x,z] =0 (2.34)
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elde edilir. Bu ifadede (2.33) esitligi kullanilarak Vx, y, z € I igin

xyd(z) + [xy,z] + y[x,z] =0 (2.35)
bulunur. (2.35) esitliginde y yerine xy yazilip diizenlenirse Vx, y, z € [ igin
x2yd(z) + x[xy, z] — [x, z]xy + xy[x,z] = 0 (2.36)

elde edilir. (2.35) esitligi soldan x ile carpilip (2.36) esitliginden ¢ikarilirsa
Vx,y,z € I igin

0 = x2yd(2) + x[xy, z] + [x, z]xy + xy[x, z] — x?yd(z) — x[xy, z] — xy[x, z]
ve boylece Vx, y, z € I igin

[x,z]xy =0

bulunur. Bu esitlikte u € I olmak lizere z = zu yazilarak Vx, y, z, u € I igin

0 = [x, zulxy = z[x, ulxy + [x, zJuxy =[x, z]Juxy (2.37)
elde edilir. (2.37) esitliginde u yerine uz yazilirsa Vx, y, z, u € I igin
[x,z]luzxy = 0 (2.38)

olur. (2.37) esitliginde y yerine zy yazilip (2.38) esitliginden ¢ikarilarak diizenlenirse

Vx,y,z,u € I igin
0 = [x, zluzxy — [x, z|luxzy = [x, z]u[x, z]y

bulunur. Béylece Vx, z € I igin ([x, z]I)? = (0) olur. R yariasal halka oldugundan
sifirdan farkl1 nilpotent ideali yoktur. Dolayisiyla [x, z]I = (0) dir. Buradan Onerme
1.48 den Vx, z € I igin [x, z] = 0 olur. Onerme 1.49 ve Onerme 1.50 kullanilirsa R

halkas1 degismeli bir halkadir.

Benzer islemler uygulanarak Vx, y € I F(xy) + (x o y) = 0 i¢in de ayn1 sonug elde

edilir.

Teorem 2.7: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinmn Yu € U igin u? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir doniisiim

ve F: R — R tanimli d doniisiimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
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olmak tizere Vx,y € U igin [F(x),d(y)] £ yx =0 ise bu durumda R halkasinin
Vx € I i¢in [d(x), x] = 0 olacak bi¢cimde sifirdan farkl bir I ideali vardir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasmin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali
vardir. Boylece hipotezden Vx, y € I i¢in

[F(x),d(y)] —yx =0 (2.39)
olur. (2.39) esitliginde x yerine zx yazilarak Vx, y, z € I igin

0 = [F(zx),d()] — yzx = [F(x)z + xd(2), d(y)] — yzx

= F()[z,d()] + [F(x),d()]z + x[d(2), d()] + [x, d(»)]d(2) — yzx

elde edilir. Bu ifade (2.39) esitligi kullamlarak diizenlenirse

0 =F)[z,dO)] + yxz + x[d(2), d()] + [x,d(¥)]d(z) — yzx

F()[z, dW)] + ylx, z] + x[d(2), d)] + [x,d(y)]d(z) = 0 (2.40)
bulunur. (2.40) esitliginde x = ux, u € I yazilarak Vx, y, z, u € I igin

0 = F(u0)[z, d)] + ylux, z] + ux[d(2), d(y)] + [ux, d(y)]d(2)

ve buradan

F(ulz,d()] + xdW[z,d()] + ulx, d(y)]d(2) + [w, d(y)]xd(2)
+ux[d(2), d)] + yulx, z] + y[u, z]x = 0 (2.41)

elde edilir. (2.41) esitliginde x = ux, u € I yazilip komiitator ¢arpim 6zelligi ve ters

tirev tanmimu1 kullanilarak Vx, y, z, u € I i¢in

0 = F(u®[z, d()] + xd(Wulz, d(y)] + uxd@W)lz, d(y)] + u?[x,d(y)]d(2)
+ulu, d)]xd(2)+[u, d(y)]uxd(2)+u’x[d(2), d(¥)]

+yu?[x, z] + yulu, z]x + y[u, z]Jux (2.42)
elde edilir. (2.41) esitliginde u yerine u? yazilip diizenlenirse Vx, y, z, u € I i¢in

0 = F(u? [z,d)] + xd(w?)[z,d)] + u? [x,d(»)]d(2) + ulu,d(y)]xd(2)
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+u, d(y)]uxd(2) + u? x[d(2), d(¥)]

+yu? [x,z] + y[u, zJux + yulu, z]x = 0 (2.43)
elde edilir. (2.42) esitliginden (2.43) esitligi ¢ikarilarak Vx, y, z, u € I igin
xdWulz, dy)] + uxd W[z, d(y)] — xd(w?)[z,d(y)] = 0 (2.44)
bulunur. (2.44) esitliginde x = tx, t € R yazilrsa Vx, y, z, u € I, t € R igin
txd(wWulz, d(y)] + utxd(w)[z, d(y)] — txd(w?)[z, d(y)] =0 (2.45)

elde edilir. (2.44) esitligi soldan t ile carpilip (2.45) esitliginden c¢ikarilip

diizenlenirse Vx, y, z,u € I, t € R igin

0 = txd(Wulz, d(y)] + utxd(W)[z, d(y)] — txdw?)[z, d(y)]

—txd(Wulz, dy)] — tuxd (W) [z, d(Y)] + txd(u?)[z,d(y)]

ve béylece

[u, tlxd(W)[z,d(y)] = 0

bulunur. Bu esitlikte z yerine zu yazilip yine bu esitlik kullantlarak

0= [u tlxd(W)[zu, d(y)]

= [u, tlxd(Wz[u, dY)] + [w, tlxd W[z, d(¥)]u

ve buradan

[, t]xd (W) z[u, d(y)] = 0 (2.46)

olur. (2.46) esitliginde sirastyla x yerine xu ve z yerine uz yazilirsa

[u, tlxud(u)z[u,d(y)] = 0 (2.47)
ve
[u, tlxd(Wuzu,d(y)] =0 (2.48)

bulunur. (2.47) esitliginden (2.48) esitligi ¢ikarilip diizenlenirse Vx,y, z, u €I,
t € R i¢in
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0 = [u, t]lxud(w)z[u, d(y)] — [u, t]xd (Wuzlu, d(y)]

[u, t]x[u, d(W)]z[u, d(y)]

olur. Bu esitlikte 6zel olarak t € R yerine d(u) ve y,z € I yerine ise sirasiyla

u, x € I yazildiginda Yu € [ igin

([w, d@WID?® = (0)

bulunur. R yariasal halka oldugundan sifirdan farkli nilpotent ideali yoktur.
Dolayisiyla [u, d(u)]I = (0) dir. Onerme 1.48 den Vu € I igin [u, d(u)] = 0 dur.

Benzer islemlerle aymi sonug Vx,y €I igin [F(x),d(y)]+ yx =0 igin de elde

edilir.

Teorem 2.8: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinin Yu € U i¢inu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir doniisiim
ve F:R = R tanimhi d doniisimii ile belirlenmis (F,d) genellestirilmis ¢arpimsal
ters tlirevi olmak iizere Vx,y € U i¢in F(xy) = F(x)F(y) ise bu durumda R
halkasinin Vx € I i¢in [d(x),x] = 0 olacak bi¢imde sifirdan farkli bir I ideali

vardir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasmin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali

vardir. Boylece hipotezden ve ters tiirev tanimindan Vx, y € [ i¢in

F(xy) = F(y)x + yd(x) = F(x)F (y) (2.49)

dir. (2.49) esitliginde y = zy alinip ters tiirev tanim1 kullanilirsa Vx, y, z € [ i¢in

0 = F(x)F(zy) — F(zy)x — zyd(x) = F(x)(F(y)z + yd(2)) — (F(y)z +
yd(z))x — zyd(x)

bulunur. Bu esitlikten Vx, y, z € [ i¢in
F(xX)F(y)z+ F(x)yd(z) — F(y)zx —yd(z)x — zyd(x) = 0 (2.50)

elde edilir. (2.49) esitligi sagdan z ile carpilip (2.50) esitliginden c¢ikarilirsa
Vx,y,z € I i¢in
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0=F)FQ)z+ F(x)yd(z) — F(y)zx — yd(z)x — zyd(x) — (F(x)F(y)z —
F(y)xz —yd(x)z) = F(x)F(y)z + F(x)yd(z) — F(y)zx — yd(z)x — zyd(x) —
FX)F(Y)z+ F(y)xz+ yd(x)z = F(x)yd(z) + F(y)(xz — zx) + (yd(x)z —

zyd(x)) — yd(2)x

bulunur. Bu esitlikte komiitatér garpim tanimi kullanilrak Vx, y, z € I igin
F(x)yd(z) + Fy)[x,z] + [yd(x),z] —yd(z)x =0 (2.51)
elde edilir. (2.51) esitliginde y +— zy diizenlenirse Vx, y, z € [ i¢in

0 = F(x)zyd(z) + F(zy)[x, z] + [zyd(x), z] — zyd(2)x

= F(x)zyd(2z) + (F(y)z + yd(2))[x, 2] + z[yd(x), z] — zyd(2)x

ve buradan

F(x)zyd(z) + F(y)z[x, z] + yd(2)[x, z]

+z[yd(x),z] —zyd(z2)x =0 (2.52)

elde edilir. (2.51) esitliginde x yerine zx yazilip ters tirev tamimi kullanilarak

diizenlenirse Vx, y, z € I igin
0 = F(zx)yd(z) + F(y)[zx, 2] + [yd(zx), 2] — yd(z)zx

= (F(x)z + xd(2))yd(2) + F(¥)z[x, z] + [yd(zx), z] — yd(2)zx

yani Vx, y, z € I igin

F(x)zyd(z) + xd(2)yd(z) + F(¥)z[x, z]

+[yd(zx),z] — yd(z)zx = 0 (2.53)
elde edilir. (2.53) esitliginden (2.52) esitligi ¢ikarilarak Vx, y, z € I igin

0 = F(x)zyd(2) + xd(2)yd(z) + F(¥)z[x, z] + [yd(zx), z] — yd(z)zx
—F(x)zyd(z) — F(y)z[x, z] — yd(2)[x, z] — z[yd(x), z] + zyd(z)x

ve buradan

xd(z)yd(z) + [yd(zx),z] — yd(z)zx
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—yd(z)[x,z] — z[yd(x),z] + zyd(z) = 0 (2.54)
bulunur. (2.54) esitliginde y = zy alinarak Vx, y, z € I igin

0 = xd(2)zyd(z) + z[yd(zx), z] — zyd(z)zx — zyd(z)|x, z]

—z2%[yd(x), z] + z%yd(z) (2.55)

bulunur. (2.54) esitligi soldan z ile ¢arpilip (2.55) esitliginden ¢ikarilirsa Vx, y, z € I

i¢in

0 = xd(2)zyd(z) + z[yd(zx), z] — zyd(2)zx — zyd(2)[x, z] — z*[yd(x), z]
+z%yd(z) — zxd(2)yd(z) — z[yd(zx), z] + zyd(2)zx

+zyd(2)[x, z] + z%[yd(x), z] — z*yd(2)x

= xd(z)zyd(z) — zxd(z)yd(z)

ve boylece

[xd(2),z]yd(z) =0 (2.56)
elde edilir. (2.56) esitligi sagdan z € [ ile garpilirsa Vx, y, z € [ igin
[xd(2),z]yd(z)z =0 (2.57)
olur. (2.57) esitliginde y = yx alimirsa Vx, y, z € I igin

[xd(z),z]yxd(z)z =0 (2.58)
elde edilir. (2.56) esitliginde y = yzx alimirsa Vx, y, z € [ igin
[xd(z),z]yzxd(z) = 0 (2.59)
bulunur. (2.59) esitliginden (2.58) esitligi ¢ikarilarak Vx, y, z € I igin
[xd(2),z]y[xd(z),z] =0

elde edilir. Onerme 1.48 den Vx, z € I i¢in [xd(z),z] = 0 dir. Bu esitlikte x yerine

d(z)x yazihp diizenlenerek Vx, y, z € I igin

[d(2),z]xd(z) =0 (2.60)
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bulunur. Bu esitlikte x yerine xz yazilirsa Vx, z € [ igin

[d(2),z]xzd(z) =0 (2.61)
bulunur. (2.60) esitligi sagdan z € [ ile carpilirsa Vx, z € [ igin
[d(2),z]xd(z)z =0 (2.62)
bulunur. (2.62) esitliginden (2.61) esitligi ¢ikarilip diizenlendiginde

[d(2), z]x[d(2),2z] = 0

olur. Béylece Onerme 1.48 den Vx € I igin [d(x), x] = 0 sonucu bulunur.

Teorem 2.9: R, 2 — torsion free yariasal halka, U, R halkasinin Yu € U i¢inu? € U
kosulunu saglayan ve merkezi olmayan bir Lie ideali olsun. d: R — R bir doniisiim
ve F: R — R tanimli d déniisiimii ile belirlenmis genellestirilmis ¢arpimsal ters tiirev
olmak tizere Vx, y € U igin F(xy) = F(y)F(x) ise bu durumda R halkasinin Vx € [
icin [d(x), x] = 0 olacak bi¢imde sifirdan farkl bir I ideali vardir.

Ispat: Teorem 2.1 den R halkasmin I € U olacak bigimde I # (0) olan bir I ideali

vardir. Boylece hipotezden ve ters tiirev tanimindan Vx, y € [ igin

F(y)F(x) —F(y)x —yd(x) =0 (2.63)

dir. (2.63) esitliginde y = zy alinip ters tiirev tanimi kullanilarak Vx, y, z € [ igin
0=F(zy)F(x) — F(zy)x — zyd(x)

= (F)z +yd(2))F(x) = (F(y)z + yd(2))x — zyd(x)

olur ve bu esitlikten Vx, y, z € [ igin

F(y)zF(x) + yd(2)F(x) — F(y)zx — yd(z)x — zyd(x) = 0 (2.64)

elde edilir. (2.64) esitliginde z yerine tz yazilirsa Vx, y, z € I, t € R igin
F(y)tzF(x) + yd(tz)F(x) — F(y)tzx — yd(tz)x — tzyd(x) =0 (2.65)

olur. (2.64) esitliginde y yerine ty yazilip ters tiirev tanimi kullanilarak Vx, y, z € I

i¢cin
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0 = F(ty)zF(x) + tyd(2)F (x) — F(ty)zx — tyd(2)x — ztyd(x)
= (F()t +yd(t))zF (x) + tyd(2)F (x) — (FO)t + yd(t))zx

—tyd(z)x — ztyd(x)

bulunur. Boylece

F(y)tz(F(x) —x) + yd()z(F(x) — x)

+tyd(z)(F(x) —x) — ztyd(x) = 0 (2.66)
elde edilir. (2.66) esitliginden (2.65) esitligi ¢ikarilarak

0 = F)tz(F(x) — x) + yd(£)z(F(x) — x) + tyd (2)(F(x) — x)

—ztyd(x) — F)tz(F(x) — x) — yd(t2)(F(x) — x) + tzyd(x)

bulunur. Bu esitlik komiitator carpim tanimi kullanilarak diizenlendiginde
(yd(t)z + tyd(z) — yd(tz))(F(x) — x) + [t, z]yd(x) = 0 (2.67)
elde edilir. (2.67) esitliginde ¢ = z alinarak Vx, y, z € I icin

0 = (yd(2)z + zyd(z) — yd(z2))(F(x) — x) (2.68)
saglanir. (2.68) esitliginde x = rx, r € R yazilarak

0 = (yd(2)z + zyd(z) — yd(z2))(F(rx) — 1)

ve béylece

0 = (yd(2)z + zyd(z) — yd(z2))(F()r + xd(r) — 1) (2.69)

elde edilir. (2.68) esitligi sagdan r € R ile garpilip (2.69) esitliginden ¢ikarilirsa
Vx,y,z €I, r €Rigin

0 = (yd(2)z + zyd(2z) — yd(z?))(F(x)r + xd(r) — rx)
—(yd(2)z + zyd(z) — yd(z*))(F(x) — x)r

= (yd(2)z + zyd(z) — yd(z%))(xd(r) — (rx — x1))
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ve

(yd(2)z + zyd(z) — yd(z%))(xd(r) — [r,x]) (2.70)
olur. (2.70) esitliginde x yerine xr yazilarak Vx, y, z € I, 7 € R igin

0 = (yd(2)z + zyd(z) — yd(z?))(xrd(r) — [r, xr])

= (yd(2)z + zyd(2) — yd(z2))(xrd(r) — x[r,r] — [r, x]r)

bulunur. O halde

(yd(2)z + zyd(z) — yd(z%)) (xrd(r) — [r,x]r) = 0 (2.71)

elde edilir. (2.70) esitligi sagdan r ile carpilip (2.71) esitliginden g¢ikarilip
diizenlendiginde Vx, y, z € I, r € R igin

0 = (yd(2)z + zyd(2) — yd(z%))(xrd(r) — [r, x]r)

—(yd(2)z + zyd(z) — yd(z?))(xd(r) — [r, x]Dr

= (yd(2)z + zyd(z) — yd(z%)) (xrd(r) — xd (r)r)

ve buradan

(yd(2)z + zyd(z) — yd(z?))x[r,d(r)] = 0 (2.72)
elde edilir. (2.72) esitliginde y yerine ty yazilirsa Vx, y, z € I, 7 € R igin
(tyd(2)z + ztyd(z) — tyd(z%))x[r,d(r)] = 0 (2.73)

olur. (2.72) esitligi soldan t ile carpilip (2.73) esitliginden ¢ikarilirsa Vx, y, z € I,
r,t € Ricin

0= (tyd(z)z + ztyd(z) — tyd(zz))x[r, d(r)] — t(yd(z)z + zyd(z) —
yd(z%))x[r,d(r)] = (tyd(2)z + ztyd(z) — tyd(z?) — tyd(2)z — tzyd(z) +
tyd(z®))x[r,d(r)] = (zt — tz)yd(2)x[r,d(r)] = [z, t]lyd(2)x[r, d(r)]

bulunur. Bu esitlikte t = d(z) ve r = z alinirsa Vx, y, z € I igin

[z,d(2)]yd(z)x[z,d(z)] = 0 (2.74)
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elde edilir. Bu esitlikte y yerine yz yazilirsa

[z,d(2)]yzd(z)x[z,d(z)] = 0 (2.75)
bulunur. (2.74) esitliginde x yerine zx yazilirsa

[z,d(2)]yd(z)zx|z,d(z)] = 0 (2.76)
bulunur. (2.75) esitliginden (2.76) esitligi ¢ikarilarak

0 = [z,d(2)]yzd(2)x[z,d(2)] — [z, d(2)]yd(z)zx|z,d(2)]

= [2,d(2)]y(zd(2) — d(2)z)x[z,d(2)]

= [z,d(2)]ylz, d(2)]x[z,d(2)]

elde edilir. Bu esitlik sagdan t € [ ile ¢arpilirsa V y, z € I igin

[z, d(2)]ylz, d(2)]x[z,d(2)]t = 0

bulunur. Buradan V z €1 icin ([z,d(2)])3 = (0) almr. R vyariasal halka
oldugundan sifirdan farkli nilpotent ideali yoktur. Dolayisiyla [z, d(z)]I = (0) dir.

Onerme 1.48 denise Vz € I i¢in [d(2), z] = 0 saglanir. Béylece ispat tamamlanur.

44



KAYNAKLAR

[1] Ashraf, M., Ali, A. and Ali, S. (2007). Some commutativity theorems for rings
with generalized derivations, Southeast Asian Bull. Math., 31, 415-421.

[2] Bell, H. E. and Kappe, L. C. (1989). Rings in which derivations satisfy certain
algebraic conditions, Acta Math. Hungarica, 53, 339-346.

[3] Bergen, J. (1983). Derivations in prime rings, Canadian Math. Bull., 26 (3), 267-

270.

[4] Bresar, M., Vukman, J. (1989). On some additive mappings in rings with
involution, Aequationes Mathematicae, 38, 178-185.

[5] Bresar, M. (1991). On the distance of the composition of two derivations to

the generalized derivations, Glasgow Math. J., 33, 89-93.

[6] Daif, M. N. (1991). When is a multiplicative derivation additive, Int. J. Math.

Math. Sci., 14 (3), 615-618.

[7] Daif, M. N. and Bell, H. E. (1992). Remarks on derivations on semiprime rings,
Internat J. Math. And Math. Sci., 15, No:1, 205-206.

[8] Daif, M.N. and Tamman El-Sayiad M. S. (1997). Multiplicative generalized
derivation which are additive, East-West J. Math., 9 (1), 31-37.

[9] Dhara B. and Ali, S. (2013). On multiplicative (generalized)-derivations in
prime and semiprime rings, Aequationes Mathematicae, 86 (1-2), 65-79.

[10] Herstein I. N., (1969). Topics in ring theory, University of Chicago Press.

[11] Herstein 1. N., (1976). Rings with involution, University of Chicago Press.

[12] Samman, M. S. and Thaheem, A. B. (2003). Derivations and reverse
derivations in semiprime rings, Int. Math. Forum, 2, No:39, 1895-1902.

[13] Samman, M. S. and Alyamani, N. (2007). Derivations on semiprime rings, Int.
J. Of Pure and Applied Mathematics, 5(4), 469-477.

[14] Tiwari, S. K., Sharma, R. K. and Dhara, B. (2018). Some thorems of
commutativity on semiprime rings with mappings, Southeast Asian Bulletin of
Mathematics, 42, 279-292.

[15] Vukman, J. (1990). Commuting and centralizing mappings in prime rings,
Proc. Amer. Math. Soc., 109, 47-52.

45



[16] Posner, E. C. (1957). Derivations in prime rings, Proc. Amer. Math. Soc., 8,
1093-1100.

46



OZGECMIS

Kisisel bilgiler

Adi Soyadi Merve Gamze KARA
Dogum Yeri ve Tarihi Sivas, 19.05.1989

Medeni Hali Bekar

Yabanci Dil Ingilizce, Arapga

E-posta Adresi mervegamzekara@gmail.com

Egitim ve Akademik Durumu
Lise Haci MehmeE Sabanci Lisesi, 2006
Lisans Cumhuriyet Universitesi, Matematik Boliimii, 2014

47



