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ÖZET 

TODA LATTİCE DENKLEMİ İÇİN BAZI TAM ÇÖZÜMLER 

Ali Askar DENİZER 

Yüksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dalı 

Danışmanı: Doç.Dr. Nilüfer TOPSAKAL 

2019, 30+x sayfa 

 

  Bu tez on bölümden oluşmaktadır. 1. bölümde temel kavramlar verilmiştir. 2. bölümde, 

lineer olmayan kısmi türevli diferansiyel denklemlerin öneminden bahsedilmiştir. 3. 

bölümde, ters saçılım dönüşümü tanımlanıp, bu dönüşüm bir diyagram yardımıyla 

anlatılmıştır. 4. bölümde,  Lax yöntemi ve 5. bölümde de AKNS yöntemi verilmiştir. 6. 

bölümde düz saçılım problemi ve 7. bölümde de saçılım verileri için zaman evolüsyonu 

anlatılmıştır. 8. bölümde ters saçılım problemi, 9. bölümde soliton teorisi verilmiştir. Son 

bölümde de Toda Lattice denkleminin tam çözümlerini elde etmek için bir algoritma ve 

örnekler verilmiştir. 

 Anahtar Kelimeler: AKNS yöntemi, Lax yöntemi, Saçılım verisi, Soliton, Ters saçılım 

dönüşümü, Tam çözüm, Toda-Lattice denklemi. 
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ABSTRACT 

SOME EXACT SOLUTIONS TO THE TODA LATTICE EQUATION 

Ali Askar DENİZER 

Master of Science Thesis, Department of Mathematics 

Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Nilüfer TOPSAKAL 

2019, 30+x pages 

 

  This thesis consists of ten sections. In the first section important concepts  have been 

given. In the second section, importance of nonlinear partial differential equations have 

been given. In the third section, inverse scattering transform has been defined, then it has 

been explained with help of the diagram.  In the fourth section,  AKNS method  and in 

the fifth section Lax method have been given. In the sixth section, direct scattering 

problem and in the seventh section, time evolution of the scattering data have been given. 

In the eight section, inverse scattering problem has been given. In the ninth section, the 

theory of soliton have been studied. Finally, in the last section, an algorithm for obtaining 

exact solution of Toda-Lattice equation and examples have been given. 

  Keywords: AKNS Method, Lax Method, Scattering data, Solitons, Inverse scattering 

transform, Exact solution, Toda-Lattice equation. 
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1.TEMEL KAVRAMLAR

Tan¬m 1.1:

y0 = f(x; y) (1.1)

şeklinde birinci mertebeden diferansiyel denklem verilsin. Denklemin sa¼g
taraf¬ndaki f(x; y) fonksiyonunun, xoy düzleminin birD alt bölgesinde tan¬m-
land¬¼g¬n¬varsayal¬m ve (x0; y0) 2 D olsun. (1.1) diferansiyel denkleminin

y(x0) = y0

koşulunu sa¼glayan ((x0; y0) noktas¬ndan geçen) y = y(x) çözümünün bu-
lunmas¬problemine başlang¬ç de¼ger problemi veya Cauchy problemi
denir.

Tan¬m 1.2: L; D(L) tan¬m kümesinde s¬n¬rl¬lineer bir operatör olsun.

Ly = �y

eşitli¼gini sa¼glayan s¬f¬rdan farkl¬y(x) fonksiyonu varsa � say¬s¬na L operatö-
rünün öz de¼geri, y(x; �) fonksiyonuna ise, � ya kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyon
denir.

Tan¬m 1.3: f�ng dizisi L operatörünün öz de¼gerleri ve y (x; �n) ler de
bu öz de¼gerlere kaŗs¬l¬k gelen öz fonksiyonlar olmak üzere

�n =

bZ
a

y2 (x; �n) dx

say¬lar¬na L operatörünün normalleştirici say¬lar¬denir.

Tan¬m 1.4: f�ngn�0 özde¼gerler ve f�ng normalleştirici say¬lar dizilerine
L operatörünün spektral karakteristikleri denir.

Tan¬m 1.5: L diferansiyel operatörü verildi¼ginde spektral karakteristik-
lerinin bulunmas¬problemine düz problem, spektral karakteristikleri veril-
di¼ginde bu hangi L diferansiyel operatörüne ait spektral karakteristikleri
oldu¼gunun araşt¬r¬lmas¬problemine ise ters problem denir.

Tan¬m 1.6: Diferansiyel denklemde, verilen potansiyele kaŗs¬l¬k gelen
saç¬l¬m verisini bulma problemine düz saç¬l¬m problemi denir.
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Tan¬m 1.7: Lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklem için başlang¬ç
de¼ger problemi, ters saç¬l¬m dönüşümü yard¬m¬yla çözülebiliyorsa böyle lineer
olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemlere integrallenebilirdir denir.

Tan¬m 1.8: Diferansiyel denklemde, verilen saç¬l¬m verilerine kaŗs¬l¬k
gelen potansiyeli belirleme problemine ters saç¬l¬m problemi denir.
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2. L·INEER OLMAYAN KISM·I TÜREVL·I D·IFERANS·IYEL
DENKLEMLER

Literatürden de bilindi¼gi gibi lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel
denklemleri çözmek için genel bir çözüm yöntemi yoktur. Yine de baz¬lineer
olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemler için başlang¬ç de¼ger problemi,
ters saç¬l¬m dönüşümü yard¬m¬yla çözülebilmektedir. Bu tip denklemlere,
literatürde integrallenebilir oluşum (evolucation) denklemleri ad¬verilmekte-
dir. Bu denklemler için baz¬temel fonksiyonlarla ifade edilen çözümleri var
olabilmektedir. Bu tip çözümler, lineer olmayan denklemleri daha iyi anlaya-
bilmek için büyük öneme sahiptir. Bu çözümler, baz¬lineer olmayan k¬smi
türevli diferansiyel denklemleri çözmek için nümerik metotlar¬n do¼grulu¼gunu
test etmekte de kullan¬labilmektedir.

·Integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemler bir
çok önemli �ziksel uygulamalara sahiptir. Örne¼gin; KdV (Korteweg de Vries)
denklemi

ut � 6uux + uxxx = 0 (2.1)

uzun, dar ve karanl¬k kanallarda su dalga yüzeyini tan¬mlar [1], [2].
Lineer olmayan Schrödinger denklemi

iut + uxx + 2 juj2 u = 0 (2.2)

dip sulardaki yüzey dalgalar¬nda ve optik �berdeki elektromanyetik dal-
galar¬n modellemesinde ortaya ç¬km¬̧st¬r [3]. Sine-Gordon denklemi de

uxt = sinu (2.3)

süperkondüktörler aras¬nda bir boşluktaki manyetik alan¬n incelenmesinde
yard¬mc¬olmaktad¬r [4].
1834�te Edinburg ve Glasgow aras¬ndaki sendika kanal¬nda ·Iskoçyal¬mühendis

John Scott Russel taraf¬ndan solitonun ilk gözlemi yap¬ld¬. Russel 1844�te
·Ingiliz Bilimsel Geli̧sme derne¼gine bu gözlemini bildirdi [5]. Ancak topluluk
bu gözleme ilgi göstermedi. Bu topluluktaki matematikçi George Airy, sakin
su dalgalar¬n¬n varl¬¼g¬na inanmad¬[4].
Hollandal¬ matematikçi Korteweg ve onun doktora ö¼grencisi de Vries

günümüzde KdV denklemi olarak bilinen dar, karanl¬k kanallarda dalga yüzeyiyle
ilgili ilk çal¬̧smalar¬n¬1895�te yay¬nlad¬[1]. Günümüzde tek soliton çözüm
olarak bilinen bu makalenin 1965�e kadar önemi anlaş¬lmad¬.
Enrico Fermi, J. Pasta ve S. Ulam ile, birçok lineer olmayan terim-

leri de içeren güç kaynaklar¬taraf¬ndan birleştirilen, komşu parçac¬klardaki
64 parçan¬n tek boyutlu dinamik sistemini say¬sal olarak analiz etti. Fer-
min�in, 1954�de ölümünden sonra Pasta ve Ulam son birkaç say¬sal örnek-
lerini tamamlad¬ [6] ve hiç yay¬mlanmayan bir ön bask¬haz¬rlad¬. Bu ön
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bask¬Fermi�nin makalelerinde ortaya ç¬kt¬[7] ve ayn¬zamanda literatürde de
mevcuttur [8].
1965�te Zabusky ve Kruskal KdV denklemi için sakin dalga (solitary

wave) çözümleri aç¬s¬ndan Fermi Pasta Ulam problemini aç¬klam¬̧slard¬r [2].
Ters saç¬l¬m dönüşümü, 1967 de Gardner, Greene, Kruskal ve Miura taraf¬n-
dan düz ve ters saç¬l¬m problemi yard¬m¬yla lineer olmayan k¬smi türevli
diferansiyel denklemler için konulan başlang¬ç de¼ger problemini çözmek için
geli̧stirilmi̧stir [9].
Burada yazarlar, integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel

denklem olan KdV denklemi

ut � 6uux + uxxx = 0 (2.1)

ile birleştirilen Schrödinger denkleminin

@2	

@x2
+ u(x; t)	 = k2	

şeklinde oldu¼gunu gösterdiler.
1972 de Zakharov ve Shabat Schrödinger denklemi için başlang¬ç de¼ger

problemini ters saç¬l¬m metoduyla çözüldü¼günü ispatlam¬̧st¬r [3].

iut + uxx + 2 juj2 u = 0 (2.2)

i karmaş¬k say¬s¬
p
�1 olmak üzere 1. mertebeden lineer8>><>>:

d�

dx
= �i�� + u(x; t)�

d�

dx
= i��� u(x; t)�

(2.4)

sistemiyle temsil edilece¼gini göstermi̧slerdir. Bu sistem Zakharov-Shabat sis-
temi olarak bilinmektedir. Ard¬ndan 1972 de Wadati, mKdV denklemi için

ut + 6u
2ux + uxxx = 0 (2.5)

başlang¬ç de¼ger probleminin,8>><>>:
d�

dx
= �i�� + u(x; t)�

d�

dx
= i��� u(x; t)�

(2.6)

lineer sistemi için konulan ters saç¬l¬m problemi yard¬m¬yla çözülebilece¼gini
ispatlam¬̧st¬r [10].
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1973�te de, Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur Sine-Gordon denklemi

uxt = sinu

için başlang¬ç de¼ger probleminin,8>><>>:
d"

dx
= �i�"� 1

2
ux(x; t)�

d�

dx
= i��+

1

2
ux(x; t)"

lineer sistemi için konulan ters saç¬l¬m probleminin yard¬m¬yla çözülebile-
ce¼gini ispatlam¬̧slard¬r [11], [12].
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3. TERS SAÇILIM DÖNÜŞÜMÜ

Bir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denkleme kaŗs¬l¬k gelen başlan-
g¬ç de¼ger problemi, ters saç¬l¬m dönüşümü yard¬m¬yla çözülebilirse integral-
lenebilirdir şeklinde tan¬mlam¬̧st¬k. Burada ters saç¬l¬m dönüşümü şu şekilde
aç¬klanabilir: Herbir integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel
denklemlere (� parametresine ba¼gl¬) bir lineer adi diferansiyel denklem (veya
lineer adi diferansiyel denklem sistemleri) kaŗs¬l¬k getirilir. Burada lineer ol-
mayan k¬smi türevli diferansiyel denklemin çözümü olan u(x; t), lineer adi
diferansiyel denklem de potansiyel olarak adland¬r¬lan bir katsay¬fonksiyo-
nudur.
Lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklem, s¬ras¬yla boyut ve za-

man koordinatlar¬ad¬verilen x ve t ba¼g¬ms¬z de¼gi̧skenlerine sahiptir. Lineer
adi diferansiyel denklemde de, x ba¼g¬ms¬z de¼gi̧sken, � ve t parametrelerdir.
Burada herbir sabit t de¼geri için x sonsuza giderken u(x; t) s¬f¬ra gider. O

halde, s(�; t) saç¬l¬m verileri ile tek olarak belirlenebilen u(x; t) potansiyelinin
bulundu¼gu lineer adi diferansiyel denklem için bir saç¬l¬m dönüşümü buluna-
bilir.
Her x de¼geri için verilen u(x; t) fonksiyonundan, her � için s(�; t) yi be-

lirleme problemi; lineer adi diferansiyel denklem için düz saç¬l¬m problemi
olarak bilinir. Di¼ger taraftan s(�; t) den u(x; t) yi belirleme problemi, lineer
adi diferansiyel denklem için ters saç¬l¬m problemi olarak bilinir. Bir integral-
lenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemler için ters saç¬l¬m
dönüşümünü aşa¼g¬daki diyagram ile aç¬klayabiliriz:

u(x; 0)
lineer olmayan ktdd çözümü

lineer add icin t=0 da düz saç¬l¬m¬�! s(�; 0)

# #

u(x; t)
lineer add icin ters saç¬l¬m �

bir süre sonra saç¬l¬m¬

s(�; t)

lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denkleme kaŗs¬l¬k gelen başlang¬ç
de¼ger problemini çözmek için yani verilen u(x; 0) fonksiyonundan u(x; t)
fonksiyonunu belirlemek için şu üç ad¬m takip edilir:
i) t = 0 an¬nda lineer adi diferansiyel denklemle ilgili düz saç¬l¬m prob-

leminin çözmek, şöyle ki u(x; 0) başlang¬ç verisinden s(�; 0) başlang¬ç saç¬l¬m
verisini belirlemek.
ii) t = 0 an¬ndaki s(�; 0) saç¬l¬m verisinden herhangi bir t an¬nda ki s(�; t)

saç¬l¬m de¼gerini elde etmek.
iii) Sabitlenmi̧s t an¬nda, lineer adi diferansiyel denklem için ters saç¬l¬m

problemini çözmek. Yani s(�; t) saç¬l¬m verisinden, u(x; t) potansiyel fonksi-
yonunu elde etmek.
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Burada, u(x; t) fonksiyonunun integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli
diferansiyel denklemi sa¼glad¬¼g¬ve t �! 0 için limit de¼gerinin, u(x; 0) başlang¬ç
de¼geri ile ayn¬oldu¼gu görülmektedir.
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4. LAX YÖNTEM·I

Bir lineer adi diferansiyel denklem kaŗs¬l¬k gelen integrallenebilir lineer
olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemi elde etmek için 1968 y¬l¬nda Peter
Lax, bir yöntem bulmuştur [13]. Lax ismi ile an¬lan bu yöntemde esas amaç
şu şekilde verilir:

L	 = �	 problemi ile verilen bir L lineer operatörü ile aşa¼g¬daki yön-
temlerle bir A operatörü bulunur:
i) � spektral parametresi; t zaman¬na ba¼gl¬de¼gildir, yani �t = 0
ii) 	t � A	 ifadesi ayn¬L	 = �	 probleminin bir çözümüdür.
iii) Lt + LA � AL de¼geri, bir diferansiyel operatör de¼gil, bir çarp¬msal

operatördür. Burada ii) den

L (	t � A	) = � (	t � A	) (4.1)

bulunur. L	 = �	 yard¬m¬yla ve �t = 0 oldu¼gu bilindi¼ginden (4.1) den

L	t � LA	 = �	t � A (�	) = @t (L	)� AL	
= Lt	+ L	t � AL	 (4.2)

elde edilir. Daha sonra (4.2) eşitli¼gininden,

(Lt + LA� AL)	 = 0
bulunur. iii) den

Lt + LA� AL = 0 (4.3)

oldu¼gu elde edilir. (4.3) denklemi I. mertebeden türev içeren bir evolüsyon
denklemidir ve bu denklem ba¼gdaşabilirlik koşulu olarak adlandand¬r¬l¬r.
Şimdi Lax yöntemi ile (2.2) Schrödinger denkleminden, (2.1) KdV denk-

lemini elde edelim. Bunun için Schrödinger denklemini � := k2 ve

L := �@2x + u (x; t) (4.4)

olmak üzere L	 = �	 şeklinde yazal¬m.
(4.4) de tan¬mlanan L lineer operatörü ile A operatörünü

A := �3@
3
x + �2@

2
x + �1@x + �0 (4.5)

şeklinde belirleyelim. Burada i = 0; 1; 2; 3 için �i katsay¬lar¬x ve t ye ba¼gl¬
olabilir ama � spektral parametresine ba¼gl¬de¼gildir.

8



Lt = ut oldu¼gundan (4.3) denkleminde (4.4) ve (4.5) operatörleri kul-
lan¬ld¬¼g¬nda,

()@5x + ()@
4
x + ()@

3
x + ()@

2
x + ()@x + () = 0 (4.6)

elde edilir. iii) den dolay¬() ile gösterilen herbir katsay¬s¬f¬r olmal¬d¬r ve bu
durumda

�3 = c1; �2 = c2; �1 = c3 �
3

2
c1u; �0 = c4 �

3

4
c1ux � c2u

oldu¼gu görülür. Burada c1; c2; c3 ve c4 key� sabitlerdir. (4.6) daki kat-
say¬larda c1 = �4 ve c3 = 0 olarak al¬n¬rsa (2.1) KdV denklemi elde edilir.
Üstelik c2 = c4 = 0 al¬n¬rsa A operatörü,

A = �4@3x + 6u@x + 3ux (4.7)

şeklinde bulunur.
(2.4) deki Zakharov-Shabat sistemi için de benzer yöntem uygulanabilir.

L lineer diferansiyel operatörü,

L := i

�
1 0
0 �1

�
@x � i

�
0 u(x; t)

u(x; t) 0

�
şeklinde tan¬mlanmak üzere

L	 = �	

denklemini ele alal¬m. Bu durumda A operatörü

A = 2i

�
1 0
0 �1

�
@2x � 2i

�
0 u
u 0

�
@x � i

�
� juj2 ux
ux juj2

�
(4.8)

olarak elde edilir ve (4.3) deki ba¼gdaşabilirlik koşulu (4.3) deki lineer olmayan
Schrödinger denklemini verir.
(2.6) daki I. mertebeden lineer sistem için, L	 = �	 yazal¬m.

L := i

�
1 0
0 �1

�
@x � i

�
0 u(x; t)

u(x; t) 0

�
şeklinde tan¬mlanmak üzere kaŗs¬l¬k gelen A operatörü

A = �4
�
1 0
0 �1

�
@3x � 6

�
u2 �ux
ux u2

�
@x �

�
6uux �3uxx
3uxx 6uux

�
biçiminde bulunur ve (4.3) deki ba¼gdaşabilirlik koşulu, (2.5) deki mKdV
denklemini verir.
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5. AKNS YÖNTEM·I

1973 y¬l¬nda Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur integrallenebilir lineer ol-
mayan k¬smi türevli diferansiyel denklemlere kaŗs¬l¬k gelen lineer adi dife-
ransiyel denklem için Lax yönteminden farkl¬bir yöntem buldular [11], [12].
AKNS yöntemi olarak adland¬r¬lan bu yöntem şu şekildedir:
I.mertebeden

vx = Xv

sistemine kaŗs¬l¬k X lineer operatörü verildi¼ginde bir T operatörü şu şekilde
bulunabilir:
i) � parametresi; t zaman¬na ba¼gl¬de¼gildir, yani �t = 0
ii) v0t � Tv ifadesi vx = Xv denkleminin bir çözümüdür. Yani

(vt � Tv)x = X(vt � Tv)

eşitli¼gi sa¼glan¬r.
iii) Xt� Tx+XT � TX bir diferansiyel operatör de¼gil çarp¬msal opera-

tördür.
ii) den

vtx � Txv � Tvx = Xvt �XTv

= (Xv)t �Xtv �XTv

= (vx)t �Xtv �XTv

= vxt �Xtv �XTv

: (5.1)

bulunur. vtx = vxt eşitli¼ginden ve TXv = Tvx oldu¼gunu kullan¬rsak, (5.1)
den,

vtx � Txv � Tvx|{z}
=(TXv)

= vxt �Xtv �XTv

yani
(Xt � Tx +XT � TX)v = 0

olur ve iii) den
Xt � Tx +XT � TX = 0 : (5.2)

oldu¼gu elde edilir.
AKNS yöntemine bir örnek olarak, (2.2) Schrödinger denkleminden (2.1)

KdV denkleminin elde edilebilece¼gini gösterelim. Schrödinger denklemindeki
� := k2 alal¬m.

vx = Xv
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I. mertebeden lineer sistemini

v :=

�
	x
	

�
; X :=

�
0 u(x; t)� �
1 0

�
:

alal¬m ve T operatörü de

T =

�
� �
� �

�
;

şeklinde olsun. �; �; � ve �; x; t ve ��ya ba¼gl¬olabilir.
(5.2) deki (Xt � Tx +XT � TX = 0) ba¼gdaşabilirlik koşulundan,

Xt =

�
0 ut(x; t)
0 0

�
; Tx =

�
�x �x
�x �x

�
;

TX =

�
� �
� �

� �
0 u(x; t)� �
1 0

�
=

�
� �u(x; t)� ��
� �u(x; t)� ��

�
;

XT =

�
0 u(x; t)� �
1 0

� �
� �
� �

�
=

�
�u(x; t)� �� �u(x; t)� ��

� �

�
sa¼glan¬r. Bu ifadeler (5.2) de yerine yaz¬l¬rsa

�
0 ut(x; t)
0 0

�
�
�
�x �x
�x �x

�
+

+

�
�u(x; t)� �� �u(x; t)� ��

� �

�
�
�
� �u(x; t)� ��
� �u(x; t)� ��

�
= 0:

bulunur. Buradan da, U = �x � � + �(u(x; t)� �);
V = ut(x; t) � �x + �(u(x; t) � �) � �(u(x; t) � �); Y = ��x + � � �;
Z = �x + � � �(u(x; t)� �) olmak üzere�

U V
Y Z

�
=

�
0 0
0 0

�
(5.3)

elde edilir.
(5.3) deki matris denkleminden ,

� = ��x + �(u(x; t)� �); � = �� �x; �x = ��x : (5.4)

yaz¬labilir. Gerçekten de
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�x = � � �(u� �) = ��x + �(u� �)� �(u� �)
oldu¼gundan �x = ��x eşitli¼gi sa¼glan¬r.
(5.3)�den

ut = �x � �u+ ��+ �u� ��;
d¬r ve

� = ��x+ (u� �)�;
oldu¼gundan,

�x = (��x+ (u� �)�)x = ��xx + (u� �)x�+ (u� �)�x:

bulunur.
� = ���x oldu¼gu göz önünde bulundurularak denklemde yerine yazarsak,

ut = ��xx + ux�� �x�+ u�x � ��x � �u+ �xu+ ��� �x�+ �u� ��

= �2�x�+ 2�xu� �xx + ux�� �x�

= ut � 2�x(u� �) + �xx � ux�+ �x� = 0

:

olur.
�x� = 0 oldu¼gundan

ut � 2�x(u� �) + �xx � ux� = 0 :
olur. �x = ��x ve � = �� �x oldu¼gundan

�xx = ��xx; �x = �� �; �xxx = �2�xx

dir. Buradan da
�xx = �

1

2
�xxx

yaz¬labilir. Dolay¬s¬yla da,

ut +
1

2
�xxx � ux�� 2�x(u� �) = 0 : (5.5)

denklemi elde edilir.
(5.5) deki denklemde, � spektral parametresini � = �& + � şeklinde al¬p,

�x = (�& + �)x = �x& + �&x + �x
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�xx = �xx& + 2�x&x + �&xx + �xx

�xxx = �xxx& + 3�xx&x + 3�x&xx + �&xxx + �xxx

bu türevler (5.5) deki denklemde yerine yaz¬l¬rsa,

ut +
1

2
(�xxx& + 3�xx&x + 3�x&xx + �&xxx + �xxx)� ux(�& + �)

�2(�x& + �&x + �x)(u� �) = 0

�x = �xx = �xxx = 0 oldu¼gundan

2&x�
2 + (

1

2
&xxx � 2&xu+ 2�x � ux&)�+ (ut +

1

2
�xxx � 2�xu� ux�) = 0

elde edilir.
��n¬n herbir kuvvetinin katsay¬s¬n¬s¬f¬ra eşitlersek,

& = c1; � =
1

2
c1u+ c2; ut �

3

2
c1uux � c2ux +

1

4
c1uxxx = 0; (5.6)

olur ki burada c1; c2 key� sabitlerdir. Özel olarak c1 = 4; c2 = 0 seçersek
(5.6) da KdV denklemini elde ederiz.
(5.4) yard¬m¬yla da,

� = ux + c3; � = �4�2 + 2�u+ 2u2 � uxx; � = 4�+ 2u; � = c3 � ux

yaz¬l¬r ki burada c3 key� sabittir. c3 = 0 olarak seçilirse

T =

�
ux �4�2 + 2�u+ 2u2 � uxx

4�+ 2u �ux

�
:

bulunur.
(2.4) Zakharov-Shabat sistemi içinde benzer şekilde vx = Xv yazarak X

operatörü

X :=

�
�i� u(x; t)

�u(x; t) i�

�
ve T matris operatörü de

T =

�
�2i�2 + i juj2 2�u+ iux
�2�u+ iux 2i�2 � i juj2

�
olarak tan¬mlan¬rsa lineer olmayan Schrödinger denklemi denklemi elde edilir.
Benzer şekilde (2.6) 1. mertebeden lineer sistemin de vx = Xv yaz¬l¬rsa
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X :=

�
�i� u(x; t)
�u(x; t) i�

�
ve T matris operatörü de

T =

�
�4i�3 + 2i�u2 4�2u+ 2i�ux � uxx � 2u3

�4�2u+ 2i�ux + uxx + 2u
3 4i�3 � 2i�u2

�
şeklinde seçilirse (2.5) mKdV denklemi elde edilir.
Yine ayn¬şekilde vx = Xv ile

X :=

264 �i� �1
2
ux(x; t)

1

2
ux(x; t) i�

375 ;
ve T matris operatörü de

T =
i

4�

�
cosu sinu
sinu � cosu

�
;

seçilirse Sine-Gordon denklemi olan uxt = sinu elde edilir.
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6. DÜZ SAÇILIM DÖNÜŞÜMÜ

Düz saç¬l¬m dönüşümü, potansiyel bilindi¼gi zaman saç¬l¬m verilerini be-
lirlemekten ibarettir. Bu problem genellikle belli özel çözümler elde edilerek
çözülür. Bu çözümler ilgili lineer adi diferansiyel denklem için Jost çözümü
olarak bilinir. Uygun saç¬l¬m verileri, sonsuzda Jost çözümlerinin asimtotik
davran¬̧slar¬yard¬m¬yla veya Jost çözümlerinin Wronskiyan¬yard¬m¬yla kuru-
labilir. Bu bölümde (2.2) Schrödinger denklemi ve (2.4) Zakharov-Shabat sis-
temiyle ilgili saç¬l¬m verileri ele al¬nacakt¬r. Lineer adi diferansiyel denklemler
için saç¬l¬m verileri, benzer şekilde elde edilebilir. Sabitlenmi̧s t noktas¬nda

Faddeev s¬n¬f¬ndan (yani u reel de¼gerli

1Z
�1

dx(1 + jxj) ju(x; t)j integrali sonlu

demektir), u(x; t) potansiyel fonksiyonunu ele alal¬m. Schrödinger denklemi
iki tip çözüme sahiptir. Bunlar saç¬l¬m çözümleri ve ba¼gl¬durum (bound-

state) çözümleridir. Saç¬l¬m çözümleri x �!
�
+1 iken eikx ve e�ikx lerin

lineer kombinasyonundan oluşur (k 2 Rn f0g) :
·Iki lineer ba¼g¬ms¬z saç¬l¬m çözümü s¬ras¬yla fl ve fr; aşa¼g¬daki asimtotik

koşullar¬sa¼glayan Schrödinger denkleminin sol ve sa¼g Jost çözümleri olarak
bilinir.

fl(k; x; t) = eikx + o(1); f
0
l (k; x; t) = ikeikx + o(1); x �! +1;

fr(k; x; t) = e�ikx + o(1); f
0
r(k; x; t) = �ike�ikx + o(1); x �! �1:

(6.1)

Kalan k¬s¬mlar¬

fl(k; x; t) =
eikx

T (k; t)
+
L(k; t)e�ikx

T (k; t)
+ o(1); x �! �1;

fr(k; x; t) =
e�ikx

T (k; t)
+
R(k; t)eikx

T (k; t)
+ o(1); x �! +1

(6.2)

şeklinde yaz¬l¬r. Burada T; geçi̧s katsay¬s¬, L ve R, sol ve sa¼g yans¬ma
katsay¬lar¬olarak adland¬r¬l¬r.
C+ üst yar¬kompleks düzlemini ele alal¬m. (2.2) deki bound state çözümünde

x de¼gi̧skenine göre L2(R)�ye aittir. u(x; t) Faddeev s¬n¬f¬ndan oldu¼gundan
bound state say¬lar¬sonlu, her bir bound state tek katl¬ve bound state çözüm-
leri sadece C+ imajiner eksen üzerinde belli k de¼gerlerinde ortaya ç¬kabilir
[5; 7� 9] : Ba¼gl¬durum (bound state) say¬lar¬n¬N ile gösterelim.

0 < k1 < k2 < � � � < kN
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olmak üzere k = ikj noktalar¬nda ba¼gl¬ durum (bound state) oldu¼gunu
varsayal¬m. Herbir ba¼gl¬durum (bound state), C+ da bir T kutbuna kaŗs¬l¬k
gelir. k = ikj de herhangi ba¼gl¬durum (bound state) çözümü, fl(ikj; x; t)
nin bir sabit kat¬d¬r.
Burada clj(t) ve crj(t) sol ve sa¼g ba¼gl¬durum (bound state) normalleştirici

say¬lar¬s¬ras¬yla

clj(t) :=

24 1Z
�1

dxfl(ikj; x; t)
2

35�
1

2
; crj(t) :=

24 1Z
�1

dxfr(ikj; x; t)
2

35�
1

2

şeklinde tan¬mlayabiliriz. Bu say¬lar T nin herbir rezidüleri

Re z(T; ikj) = iclj(t)
2
j(t) = i

crj(t)
2


j(t)
(6.3)

ile ba¼glant¬l¬d¬r. Burada 
j(t) say¬s¬


j(t) :=
fl(ikj; x; t)

fr(ikj; x; t)
(6.4)

şeklinde tan¬mlanan ba¼g¬ml¬sabitlerdir. 
j(t) nin i̧sareti (�1)N�j ile ayn¬d¬r
dolay¬s¬yla crj(t) = (�1)N�j
j(t)clj(t) dir.
(2.2) ye kaŗs¬l¬k gelen saç¬l¬m matrisi R ve L yans¬ma katsay¬lar¬ve T

geçi̧s katsay¬s¬ndan oluşur ve yans¬ma katsay¬lar¬n¬n biri ve fkjg den oluştu-
rulabilmektedir. Örne¼gin; e¼ger k 2 R için R(k; t) sa¼g yans¬ma katsay¬s¬yla
başlarsak

T (k; t) =

 
NY
j=1

k + ikj
k � ikj

!
exp

0@ 1

2�i

1Z
�1

ds
log(1� jR(s; t)j2

s� k � i0+

1A ; k 2 C+ [ R

elde edilir. Burada i0+ terimi C+ da k 2 R ler için limiti göstermektedir.
Bu durumda L(k; t) sol yans¬ma katsay¬s¬da

L(k; t) = �R(k; t)T (k; t)
T (k; t)

; k 2 R

olur.
Bir boyutlu Schrödinger denklemi için düz saç¬l¬m problemi ile ilgili lite-

ratürde [5; 7� 9] çal¬̧smalar¬mevcuttur. Burada x 2 R ve herbir sabitlenmi̧s
t için u(x; t) nin fR; fkjg ; fcljgg saç¬l¬m verilerinden tek olarak belirlendi¼gi
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[5; 7� 9] çal¬̧smalar¬nda gösterilmi̧stir. cj(t) := clj(t)
2 alarak bir saç¬l¬m verisi

kümesi fR; fkjg ; fcj (t)gg şeklinde ifade edilmi̧stir.
Schrödinger denklemine kaŗs¬l¬k gelen saç¬l¬m verisini tan¬mlayabilmek

için (2.4) Zakharov-Shabat sistemine kaŗs¬l¬k gelen saç¬l¬m verisini tan¬mla-
mak gerekir. Her t için u(x; t) nin x�e göre integrallenebilir oldu¼gunu ve
(2.4) denkleminin s¬ras¬yla aşa¼g¬daki asimtotik koşullar¬sa¼glayan 	(�; x; t)
ve �(�; x; t) sol ve sa¼g Jost çözümlerinin tek oldu¼gunu kabul edelim.

	(�; x; t) =

�
0
ei�x

�
+ o(1); x �! +1;

�(�; x; t) =

�
e�i�x

0

�
+ o(1); x �! �1

(6.5)

T geçi̧s katsay¬s¬, L sol yans¬ma katsay¬s¬ve R sa¼g yans¬ma katsay¬s¬aşa¼g¬daki
asimptotik davran¬̧slara sahiptir.

	(�; x; t) =

"
L(�;t)e�i�x

T (�;t)
ei�x

T (�;t)

#
+ o(1); x �! �1;

�(�; x; t) =

"
e�i�x

T (�;t)
R(�;t)ei�x

T (�;t)

#
+ o(1); x �! +1 (6.6)

(2.4) ün ba¼gl¬durum (bound state) çözümleri C+ da T kutuplar¬na kaŗs¬l¬k
gelen � de¼gerlerinde ortaya ç¬kar. Bu kutuplar kümesi f�jg ; j = 1; :::; N
lerle gösterilsin. Belirtilmelidir ki bu kutuplar, pozitif imajiner eksen de yer-
leşmek zorunda de¼gildir. Üstelik Schrödinger denklemi hariç bu kutuplar¬n
birden büyük katl¬l¬klar¬olabilir. Farzedelim ki �j; nj katl¬olsun. �j kut-
buna nj katl¬l¬¼g¬ile kaŗs¬l¬k normalleştirici sabitleri cjs(t); s = 0; 1; : : : ; nj�1
dir. Kabul edelim ki Zakharov-Shabat sistemindeki u(x; t) potansiyeli her-
bir sabitlenmi̧s t için fR; f�jg ; fcjs(t)gg saç¬l¬m verisi yard¬m¬yla tek olarak
belirlenir.
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7. SAÇILIM VER·IS·IN·IN ZAMAN EVOLÜSYONU

Lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemleri sa¼glayan u(x; 0)
başlang¬ç de¼gerinden u(x; t) elde edilebildi¼gi gibi s(�; 0) a başlang¬ç saç¬l¬m
verisinden s(�; t) bulunur. Saç¬l¬m verisi Jost çözümlerine kaŗs¬l¬k gelen li-
neer adi diferansiyel denklemden elde edilebilece¼ginden saç¬l¬m verilerinin
zaman evolüsyonunu belirlemek için AKNS veya Lax metodu yard¬m¬yla
Jost çözümlerinin zaman evolüsyonu analiz edilebilir.
Şimdi Lax metodu yard¬m¬yla Schrödinger denkleminde saç¬l¬m verisinin

zaman evolüsyonunun nas¬l belirlenece¼gi inceleyelim. 4. bölümde oldu¼gu gibi
k bir spektral parametre ve dolay¬s¬yla kj de¼gerleriyle ilgili bound statelar
zamanla de¼gi̧smez. O halde sol taraftaki Jost çözümü fl(k; x; t)�nin zaman
evolüsyonu elde edelim. 4. bölümdeki ii) koşulundan @tfl � Afl ifadesi
(2.2) nin bir çözümü olarak kal¬r. Dolay¬s¬yla bu çözümü fl ve fr lineer
ba¼g¬ms¬z Jost çözümlerinin bir lineer birleşimi olarak aşa¼g¬daki şekilde yaz-
abiliriz:

@tfl(k; x; t)� (�4@3x + 6u@x+ 3ux)fl(k; x; t)

= p(k; t)fl(k; x; t) + q(k; t)fr(k; x; t):
(7.1)

Burada p(k; t) ve q(k; t) katsay¬lar¬ve (4.7) deki A operatörü hesaplan-
abilir. Her bir sabitlenmi̧s t için u(x; t) = o(1) ve x �!1 ut(x; t) = o(1)
oldu¼gu kabul edilerek, (7.1) deki (6.1) ve (6.2) kullan¬l¬rsa x �!1 için,

@te
ikx + 4@3xe

ikx = p(k; t)eikx + q(k; t)

�
1

T (k; t)
e�ikx +

R(k; t)

T (k; t)
eikx
�
+ o(1)

(7.2)
elde edilir.
(7.2) �nin her iki taraf¬ndaki eikx ve e�ikx�nin katsay¬lar¬ndan,

q(k; t) = 0; p(k; t) = �4ik3

oldu¼gu elde edilir. Yani III. mertebeden k¬smi türevli diferansiyel denklem
yard¬m¬yla fl(k; x; t) ye ba¼gl¬

@tfl � Afl = �4ik3fl (7.3)

denklemi yaz¬l¬r. Benzer şekilde fr(k; x; t) içinde

@tfr � Afr = 4ik3fr (7.4)

denklemi elde edilir.
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Her bir Jost çözümü için zaman evolüsyonu oldukça kar¬̧s¬kt¬r. Buna
ra¼gmen saç¬l¬m verisinin zaman evolüsyonu oldukça basittir. (7.3) de

x! �1 iken limit al¬n¬p (6.2) ve

u(x; t) = o(1) ve ux(x; t) = o(1)x! �1

oldu¼gu kullan¬larak ayr¬ca her iki taraftaki eikx ve e�ikx�in katsay¬lar¬n¬kaŗs¬laşt¬r¬larak

@tT (k; t) = 0; @tL(k; t) = �8ik3L(k; t);

T (k; t) = T (k; 0); L(k; t) = L(k; 0)e�8ik
3t

eşitlikleri elde edilir. Benzer şekilde x �! +1 iken (7.4) den,

R(k; t) = R(k; 0)e8ik
3t (7.5)

bulunur.
Bu da geçi̧s katsay¬s¬n¬n zamanla de¼gi̧smeyece¼gi ve sadece zamanla yan-

s¬ma katsay¬lar¬n¬n aşamalar¬n¬n de¼gi̧sece¼gi anlam¬na gelir.
Şimdi (6.4) te tan¬mlanan 
j(t) ba¼g¬ml¬ sabitlerinin zaman evolüsyonu

inceleyelim. (7.3), k = ikj noktalar¬nda hesaplan¬rsa ve 
j(t)fr(ikj; x; t) ile
fl(ikj; x; t) yer de¼gi̧stirmesiyle

fr(ikj; x; t)@t
j(t) + 
j(t)@tfr(ikj; x; t)� 
j(t)Afr(ikj; x; t)

= �4k3j
j(t)fr(ikj; x; t)
(7.6)

elde edilir.
Öte yandan k = ikj noktas¬nda (7.4) hesaplan¬rsa,


j(t)@tfr(ikj; x; t)� 
j(t)Afr(ikj; x; t) = 4k3j
j(t)fr(ikj; x; t) (7.7)

elde edilir. (7.6) ve (7.7) den

@t
j(t) = �8k3j
j(t)

veya

j(t) = 
j(0)e

�8k3j t (7.8)

oldu¼gu görülür.
(6.3) ve (7.8) yard¬m¬yla normalleştirici say¬lar¬n zaman evolüsyonu,

clj(t) = clj(0)e
4k3j t; crj(t) = crj(0)e

�4k3j t
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şeklinde bulunur. 8. bölümdeki (8.1) Marchenko çekirde¼ginde bulunan cj(t)
normalleştirici say¬lar¬ clj(t) lerle ilgilidir. Şöyleki cj(t) := clj(t)

2 dir ve
onlar¬n zaman evolüsyonu,

cj(t) = cj(0)e
8k3j t (7.9)

şeklinde tan¬mlan¬r.
Di¼ger integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklem-

lerde ve lineer olmayan Schrödinger denkleminde oldu¼gu gibi ilgili saç¬l¬m
verilerinin zaman evolüsyonu benzer şekilde elde edilebilir.
Bunun için ilk önce (4.8) deki A operatörü cinsinden (6.5) deki �(�; x; t)

ve  (�; x; t) Jost çözümleri aşa¼g¬daki k¬smi diferansiyel denklemleri sa¼glar.

 t � A = �2i�2 ; �t � A� = 2i�2�:
(6.6) daki saç¬l¬m katsay¬lar¬

T (�; t) = T (�; 0); R(�; t) = R(�; 0)e4i�
2t;

L(�; t) = L(�; 0)e�4i�
2t:

(7.10)

şeklinde de¼gi̧sirler.
T�nin �j ba¼gl¬ durum (bound state) kutbu ile (8.4) te verilen 
(y; t)

Marchenko çekirde¼gindeki cjs(t) ba¼gl¬d¬urum (bound state) normalleştirici
say¬lar¬na sahibiz. Bunlar¬n zaman evolüsyonu aşa¼g¬daki şekilde [4] te ver-
ilmi̧stir:�
cj(nj�1)(t) cj(nj�2)(t) � � � cj0(t)

�
=
�
cj(nj�1)(0) cj(nj�2)(0) � � � cj0(0)

�
e�4iA

2
j t :

(7.11)
Burada Aj; nj � nj tipinde

Aj :=

266666664

�i�j �1 0 � � � 0 0
0 �i�j �1 � � � 0 0
0 0 �i�j � � � 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 � � � �i�j �1
0 0 0 � � � 0 �i�j

377777775
şeklinde bir matristir.
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8. TERS SAÇILIM DÖNÜŞÜMÜ

6. bölümde ilgili lineer adi türevli diferansiyel denklemler için düz saç¬l¬m
problemini çözerek u(x; 0) başlang¬ç de¼gerinden S(�; 0) başlang¬ç saç¬l¬m
verisinin nas¬l kurulaca¼g¬anlat¬lm¬̧st¬r. 7. bölümde S(�; 0) başlang¬ç saç¬l¬m
verisinden S(�; t) saç¬l¬m verisinin zaman evolüsyonunun nas¬l elde edildi¼gi
görülmüştür. Ters saç¬l¬m dönüşümünde son aşama olarak bu bölümde ilgili
ters saç¬lma problemini çözerek S(�; t) den u(x; t)�nin nas¬l elde edilebile-
ce¼gini görece¼giz. Bu tip ters saç¬l¬m probleminin Marchenko metoduyla da
çözülebilece¼gi, [5; 7� 9; 16� 19] çal¬̧smalar¬nda gösterilmi̧stir. Literatürde
Gel�fand-Levitan metodu veya Gel�fand-Levitan-Marchenko metodu olarak
geçse de Gel�fand-Levitan metodu ters saç¬l¬m problemini çözmek için farkl¬
bir metottur [5; 7; 16; 17; 19] : Gel�fand-Levitan integral denklemi, (0; x) sonlu
aral¬¼g¬nda bir integrasyon içerir ve o denklemin çekirde¼gi, kaŗs¬l¬k gelen li-
neer adi diferansiyel denklem ile ilgili spektral ölçümün Fourier dönüşümüyle
ili̧skilidir. Di¼ger taraftan Marchenko integral denklemi, (x;+1) yar¬sonsuz
aral¬¼g¬nda bir integrasyon içerir ve onun çekirde¼gi saç¬l¬m verisinin Fourier
dönüşümü ile ilgilidir.
Bu bölümde amaç (7.5) ve (7.9) daki ilgili fR; fkjg ; fcj(t)gg saç¬l¬m

verisindeki zaman evolüsyonundan KdV denklemindeki u(x; t) çözümünü
geri elde etmektir. Daha sonra (7.10) ve (7.11) deki fR; f�jg ; fcjs(t)gg
saç¬l¬m verisindeki zaman evolüsyonundan lineer olmayan Schrödinger den-
klemindeki u(x; t) çözümü tekrar elde etmektir.
(2.1) KdV denklemindeki u(x; t) çözümü aşa¼g¬daki gibi Marchenko meto-

dunu kullanarak saç¬l¬m verisinin zaman evolüsyondan elde edilebilir.
a) (7.5) ve (7.9) daki fR; fkjg ; fcj(t)gg saç¬l¬m verisinden, 
 Marchenko

integral çekirde¼gi


(y; t) :=
1

2�

1Z
�1

dkR(k; t)eiky +

NX
j=1

cj(t)e
�kjy (8.1)

şeklinde tan¬mlan¬r.
b) 0 < y < +1 için kaŗs¬l¬k gelen

K(x; y; t) + 
(x+ y; t) +

1Z
x

dzK(x; z; t)
(z + y; t) = 0 (8.2)

Marchenko integral denklemi çözülerek K(x; y; t) çözümü elde edilir.
c)

u(x; t) = �2@K(x; x; t)
@x

(8.3)
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ifadesi kullan¬larak u(x; t) yeniden elde edilir.
(2.3) deki lineer olmayan Schrödinger denklemi denkleminin u(x; t) çözümü

aşa¼g¬daki gibi Marchenko metodu kullan¬larak saç¬l¬m verilerinin zaman evolüs-

yonundan elde edilebilir:
i) (7.10) ve (7.11) deki fR; f�jg ; fcjs(t)gg saç¬l¬m verisinden, 
Marchenko

çekirde¼gi


(y; t) :=
1

2�

1Z
�1

d�R(�; t)ei�y +
NX
j=1

nj�1X
s=0

cjs(t)
ys

s!
e��jy (8.4)

şeklinde tan¬mlan¬r.
ii) x < y < +1 için Marchenko integral denklemi

K(x; y; t)� 
(x+ y; t) +

1Z
x

dz

1Z
ds

x

K(x; s; t)
(s+ z; t)
(z + y; t) = 0

çözülerek K(x; y; t) çözümü bulunur.
iii) u(x; t) = �2K(x; x; t) eşitli¼gi yard¬m¬yla Marchenko denkleminin

K(x; y; t) çözümünden u(x; t) yeniden elde edilir.
iv) Bulunmuş olan K(x; y; t) den ju(x; t)j2 ifadesi alternatif olarak

ju(x; t)j2 = 2@G(x; x; t)
@x

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada

G(x; y; t) := �
1R
x

dzK(x; z; t)
(z + y; t):
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9. SOL·ITON ÇÖZÜM

Bir integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemin
bir soliton çözümü, kaŗs¬l¬k gelen saç¬l¬m verisindeki yans¬ma katsay¬s¬n¬n
d¬f¬r oldu¼gu bir u(x; t) çözümüdür. Başka bir deyi̧sle, bir integrallenebilir li-
neer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemin bir u(x; t) soliton çözümü,
ilgili lineer adi diferansiyel denklem deki bir yans¬mas¬z potansiyelden başka
biŗsey de¼gildir. Yans¬ma katsay¬s¬s¬f¬r oldu¼gunda, uygun Marchenko integ-
ral denkleminin çekirde¼gi ayr¬labilir olur. Bir ayr¬labilir çekirdekli integ-
ral denklem, lineer denklem veya bir lineer cebirsel denklemler sistemine
dönüştürülerek aç¬kça çözülebilir. Bu durumda soliton çözüm olarak bili-
nen, integrallenebilir lineer olmayan k¬smi türevli diferansiyel denklemin tam
çözümleri elde edilmi̧s olur.
(8.1) de R(k; t) = 0 oldu¼gu kullan¬larak KdV denklemi için N -soliton

çözümü elde edilir.
O halde

X(x) :=
�
e�k1x e�k2x � � � e�kNx

�
; Y (y; t) :=

26664
c1(t)e

�k1x

c2(t)e
�k2x

...
cN(t)e

�kNx

37775 ;
şeklinde alarak 
(x+ y; t) = X(x)Y (y; t) bulunur. Bu ayr¬labilirli¼ginin
bir sonucu olarak Marchenko integral denklemi cebirsel olarak çözülebilir ve
çözüm K(x; y; t) = H(x; t)Y (y; t) formundad¬r. BuradaH(x; t) x ve t nin
fonksiyonu olan N boyutlu bir sat¬r vektörüdür. K(x; y; t); (8.2) de yerine
yaz¬l¬rsa

K(x; y; t) = �X(x)�(x; t)�1Y (y; t) (9.1)

bulunur. Burada �

�(x; t) := I +
1R
x

dzY (z; t)X(z) (9.2)

şeklinde verilen N � N boyutlu matris, I da N � N boyutlu birim matris-
tir. Bu durumda �jl Kronecker deltas¬yla ifade edilien �jl aşa¼g¬daki şekilde
yaz¬labilir:

�jl = �jl +
cj(0)e

�2kjx+8k3j t

kj + kl
:

(8.3) de (9.1) kullanarak

u(x; t) = 2 @
@x
[X(x)�(x; t)�1Y (x; t)] = 2tr @

@x
[Y (x; t)X(x)�(x; t)�1]
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elde edilir. (9.2) den görürüz ki �Y (x; t)X(x) ifadesi � n¬n x e göre türevine
eşittir. Dolay¬s¬yla N soliton çözümü

u(x; t) = �2tr @
@x

�
@�(x; t)

@x
�(x; t)�1

�
= �2 @

@x

264 @

@x
det �(x; t)

det �(x; t)

375 (9.3)

şeklinde yaz¬labilir. N = 1 oldu¼gunda KdV denkleminin bir soliton çözümü
� := log

p
2k1=c1(0) olmak üzere

u(x; t) = �2k21 sech2(k1x� 4k31t+ �)

şeklinde ifade edilir.
Üstel matrisi kullanarak, (9.3) de görülen N soliton çözümü

u(x; t) = �4Ce�Ax+8A3t�(x; t)�1A�(x; t)�1e�AxB;

formunda ifade edilebilir [15]. Burada

A := diag fk1; k2; � � � kNg ;

By := [1 1 : : : 1] ; C := [c1(0) c2(0) : : : cN(0)] (9.4)

dir. Burada B, N boyutludur. Bu durumda (9.2)

�(x; t) = I +
1R
x

dze�zABCe�zAe8tA
3

şeklinde yaz¬labilir.
Lineer olmayan Schrödinger denklemi için iyi bilinen N soliton çözümü,

basit (bound state) kutbu ile (8.4) de nj = 1 ve R(�; t) = 0 seçilerek elde
edilebilir. KdV denklemindeki süreçle benzer olarak A;B;C matris üçlüsü
ve

A := diag f�i�1;�i�2; : : : ;�i�Ng (9.5)

yard¬m¬yla N soliton çözümü elde edilir. Burada �j kompleks sabitleri, C+
daki geçi̧s katsay¬lar¬n¬n farkl¬kutuplar¬d¬r (cj(0) sabitlerinin s¬f¬rdan farkl¬
kompleks say¬olmas¬haricinde). P (x; t);M ve Q matrisleri

P (x; t) := diag
n
e2i�1x+4i�

2
1t; e2i�2x+4i�

2
2t; : : : ; e2i�Nx+4i�

2
N t
o
;

Mjl :=
i

�j � �l
; Qjl :=

�icjc1
�j � �l
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olarak tan¬mlan¬r.
Bu durumda lineer olmayan Schrödinger denkleminin N soliton u(x; t)

çözümü

u(x; t) = �2By �I + P (x; t)yQP (x; t)M
��1

P (x; t)yCy (9.6)

veya eş de¼ger olan

u(x; t) = �2Bye�A
yx�(x; t)�1e�A

yx+4i(Ay)2tCy (9.7)

şeklinde kurulabilir. Burada �(x; t)

�(x; t) := I +

�1R
x

ds
�
Ce�As�4iA

2t
�y �

Ce�As�4iA
2t
�� �1R

x

dz
�
e�AzB

� �
e�AzB

�y�
(9.8)

şeklinde tan¬ml¬d¬r. (9.8) de (9.4) ve (9.5) kullan¬l¬rsa �(x; t) nin (j; l) giri̧sleri

�jl = �jl �
NP
m=1

cjc1e
i(2�m��j��l)x+4i

�
�2m��

2
j

�
t�

�m � �j
� �
�m � �l

� :

Belirtelim ki ju(x; t)j2 ifadesi

ju(x; t)j2 = tr

�
@

@x

�
�(x; t)�1

@�(x; t)

@x

��
=

@

@x

264 @

@x
det � (x; t)

det � (x; t)

375
şeklinde verilir. lineer olmayan Schrödinger denklemi için N = 1 oldu¼gunda
(9.6) veya (9.7) den tek soliton çözümü

u (x; t) =
�8c1 (Im [�1])2 e�2i�1x�4i(�1)

2
t

4 (Im [�1])
2 + jc1j2 e�4x(Im[�1])�8t(Im[�

2
1])

şeklinde bulunur.

25



10. TODA LATT·ICE DENKLEM·IN·IN TAM ÇÖZÜMÜNÜ
BULMAK ·IÇ·IN B·IR ALGOR·ITMA

Bu bölümde bu tezin ana amac¬olan Toda-Lattice denkleminin verilen
bir A;B;C matris üçlüsü yard¬m¬yla bir tam çözümünü elde etmek için bir
algoritma verilecektir.
Bu şekildeki algoritmalar, ters saç¬l¬m problemi, Marchenko integral den-

klemi kullan¬larak çözülebilen, integrallenebilir di¼ger lineer olmayan k¬smi
türevli difernasiyel denklemler için de bulunabilir. Burada matris üçlüsü ve
üstel matris yard¬m¬yla elde edilen u (x; t) çözümü, Marchenko integral den-
kleminin çekirde¼gi olan K (x; y; t) nin ayr¬labilir olarak bulunmas¬n¬sa¼glar
ki bu da baz¬lineer cebir i̧slemleriyle bu denklemin çözelebilece¼gi anlam¬na
gelir. Bu durumda Marchenko integral denkleminin çözümünün basit bir in-
tegralinin al¬nmas¬yla Toda-Lattice denklemi için tam çözümler elde edilmi̧s
olur.
Bu tip ters saç¬lma probleminin Gel�fand-Levitan-Marchenko metoduyla

da çözülebilece¼gi, [5; 7� 9] çal¬̧smalar¬nda gösterilmi̧stir.

u (x; t) = �4
1Z
x

drK (r; r; t)

ux (x; t) = 4K (x; x; t)

Burada K (x; y; t) ;

K (x; y; t)� 
 (x+ y; t) +

1Z
x

dv

1Z
x

drK (x; v; t) 
 (x+ v; t) 
 (r + y; t) = 0

Marchenko integral denkleminin çözümüdür. Burada


 (y; t) =
1

2�

1Z
�1

d�R (�; t) ei�y +
nX
j=1

cje
i�jy�it=(2�j)

şeklindedir.
Şimdi

::
un = eun�1�un � eun�un+1 ; n 2 Z (1)

Toda-Lattice denkleminin verilen bir A;B;C matris üçlüsü yard¬m¬yla
bir tam çözümünü elde etmek için bir algoritma verelim. Burada A, p � p
boyutlu, B; p� 1 ve C de 1� p boyutlu matrislerdir.
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1)

P � APA = BC

eşitli¼ginden P matrisini bulunur.
2)

�n := I + e�t(A�A
�1)AnPAn; n 2 Z

eşitli¼gi yard¬m¬yla bir yard¬mc¬�n matrisi tan¬mlan¬r.

3)

un := log det(�n�
�1
n+1)

şeklinde bir un ifadesi elde edilir.
4) un, Toda lattice denklemini sa¼glayan bir tam çözümdür.

Örnek 1: p =: 1 için A = (a); B = (1); C = (c); a; b 2 R matris üçlüsü

verilsin. Burada P � APA = BC eşitli¼ginden,

P = (c=(1� a2));

�n = 1 +
a2nc

(1� a2)e
�t(a�a�1);

son olarak

un = log(1 +
a2nc

(1� a2)e
�t(a�a�1)=1 +

a2nc

(1� a2)e
�t(a�a�1)

şeklinde elde edilir ki bu çözüm Toda-Lattice denklemini sa¼glar.

Örnek 2: p =: 2 için matris üçlüsü şu şekilde olsun:

A =

�
a 0
0 a

�
; B =

�
0
1

�
; C =

�
c1 c2

�
; a; c1; c2 2 R:

P � APA = BC eşitli¼ginden:
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P =

�
0 0
c1
1�a2

c2
1�a2

�
;

�n =

0@ 1 0
c1a

2n

1� a2 e
�t(a�a�1) c2a

2n

1� a2 e
�t(a�a�1)

1A
ve

un = log(1 +
c1a

2n

1� a2 e
�t(a�a�1)=1 +

c2a
2n

1� a2 e
�t(a�a�1)

şeklinde Toda-Lattice denkleminin bir tam çözümü elde edilmi̧s olur.

28



29 
 

KAYNAKLAR 

[1] Korteweg, D. J. and de Vries G. (1895), On the change of form of long waves advancing   

in a rectangular channel and on a new type of long stationary waves, Phil.Mag. 39,422-443  

[2] Zabusky, N. J. and Kruskal M.D. (1965), Interaction of "solitons" in a collisionless 

plasma and the recurrence of initial states, Phys. Rev. Lett. 15, 240-243  

[3] Zakharov, V. E. and Shabat A. B. (1972), Exact theory of two-dimensional self-

focusing and one-dimensional self-modulation of waves in nonlinear media, Soviet Phys. 

JETP 34, 62-69 . 

[4] Ablowitz, M. J. and Clarkson P. A. (1991), Solitons, nonlinear evolution equations and 

inverse scattering, Cambridge University Press, Cambridge. 

[5] Russell, J. S. (1845), Report on waves, Report of the 14th meeting of the British 

Association for the Advancement of Science, John Murray, London, pp. 311-390. 

[6] Fermi, E. Pasta J. and Ulam S. (1940) Studies of non linear problems, I, Document LA, 

Los Alamos National Labaratory, May 1955 

[7] Fermi, E. (1965), Collected papers, Vol. II: United States, 1939-1954, University of 

Chicago Press, Chicago. 

[8] http:// www.osti.gov/ accomplishments/pdf/A80037041/A80037041.pdf (Nisan 2019) 

[9] Gardner, C. S., Greene, J. M., Kruskal, M. D., and Miura, R. M. (1967), Method for 

solving the Korteweg-de Vries equation, Phys. Rev. Lett. 19,1095-1097 . 

[10] Wadati, M. (1972), The exact solution of the modified Korteweg-de Vries equation, J. 

Phys. Soc. Japan 32,1681. 

[11] Ablowitz, M. J., Kaup,D. J., Newell, A.C. and Segur, H. (1973), Method for solving 

the Sine-Gordon equation, Phys. Rev. Lett. 30, 1262-1264 . 

[12] Ablowitz, M. J., Kaup,D. J., Newell, A.C. and Segur, H. (1974), The inverse scattering 

transform-Fourier analysis for nonlinear problems, Stud. Appl. Math. 53, 249-315. 

[13] Lax, P. D. (1968), Integrals of nonlinear equations of evolution and solitary waves, 

Commun. Pure Appl. Math. 21, 467-490. 

[14] Aktosun, T., Demontis, F., and van der Mee, C. (2007), Exact solutions to the focusing 

nonlinear Schrödinger equation, Inverse Problems 23, 2171-2195. 

[15] Aktosun, T., and van der Mee, C. (2006), Explicit solutions to the Korteweg-de Vries 

equation on the half-line, Inverse Problems 22, 2165-2174. 

[16] Kurt, M.,(2015) Ters Saçılım Dönüşümü (IST) ve Soliton Teorisi, (Yüksek Lisans 

Tezi).Sivas Cumhuriyet Üniversitesi Fen Bilimleri Enstitüsü Matematik Anabilim Dalı 



30 
 

ÖZGEÇMİŞ                                                                    

                                                                                                                   

 

Kişisel Bilgiler 

 

Adı Soyadı                    Ali Askar DENİZER 

Doğum Yeri-Tarihi       Malatya-1991 

Medeni Hali                  Bekar 

İletişim Adresi              Ahmet Turan Gazi Mah. Seheryeli Cad. Vefakent Siteleri I Blok 

Kat:3 Daire:16 

E-Posta Adresi              aliaskardenizer@gmail.com 

 

Eğitim ve Akademik Durum 

 

Lise                               Turgut Özal Lisesi, 2009. 

Lisans                           Cumhuriyet Üniversitesi, Matematik Bölümü, 2015. 

Yüksek Lisans              Cumhuriyet Üniversitesi, Fen Bilimleri Enstitüsü  

                                      Matematik Bölümü, 2019. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


