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TODA LATTICE DENKLEMI ICIN BAZI TAM COZUMLER
Ali Askar DENIZER
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Danismani: Doc¢.Dr. Niliifer TOPSAKAL
2019, 30+x sayfa

Bu tez on boliimden olusmaktadir. 1. boliimde temel kavramlar verilmistir. 2. boliimde,
lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerin éneminden bahsedilmistir. 3.
boliimde, ters sagilim donilisiimii tanimlanip, bu donlisim bir diyagram yardimiyla
anlatilmistir. 4. bolimde, Lax yontemi ve 5. bolimde de AKNS yontemi verilmistir. 6.
boliimde diiz sa¢ilim problemi ve 7. boliimde de sagilim verileri i¢in zaman evoliisyonu
anlatilmistir. 8. boliimde ters sagilim problemi, 9. boliimde soliton teorisi verilmistir. Son
boliimde de Toda Lattice denkleminin tam ¢6ziimlerini elde etmek igin bir algoritma ve

ornekler verilmistir.
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ABSTRACT
SOME EXACT SOLUTIONS TO THE TODA LATTICE EQUATION
Ali Askar DENIZER
Master of Science Thesis, Department of Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Niliifer TOPSAKAL
2019, 30+x pages

This thesis consists of ten sections. In the first section important concepts have been
given. In the second section, importance of nonlinear partial differential equations have
been given. In the third section, inverse scattering transform has been defined, then it has
been explained with help of the diagram. In the fourth section, AKNS method and in
the fifth section Lax method have been given. In the sixth section, direct scattering
problem and in the seventh section, time evolution of the scattering data have been given.
In the eight section, inverse scattering problem has been given. In the ninth section, the
theory of soliton have been studied. Finally, in the last section, an algorithm for obtaining

exact solution of Toda-Lattice equation and examples have been given.

Keywords: AKNS Method, Lax Method, Scattering data, Solitons, Inverse scattering

transform, Exact solution, Toda-Lattice equation.
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diag.....cccoovveeeen .

KISALTMALAR DIiZiNi

x — oo iken limiti alinan ifade sifira gider.

Matris izi.

Matris determinanti

Kosegen matris.

Transpozu ve kompleks eslenigi alinan matris.

Korteweg de Vries denklemi u; + auu, + bu,,, = 0 (@, b sabit)

Degistirilmis KAV denklemi u; — 6u%ty + Uyyy = 0



1. TEMEL KAVRAMLAR

Tanim 1.1:

y = f(z,y) (1.1)

seklinde birinci mertebeden diferansiyel denklem verilsin. Denklemin sag
tarafindaki f(z,y) fonksiyonunun, zoy diizleminin bir D alt bolgesinde tanim-
landigini varsayalim ve (xg,40) € D olsun. (1.1) diferansiyel denkleminin

y(z0) = Yo

kogulunu saglayan ((xg,yo) noktasmmdan gegen) y = y(z) ¢dziimiiniin bu-
lunmas1 problemine baglangic deger problemi veya Cauchy problemi
denir.

Tanim 1.2: L, D(L) tamm kiimesinde sinmirli lineer bir operator olsun.

Ly =Xy

esitligini saglayan sifirdan farkh y(x) fonksiyonu varsa A sayisina L operato-
riiniin 6z degeri, y(z, \) fonksiyonuna ise, A ya kargilik gelen 6z fonksiyon
denir.

Tanim 1.3: {\,} dizisi L operatoriiniin 6z degerleri ve y (x, A,,) ler de
bu 6z degerlere karsilik gelen 6z fonksiyonlar olmak iizere

b

= /y2 (z, ) dx

a

sayilarina L operatoriiniin normallestirici sayilar: denir.

Tamm 1.4: {\,}, ., ozdegerler ve {c, } normallestirici sayilar dizilerine
L operatoriiniin spektral karakteristikleri denir.

Tanim 1.5: L diferansiyel operatorii verildiginde spektral karakteristik-
lerinin bulunmasi problemine diiz problem, spektral karakteristikleri veril-
diginde bu hangi L diferansiyel operatoriine ait spektral karakteristikleri
oldugunun aragtirilmasi problemine ise ters problem denir.

Tanim 1.6: Diferansiyel denklemde, verilen potansiyele karsilik gelen
sagilim verisini bulma problemine diiz sagilim problemi denir.



Tanim 1.7: Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem i¢in baglangig
deger problemi, ters sacilim doniisiimii yardimiyla ¢oziilebiliyorsa boyle lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere integrallenebilirdir denir.

Tanim 1.8: Diferansiyel denklemde, verilen sacilim verilerine kargilik
gelen potansiyeli belirleme problemine ters sagilim problemi denir.



2. LINEER OLMAYAN KISMi TUREVLI DIFERANSIYEL
DENKLEMLER

Literatiirden de bilindigi gibi lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemleri ¢ozmek icin genel bir ¢oziim yontemi yoktur. Yine de bazi lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler icin baslangic deger problemi,
ters sacilim doniisiimiit yardimiyla ¢oziilebilmektedir. Bu tip denklemlere,
literatiirde integrallenebilir olusum (evolucation) denklemleri adi verilmekte-
dir. Bu denklemler icin baz temel fonksiyonlarla ifade edilen ¢oziimleri var
olabilmektedir. Bu tip ¢oziimler, lineer olmayan denklemleri daha iyi anlaya-
bilmek icin biiyiik 6neme sahiptir. Bu ¢oziimler, bazi lineer olmayan kismi
tiirevli diferansiyel denklemleri ¢ozmek i¢in niimerik metotlarin dogrulugunu
test etmekte de kullanilabilmektedir.

Integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler bir
cok onemli fiziksel uygulamalara sahiptir. Ornegin; KdV (Korteweg de Vries)
denklemi

Uy — 6UUy + Uppy = 0 (2.1)

uzun, dar ve karanlik kanallarda su dalga yiizeyini tanimlar [1], [2].
Lineer olmayan Schrédinger denklemi

iy =+ Ugy + 2 |ul?u =0 (2.2)

dip sulardaki yiizey dalgalarinda ve optik fiberdeki elektromanyetik dal-
galarin modellemesinde ortaya gikmugtir [3]. Sine-Gordon denklemi de

Uy = sinu (2.3)

stiperkondiiktorler arasinda bir bogluktaki manyetik alanin incelenmesinde
yardimc1 olmaktadir [4].

1834’te Edinburg ve Glasgow arasindaki sendika kanalinda Iskocyali miihendis
John Scott Russel tarafindan solitonun ilk gozlemi yapildi. Russel 1844’ te
Ingiliz Bilimsel Gelisme dernegine bu gozlemini bildirdi [5]. Ancak topluluk
bu gozleme ilgi gostermedi. Bu topluluktaki matematik¢i George Airy, sakin
su dalgalarinin varhgima inanmadi [4].

Hollandali matematik¢i Korteweg ve onun doktora ¢grencisi de Vries
giiniimiizde KdV denklemi olarak bilinen dar, karanlik kanallarda dalga ytiizeyiyle
ilgili ilk caligmalarini 1895’ te yaymnladi [1]. Giiniimiizde tek soliton ¢oziim
olarak bilinen bu makalenin 1965’e kadar 6nemi anlagilmadi.

Enrico Fermi, J. Pasta ve S. Ulam ile, bircok lineer olmayan terim-
leri de igeren gii¢ kaynaklar1 tarafindan birlestirilen, komsu parcaciklardaki
64 parganin tek boyutlu dinamik sistemini sayisal olarak analiz etti. Fer-
min’in, 1954’de 6liimiinden sonra Pasta ve Ulam son birkag sayisal érnek-
lerini tamamlad:i [6] ve hi¢ yayimlanmayan bir 6n baski hazirladi. Bu 6n
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baski Fermi’nin makalelerinde ortaya gikt1 [7] ve ayn zamanda literatiirde de
mevcuttur [8].

1965’te Zabusky ve Kruskal KdV denklemi igin sakin dalga (solitary
wave) ¢ozlimleri agisindan Fermi Pasta Ulam problemini agiklamiglardir [2].
Ters sacilim doniisiimii, 1967 de Gardner, Greene, Kruskal ve Miura tarafin-
dan diiz ve ters sacilim problemi yardimiyla lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemler icin konulan baslangic deger problemini ¢ézmek icin
geligtirilmistir [9].

Burada yazarlar, integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklem olan KdV denklemi

Uy — 6Uly + Upyy = 0 (2.1)

ile birlegtirilen Schrodinger denkleminin

0*U 5
92 +u(x, t)¥ = kWU
seklinde oldugunu gosterdiler.
1972 de Zakharov ve Shabat Schrodinger denklemi icin baglangic deger

problemini ters sagihm metoduyla ¢oziildiigiinii ispatlamigtir [3].
iy + Ugy + 2 |ul?u =0 (2.2)

1 karmasgik sayis1 v/—1 olmak iizere 1. mertebeden lineer

% = —iN(+u(x, t)p

g (2.4)
dp .
e i — u(z, t)C

sistemiyle temsil edilecegini gostermiglerdir. Bu sistem Zakharov-Shabat sis-
temi olarak bilinmektedir. Ardindan 1972 de Wadati, mKdV denklemi igin

Up + 6utUy + Ugyy = 0 (2.5)

baglangi¢ deger probleminin,

% = —iA + u(x, t)p

! (2.6)
dp .
= it — u(z,t)C

lineer sistemi i¢in konulan ters sagilim problemi yardimiyla ¢oziilebilecegini
ispatlamigtir [10].



1973’ te de, Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur Sine-Gordon denklemi
Uy = SIDU

i¢in baglangi¢ deger probleminin,

d 1
i = —ie — §ux(m,t)p
dp

1
e i+ Eum(:c, t)e

lineer sistemi icin konulan ters sagilim probleminin yardimiyla ¢oziilebile-
cegini ispatlamglardir [11], [12].



3. TERS SACILIM DONUSUMU

Bir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denkleme karsilik gelen baglan-
gi1¢ deger problemi, ters sacilim doniisiimii yardimiyla ¢oziilebilirse integral-
lenebilirdir seklinde tanimlamistik. Burada ters sacilim doniisiimii su sekilde
aciklanabilir: Herbir integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel
denklemlere (A parametresine bagh) bir lineer adi diferansiyel denklem (veya
lineer adi diferansiyel denklem sistemleri) kargilik getirilir. Burada lineer ol-
mayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin ¢oziimii olan wu(z,t), lineer adi
diferansiyel denklem de potansiyel olarak adlandirilan bir katsay1 fonksiyo-
nudur.

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem, sirasiyla boyut ve za-
man koordinatlar1 adi verilen x ve t bagimsiz degigkenlerine sahiptir. Lineer
adi diferansiyel denklemde de, x bagimsiz degigsken, A\ ve ¢ parametrelerdir.

Burada herbir sabit ¢ degeri i¢in  sonsuza giderken u(z, t) sifira gider. O
halde, s(A, t) sagilim verileri ile tek olarak belirlenebilen u(x, t) potansiyelinin
bulundugu lineer adi diferansiyel denklem i¢in bir sagilim déniisiimii buluna-
bilir.

Her x degeri igin verilen u(x,t) fonksiyonundan, her \ igin s(\,t) yi be-
lirleme problemi; lineer adi diferansiyel denklem igin diiz sagilim problemi
olarak bilinir. Diger taraftan s(\,t) den u(z,t) yi belirleme problemi, lineer
adi diferansiyel denklem igin ters sa¢ilim problemi olarak bilinir. Bir integral-
lenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in ters sagilim
doniistimiinii agagidaki diyagram ile agiklayabiliriz:

lineer add icin t=0 da diiz sagilim1
u(z,0) — s(A,0)
lineer olmayan ktdd ¢oziimii
. .. bir siire sonra sacilimi
lineer add icin ters sagilim
u(z,t) — s(\, 1)

lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denkleme karsilik gelen baglangic
deger problemini ¢ozmek i¢in yani verilen w(z,0) fonksiyonundan wu(x,t)
fonksiyonunu belirlemek i¢in su ii¢ adim takip edilir:

i) ¢ = 0 aninda lineer adi diferansiyel denklemle ilgili diiz sagihm prob-
leminin ¢6zmek, soyle ki u(x, 0) baglangig verisinden s(\, 0) baslangig sagilim
verisini belirlemek.

ii) ¢ = 0 anindaki s(\, 0) sagihm verisinden herhangi bir ¢ aninda ki s(\, ?)
sagilim degerini elde etmek.

iii) Sabitlenmis ¢ aninda, lineer adi diferansiyel denklem i¢in ters sagilim
problemini ¢ozmek. Yani s(\,t) sagilim verisinden, u(x,t) potansiyel fonksi-
yonunu elde etmek.



Burada, u(x, t) fonksiyonunun integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli
diferansiyel denklemi sagladigi ve ¢ — 0 igin limit degerinin, u(zx, 0) baglangig
degeri ile aym oldugu goriilmektedir.



4. LAX YONTEMIi

Bir lineer adi diferansiyel denklem karsilik gelen integrallenebilir lineer
olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemi elde etmek i¢in 1968 yilinda Peter
Lax, bir yéntem bulmusgtur [13]. Lax ismi ile anilan bu yoéntemde esas amag
su sekilde verilir:

LV = AV problemi ile verilen bir L lineer operatorii ile asagidaki yon-
temlerle bir A operatorii bulunur:

i) A spektral parametresi, t zamanina bagh degildir, yani A, = 0

ii) U, — AV ifadesi aym LY = AW probleminin bir ¢oziimiidiir.

iii) L; + LA — AL degeri, bir diferansiyel operator degil, bir ¢arpimsal
operatordiir. Burada ii) den

L(¥, — AV) =\ (T, — AD) (4.1)
bulunur. LV = AV yardimiyla ve A; = 0 oldugu bilindiginden (4.1) den

LU, — LAY = \U, — A\D) = §,(LU)— ALD

elde edilir. Daha sonra (4.2) esitligininden,

(Li+ LA— AL)U =0

bulunur. iii) den
Li+LA—AL=0 (4.3)

oldugu elde edilir. (4.3) denklemi I. mertebeden tiirev iceren bir evoliisyon
denklemidir ve bu denklem bagdasabilirlik kosulu olarak adlandandirilir.

Simdi Lax yontemi ile (2.2) Schrodinger denkleminden, (2.1) KdV denk-
lemini elde edelim. Bunun i¢in Schrodinger denklemini \ := k? ve

L:= -9+ u(z,t) (4.4)

olmak tizere LW = AV geklinde yazalm.
(4.4) de tamimlanan L lineer operatorii ile A operatoriinii

A= 04385: -+ Oégai + 04181 + g (45)

seklinde belirleyelim. Burada i = 0,1, 2, 3 i¢in «; katsayilar1 = ve ¢ ye bagh
olabilir ama A spektral parametresine bagh degildir.



L; = u; oldugundan (4.3) denkleminde (4.4) ve (4.5) operatorleri kul-
lanildiginda,
092+ 00; + 09! + 0% + (00: + () = 0 (4.6)

elde edilir. iii) den dolay1 () ile gosterilen herbir katsayi sifir olmalidir ve bu
durumda
3 3
a3 =C1, Q2 =C2, Q1 =C3— 501% Qp = €4 — 161% — C2U
oldugu goriiliir. Burada ¢, ¢a,c3 ve ¢4 keyfi sabitlerdir. (4.6) daki kat-
sayilarda ¢; = —4 ve ¢3 = 0 olarak alimirsa (2.1) KdV denklemi elde edilir.
Ustelik ¢y = ¢4 = 0 alinirsa A operatorii,

A= —40? + 6ud, + 3u, (4.7)

seklinde bulunur.
(2.4) deki Zakharov-Shabat sistemi igin de benzer yontem uygulanabilir.
L lineer diferansiyel operatorii,

seklinde tanimlanmak tizere
LY = \¥

denklemini ele alahim. Bu durumda A operatorii
P b S OV ¢ R 72 IR e VI T
A=2i [O _J 05— 2i [ﬂ 0] Op — i { = | (4.8)

olarak elde edilir ve (4.3) deki bagdasabilirlik kogulu (4.3) deki lineer olmayan
Schrodinger denklemini verir.
(2.6) daki I. mertebeden lineer sistem igin, LV = AU yazalim.

LiIZ{(l) _01] a””_i[uw?,t) u%’t)}

seklinde tanimlanmak tizere kargilik gelen A operatorii

2 _
A4 {1 0 } P 6 [u 12433] 9, — {Guum SUM}
-1 Uy U

0 SUzr  OBuu,

bigiminde bulunur ve (4.3) deki bagdagabilirlik kogulu, (2.5) deki mKdV

denklemini verir.



5. AKNS YONTEMIi

1973 yilinda Ablowitz, Kaup, Newell ve Segur integrallenebilir lineer ol-
mayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlere karsilik gelen lineer adi dife-
ransiyel denklem i¢in Lax yonteminden farkli bir yéntem buldular [11], [12].
AKNS yontemi olarak adlandirilan bu yontem su sekildedir:

L.mertebeden

v, = X0

sistemine karsilik X lineer operatorii verildiginde bir T operatorii su sekilde
bulunabilir:

i) A parametresi, ¢ zamanina bagh degildir, yani A, = 0

ii) v, — Tv ifadesi v, = Xv denkleminin bir ¢oziimiidiir. Yani

(v —Tv), = X (v — Tv)
esitligi saglanir.
iii) X; — T, + XT — TX bir diferansiyel operator degil ¢carpimsal opera-
tordiir.
ii) den
Vi — Lo — T0y = Xv — XTw
= (X'U)t — XtU — XTU
= (vp) — Xpv— XTv ~

=y — X3 — XTv

bulunur. v, = v, esitliginden ve TXv = Tw, oldugunu kullanirsak, (5.1)
den,
Vig — Lpv — Tv, =wv,u— Xw—XT,
~~
=(TXw)
yani
(X;—T,+XT-TX)v=0

olur ve iii) den
X~ T+ XT—TX =0 . (5.2)

oldugu elde edilir.

AKNS yontemine bir 6rnek olarak, (2.2) Schrodinger denkleminden (2.1)
KdV denkleminin elde edilebilecegini gosterelim. Schrodinger denklemindeki
A := k? alalim.

v, = X0

10



1. mertebeden lineer sistemini

%))

=[]
p o

seklinde olsun. «, 3, p ve o; x,t ve A’ ya bagh olabilir.
(5.2) deki (X; — T, + XT — TX = 0) bagdasabilirlik kogulundan,

alalim ve T operatorii de

o 0 ut(xat) — Ay, ﬁm
Xt_|:0 O :|7T:B_|:px O )

SR ER] | i B e iy

XT_[(l) u(x,g)—)\] {(; g]_[pu(x,i)—p/\ Uu(x,tﬁ)—a/\]

saglanir. Bu ifadeler (5.2) de yerine yazilirsa
0 wx,t) a, By
ol

+{pu(w,2—p)\ au@,tﬁ)—m}_[f au(x,t)—aw o

bulunur. Buradan da, U = o, — 8 + p(u(z,t) — ),
V = ut('rat) - Bw + O'(U(J}7t) - )\) —a U(I, ) - /\)7 Y = Pt — 0,
Z =0,+ 0 — plu(z,t) — \) olmak iizere

U Vv 00
[Y Z]:{O 0] (5-3)
elde edilir.

(5.3) deki matris denkleminden |,
==+ plu(z,t) = N),0 =0 —p,,0, = —a, . (5.4)

yazilabilir. Gercekten de
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0p = = plu=A) = —az +p(u—=A) = p(u=A)

oldugundan o, = —a, esitligi saglanir.

(5.3)’den

up = B, —ou+ oA+ au — a,
dir ve
6 = —ox + (u - /\)107
oldugundan,
Br = (—ax + (U= A)p)s = =0 + (1= X)ap + (u = A)p,.

bulunur.

o = a—p, oldugu goz oniinde bulundurularak denklemde yerine yazarsak,

Up = — Qg + Ugp — Agp + Up, — Ap, — o + p,u+ aX — p, A+ au — aX
= =20, A+ 20, U — Qpy + Urp — Ayp
=up —2p,(U — A) + Qgg — Uzp+ Azp =0

olur.
Azp = 0 oldugundan

Uy — 2p, (U — A) + Qe — ugp =0 .
olur. o, = —0, ve 0 = a — p, oldugundan
gy = —Oggy Py = O — 0, Py = —20 2

dir. Buradan da

1
Oxx = pr:m:
yazilabilir. Dolayisiyla da,
1
Ut F 5 Przy = Uap = 2p,(u—A)=0. (5.5)

denklemi elde edilir.
(5.5) deki denklemde, p spektral parametresini p = A¢ + p seklinde alip,

Pr = (AS + [)s = AaS + Ay + 11,
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Prz = )\zzg + 2)\xgz + )\gmz + Moo
Prox = /\zmxg + 3)\acxgx + 3)\w§xm + )\gmzm + J L

bu tiirevler (5.5) deki denklemde yerine yazilirsa,
1
ug + 5(/\m$§ + 3NeeSe + 3NaSaz + ANSazr + fype) — Uz (XS + 1)

—2(A\eS + Ay + ) (u = A) =0

Ao = Az = Agze = 0 oldugundan
2 1 1
26 A" 4 (GSame = 260U+ 2ty — UaQ)A + (U + Shage — 2Hatt — Ugpt) = 0

elde edilir.
A'nin herbir kuvvetinin katsayisini sifira egitlersek,

1 3
S =01y 1= GO Oy Uy — SO, = Colly + 2Oy = 0, (5.6)

4

olur ki burada ci, ¢, keyfi sabitlerdir. Ozel olarak ¢; = 4,c, = 0 secersek
(5.6) da KdV denklemini elde ederiz.
(5.4) yardimiyla da,

a = u; + c3, 6:—4)\2—1—2)\u+2u2—um, p=4\+2u,0 = c3 — u,

yazilir ki burada c3 keyfi sabittir. c¢3 = 0 olarak secilirse

T— Uy —AN% 20U+ 202 — Uy,
| AN+ 2u — Uy '

bulunur.
(2.4) Zakharov-Shabat sistemi i¢inde benzer sekilde v, = Xv yazarak X

operatorii
X —iA u(ac, t)
—u(x,t) A
ve T matris operatorii de
T —2iN2 ilul® 20+ iuy
T 24w 200 — il
olarak tanimlanirsa lineer olmayan Schrodinger denklemi denklemi elde edilir.

Benzer sekilde (2.6) 1. mertebeden lineer sistemin de v, = Xv yazilirsa

13



—iA u(x,t)

X = —u(x,t) A
ve T" matris operatorii de
T —4i N3 + 2i\u? AN2U + 2 Uy — Ugy — 2u3
T —ANu A 200Uy + U + 208 4iX3 — 2i u?

seklinde segilirse (2.5) mKdV denklemi elde edilir.
Yine aym sekilde v, = Xwv ile

/!
—iA —=uy(x,t)
X = 1 2 )
§ux(x, t) A

ve T matris operatorii de

i
T
A\

secilirse Sine-Gordon denklemi olan u,; = sinu elde edilir.

cosu  sinu
sinu —cosu |’
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6. DUZ SACILIM DONUSUMU

Diiz sagilim doniigiimii, potansiyel bilindigi zaman sac¢ilim verilerini be-
lirlemekten ibarettir. Bu problem genellikle belli 6zel ¢oziimler elde edilerek
¢oziiliir. Bu ¢oziimler ilgili lineer adi diferansiyel denklem icin Jost ¢oziimii
olarak bilinir. Uygun sacilim verileri, sonsuzda Jost ¢oziimlerinin asimtotik
davraniglar yardimiyla veya Jost ¢oziimlerinin Wronskiyani yardimiyla kuru-
labilir. Bu boliimde (2.2) Schrodinger denklemi ve (2.4) Zakharov-Shabat sis-
temiyle ilgili sagilim verileri ele alinacaktir. Lineer adi diferansiyel denklemler
i¢in sagihim verileri, benzer sekilde elde edilebilir. Sabitlenmis ¢ noktasinda

Faddeev sinifindan (yani u reel degerli / dz(1 + |z|) |u(z,t)| integrali sonlu
demektir), u(x,t) potansiyel fonksiyonunu ele alalim. Schrodinger denklemi
iki tip ¢ozlime sahiptir. Bunlar sagilim ¢oziimleri ve bagli durum (bound-

state) coztimleridir. Sacihm ¢oziimleri z — +oo iken e** ve e~ lerin

lineer kombinasyonundan olusur (k € R\ {0}).

Iki lineer bagimsiz sacihm ¢oziimii sirasiyla f; ve f,, asagidaki asimtotik
kosullar1 saglayan Schrodinger denkleminin sol ve sag Jost ¢oziimleri olarak
bilinir.

fl<k7 (L’,t) = eik:c + 0(1>7 fl/<k7 (L’,t) = Zkellm + 0<1)7 T — +00,

(6.1)
folk,z,t) = e ™® +0(1), fi(k,2,t) = —ike ** + o(1), £ — —o0.
Kalan kisimlar
eika: L(k, t>e—7ﬁkm
filk, 1) T 1) + T 1) +0o(1), x — —o0,
(6.2)
—ikx k t ikx
fr(k,x,t) = c Rk, t)e +o(1), © — 400

Tkt | T(k0)
seklinde yazilir. Burada 7', gecis katsayisi, L ve R, sol ve sag yansima
katsayilar olarak adlandirilir.

CT iist yar1 kompleks diizlemini ele alalim. (2.2) deki bound state ¢oziimiinde
r degigkenine gore L?*(R)’ye aittir. u(x,t) Faddeev simfindan oldugundan
bound state sayilar1 sonlu, her bir bound state tek katli ve bound state ¢oziim-
leri sadece C* imajiner eksen iizerinde belli k degerlerinde ortaya ¢ikabilir
[5,7 —9]. Bagh durum (bound state) sayilarini N ile gosterelim.

0< kb <ky<---<ky
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olmak tizere k = ik; noktalarinda bagll durum (bound state) oldugunu
varsayalim. Herbir bagh durum (bound state), C* da bir 7" kutbuna kargilik
gelir. k = ik; de herhangi bagh durum (bound state) ¢oztimii, f;(ik;,z,1t)
nin bir sabit katidir.

Burada ¢;;(t) ve ¢,;(t) sol ve sag bagli durum (bound state) normallegtirici
sayilar: sirasiyla

1 1
> 2 * 2
c;(t) = /dxfl(ikj,x,t)z L Cri(t) = /dxfr(ikj,x,t)z
seklinde tanimlayabiliriz. Bu sayilar 7" nin herbir rezidiileri
] t 2
Re 2(T, ik;) = icy(£)2y,(t) = i~ 10 (6.3)
Y (t>
ile baglantihdir. Burada «;(t) sayisi
fl(ik}j, Z, t)
(t) = 77—+ 4
’yj( ) f?‘(ikJ'?th) (6 )

seklinde tammlanan bagimh sabitlerdir. ~,(t) nin igareti (—1)V~7 ile aymdir
dolayisiyla c,;(t) = (—=1)N 7, (t)ey;(t) dir.

(2.2) ye kargihk gelen sagilim matrisi R ve L yansima katsayilar1 ve T
gecis katsayisindan olusur ve yansima katsayilarinin biri ve {k;} den olustu-
rulabilmektedir. Ornegin; eger k € R icin R(k,t) sag yansima katsayisiyla
baglarsak

N . oo 2
k+ ik, 1 log(1 — |R(s,t)]
T(k,t) = ! — | d 7 ke CrUR
(k1) <j:1k;—ikj>eXp 2m/5 sk | ety

— 00

elde edilir. Burada i0" terimi C* da k € R ler igin limiti gostermektedir.
Bu durumda L(k,t) sol yansima katsayisi da

Rk T(k, 1)

Lk, t) = — X

, keR

olur.

Bir boyutlu Schrodinger denklemi igin diiz sagilim problemi ile ilgili lite-
ratiirde [5,7 — 9] ¢alismalar1 mevcuttur. Burada = € R ve herbir sabitlenmig
t icin u(z,t) nin {R,{k;},{c;}} sacihm verilerinden tek olarak belirlendigi
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[5,7 — 9] galismalarinda gosterilmistir. ¢;(¢) := ¢;;(¢)? alarak bir sagilim verisi
kiimesi {R, {k;},{c; (t)}} seklinde ifade edilmistir.

Schrodinger denklemine karsilik gelen sacilim verisini tamimlayabilmek
i¢in (2.4) Zakharov-Shabat sistemine kargilik gelen sagilim verisini tanimla-
mak gerekir. Her ¢ i¢in u(z,t) nin 2’ e gore integrallenebilir oldugunu ve
(2.4) denkleminin sirasiyla agagidaki asimtotik kogullar1 saglayan (A, z,t)
ve ¢(A, x,t) sol ve sag Jost ¢oziimlerinin tek oldugunu kabul edelim.

FO ) = [ e |+ o), 2 — b
(6.5)

e—i>\$

gb(/\,a:,t):[ 0 ]+o(1),x—>—oo

T gecis katsayisi, L sol yansima katsayisi ve R sag yansima katsayisi asagidaki
asimptotik davraniglara sahiptir.

[ L\ t)e= =
U\ x,t) = Te(lﬁgf) +0(1), © — —o0;
L T\t
B e—i)\z
Qﬁ()\,flj',t) = R(z)j\%ii)“ + 0(1)v T — +00 (66)
T(\t)

(2.4) iin bagh durum (bound state) ¢oziimleri C* da T' kutuplarina kargilik
gelen \ degerlerinde ortaya gikar. Bu kutuplar kiimesi {);}, j = 1,..., N
lerle gosterilsin. Belirtilmelidir ki bu kutuplar, pozitif imajiner eksen de yer-
lesmek zorunda degildir. Ustelik Schrodinger denklemi haric bu kutuplarin
birden biiyiik kathliklar olabilir. Farzedelim ki A;, n; kath olsun. A; kut-
buna n; kathhg ile kargihk normallestirici sabitleri ¢;5(¢), s =0,1,...,n; —1
dir. Kabul edelim ki Zakharov-Shabat sistemindeki u(x,?) potansiyeli her-
bir sabitlenmis ¢ icin {R, {\;},{c;s(t)}} sacihm verisi yardimiyla tek olarak
belirlenir.
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7. SACILIM VERISININ ZAMAN EVOLUSYONU

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemleri saglayan wu(z,0)
baglangi¢ degerinden u(zx,t) elde edilebildigi gibi s(\,0) a baglangig sagihm
verisinden s(A,t) bulunur. Sagilim verisi Jost ¢oziimlerine kargilik gelen li-
neer adi diferansiyel denklemden elde edilebileceginden sagilim verilerinin
zaman evoliisyonunu belirlemek icin AKNS veya Lax metodu yardimiyla
Jost ¢oziimlerinin zaman evoliisyonu analiz edilebilir.

Simdi Lax metodu yardimiyla Schrodinger denkleminde sagilim verisinin
zaman evoliisyonunun nasil belirlenecegi inceleyelim. 4. boliimde oldugu gibi
k bir spektral parametre ve dolayisiyla k; degerleriyle ilgili bound statelar
zamanla degigmez. O halde sol taraftaki Jost ¢oziimii fi(k,z,t)’ nin zaman
evoliisyonu elde edelim. 4. boliimdeki ii) kogulundan  0;f; — Af; ifadesi
(2.2) nin bir ¢dziimii olarak kalir. Dolayisiyla bu ¢oziimii f; ve f, lineer
bagimsiz Jost ¢oziimlerinin bir lineer birlesimi olarak asagidaki sekilde yaz-
abiliriz:

O filk,x,t) — (—402 + 6udx + 3uy) fi(k, z, 1)

= p(k,t) fi(k,z,t) + q(k,t) fr-(k, z,1).

Burada p(k,t) ve q(k,t) katsayilar ve (4.7) deki A operatorii hesaplan-
abilir. Her bir sabitlenmig ¢ igin =~ u(x,t) = o(1) vex — 0o  w(x,t) = o(1)
oldugu kabul edilerek, (7.1) deki (6.1) ve (6.2) kullamlirsa  — o0 igin,

(7.1)

| | | 1 . R(kt)
ikx 4 3 ikT _ k.t ikx k.t —ikx ) ik 1
0™ + 403e p(k,t)e™™ + q(k,t) —T(k;,t)e +—T(k;,t)6 +o(1)

elde edilir.
(7.2) ’nin her iki tarafindaki ’** ve e~***'nin katsayilarindan,

alkt) = 0, p(k, t) = —4ik?

oldugu elde edilir. Yani III. mertebeden kismi tiirevli diferansiyel denklem
yardimuyla f;(k, z,t) ye bagh

Oufi — Afy = —4ik? f, (7.3)
denklemi yazilir. Benzer sekilde f,(k,z,t) iginde

Of, — Af, = 4ik3 ], (7.4)

denklemi elde edilir.
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Her bir Jost ¢oziimii i¢in zaman evoliisyonu oldukca karigiktir. Buna
ragmen sagilim verisinin zaman evoliisyonu oldukga basittir. (7.3) de
x — —oo iken limit almip (6.2) ve

u(z,t) = o(1) ve uz(x,t) = o(l)xr — —o0

oldugu kullanilarak ayrica her iki taraftaki e?** ve e~**’in katsayilarin kargilastirilarak

T (k,t) =0, O,L(k,t) = —8ik3L(k,t),

T(k,t) = T(k,0), L(k,t) = L(k,0)e 8*
esitlikleri elde edilir. Benzer gekilde x — 400 iken (7.4) den,

R(k,t) = R(k,0)e¥*" (7.5)

bulunur.

Bu da gecis katsayisinin zamanla degismeyecegi ve sadece zamanla yan-
sima katsayilarinin agamalarinin degisecegi anlamina gelir.

Simdi (6.4) te tammlanan +,(#) bagiml sabitlerinin zaman evoliisyonu
inceleyelim. (7.3), & = ik; noktalarinda hesaplanirsa ve ;(t) f.(ik;, z,t) ile
fi(ik;, z,t) yer degistirmesiyle

fr(ikj, 2, 0)0iy;(t) 4+ v; ()0 fr(iky, 2, t) — v, (L) Af, (iky, 2, 1)

= Ak, (1) ik, 1) (76)

elde edilir.
Ote yandan k = ik; noktasinda (7.4) hesaplanirsa,

o7 ()0 fr (ikj, x,t) — v; () Afr(iky, z,t) = 4]{:?7]- (t)fr(ikj, z,t) (7.7)
elde edilir. (7.6) ve (7.7) den
aﬁj(t) = _Sk?%(t)

veya
—8k3
Y (t) = ’Yj(o)e Syt (7.8)
oldugu goriiliir.
(6.3) ve (7.8) yardimiyla normallestirici sayilarin zaman evoliisyonu,

aj(t) = aj(0)e™*, ey () = ey (0)e "
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seklinde bulunur. 8. boliimdeki (8.1) Marchenko cekirdeginde bulunan c¢;(t)
normallegtirici sayilar1 ¢;;(t) lerle ilgilidir. Soyleki ¢;(t) := ¢;;(t)* dir ve
onlarin zaman evoliisyonu,

¢;(t) = ¢;(0)e (7.9)

seklinde tanimlanir.

Diger integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklem-
lerde ve lineer olmayan Schrodinger denkleminde oldugu gibi ilgili sagilim
verilerinin zaman evoliisyonu benzer sekilde elde edilebilir.

Bunun i¢in ilk énce (4.8) deki A operatorii cinsinden (6.5) deki ¢ (A, z,t)
ve Y(\, x,t) Jost ¢oziimleri agagidaki kismi diferansiyel denklemleri saglar.

Y, — A = =2iX*), ¢, — Ap = 2iN%¢.
(6.6) daki sagilim katsayilari

T(At) = T(X,0), R\ t) = R(\, 0)e%?*,
(7.10)
L(\t) = L(X,0)e 4t

seklinde degigirler.

T’nin \; bagh durum (bound state) kutbu ile (8.4) te verilen Q(y,t)
Marchenko ¢ekirdegindeki c¢;4(f) baglh diurum (bound state) normallestirici
sayilarina sahibiz. Bunlarin zaman evoliisyonu agagidaki sekilde [4] te ver-
ilmigtir:

(i, 1)(®) ity (8) -+ jo(D)] = [Cjm,1)(0) €jimy—2)(0) -+ jo(0)] e 445" .

(7.11)
Burada A;,n; x n; tipinde
[ i)\, —1 0 0 0 ]
0 —iN -1 0 0
0 0 =i\ 0 0
Aj= : :
0 0 0 —i); -1
|0 0 0 0 =\

seklinde bir matristir.
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8. TERS SACILIM DONUSUMU

6. boliimde ilgili lineer adi tiirevli diferansiyel denklemler i¢in diiz sagilim
problemini ¢ozerek wu(z,0) baglangic degerinden S(A,0) baslangic sagihm
verisinin nasil kurulacag anlatilmigtir. 7. boliimde S(\, 0) baglangig sagihm
verisinden S(A,t) sacilim verisinin zaman evoliisyonunun nasil elde edildigi
goriilmiistiir. Ters sacilim doniisiimiinde son agsama olarak bu boliimde ilgili
ters sagilma problemini ¢ozerek S(A,t) den w(z,t)’nin nasil elde edilebile-
cegini gorecegiz. Bu tip ters sagilim probleminin Marchenko metoduyla da
goziilebilecegi, [5,7 — 9,16 — 19] galismalarinda gosterilmigtir. Literatiirde
Gel’fand-Levitan metodu veya Gel’fand-Levitan-Marchenko metodu olarak
gecse de Gel'fand-Levitan metodu ters sa¢ilim problemini ¢6zmek icin farkh
bir metottur [5,7, 16,17, 19] . Gel’fand-Levitan integral denklemi, (0, z) sonlu
araliginda bir integrasyon igerir ve o denklemin gekirdegi, karsilik gelen li-
neer adi diferansiyel denklem ile ilgili spektral 6l¢iimiin Fourier doniisiimiiyle
iligkilidir. Diger taraftan Marchenko integral denklemi, (x,+00) yar1 sonsuz
araliginda bir integrasyon igerir ve onun gekirdegi sagilim verisinin Fourier
dontistimi ile ilgilidir.

Bu boliimde amag (7.5) ve (7.9) daki ilgili {R, {k;},{c;(t)}} sacihm
verisindeki zaman evoliisyonundan KdV denklemindeki u(x,t) ¢oziimiini
geri elde etmektir. Daha sonra (7.10) ve (7.11) deki {R,{\;},{c;s(t)}}
sacilim verisindeki zaman evoliisyonundan lineer olmayan Schrodinger den-
klemindeki u(z,t) ¢oziimii tekrar elde etmektir.

(2.1) KdV denklemindeki u(x,t) ¢oziimii agagidaki gibi Marchenko meto-
dunu kullanarak sacilim verisinin zaman evoliisyondan elde edilebilir.

a) (7.5) ve (7.9) daki {R, {k;},{c;(t)}} sacihm verisinden, € Marchenko
integral cekirdegi

0 N
1 .
y.1) = o / dkR(k, 1)e™ + 3 c;(t)e (8.1)
/e =1

seklinde tanimlanir.
b) 0 < y < 400 i¢in kargilik gelen

K(z,y,t) + Qx4+ y,t) + /de(x, 2, )z +y,t) =0 (8.2)

T

Marchenko integral denklemi g¢oziilerek K (z,y,t) ¢oziimii elde edilir.
c)
OK (z,x,t)

= (8.3)

u(z,t) = —2
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ifadesi kullanilarak u(z,t) yeniden elde edilir.
(2.3) deki lineer olmayan Schrodinger denklemi denkleminin u(z, t) ¢oziimii
agsagidaki gibi Marchenko metodu kullanilarak sacilim verilerinin zaman evoliis-

yonundan elde edilebilir:
i) (7.10) ve (7.11) deki { R, {\;}, {¢js(t) } } sacihm verisinden, 2 Marchenko
cekirdegi

N nj—l

Qy, t) := 1/d)\R)\t N £ " es(t) .—W (8.4)

j=1 s=0

seklinde tanimlanir.
il) z < y < 400 igin Marchenko integral denklemi

K(z,y,t) — Qx4+ y,t) + /dz/dsK(:v,s,t)Q(s +2,t)Qz+y,t) =0

goziilerek K (x,y,t) ¢dziimii bulunur.

iii) w(z,t) = —2K(z,2,t) esitligi yardimiyla Marchenko denkleminin
K(x,y,t) ¢oziimiinden u(z,t) yeniden elde edilir.

iv) Bulunmus olan K (z,y,t) den |u(z,t)|* ifadesi alternatif olarak

0G(z, z,t)
¢ 2 -9 )
(e, ) = 22550
seklinde tanimlanir. Burada
G(z,y,t) = —fde z, 2, )z +y,t).
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9. SOLITON COZUM

Bir integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin
bir soliton ¢oziimii, karsilik gelen sacilim verisindeki yansima katsayisinin
difir oldugu bir u(z,t) ¢oziimiidiir. Bagka bir deyisle, bir integrallenebilir li-
neer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin bir u(x,t) soliton ¢6ziimii,
ilgili lineer adi diferansiyel denklem deki bir yansimasiz potansiyelden bagka
birgey degildir. Yansima katsayisi sifir oldugunda, uygun Marchenko integ-
ral denkleminin g¢ekirdegi ayrilabilir olur. Bir ayrilabilir cekirdekli integ-
ral denklem, lineer denklem veya bir lineer cebirsel denklemler sistemine
doniigtiiriilerek acikga ¢oziilebilir. Bu durumda soliton ¢oziim olarak bili-
nen, integrallenebilir lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemin tam
¢oziimleri elde edilmis olur.

(8.1) de R(k,t) = 0 oldugu kullamlarak KdV denklemi i¢in N-soliton
¢oziimii elde edilir.

O halde

X(l’) = [B*kw k2T ...ekaw} ,Y(y,t) - : 7

en(t)e kne

seklinde alarak  Q(z +y,t) = X(2)Y(y,t) bulunur. Bu ayrilabilirliginin
bir sonucu olarak Marchenko integral denklemi cebirsel olarak coziilebilir ve
¢oziim K (z,y,t) = H(z,t)Y (y,t) formundadir. Burada H(z,t) x ve t nin
fonksiyonu olan N boyutlu bir satir vektoriidiir. K (z,y,t), (8.2) de yerine
yazilirsa

K(z,y,t) = =X (z)T(z,t)" 'Y (y,t) (9.1)

bulunur. Burada I
D(x,t) =1+ [dzY (z,1)X(2) (9.2)

seklinde verilen N x N boyutlu matris, I da N x N boyutlu birim matris-
tir. Bu durumda 6;; Kronecker deltasiyla ifade edilien I';; asagidaki sekilde
yazilabilir:
¢; (O>e—2kjm+8k§’t

kj + Kk

Fjl = 5][ +
(8.3) de (9.1) kullanarak

u(z,t) =22 [X(2)(z,t) 7Y (z,t)] = 2tr 2 [V (2, ) X ()T (2, ) 7!
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elde edilir. (9.2) den goriiriiz ki —Y (z,t) X (x) ifadesi I nin « e gore tiirevine
esittir. Dolayisiyla NV soliton ¢oziimii

0
., 0 [Or(x,t) S 5, detT(@,0)

seklinde yazilabilir. N =1 oldugunda K dV denkleminin bir soliton ¢oz{imii

= log /2k1/c1(0) olmak tizere
u(x,t) = —2k? sec h?(kix — 4k3t + 0)

seklinde ifade edilir.
Ustel matrisi kullanarak, (9.3) de goriilen N soliton ¢oziimii

w(z, t) = —4Ce A8 (4 )~ VAD (2, ) Le 4B,
formunda ifade edilebilir [15]. Burada

A = diag {k1, ko, - kn},

Bt:=[11...1], C:=[c1(0) c3(0)...cn(0)] (9.4)
dir. Burada B, N boyutludur. Bu durumda (9.2)

D(z,t) = I + [dze A BCe 484

seklinde yazilabilir.

Lineer olmayan Schridinger denklemi igin iyi bilinen N soliton ¢oziimii,
basit (bound state) kutbu ile (8.4) de n; = 1 ve R(A,t) = 0 segilerek elde
edilebilir. KdV denklemindeki siirecle benzer olarak A, B, C' matris iigliisii
ve

A= diag{—i\, =iy, ..., —iAy} (9.5)

yardimiyla N soliton ¢oziimii elde edilir. Burada \; kompleks sabitleri, C*
daki gecis katsayilarmin farkh kutuplaridir (¢;(0) sabitlerinin sifirdan farkh
kompleks say1 olmasi haricinde). P(x,t), M ve () matrisleri

P(z,t) := diag {622'A1x+4u§t XiortaiNdt 2iANa;+4z',\§Vt}

—1iC;Cq
M, = J
TN =N Qo= -\

?
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olarak tammlanir.
Bu durumda lineer olmayan Schrédinger denkleminin N soliton wu(z, t)
¢Ozumii

u(w,t) = —2B' [I + P(x,t)!QP(x,t)M] ™" P(z,t)iC! (9.6)
veya es deger olan
u(x,t) = —2Bte AT (g 1) 1o~ ATt 4i(AN* (9.7)
seklinde kurulabilir. Burada I'(z, t)

D(z,t) = I + Eds <Ce‘A5‘4iA2t)T (ce—As-‘*iA%)} E]jdz (e42B) (e=4+B)'

(9.8)
seklinde tanimhdir. (9.8) de (9.4) ve (9.5) kullanilirsa I'(x, t) nin (j, 1) girisleri

=08, — é\’: chlei(nmijjl)x+4i(xgn,xi)t
gl — Ujl m=1 ()\m - X]) ()‘m —3 Xl)

Belirtelim ki |u(z, t)|? ifadesi

0
ar(x’t) _ o %detF(:c,t)
Or | detI'(z,1)

0
O =tr |=— (T(x,t)"
ute 0 = tr | (T
seklinde verilir. lineer olmayan Schrodinger denklemi i¢in N = 1 oldugunda

(9.6) veya (9.7) den tek soliton ¢oziimii

—82, (Tm [\,])? -2 4(R)’s

4 (Im [)\1])2 + ’Cl ‘2 €—4z(Im[)\1])—8t<Im[>\%])

u(x,t) =

seklinde bulunur.
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10. TODA LATTICE DENKLEMININ TAM COZUMUNU
BULMAK iCIN BiR ALGORITMA

Bu boltimde bu tezin ana amaci olan Toda-Lattice denkleminin verilen
bir A, B, C' matris {icliisii yardimiyla bir tam ¢oziimiinii elde etmek icin bir
algoritma verilecektir.

Bu sekildeki algoritmalar, ters sacilim problemi, Marchenko integral den-
klemi kullanilarak coziilebilen, integrallenebilir diger lineer olmayan kismi
tiirevli difernasiyel denklemler icin de bulunabilir. Burada matris iicliisii ve
iistel matris yardimiyla elde edilen u (z,t) ¢oziimii, Marchenko integral den-
kleminin gekirdegi olan K (z,y,t) nin ayrilabilir olarak bulunmasimi saglar
ki bu da bazi lineer cebir iglemleriyle bu denklemin ¢ozelebilecegi anlamina
gelir. Bu durumda Marchenko integral denkleminin ¢oziimiiniin basit bir in-
tegralinin alinmasiyla Toda-Lattice denklemi i¢in tam coziimler elde edilmis
olur.

Bu tip ters sagilma probleminin Gel’fand-Levitan-Marchenko metoduyla
da ¢oziilebilecegi, [5,7 — 9] caligmalarinda gosterilmistir.

(e o]

u(z,t) = —4/d7“K (r,r,t)

ug (x,t) = 4K (z, 2, )
Burada K (z,y,t),

K(a:,y,t)—Q(a:+y,t)+/dv/drK(Lv,t)Q(x+v,t)Q(r+y,t):O

Marchenko integral denkleminin ¢oziimiidiir. Burada

17 i o
Qy,t) = o / dAR (/\7t)e)‘y —|—jzlcje Ajy—it/(2X;)
seklindedir.
Simdi
U/n — e’u,nflfu'n, _ eunfun+17 n e Z (1)

Toda-Lattice denkleminin verilen bir A, B, C' matris tigliisii yardimiyla
bir tam ¢oziimiinii elde etmek ic¢in bir algoritma verelim. Burada A, p X p
boyutlu, B, p x 1 ve C' de 1 x p boyutlu matrislerdir.
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1)

P—APA=BC

esitliginden P matrisini bulunur.
2)

T,i=1+e A npAr n ez

esitligi yardimiyla bir yardimei I',, matrisi tanimlanir.

3)

= logdet(I', I, 1)

seklinde bir u,, ifadesi elde edilir.
4) u,, Toda lattice denklemini saglayan bir tam ¢oziimdiir.

Ornek 1: p=: 1 icin A = (a), B = (1),C = (¢),a,b € R matris ficliisii

verilsin. Burada P — APA = BC' egitliginden,

= (c/(1 - ),

a~’c -1
Fn -1 —t(a—a™")
=) |
son olarak
1 (1 i a2nc _ /1 i a "c —t(a—ail)
=lo ——¢ —_—
ST A —@) 1-a?)

seklinde elde edilir ki bu ¢oziim Toda-Lattice denklemini saglar.

Ornek 2: p =: 2 icin matris ticliisii su sekilde olsun:

0 0
A:(g a)’ B:<1>’ C:(Cl 02)70%017026R.

P — APA = BC' egitliginden:
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2 L 2 0
Ln = 161_(1 — —t(a—a"?! lcz_a = et a*a_l)
ve . .
3 S8 e 8

seklinde Toda-Lattice denkleminin bir tam ¢oziimii elde edilmis olur.
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